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#❛♥✐✉ ♣-③❡"#-③❡♥♥❡❥ ❦♦♥"#-✉❦❝❥✐ ✼✵✲❡❧❡♠❡♥#♦✇❡❣♦ ✇"♣♦-♥✐❦❛ ❦-❛#♦✇❡❣♦✳



◆♦♥♣❛%❛♠❡(%✐❝ ✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ .(%✉❝(✉%❛❧

♠❛.. ❛♥❞ .(✐✛♥❡.. ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥.

●%③❡❣♦%③ ❙✉✇❛➟❛

■♥"#✐#✉#❡ ♦❢ ❋✉♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡"❡❛3❝❤✱ 5♦❧✐"❤ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡"

❆❜"#$❛❝#

❚❤✐" #❤❡"✐" ♣3♦♣♦"❡" ❛♥❞ ❡①♣❡3✐♠❡♥#❛❧❧② ✈❡3✐✜❡" ❛ ❧♦✇✲❢3❡?✉❡♥❝② ♠❡#❤♦❞ ❢♦3

✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛#✐♦♥" ♦❢ "#3✉❝#✉3❛❧ ♠❛"" ❛♥❞ "#✐✛♥❡""✳ ❚❤❡ ♣3♦♣♦"❡❞

♠❡#❤♦❞ ✐" ❜❛"❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥♣❛3❛♠❡#3✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ #❤❡ ✉♥♠♦❞✐✜❡❞ "#3✉❝#✉3❡✱ ✇❤✐❝❤

✐" ❝♦♥"#✐#✉#❡❞ ❜② ❛ "❡# ♦❢ ✐#" ❡①♣❡3✐♠❡♥#❛❧❧② 3❡❝♦3❞❡❞ 3❡"♣♦♥"❡"✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥♦♥♣❛3❛✲

♠❡#3✐❝ ❛♣♣3♦❛❝❤ ❛✈♦✐❞" #❤❡ #3♦✉❜❧❡"♦♠❡ ❛♥❞ ❡33♦3✲♣3♦♥❡ "#❛❣❡ ♦❢ ♣❛3❛♠❡#3✐❝

♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛#✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ✐# ❛❧❧♦✇" ♣❛3❛♠❡#3✐❝❛❧❧② ❡①♣3❡""❡❞ "#3✉❝#✉3❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛✲

#✐♦♥" ❛♥❞ ❧♦❛❞" #♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥#✐✜❡❞✳

❚❤❡ ❛♣♣3♦❛❝❤ ✇❛" ❢♦3♠❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥" ♦❢ #❤❡ ❣❡♥❡3❛❧ ♠❡#❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ #❤❡

✈✐3#✉❛❧ ❞✐"#♦3#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐" #♦ ♠♦❞❡❧ ♣❛3❛♠❡#3✐❝ ♠♦❞✐✜❝❛#✐♦♥"

✇✐#❤ #❤❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥# ♣"❡✉❞♦ ❧♦❛❞✱ ✇❤♦"❡ ❡✛❡❝# ♦♥ #❤❡ "#3✉❝#✉3❛❧ 3❡"♣♦♥"❡ ✐" ♠♦❞✲

❡❧❡❞ ♥♦♥♣❛3❛♠❡#3✐❝❛❧❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡3❛❧ ✐❞❡❛ ✇❛" ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥#♦ #✇♦ "♣❡❝✐✜❝

❢♦3♠✉❧❛#✐♦♥" ✐♥ #✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ #❤❡ ❞✐3❡❝# ❛♥❞

✐♥✈❡3"❡ ♣3♦❜❧❡♠"✳ ❚❤❡ ❣3❛❞✐❡♥# ❛♥❞ #❤❡ ❍❡""✐❛♥ ♦❢ #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✇❡3❡

❡①♣3❡""❡❞ ❛♥❛❧②#✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ #❤❡ ✐♥✈❡3"❡ ♣3♦❜❧❡♠ #♦ ❜❡ "♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥"

♦❢ ❝❧❛""✐❝❛❧✱ ❣3❛❞✐❡♥#✲❜❛"❡❞ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞" ♦❢ #❤❡ ✜3"# ❛♥❞ "❡❝♦♥❞ ♦3❞❡3✳

❚❤❡ ❜❛"✐❝ ❢♦3♠✉❧❛#✐♦♥" ✇❡3❡ ❡①#❡♥❞❡❞ #♦ ✐♥❝❧✉❞❡ #❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ♦❢ ❛♥

✐♥❡❧❛"#✐❝ ✐♠♣❛❝#✳
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✐♥ #❤❡ #❛"❦" ♦❢ ✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ♦❢ ♠❛"" ❛♥❞ "#✐✛♥❡"" ♠♦❞✐✜❝❛#✐♦♥" ❛♥❞ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
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B(t) ✕ ♠❛❝✐❡&③ ✇♣➟②✇✉

C ✕ ♠❛❝✐❡&③ -➟✉♠✐❡♥✐❛

D ✕ ❞②0❦&❡-♥❛ ♠❛❝✐❡&③ ✇♣➟②✇✉

F ✕ ♠❛❝✐❡&③ ❋♦✉&✐❡&❛

f(t) ✕ ❢✉♥❦❝❥❛ ❥❡❞♥❡❥ ③♠✐❡♥♥❡❥

f(t) ✕ ✇②♠✉0③❡♥✐❡ -❡0-♦✇❡

F (µ) ✕ ❢✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉

∇F (µ) ✕ ❣&❛❞✐❡♥- ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

∇2F (µ) ✕ ❤❡0❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

h(t) ✕ ✐♠♣✉❧0♦✇❛ ❢✉♥❦❝❥❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

k ✕ 0③-②✇♥♦➧➣

K(t, τ) ✕ ❥→❞&♦ &<✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦

K ✕ ♠❛❝✐❡&③ 0③-②✇♥♦➧❝✐

∆K ✕ ③♠✐❛♥❛ ♠❛❝✐❡&③② 0③-②✇♥♦➧❝✐

m ✕ ♠❛0❛

M ✕ ♠❛❝✐❡&③ ♠❛0

∆M ✕ ③♠✐❛♥❛ ♠❛❝✐❡&③② ♠❛0②

N
 

✕ ❧✐❝③❜❛ ♣&<❜❡❦ ❝③❛0♦✇②❝❤

Nµ ✕ ❧✐❝③❜❛ ♣❛&❛♠❡-&<✇ ✉0③❦♦❞③❡♥✐❛

p0(t) ✕ ♣0❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡

ui ✕ ❧❡✇♦0-&♦♥♥② ✇❡❦-♦& 0③❝③❡❣<❧♥②

u(t) ✕ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥0-&✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥

uL(t) ✕ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥0-&✉❦❝❥✐ &❡❢❡&❡♥❝②❥♥❡❥

uR(t) ✕ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ &❡③②❞✉❛❧♥❛ ❦♦♥0-&✉❦❝❥✐



✽

v ✕ ♣"➛❞❦♦➧➣

vi ✕ ♣"❛✇♦+,"♦♥♥② ✇❡❦,♦" +③❝③❡❣3❧♥②

wi ✕ ✇+♣3➟❝③②♥♥✐❦ ✇❛❣♦✇② ❦✇❛❞"❛,✉"②

∆x
♣❡"

✕ ❜➟→❞ ③❛❜✉"③❡♥✐❛

∆x
"❡❣

✕ ❜➟→❞ ♠❡,♦❞② "❡❣✉❧❛"②③✉❥→❝❡❥

Q ✕ ♠❛❝✐❡"③ ✇②♠✉+③❡♥✐❛

αi(t)✱βi(t)✱γ(t)✱λ(t) ✕ ✇❡❦,♦"② ③♠✐❡♥♥②❝❤ +♣"③➛➺♥♦②❝❤

γi ✕ ❢✉♥❦❝❥❛ ✇❛❣♦✇❛

δ(t) ✕ ❞❡❧,❛ ❉✐"❛❝❛

δij ✕ ❞❡❧,❛ ❑"♦♥❡❝❦❡"❛

κ(λ) ✕ ❦"③②✇✐③♥❛ ❦"③②✇❡❥

λ ✕ ♣❛"❛♠❡," "❡❣✉❧❛"②③✉❥→❝②

µ ✕ ✇❡❦,♦" ♣❛"❛♠❡,"3✇ ✉+③❦♦❞③❡♥✐❛

φ(t) ✕ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠❛ ❢✉♥❦❝❥❛ ❥❡❞♥❡❥ ③♠✐❡♥♥❡❥

σi ✕ ✇❛",♦➧❝✐ +③❝③❡❣3❧♥❡

ω ✕ ❝③➛+,♦➧➣ ❦♦➟♦✇❛

❆❱▼ ✕ ❛❞❥♦✐♥, ✈❛"✐❛❜❧❡ ♠❡,❤♦❞

❇❋●❙ ✕ ❇"♦②❞❡♥✲❋❧❡,❝❤❡"✲●♦❧❞❢❛"❜✲❙❤❛♥♥♦

❈● ✕ ❝♦♥❥✉❣❛,❡ ❣"❛❞✐❡♥,

❈●▲❙ ✕ ❝♦♥❥✉❣❛,❡ ❣"❛❞✐❡♥, ❧❡❛+, +M✉❛"❡

❈♦▼❆❈ ✕ ❝♦♦"❞✐♥❛,❡ ♠♦❞❛❧ ❛++✉"❛♥❝❡ ❝"✐,❡"✐♦♥

❉❉▼ ✕ ❞✐"❡❝, ❞✐✛❡"❡♥,❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞

❉❋O ✕ ❉❛✈✐❞♦♥✲❋❧❡,❝❤❡"✲O♦✇❡❧❧

❋❉▼ ✕ ✜♥✐,❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ♠❡,❤♦❞

❋❋❚ ✕ ❢❛+, ❋♦✉"✐❡" ,"❛♥+❢♦"♠

▲❚■ ✕ ❧✐♥❡❛" ,✐♠❡ ✐♥✈❛"✐❛♥,

▼❆❈ ✕ ♠♦❞❛❧ ❛++✉"❛♥❝❡ ❝"✐,❡"✐♦♥

◆❉❚ ✕ ♥♦♥✲❞❡+,"✉❝,✐✈❡ ,❡+,✐♥❣

O❘ ✕ ♣❛,,❡"♥ "❡❝♦❣♥✐,✐♦♥

❙❍▼ ✕ +,"✉❝,✉"❛❧ ❤❡❛❧,❤ ♠♦♥✐,♦"✐♥❣

❙❘✶ ✕ +②♠♠❡,"✐❝ "❛♥❦ ♦♥❡

❙❱❉ ✕ +✐♥❣✉❧❛" ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥

❙❱❊ ✕ +✐♥❣✉❧❛" ✈❛❧✉❡ ❡①♣❛♥+✐♦♥

❚❙❱❉ ✕ ,"✉♥❝❛,❡❞ +✐♥❣✉❧❛" ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥
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✶✹ ✶✳ ❲#$➛♣

▼❡"♦❞② ❙❍▼

●❧♦❜❛❧♥❡ ▲♦❦❛❧♥❡

❯❧"#❛%♦♥♦❣#❛✜❛

*#→❞-✇ ✇✐#♦✇②❝❤

❊♠✐%❥❛ ❛❦✉%"②❝③♥❛

❘❛❞✐♦❣#❛✜❛

❚❡#♠♦✇✐③❥❛

▼❡"♦❞② ♠❛❣♥❡"②❝③♥❡

❉②♥❛♠✐❝③♥❡

❘♦③♣♦③♥❛✇❛♥✐❛ ✇③♦#❝❛

*❛#❛♠❡"#②❝③♥❡

◆✐❡♣❛#❛♠❡"#②❝③♥❡

❙"❛"②❝③♥❡

*❛#❛♠❡"#②❝③♥❡

■♥♥❡

❋✐❣✉&❡ ✶✳✶✳✿ ❖❣#❧♥② ♣♦❞③✐❛➟ ♠❡0♦❞♦❧♦❣✐❝③♥② ♠❡0♦❞ ♠♦♥✐0♦2♦✇❛♥✐❛ 40❛♥✉ 0❡❝❤✲

♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥402✉❦❝❥✐

♥②❝❤ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥✐ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥❡❥ 0❡❥ 0❡♠❛0②❝❡✱ ♣♦♥✐➺❡❥ ③❛♠✐❡4③❝③♦♥♦ ❥❡❞②♥✐❡ ♦❣#❧♥②

♦♣✐4 ✇②❜2❛♥②❝❤ ❣2✉♣ ♠❡0♦❞✱ ♣♦③✇❛❧❛❥→❝② ♥❛ ❦✇❛❧✐✜❦❛❝❥➛ ✐ ✉♠✐❡4③❝③❡♥✐❡ ✇ 4③❡2✲

4③②♠ ❦♦♥0❡❦➧❝✐❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❛ ♦♣2❛❝♦✇❛♥❡❣♦ ✇ ♥✐♥✐❡❥4③❡❥ ♣2❛❝②✳

B♦❞40❛✇♦✇②♠ ♣♦❞③✐❛➟❡♠ ♠❡0♦❞ ❙❍▼ ❥❡40 ♣♦❞③✐❛➟ ♥❛ ♠❡0♦❞② ❧♦❦❛❧♥❡ ✐ ♠❡0✲

♦❞② ❣❧♦❜❛❧♥❡✳

✶✳✶✳✶✳✶ ▼❡$♦❞② ❧♦❦❛❧♥❡

▼❡0♦❞② ❧♦❦❛❧♥❡✱ ♥❛③②✇❛♥❡ 0❡➺ ♠❡0♦❞❛♠✐ ✇②4♦❦♦❝③➛40♦0❧✐✇♦➧❝✐♦✇②♠✐✱ ✇②✲

✇♦❞③→ 4✐➛ ③ ❜❛❞❛➠ ♥✐❡♥✐4③❝③→❝②❝❤ ✭❛♥❣✳ ♥♦♥✲❞❡402✉❝0✐✈❡ 0❡40✐♥❣✱ ◆❉❚✮ ✐ 40♦✲

4♦✇❛♥❡ 4→ ❞♦ ✇②❦2②✇❛♥✐❛ ❧♦❦❛❧♥②❝❤ ✉4③❦♦❞③❡➠ 2❡❧❛0②✇♥✐❡ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❝❤ ✐ ③✇②❦❧❡

➟❛0✇♦ ❞♦40➛♣♥②❝❤ ♦❜4③❛2#✇ ❦♦♥402✉❦❝❥✐✱ ❦❧✉❝③♦✇②❝❤ ③ ♣✉♥❦0✉ ✇✐❞③❡♥✐❛ ③❛❝❤♦✇❛✲

♥✐❛ ❥❡❥ ✐♥0❡❣2❛❧♥♦➧❝✐✳ ▼❡0♦❞② 0❡ ❜❛③✉❥→ ♥❛ ③❥❛✇✐4❦❛❝❤ ✜③②❝③♥②❝❤ 0❛❦✐❝❤ ❥❛❦



✶✳✶ ▼❡$♦❞② ♠♦♥✐$♦+♦✇❛♥✐❛ .$❛♥✉ $❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥.$+✉❦❝❥✐ ✶✺

♣!♦♣❛❣❛❝❥❛ ❢❛❧ ✉❧*!❛❞➵✇✐➛❦♦✇②❝❤✱ ❦*4!❡ 6✇♦✐♠ ③❛6✐➛❣✐❡♠ ♦❜❡❥♠✉❥→ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐ ♦❜✲

6③❛! ❦♦♥6*!✉❦❝❥✐ ✇♦❦4➟ ✉!③→❞③❡♥✐❛✱ ❦*4!②♠ ♣!③❡♣!♦✇❛❞③❛♥❡ ❥❡6* ❜❛❞❛♥✐❡ ✭③❡6*❛✲

✇✉ ✇③❜✉❞♥✐❦4✇ ✐ ❝③✉❥♥✐❦4✇✮✳

▼❡*♦❞② ❧♦❦❛❧♥❡ ❝❤❛!❛❦*❡!②③✉❥→ 6✐➛ ❞✉➺→ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐→ ✇ ❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥✐✉ ✐ ♦6✲

③❛❝♦✇❛♥✐✉ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ✉6③❦♦❞③❡♥✐❛❀ ♣♦♥❛❞*♦ ✇ ♦❣4❧♥♦➧❝✐ ♥✐❡ ✇②♠❛❣❛❥→ ♦♥❡ ③♥❛✲

❥♦♠♦➧❝✐ ❝❤❛!❛❦*❡!②6*②❦ ❦♦♥6*!✉❦❝❥✐ !❡❢❡!❡♥❝②❥♥❡❥ ✭♥✐❡✉6③❦♦❞③♦♥❡❥✮✳ ❲ ♣!❛❦*②❝❡

♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥ 6*♦6♦✇❛♥❡ 6→ ♥❛6*➛♣✉❥→❝❡ ♠❡*♦❞② ❧♦❦❛❧♥❡✿

❼ ❉❡❢❡❦$♦&❦♦♣✐❛ ✉❧$,❛❞➵✇✐➛❦♦✇❛✳ ▼❡*♦❞② *❡❥ ❣!✉♣② ✇②❦♦!③②6*✉❥→ ③❥❛✇✐6❦♦

♣!♦♣❛❣❛❝❥✐ ❢❛❧✐ 6♣!➛➺②6*❡❥ ✇ ♦➧!♦❞❦❛❝❤ 6*❛➟②❝❤✱ ❦*4!❛ ♥❛ 6❦✉*❡❦ ✇②6✲

*→♣✐❡♥✐❛ ♥✐❡❝✐→❣➟♦➧❝✐ ♠❛*❡!✐❛➟✉ ✉❧❡❣❛ !♦③♣!❛6③❛♥✐✉✱ ♦❞❜✐❝✐✉ ❧✉❜ ♦6➟❛❜✐❡✲

♥✐✉✳ ■❞❡♥*②✜❦❛❝❥❛ ✉6③❦♦❞③❡♥✐❛ ❥❡6* ♣!③❡♣!♦✇❛❞③❛♥❛ ♥❛ ♣♦❞6*❛✇✐❡ ❛♥❛❧✲

✐③② ③❛!❡❥❡6*!♦✇❛♥②❝❤ ③❛❜✉!③❡➠ ❢❛❧✐✳ ▼❡*♦❞② ✉❧*!❛❞➵✇✐➛❦♦✇❡ 6→ 6③❡!♦❦♦

6*♦6♦✇❛♥❡ ❞♦ ❦♦♥*!♦❧✐ ♣♦➟→❝③❡➠ 6♣❛✇❛♥②❝❤ ❬✶✵❪❀ ✐♥♥❡ ♣!③②❦➟❛❞② ✐❝❤ ③❛6✲

*♦6♦✇❛➠ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥❛❝❤ ❬✶✶✕✶✹❪✳ ❲ ♣!❛❝② ❬✶✺❪ ♣!③❡❞6*❛✇✲

✐♦♥♦ ♣!♦♣♦③②❝❥➛ ③❛✉*♦♠❛*②③♦✇❛♥❡❥ ♣!♦❝❡❞✉!② ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ ✇②❦♦!③②6*✉✲

❥→❝❡❥ 6③*✉❝③♥→ 6✐❡➣ ♥❡✉!♦♥♦✇→✳ ❖❜6③❡!♥② ♣!③❡❣❧→❞ ♣♦③②❝❥✐ ❧✐*❡!❛*✉!♦✇②❝❤

❞♦*②❝③→❝②❝❤ ✇②❦!②✇❛♥✐❛ ✉6③❦♦❞③❡➠ ♣!③② ③❛6*♦6♦✇❛♥✐✉ ❢❛❧ ▲❛♠❜❛ ✇ ❦♦♥✲

6*!✉❦❝❥❛❝❤ ❦♦♠♣♦③②*♦✇②❝❤ ③❛♠✐❡6③❝③♦♥♦ ✇ ♣!❛❝② ❬✶✻❪✳

❼ ▼❡$♦❞② ♣,→❞5✇ ✇✐,♦✇②❝❤ 6→ ❜❡③❞♦*②❦♦✇②♠✐ ♠❡*♦❞❛♠✐ ❜❛❞❛♥✐❛ ♠❛*❡✲

!✐❛➟4✇ ♠❡*❛❧♦✇②❝❤✱ ♣!③❡③♥❛❝③♦♥②♠✐ ❞♦ ✇②❦!②✇❛♥✐❛ ♥✐❡❝✐→❣➟♦➧❝✐ ③❧♦❦❛❧✐✲

③♦✇❛♥②❝❤ ♥❛ ♣♦✇✐❡!③❝❤♥✐ ❜❛❞❛♥❡❣♦ ♦❜✐❡❦*✉ ❧✉❜ ✇ 6*!❡✜❡ ♣♦❞♣♦✇✐❡!③❝❤✲

♥✐♦✇❡❥✳ ▼❡*♦❞② *❡ ♦♣❛!*❡ 6→ ♥❛ ③❥❛✇✐6❦✉ ✐♥❞✉❦❝❥✐ ❡❧❡❦*!♦♠❛❣♥❡*②❝③♥❡❥❀

♣♦③✇❛❧❛❥→ ♦♥❡ ♥❛ ✇②❦!②❝✐❡ ❞❡❢❡❦*4✇ ♥❛ ♣♦❞6*❛✇✐❡ ❛♥❛❧✐③② ③♠✐❛♥ ❛♠✲

♣❧✐*✉❞②✱ ♣!③❡6✉♥✐➛❝✐❛ ❢❛③♦✇❡❣♦ ✐ ♥❛*➛➺❡♥✐❛ ♣♦❧❛ ❡❧❡❦*!♦♠❛❣♥❡*②❝③♥❡❣♦✳

❲ ♣!③❡❣❧→❞♦✇❡❥ ♣!❛❝② ❬✶✼❪ ③❛♠✐❡6③❝③♦♥♦ ♣!③②❦➟❛❞② ③❛6*♦6♦✇❛♥✐❛ ♠❡*♦❞

♣!→❞4✇ ✇✐!♦✇②❝❤ ♠✐➛❞③② ✐♥♥②♠✐ ❞♦ ✇②❦!②✇❛♥✐❛ ♣➛❦♥✐➛➣ ③♠➛❝③❡♥✐♦✇②❝❤✳

❼ ▼❡$♦❞② ❡♠✐&❥✐ ❛❦✉&$②❝③♥❡❥ ✭❛♥❣✳ ❛❝♦✉6*✐❝ ❡♠✐66✐♦♥✱ ❆❊✮ 6→ ♣❛6②✇♥②♠✐

♠❡*♦❞❛♠✐ ✇②❦♦!③②6*✉❥→❝②♠✐ 6✐❡➣ ❝③✉❥♥✐❦4✇ ♠✐❡!③→❝②❝❤ ❢❛❧❡ 6♣!➛➺②6*❡ ❣❡♥✲

❡!♦✇❛♥❡ 6♣♦♥*❛♥✐❝③♥✐❡ ✇ ✇②♥✐❦✉ ♣♦✇6*❛♥✐❛ ✐ ❡✇♦❧✉❝❥✐ ♠✐❦!♦!②6✱ ♣!♦❝❡64✇

❦♦!♦③②❥♥②❝❤✱ ♣➛❦❛♥✐❛ 6*!✉♥ ✇ ❦♦♥6*!✉❦❝❥❛❝❤ 6♣!➛➺♦♥②❝❤ ✐*♣✳ ▲♦❦❛❧✐③❛❝❥❛

✉6③❦♦❞③❡♥✐❛ ♦❞❜②✇❛ 6✐➛ ♥❛ ♣♦❞6*❛✇✐❡ ❛♥❛❧✐③② !4➺♥✐❝ ❝③❛6✉ !❡❥❡6*!❛❝❥✐

❢❛❧✐ 6♣!➛➺②6*❡❥ ♣♦♠✐➛❞③② ❝③✉❥♥✐❦❛♠✐ ❬✶✽❪✳ ▼❡*♦❞② ❡♠✐6❥✐ ❛❦✉6*②❝③♥❡❥ 6→

6*♦6♦✇❛♥❡ ♠✐➛❞③② ✐♥♥②♠✐ ❞♦ ✇②❦!②✇❛♥✐❛ ❞❡❢❡❦*4✇ ✇ ❡❧❡♠❡♥*❛❝❤ ❦♦♠✲

♣♦③②*♦✇②❝❤ ❬✶✾❪ ✐ ✇②❦♦♥❛♥②❝❤ ③ ❜❡*♦♥✉ ③❜!♦❥♦♥❡❣♦ ❬✷✵❪✳

❼ ▼❡$♦❞② ,❛❞✐♦❣,❛✜❝③♥❡ 6→ ♠❡*♦❞❛♠✐ ✇♦❧✉♠❡*!②❝③♥②♠✐✱ ♣♦③✇❛❧❛❥→❝②♠✐ ♥❛

❜❛❞❛♥✐❛ ✇❡✇♥➛*!③♥❡❥ 6*!✉❦*✉!② ♦➧!♦❞❦❛ 6*❛➟❡❣♦ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣!♦♠✐❡♥✐♦✇❛✲

♥✐❛ ❥♦♥✐③✉❥→❝❡❣♦ ❧✉❜ ♣!♦♠✐❡♥✐♦✇❛♥✐❛ ❣❛♠♠❛✳ ■❞❡♥*②✜❦❛❝❥❛ ✉6③❦♦❞③❡♥✐❛

♣!③❡♣!♦✇❛❞③❛♥❛ ❥❡6* ✇ ♦♣❛!❝✐✉ ♦ ③❞❥➛❝✐❡ !❛❞✐♦❣!❛✜❝③♥❡ ❜❛❞❛♥❡❣♦ ♦❜✐❡❦*✉✱



✶✻ ✶✳ ❲#$➛♣

♥❛ ❦#$%②♠ ♣%③❡❞,#❛✇✐♦♥❡ ,→ ♦❜,③❛%② ♦ %$➺♥②♠ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❛❜,♦%♣❝❥✐ ♣%♦♠✐❡✲

♥✐♦✇❛♥✐❛✳ ▼❡#♦❞② #❡ ,→ ,#♦,♦✇❛♥❡ ✇ %$➺♥②❝❤ ❣❛➟➛③✐❛❝❤ ♣%③❡♠②,➟✉✱ ♠✐➛❞③②

✐♥♥②♠✐ ❞♦ ✇②❦%②✇❛♥✐❛ ❞❡❢❡❦#$✇ ♣♦➟→❝③❡➠ ,♣❛✇❛♥②❝❤ ❬✷✶❪ ❧✉❜ ➟♦♣❛# ,✐✲

➟♦✇♥✐ ✇✐❛#%♦✇②❝❤ ❬✷✷❪✳

❼ ▼❡"♦❞② "❡&♠♦❣&❛✜❝③♥❡ ❜❛③✉❥→ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ❣%❛❞✐❡♥#$✇ %♦③❦➟❛❞✉ #❡♠♣❡%✲

❛#✉%② ♥❛ ♣♦✇✐❡%③❝❤♥✐ ❜❛❞❛♥❡❣♦ ♦❜✐❡❦#✉ ,♣♦✇♦❞♦✇❛♥②❝❤ ✇②,#→♣✐❡♥✐❡♠

✉,③❦♦❞③❡♥✐❛✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ #❡%♠♦❣%❛✜❝③♥❡ ♠♦➺♥❛ ♣♦❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ ♣❛,②✇♥❡ ✐ ❛❦✲

#②✇♥❡✳ ▼❡#♦❞② ♣❛,②✇♥❡ ♥✐❡ ✇②♠❛❣❛❥→ ❞♦,#❛%❝③❡♥✐❛ ❡♥❡%❣✐✐ ❞♦ ♠♦♥✐✲

#♦%♦✇❛♥❡❣♦ ♦❜✐❡❦#✉ ③ ③❡✇♥→#%③✳ ◆❛#♦♠✐❛,# ✇ ♠❡#♦❞❛❝❤ ❛❦#②✇♥②❝❤ ❡♥✲

❡%❣✐➛ ❞♦,#❛%❝③❛ ,✐➛ ♥❛ ♣%③②❦➟❛❞ ♣♦♣%③❡③ ♦❣%③❛♥✐❡ ♣♦✇✐❡%③❝❤♥✐ ③❡✇♥➛#%③♥❡❥

♠♦♥✐#♦%♦✇❛♥❡❣♦ ♦❜✐❡❦#✉ ➵%$❞➟❡♠ ❝✐❡♣➟❛ #❛❦✐♠ ❥❛❦ ❧❛♠♣② ❤❛❧♦❣❡♥♦✇❡ ❧✉❜

♣♦♣%③❡③ ✇③❜✉❞③❡♥✐❡ ❣♦ ❞♦ ❞%❣❛➠✳ ❖❜,③❡%♥② ♣%③❡❣❧→❞ ♠❡#♦❞ #❡%♠♦❣%❛✜✐

,#♦,♦✇❛♥②❝❤ ❞♦ ✇②❦%②✇❛♥✐❛ ❞❡❢❡❦#$✇ ✇ ♣♦➟→❝③❡♥✐❛❝❤ ,♣❛✇❛♥②❝❤✱ ✇ ✐♥✲

➺②♥✐❡%✐✐ ❧→❞♦✇❡❥ ♦%❛③ ✇ ♠♦♥✐#♦%♦✇❛♥✐✉ ,#❛♥✉ #❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ✉%③→❞③❡➠ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝③♥②❝❤ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣%❛❝② ❬✷✸❪✳

❼ ▼❡"♦❞② ♠❛❣♥❡"②❝③♥❡ ,#❛♥♦✇✐→ %❡❧❛#②✇♥✐❡ ♥♦✇→ ❣%✉♣➛ ♠❡#♦❞ ♦♣✐❡%❛❥→❝②❝❤

,✐➛ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ③❥❛✇✐,❦ ♠❛❣♥❡#②❝③♥②❝❤✳ ❲ ♦❣$❧♥♦➧❝✐ ♠♦➺♥❛ ❥❡ ♣♦❞③✐❡❧✐➣

♥❛ ♠❡#♦❞② ❛❦#②✇♥❡✱ ✇②❦♦%③②,#✉❥→❝❡ ❡❢❡❦# ❇❛%❦❤❛✉,❡♥❛✱ ♦%❛③ ♣❛,②✇♥❡

✭♠❡#♦❞❛ ♣❛♠✐➛❝✐ ♠❛❣♥❡#②❝③♥❡❥✮✳ Q%③❡❣❧→❞ ♠❡#♦❞ ♠❛❣♥❡#②❝③♥②❝❤ ♦%❛③

③❥❛✇✐,❦ ✜③②❝③♥②❝❤✱ ♥❛ ❦#$%②❝❤ ♦♥❡ ❜❛③✉❥→✱ ③❛✇❛%#② ❥❡,# ✇ ♣%❛❝② ❬✷✹❪✳

❩❡,#❛✇✐❡♥✐❡ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥✐ ❞♦#②❝③→❝②❝❤ ❧♦❦❛❧♥②❝❤ ♠❡#♦❞ ♥✐❡♥✐,③❝③→❝②❝❤ ✉➺②✇❛✲

♥②❝❤ ✇ ❝❡❧✉ ✇②❦%②✇❛♥✐❛ ✉,③❦♦❞③❡➠ ✇ ❡❧❡♠❡♥#❛❝❤ ,✐➟♦✇♥✐ ✇✐❛#%♦✇②❝❤ ♠♦➺♥❛

③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣%❛❝② ❬✷✺❪✳

Q♦♠✐♠♦ ✐❝❤ ③❛❧❡#✱ ,#♦,♦✇❛♥✐❡ ♠❡#♦❞ ❧♦❦❛❧♥②❝❤ ❞♦ ♠♦♥✐#♦%♦✇❛♥✐❛ %♦③❧❡❣➟②❝❤

♦❜,③❛%$✇ ❦♦♥,#%✉❦❝❥✐ ♦ ③➟♦➺♦♥❡❥ ❣❡♦♠❡#%✐✐ ❥❡,# ❜❛%❞③♦ ❝③❛,♦❝❤➟♦♥♥❡ ✐ ❦♦,③#♦✇♥❡✱

❛❧❜♦ ③ ✉✇❛❣✐ ♥❛ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧➣ ✇②➟→❝③❡♥✐❛ ❜❛❞❛♥❡❣♦ ♦❜✐❡❦#✉ ③ ✉➺②#❦✉ ✐ ✇②,♦❦✐❡

✇②♠❛❣❛♥✐❛ ❞♦#②❝③→❝❡ ❦✇❛❧✐✜❦❛❝❥✐ ♣❡%,♦♥❡❧✉ #❡,#✉❥→❝❡❣♦✱ ❛❧❜♦ ✖ ✇ ✇②♣❛❞❦✉

③❛✉#♦♠❛#②③♦✇❛♥❡❣♦ ✇②❦♦%③②,#❛♥✐❛ ❝③✉❥♥✐❦$✇ ♦,❛❞③♦♥②❝❤ ✖ ③ ✉✇❛❣✐ ♥❛ ✇②♠❛✲

❣❛♥→ ❞✉➺→ ❣➛,#♦➧➣ ,✐❡❝✐ #❛❦✐❝❤ ❝③✉❥♥✐❦$✇✳

✶✳✶✳✶✳✷ ▼❡%♦❞② ❣❧♦❜❛❧♥❡

▼❡#♦❞② ❣❧♦❜❛❧♥❡✱ ✐♥❛❝③❡❥ ♥❛③②✇❛♥❡ ♠❡#♦❞❛♠✐ ♥✐,❦♦❝③➛,#♦#❧✐✇♦➧❝✐♦✇②♠✐✱ ❜❛✲

③✉❥→ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ③❛♦❜,❡%✇♦✇❛♥②❝❤ ③♠✐❛♥ ❣❧♦❜❛❧♥❡❥✱ ,#%✉❦#✉%❛❧♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

❦♦♥,#%✉❦❝❥✐✱ ✇②✇♦➟❛♥②❝❤ ♣♦✇,#❛♥✐❡♠ ❧♦❦❛❧♥②❝❤ ✉,③❦♦❞③❡➠ ✇ ❥❡❥ ❡❧❡♠❡♥❝✐❡ ❧✉❜

✇ ❣%✉♣✐❡ ❡❧❡♠❡♥#$✇✳ ❲ ♣♦%$✇♥❛♥✐✉ ❞♦ ♠❡#♦❞ ❧♦❦❛❧♥②❝❤✱ ✐,#♦#♥→ ③❛❧❡#→ ♠❡#♦❞

❣❧♦❜❛❧♥②❝❤ ❥❡,# ♠♦➺❧✐✇♦➧➣ ✐❞❡♥#②✜❦❛❝❥✐ ✉,③❦♦❞③❡➠ ③♥❛❥❞✉❥→❝②❝❤ ,✐➛ ✇ ③♥❛❝③♥❡❥

♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ♦❞ ❝③✉❥♥✐❦$✇ %❡❥❡,#%✉❥→❝②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥,#%✉❦❝❥✐✱ ❛ ③❛#❡♠ %❡❧❛#②✲



✶✳✶ ▼❡$♦❞② ♠♦♥✐$♦+♦✇❛♥✐❛ .$❛♥✉ $❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥.$+✉❦❝❥✐ ✶✼

✇♥✐❡ ♥✐❡✇✐❡❧❦❛ '✐❡➣ ❝③✉❥♥✐❦-✇ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ♠♦♥✐1♦2♦✇❛♥✐❡ ❞✉➺②❝❤ ♦❜✐❡❦1-✇ ♦ '❦♦♠✲

♣❧✐❦♦✇❛♥❡❥ ❣❡♦♠❡12✐✐✳ ❩ ❞2✉❣✐❡❥ '12♦♥②✱ ♠❡1♦❞② 1❡ ♦❞③♥❛❝③❛❥→ '✐➛ 2❡❧❛1②✇♥✐❡

♥✐'❦→ ❝③✉➟♦➧❝✐→ ❞❡1❡❦❝❥✐ ✐ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥✐ ✉'③❦♦❞③❡➠ ✇ ✐❝❤ ♣♦❝③→1❦♦✇❡❥ ❢❛③✐❡ 2♦③✇♦❥✉✱

❝♦ ③✇✐→③❛♥❡ ❥❡'1 ③ ♥✐❡✇✐❡❧❦→ ✇2❛➺❧✐✇♦➧❝✐→ ❣❧♦❜❛❧♥②❝❤✱ ♥✐'❦♦❝③➛'1♦1❧✐✇♦➧❝✐♦✇②❝❤

❝❤❛2❛❦1❡2②'1②❦ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♠❛➟②❝❤ ③♠✐❛♥ ♣❛2❛♠❡12-✇ ♠❛'♦✇②❝❤ ✐ '③✲

1②✇♥♦➧❝✐♦✇②❝❤ ❥❡❥ ❡❧❡♠❡♥1-✇ '❦➟❛❞♦✇②❝❤✳ ❩♠✐❡♥♥❡ ❝③②♥♥✐❦✐ ➧2♦❞♦✇✐'❦♦✇❡✱ 1❛❦✐❡

❥❛❦ 1❡♠♣❡2❛1✉2❛ ✐ ✇✐❧❣♦1♥♦➧➣✱ ♠♦❣→ ♠✐❡➣ ③♥❛❝③→❝② ✇♣➟②✇ ♥❛ ③♠✐❛♥➛ ♣❛2❛♠❡12-✇

♠♦❞❛❧♥②❝❤ ❬✷✻✕✷✾❪✱ ❝♦ ❞♦❞❛1❦♦✇♦ ✉12✉❞♥✐❛ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥➛ ♠❛➟②❝❤ ✉'③❦♦❞③❡➠✳

❉❧❛ ♣2③②❦➟❛❞✉✱ ③♠✐❛♥② ♣✐❡2✇'③②❝❤ 12③❡❝❤ ❝③➛'1♦1❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤ ♠♦'1✉ ❆❧❛♠✲

♦'❛ ❈❛♥②♦♥ ❇2✐❞❣❡ '♣♦✇♦❞♦✇❛♥❡ ③♠✐❡♥♥→ 1❡♠♣❡2❛1✉2→ ✇ ♣2③❡❝✐→❣✉ ✷✹ ❣♦❞③✐♥

✇②♥♦'✐➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✹✳✼✪✱ ✻✳✻✪✱ ✐ ✺✳✵✪ ❬✸✵❪✳

●❧♦❜❛❧♥❡ ♠❡1♦❞② ❙❍▼ ♠♦➺♥❛ ♣♦❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ ❞✇✐❡ ❣➟-✇♥❡ ❣2✉♣② ③❡ ✇③❣❧➛❞✉

♥❛ ❝❤❛2❛❦1❡2 ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐ ✉➺②1❡❥ ✇ ♣2♦❝❡'✐❡ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥✐ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛✳

❲❡❞➟✉❣ 1❛❦✐❡❣♦ ❦2②1❡2✐✉♠ ♣♦❞③✐❛➟✉✱ ♠❡1♦❞② ❣❧♦❜❛❧♥❡ ❞③✐❡❧→ '✐➛ ♥❛ ♠❡1♦❞② '1❛1②✲

❝③♥❡ ✐ ♠❡1♦❞② ❞②♥❛♠✐❝③♥❡✳

▼❡"♦❞② &"❛"②❝③♥❡ ♦♣✐❡2❛❥→ '✐➛ ♥❛ ♣♦♠✐❛2❛❝❤ ✐ ❛♥❛❧✐③✐❡ ♣2③❡♠✐❡'③❝③❡➠ ✐✴❧✉❜

♦❞❦'③1❛➟❝❡➠ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐ ♣♦❞❞❛♥❡❥ ③♥❛♥❡♠✉ ♦❜❝✐→➺❡♥✐✉ '1❛1②❝③♥❡♠✉✳ ▼❡1♦❞② 1❡

'1♦'♦✇❛♥❡ '→ ❣➟-✇♥✐❡ ❞♦ ♠♦♥✐1♦2♦✇❛♥✐❛ '1❛♥✉ 1❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦

♠♦'1-✇ ❬✸✶✕✸✸❪✱ ❝❤♦➣ ③♥❛❥❞✉❥→ ③❛'1♦'♦✇❛♥✐❛ 2-✇♥✐❡➺ ✇ ✐♥♥②❝❤ ❞③✐❡❞③✐♥❛❝❤✱

♥❛ ♣2③②❦➟❛❞ ✇ ♣2❛❝② ❬✸✹❪ ③❛♣2♦♣♦♥♦✇❛♥❛ ③♦'1❛➟❛ ♠❡1♦❞❛ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥✐ '1❛1②✲

❝③♥②❝❤ ♦❜❝✐→➺❡➠ '❦2③②❞➟❛ '❛♠♦❧♦1✉✳ ❩ ✉✇❛❣✐ ♥❛ ❝③➛'1♦ ✇②'1➛♣✉❥→❝→ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧➣

✇②➟→❝③❡♥✐❛ ♦❜✐❡❦1✉ ③ ❡❦'♣❧♦❛1❛❝❥✐ ♥❛ ❝③❛' ✇②❦♦♥②✇❛♥✐❛ ♣2❛❝ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ♦❜✲

❝✐→➺❛♥✐❡♠ ✐ ♣♦♠✐❛2❡♠ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ✜③②❝③♥②❝❤✱ ♠❡1♦❞② '1❛1②❝③♥❡

✇ ♦❣-❧♥♦➧❝✐ ♥✐❡ ♠♦❣→ ❜②➣ '1♦'♦✇❛♥❡ ✇ ❝❡❧✉ ❝✐→❣➟❡❣♦ ♠♦♥✐1♦2♦✇❛♥✐❛ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐✳

▼❡"♦❞② ❞②♥❛♠✐❝③♥❡✳ ❲ ♣2♦❝❡'✐❡ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥✐ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛ ♠❡1♦❞② ❞②♥❛♠✲

✐❝③♥❡ ❦♦2③②'1❛❥→ ③ ♣2③❡❜✐❡❣-✇ ❝③❛'♦✇②❝❤ ❞②♥❛♠✐❝③♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐

❧✉❜ ③ ❝❤❛2❛❦1❡2②'1②❦ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♥❛ ✐❝❤ ♣♦❞'1❛✇✐❡✳ [♦❜✉❞③❡✲

♥✐❡ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐ ❞♦ ❞2❣❛➠ 2❡❛❧✐③♦✇❛♥❡ ❥❡'1 ♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥ ♣2③② ✉➺②❝✐✉ ✇②♠✉'③❡♥✐❛

♦ ❝❤❛2❛❦1❡2③❡ ✐♠♣✉❧'♦✇②♠✱ ❤❛2♠♦♥✐❝③♥②♠ ❧✉❜ ➧2♦❞♦✇✐'❦♦✇②♠✳ ❘♦❞③❛❥ ❝❤❛2❛❦✲

1❡2②'1②❦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✇②❦♦2③②'1②✇❛♥②❝❤ ✇ ♣2♦❝❡'✐❡ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥✐ ③❛❧❡➺② ♦❞ '♣❡❝②✲

✜❦✐ ♣2③②❥➛1❡❥ ♠❡1♦❞♦❧♦❣✐✐✱ ♥✐❡♠♥✐❡❥ ♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥ ♦♣✐❡2❛❥→ '✐➛ ♦♥❡ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ③♠✐❛♥

③❛♦❜'❡2✇♦✇❛♥②❝❤ ✇ ❝❤❛2❛❦1❡2②'1②❦❛❝❤ ♠♦❞❛❧♥②❝❤ ❦♦♥'12✉❦❝❥✐ ❧✉❜ ❝❤❛2❛❦1❡2②'1②✲

❦❛❝❤ ♦❞ ♥✐❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ❬✸✺❪✳ ❲ '③❝③❡❣-❧♥♦➧❝✐✱ ♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥ ✇②❦♦2③②'1✉❥❡ '✐➛

♠❡1♦❞② ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥✐ ✉'③❦♦❞③❡➠ ♦♣❛21❡ ♦ ❛♥❛❧✐③➛ ③♠✐❛♥ ♥❛'1➛♣✉❥→❝②❝❤ ❝③②♥✲

♥✐❦-✇✿

❼ ❈③➛#$♦$❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛#♥❡✳ [2❛✇❞♦♣♦❞♦❜♥✐❡ ♥❛❥❜❛2❞③✐❡❥ ♥❛1✉2❛❧♥②♠ ✇②❜♦2❡♠

❝❤❛2❛❦1❡2②'1②❦ ✉➺②1②❝❤ ✇ ♣2♦❝❡'✐❡ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥✐ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛ '→ ❝③➛'1♦1❧✐✲



✶✽ ✶✳ ❲#$➛♣

✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥❡✱ ❦,-.②❝❤ ✇❛.,♦➧❝✐ ✇ ❜❡③♣♦➧.❡❞♥✐ '♣♦'-❜ ③❛❧❡➺→ ♦❞ '③,②✲

✇♥♦➧❝✐ ✐ ♠❛'② ❦♦♥',.✉❦❝❥✐✱ ❝♦ ♦③♥❛❝③❛✱ ➺❡ ❦❛➺❞❡ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❡ ✇♣➟②✇❛ ♥❛

✐❝❤ ③♠✐❛♥➛✳ ◆✐❡♠♥✐❡❥ ,❛❦✐❡ '❛♠❡ ③♠✐❛♥② ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤ ♠♦❣→

❜②➣ '♣♦✇♦❞♦✇❛♥❡ ✇②',→♣✐❡♥✐❡♠ ❦✐❧❦✉ ♠♥✐❡❥'③②❝❤ ❧✉❜ ❥❡❞♥❡❣♦ ✇✐➛❦'③❡❣♦

✉'③❦♦❞③❡♥✐❛✳

●✳ ❍❡❛.♥ ✐ ❘✳ ❚❡',❛ ✇②❦❛③❛❧✐ ✇ ♣.❛❝② ❬✸✻❪✱ ➺❡ ❞❧❛ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❝❤ ✉'③❦♦❞③❡➠✱

',♦'✉♥❡❦ ③♥♦.♠❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ③♠✐❛♥ ❞✇-❝❤ ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤ ❥❡',

♥✐❡③❛❧❡➺♥② ♦❞ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛ ✐ ❥❡', ❢✉♥❦❝❥→ ✇②➟→❝③♥✐❡ ❥❡❣♦ ♣♦➟♦➺❡✲

♥✐❛✳ ❆✉,♦.③② ♣.❛❝② ❬✸✼❪ ♣.❡③❡♥,✉❥→ ♥❛,♦♠✐❛', ♠❡,♦❞➛ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→❝→ ❧♦❦❛✲

❧✐③❛❝❥➛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛ ✇ ♦♣❛.❝✐✉ ♦ ✐❧♦.❛③ ③♠✐❛♥ ❞✇-❝❤ ❝③➛'✲

,♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤✳ ■❞❡♥,②✜❦❛❝❥❛ ♠✐❡❥'❝❛ ✇②',→♣✐❡♥✐❛ ❞❡❢❡❦,✉ ♦♣✐❡.❛ '✐➛

♥❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐ ❜➟➛❞✉ ♠✐➛❞③② ✇❛.,♦➧❝✐❛♠✐ ✐❧♦.❛③✉ ✇②③♥❛❝③♦♥❡❣♦ ♥❛ ♣♦❞✲

',❛✇✐❡ ③♠✐❛♥ ③♠✐❡.③♦♥②❝❤ ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤ ✐ ✉③②'❦❛♥❡❣♦ ③ ♥✉✲

♠❡.②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ❦♦♥',.✉❦❝❥✐✳ ❩❛♣.❡③❡♥,♦✇❛♥❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ③♦',❛➟♦ ③✇❡.②✲

✜❦♦✇❛♥❡ ♥❛ ♣.♦',②❝❤ ❡❧❡♠❡♥,❛❝❤ ❦♦♥',.✉❦❝②❥♥②❝❤✳ ❏✳✕❚✳ ❑✐♠ ③❡ ✇'♣-➟❛✉✲

,♦.❛♠✐ ♣.❛❝② ❬✸✽❪ ♣.♦♣♦♥✉❥→ ❞✇✐❡ ♠❡,♦❞②✱ ❜❛③✉❥→❝❡ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ③♠✐❛♥

❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤ ♦.❛③ ♠♦❞❛❧♥❡❥ ❡♥❡.❣✐✐ ♦❞❦'③,❛➟❝❡♥✐❛✱ ❞♦ ✐❞❡♥,②✲

✜❦❛❝❥✐ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ✐ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥✐ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛✳ T♦.-✇♥❛♥✐❡ ♣.③❡♣.♦✇❛❞③♦♥❡ ❥❡',

③ ✇②❦♦.③②',❛♥✐❡♠ ♠♦❞❡❧✉ ♣❛.❛♠❡,.②❝③♥❡❣♦ ③❜.♦❥♦♥❡❥ ❜❡,♦♥♦✇❡❥ ❜❡❧❦✐✱

✇ ❦,-.❡❥ .♦③♣❛,.✉❥❡ '✐➛ ♣.③②♣❛❞❡❦ ✇②',→♣✐❡♥✐❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛✳

❲②♥✐❦✐ ✉③②'❦❛♥❡ ♠❡,♦❞→ ♦♣❛.,→ ♦ ❛♥❛❧✐③➛ ③♠✐❛♥ ♠♦❞❛❧♥❡❥ ❡♥❡.❣✐✐ ♦❞❦'③✲

,❛➟❝❡♥✐❛ ❝❤❛.❛❦,❡.②③✉❥→ '✐➛ ✇✐➛❦'③→ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐→ ✇ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥✐ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛✳

❏❡❞♥❛❦➺❡✱ ❥❛❦ ♣♦✇②➺❡❥ ✇'♣♦♠♥✐❛♥♦✱ ③♠✐❛♥② ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤ ♠♦❣→

❜②➣ '♣♦✇♦❞♦✇❛♥❡ .-✇♥✐❡➺ ❝③②♥♥✐❦❛♠✐ ③❡✇♥➛,.③♥②♠✐✳ T♦♥❛❞,♦ ✇ ✇✐❡❧✉

✇②♣❛❞❦❛❝❤ ✇.❛➺❧✐✇♦➧➣ ✇❛.,♦➧❝✐ ♣.❛❦,②❝③♥✐❡ ♠✐❡.③❛❧♥②❝❤ ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐

✇➟❛'♥②❝❤ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♥❛✇❡, ✐',♦,♥②❝❤ ✉'③❦♦❞③❡➠ ❥❡', .❡❧❛,②✇♥✐❡ ♥✐'❦❛ ✭♥❛

♣.③②❦➟❛❞ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❡ ',❛❧♦✇❡❣♦ ③❜.♦❥❡♥✐❛ ❦♦♥',.✉❦❝❥✐ ➺❡❧❜❡,♦♥♦✇②❝❤ ❝③➛✲

',♦ ♥✐❡ ♣♦✇♦❞✉❥❡ ➺❛❞♥②❝❤ ③♥❛❝③→❝②❝❤ ③♠✐❛♥ ,②❝❤ ♣❛.❛♠❡,.-✇ ❬✸✾❪✮✳

❩❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ ,.✉❞♥♦➧❝✐ ♣.❛❦,②❝③♥❡ ③✇✐→③❛♥❡ ③ ❡',②♠❛❝❥→ ✇②➺'③②❝❤ ❝③➛'✲

,♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤ ♣♦'✐❛❞❛❥→❝②❝❤ ❝③➛',♦ ❥❡❞②♥✐❡ ❧♦❦❛❧♥② ❝❤❛.❛❦,❡. ✐ ♥✐'❦✐❡

❛♠♣❧✐,✉❞②✱ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛❧♥♦➧➣ ♠❡,♦❞ ♦♣❛.,②❝❤ ♦ ❛♥❛❧✐③➛ ③♠✐❛♥ ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐

✇➟❛'♥②❝❤ ❥❡', ♠♦❝♥♦ ♦❣.❛♥✐❝③♦♥❛ ✐ ✇ ✇✐❡❧✉ ③❛',♦'♦✇❛♥✐❛❝❤ '♣.♦✇❛❞③❛

'✐➛ ✇②➟→❝③♥✐❡ ❞♦ ✇②❦.②✇❛♥✐❛ ✇②',→♣✐❡♥✐❛ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛ ✭♣♦③✐♦♠ ✶ ✇❡❞➟✉❣

❦❧❛'②✜❦❛❝❥✐ ❘②,,❡.❛✮✳

❼  ♦"#❛❝✐ ❞(❣❛➠ ✇➟❛"♥②❝❤✳❲✇②♥✐❦✉ ♣♦❥❛✇✐❡♥✐❛ '✐➛ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❛ ❦♦♥',.✉❦❝❥✐✱

♦♣.-❝③ ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐ ❞.❣❛➠ ✇➟❛'♥②❝❤✱ ③♠✐❛♥♦♠ ✉❧❡❣❛❥→ .-✇♥✐❡➺ ✐❝❤ ♣♦✲

',❛❝✐✳ ❲ ♣♦.-✇♥❛♥✐✉ ❞♦ ❝③➛',♦,❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛'♥②❝❤✱ ♣♦',❛❝✐ ❞.❣❛➠ ✇➟❛'♥②❝❤

❝❤❛.❛❦,❡.②③✉❥→ '✐➛ ♠♥✐❡❥'③→ ✇.❛➺❧✐✇♦➧❝✐→ ♥❛ ✇❛.✉♥❦✐ ❛,♠♦'❢❡.②❝③♥❡ ❬✹✵❪✱



✶✳✶ ▼❡$♦❞② ♠♦♥✐$♦+♦✇❛♥✐❛ .$❛♥✉ $❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥.$+✉❦❝❥✐ ✶✾

❛ ♣♦♥❛❞%♦ ③❛✇✐❡*❛❥→ ❜❡③♣♦➧*❡❞♥✐→ ✐♥❢♦*♠❛❝❥➛ ♦ ❧♦❦❛❧♥②❝❤ ✇➟❛8♥♦➧❝✐❛❝❤

❦♦♥8%*✉❦❝❥✐✳ ❖♣*❛❝♦✇❛♥❡ ③♦8%❛➟② ♠❡%♦❞② ♠♦♥✐%♦*♦✇❛♥✐❛ ✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐

✉8③❦♦❞③❡➠ ❜❛③✉❥→❝❡ ♥❛ ♣♦8%❛❝✐❛❝❤ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤ ✇ 8♣♦8?❜ ③❛*?✇♥♦

❜❡③♣♦➧*❡❞♥✐✱ ❥❛❦ ✐ ♣♦➧*❡❞♥✐✳

◆❛❥❜❛*❞③✐❡❥ ③♥❛♥②♠✐ ♠❡%♦❞❛♠✐ ❜❡③♣♦➧*❡❞♥✐♦ ❜❛③✉❥→❝②♠✐ ♥❛ ♣♦8%❛❝✐❛❝❤

❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤ 8→ ♠❡%♦❞② ❦✇❛♥%②✜❦✉❥→❝❡ ❦♦*❡❧❛❝❥➛ ♣♦8%❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8✲

♥②❝❤ ♠✐➛❞③② ❦♦♥8%*✉❦❝❥→ *❡❢❡*❡♥❝②❥♥→ ✐ ❦♦♥8%*✉❦❝❥→ ✉8③❦♦❞③♦♥→ ♣*③② ✇②❦♦✲

*③②8%❛♥✐✉ ✇8♣?➟❝③②♥♥✐❦?✇ ▼❆❈ ✭❛♥❣✳ ♠♦❞❛❧ ❛88✉*❛♥❝❡ ❝*✐%❡*✐♦♥✮ ❧✉❜ ❈♦✲

▼❆❈ ✭❛♥❣✳ ❝♦♦*❞✐♥❛%❡ ▼❆❈✮✳ H*③②❦➟❛❞♦✇♦✱ ✇②♠✐❡♥✐♦♥❡ ✇8♣?➟❝③②♥♥✐❦✐

③♦8%❛➟② ③❛8%♦8♦✇❛♥❡ ✇ ♣*❛❝❛❝❤ ❬✹✶✱ ✹✷❪ ❞♦ ③❜❛❞❛♥✐❛ ③♠✐❛♥ ✇ ♣♦8%❛❝✐❛❝❤

❞*❣❛➠ ❦♦♥8%*✉❦❝❥✐ ♠♦8%?✇ ✇②✇♦➟❛♥②♠✐ ♣*❛❝❛♠✐ *❡♠♦♥%♦✇♦✲♥❛♣*❛✇❝③②♠✐✳

■♥♥②♠ ♣*③②❦➟❛❞❡♠ ❜❡③♣♦➧*❡❞♥✐❡❣♦ ✇②❦♦*③②8%❛♥✐❛ ♣♦8%❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤

8→ ❜❛❞❛♥✐❛ ♣*③❡❞8%❛✇✐♦♥❡ ✇ ♣*❛❝② ❬✹✸❪✳ ❏❡❥ ❛✉%♦*③②✱ ❦♦*③②8%❛❥→❝ ③ ❧✐♥✲

✐♦✇❡❣♦✱ ❧❛8❡*♦✇❡❣♦ 8❦❛♥❡*❛ ❞♦♣♣❧❡*♦✇8❦✐❡❣♦✱ ♣*③❡♣*♦✇❛❞③✐❧✐ ✇ ✇❛*✉♥❦✲

❛❝❤ ❧❛❜♦*❛%♦*②❥♥②❝❤ ♦❞❝✐♥❦♦✇② ♣♦♠✐❛* ♣♦8%❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤ %*③❡❝❤ ❡❧✲

❡♠❡♥%?✇ ❦♦♥8%*✉❦❝②❥♥②❝❤✿ 8%❛❧♦✇❡❥ ❜❡❧❦✐ ✇8♣♦*♥✐❦♦✇❡❥✱ ❝✐❡♥❦✐❡❥ 8%❛❧♦✇❡❥

♣➟②%② ✉%✇✐❡*❞③♦♥❡❥ ♥❛ ❥❡❞♥❡❥ ❦*❛✇➛❞③✐ ✐ ❜❡❧❦✐ ✇②❦♦♥❛♥❡❥ ③ ❜❡%♦♥✉ ③❜*♦✲

❥♦♥❡❣♦ ♣♦❞♣❛*%❡❥ ♥❛ ♦❜✉ ❦♦➠❝❛❝❤✳ ❉❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦ ③ ✇②♠✐❡♥✐♦♥②❝❤ ❡❧❡♠❡♥%?✇

*♦③✇❛➺❛♥♦ ✇②8%→♣✐❡♥✐❡ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ✉8③❦♦❞③❡♥✐❛ ✇ ♣♦8%❛❝✐ ♣➛❦♥✐➛❝✐❛✱

❛ ♣♦♠✐❛* ♣♦8%❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤ ✇②❦♦♥②✇❛♥② ❜②➟ ✇ ♦%♦❝③❡♥✐✉ ✇♣*♦✇❛❞✲

③♦♥❡❣♦ ❞❡❢❡❦%✉✳ ❩ ✉③②8❦❛♥②❝❤ ✇②♥✐❦?✇ ♣♦♠✐❛*♦✇②❝❤✱ ♥❛ ♣♦❞8%❛✇✐❡ ♥✐❡❝✐→✲

❣➟♦➧❝✐ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♣♦8%❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤✱ ♠♦➺❧✐✇❡ ❜②➟♦ ✇②❦*②❝✐❡ ✉8③❦♦✲

❞③❡♥✐❛ ③❛*?✇♥♦ ✇ 8%❛❧♦✇❡❥ ♣➟②❝✐❡✱ ❥❛❦ ✐ ✇ ❜❡❧❝❡ ③❡ ③❜*♦❥♦♥❡❣♦ ❜❡%♦♥✉✳

❲ ♣*③②♣❛❞❦✉ 8%❛❧♦✇❡❥ ❜❡❧❦✐ ✇8♣♦*♥✐❦♦✇❡❥ ✇②❦*②❝✐❡ ✇♣*♦✇❛❞③♦♥❡❣♦ ♥❛❝✐➛✲

❝✐❛ ❜②➟♦ ♠♦➺❧✐✇❡ ❞♦♣✐❡*♦ ✇%❡❞②✱ ❣❞② ❥❡❣♦ ❣➟➛❜♦❦♦➧➣ ❜②➟❛ ✇✐➛❦8③❛ ♥✐➺ ✺✵✪

✇②8♦❦♦➧❝✐ ❜❡❧❦✐✳ H♦8%❛❝✐❡ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤ ✇②❦❛③✉❥→ ♠❛➟→ ✇*❛➺❧✐✇♦➧➣ ♥❛

✉8③❦♦❞③❡♥✐❛ ✇ ♣♦❝③→%❦♦✇❡❥ ❢❛③✐❡ ✐❝❤ *♦③✇♦❥✉✱ ♥❛✇❡% ✇ ♣*③②♣❛❞❦✉ ③❛8✲

%♦8♦✇❛♥✐❛ ❞✉➺❡❥ ❧✐❝③❜② ♣♦♠✐❛*?✇ ❬✹✹❪✳

H♦8%❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇➟❛8♥②❝❤ ✇ 8♣♦8?❜ ♣♦➧*❡❞♥✐ ✇②❦♦*③②8%②✇❛♥❡ 8→ ♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥

✇ 8❝❤❛*❛❦%❡*②③♦✇❛♥②❝❤ ♣♦♥✐➺❡❥ ♠❡%♦❞❛❝❤ ❜❛③✉❥→❝②❝❤ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ❦*③②✲

✇✐③♥② ♠♦❞❛❧♥❡❥ ❧✉❜ ♠♦❞❛❧♥❡❥ ❡♥❡*❣✐✐ ♦❞❦8③%❛➟❝❡♥✐❛✳

❼ ❑!③②✇✐③♥❛ ♠♦❞❛❧♥❛✳ ▲✐❝③♥❛ ❣*✉♣❛ ♣*❛❝ ❞♦%②❝③② ♠❡%♦❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✉8③❦♦✲

❞③❡➠ ♥❛ ♣♦❞8%❛✇✐❡ ❛♥❛❧✐③② ❦*③②✇✐③♥② ♠♦❞❛❧♥❡❥ ❬✹✺✕✹✽❪✳ ❏❛❦♦ ♣✐❡*✇8③②

❛♥❛❧✐③➛ ③♠✐❛♥ ❞*✉❣✐❡❥ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ♣♦8%❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇③❣❧➛❞❡♠ ✇8♣?➟*③➛❞♥②❝❤

✇ ❝❡❧✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✉8③❦♦❞③❡♥✐❛ ✇②❦♦*③②8%❛➟ ❆✳ ❑✳ H❛♥❞❡② ✐ ✐♥✳ ❬✹✺❪✳

❖*②❣✐♥❛❧♥→ ♠❡%♦❞➛✱ ♦♣❛*%→ ♦ ❛♥❛❧✐③➛ ❦*③②✇✐③♥② ♠♦❞❛❧♥❡❥ ✐ ♥✐❡ ✇②♠❛✲

❣❛❥→❝→ ✐♥❢♦*♠❛❝❥✐ ♦ 8%❛♥✐❡ *❡❢❡*❡♥❝②❥♥②♠ ❦♦♥8%*✉❦❝❥✐✱ ③❛♣*♦♣♦♥♦✇❛❧✐ ❛✉✲

%♦*③② ♣*❛❝② ❬✹✾❪✳ ●➟?✇♥→ ✐❞❡→✱ ♥❛ ❦%?*❡❥ ❜❛③✉❥❡ ③❛♣*♦♣♦♥♦✇❛♥❛ ♣*③❡③ ♥✐❝❤



✷✵ ✶✳ ❲#$➛♣

♠❡"♦❞❛✱ ✇ ❥➛③②❦✉ ❛♥❣✐❡❧2❦✐♠ ♥❛③✇❛♥❛ ❣❛♣♣❡❞ %♠♦♦(❤✐♥❣ ♠❡(❤♦❞✱ ❥❡2" ③❛✲

➟♦➺❡♥✐❡✱ ➺❡ ✉2③❦♦❞③❡♥✐❡ ✉✇✐❞❛❝③♥✐❛ 2✐➛ ✇ ♣♦2"❛❝✐ ♥✐❡❝✐→❣➟♦➧❝✐ ❦:③②✇✐③♥②

♠♦❞❛❧♥❡❥✳ ▼❡"♦❞❛ "❛ ♣♦:=✇♥✉❥❡ ❦:③②✇✐③♥➛ ♠♦❞❛❧♥→ ✇②③♥❛❝③♦♥→ ❞❧❛ ❦♦♥✲

2":✉❦❝❥✐ ✉2③❦♦❞③♦♥❡❥ ③ ❥❡❥ ❦:③②✇✐③♥→ ♦❞❝✐♥❦❛♠✐ ❛♣:♦❦2②♠♦✇❛♥→ ✇✐❡❧♦♠✐✲

❛♥❡♠ ":③❡❝✐❡❣♦ 2"♦♣♥✐❛ ✇②❣➟❛❞③❛❥→❝②♠ ♥✐❡❝✐→❣➟♦➧❝✐✳ >✉♥❦"②✱ ✇ ❦"=:②❝❤

✇②2"➛♣✉❥❡ ♥❛❥✇✐➛❦2③❛ ✇❛:"♦➧➣ :=➺♥✐❝②✱ 2→ ✉"♦➺2❛♠✐❛♥❡ ③ ♠✐❡❥2❝❛♠✐ ✇②2✲

"→♣✐❡♥✐❛ ✉2③❦♦❞③❡♥✐❛✳ ❘♦③2③❡:③❡♥✐❡ ♠❡"♦❞② ♥❛ ❡❧❡♠❡♥"② ♣♦✇➟♦❦♦✇❡ ③♦2"❛✲

➟♦ ③❛♣:❡③❡♥"♦✇❛♥❡ ✇ ♣:❛❝② ❬✺✵❪✳ ▼♦➺♥❛ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♣:♦2"②❝❤

❦♦♥2":✉❦❝❥✐✱ "❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ❜❡❧❦❛ ✇2♣♦:♥✐❦♦✇❛ ♣♦❞❞❛♥❛ ③❣✐♥❛♥✐✉✱ ③❣♦❞♥✐❡

③ "❡♦:✐→ ❊✉❧❡:❛✕❇❡:♥♦✉❧❧✐❡❣♦✱ ♦❞❦2③"❛➟❝❡♥✐❡ ③❡✇♥➛":③♥❡❥ ✇❛:2"✇② ❥❡2" ♣:♦✲

♣♦:❝❥♦♥❛❧♥❡ ❞♦ ❦:③②✇✐③♥② ❜❡❧❦✐✱ ❛ ③❛"❡♠ ✇ "②♠ ✇②♣❛❞❦✉ ♠♦➺❧✐✇② ❥❡2"

❜❡③♣♦➧:❡❞♥✐ ♣♦♠✐❛: ❦:③②✇✐③♥② ♠♦❞❛❧♥❡❥✳

❼ ▼♦❞❛❧♥❛ ❡♥❡.❣✐❛ ♦❞❦%③(❛➟❝❡♥✐❛✳ ▼❡"♦❞② ♦♣❛:"❡ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ♠♦❞❛❧♥❡❥ ❡♥✲

❡:❣✐✐ ♦❞❦2③"❛➟❝❡♥✐❛ ❬✺✶✱ ✺✷❪ ❦♦:③②2"❛❥→ ③ ♦❜2❡:✇❛❝❥✐✱ ➺❡ ✉2③❦♦❞③❡♥✐❡ ❧♦❦❛❧♥✐❡

③♠✐❡♥✐❛ ❥❡❥ ✇❛:"♦➧➣ ✇ 2♣♦2=❜ ✐2"♦"♥②✳ ❏❡❞♥❛ ③ ♣✐❡:✇2③②❝❤ "❛❦✐❝❤ ♠❡"♦❞

③♦2"❛➟❛ ③❛♣:♦♣♦♥♦✇❛♥❛ ✇ ♣:❛❝❛❝❤ ◆✳ ❙"✉❜❜2 ✐ ✐♥✳ ❬✺✸✱ ✺✹❪✳

❼ ▼♦❞❛❧♥② ✇%♣6➟❝③②♥♥✐❦ (➟✉♠✐❡♥✐❛✳ ❈✳ ▼♦❞❡♥❛ ③❡ ✇2♣=➟❛✉"♦:❛♠✐ ♣:❛❝② ❬✺✺❪

♦♣:❛❝♦✇❛❧✐ ♥♦✇→ ♠❡"♦❞➛✱ ✇②❦♦:③②2"✉❥→❝→ ❛♥❛❧✐③➛ ③♠✐❛♥ "➟✉♠✐❡♥✐❛ ♠♦❞❛❧✲

♥❡❣♦✱ ❞♦ ✐❞❡♥"②✜❦❛❝❥✐ ✉2③❦♦❞③❡➠ ✇ ♣:❡❢❛❜:②❦❛"❛❝❤ ✇②❦♦♥❛♥②❝❤ ③❡ ③❜:♦✲

❥♦♥❡❣♦ ❜❡"♦♥✉✳ ❲②❦❛③❛♥♦✱ ➺❡ ♥❛✇❡" ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❡ ✉2③❦♦❞③❡♥✐❛✱ ♣♦✇♦❞✉❥→❝❡

❥❡❞②♥✐❡ ♥✐❡③♥❛❝③♥❡ ③♠✐❛♥② ❝③➛2"♦➧❝✐ ✇➟❛2♥②❝❤✱ ♠♦❣→ ♣♦✇♦❞♦✇❛➣ ③♠✐✲

❛♥② "➟✉♠✐❡♥✐❛ ♠♦❞❛❧♥❡❣♦ 2✐➛❣❛❥→❝❡ ♦❦♦➟♦ ✺✵✪✳ ■♥♥❡ ♣:③②❦➟❛❞② ♠❡"♦❞

♦♣❛:"②❝❤ ♦ ❛♥❛❧✐③➛ ③♠✐❛♥ ♣❛:❛♠❡":=✇ "➟✉♠✐❡♥✐❛ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣:❛✲

❝❛❝❤ ❬✺✻✱ ✺✼❪✳

❼ ▼❡(♦❞❛ ✜❧(.6✇ ♠♦❞❛❧♥②❝❤✳ ❈❡❧❡♠ ❞③✐❛➟❛♥✐❛ ✜❧":✉ ♠♦❞❛❧♥❡❣♦ ❬✺✽✕✻✵❪ ❥❡2"

✇②♦❞:➛❜♥✐❡♥✐❡ ③❡ ③♠✐❡:③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥2":✉❦❝❥✐ ❥❡❥ 2❦➟❛❞♦✇❡❥ ♦❞♣♦✲

✇✐❛❞❛❥→❝❡❥ ✇②❜:❛♥❡❥ ♣♦2"❛❝✐ ❞:❣❛➠ ✇➟❛2♥②❝❤✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ✇②2"→♣✐❡♥✐❛

✉2③❦♦❞③❡♥✐❛✱ ✜❧": ♠♦❞❛❧♥② ":❛❝✐ ❞♦♣❛2♦✇❛♥✐❡ ❞♦ ✇②❜:❛♥❡❥ ♣♦2"❛❝✐ ❞:❣❛➠

✇➟❛2♥②❝❤ ✐ ✇ ❥❡❣♦ ❝❤❛:❛❦"❡:②2"②❝❡ ✇②❥➧❝✐♦✇❡❥ ♣♦❥❛✇✐❛❥→ 2✐➛ ❞♦❞❛"❦♦✇❡

♣✐❦✐ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ♣♦③♦2"❛➟②♠✱ ♥✐❡③✉♣❡➟♥✐❡ ♦❞✜❧":♦✇❛♥②♠ ♣♦2"❛❝✐♦♠ ❞:✲

❣❛➠✳ ❆✉"♦:③② ♣:❛❝② ❬✻✶❪✱ ❦♦:③②2"❛❥→❝ ③ ♣❛:❛♠❡":②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ :❛♠②

❛❧✉♠✐♥✐♦✇♦✲2"❛❧♦✇❡❥ ✭♦❦✳ ✶✵ "②2✳ ❡❧❡♠❡♥"=✇ 2❦♦➠❝③♦♥②❝❤✮✱ ❜❛❞❛❧✐ ✇♣➟②✇

❧♦❦❛❧♥❡❣♦ ✉2③❦♦❞③❡♥✐❛ ✭♣➛❦♥✐➛❝✐❡✮ ♦:❛③ ❣❧♦❜❛❧♥②❝❤ ✐ ❧♦❦❛❧♥②❝❤ ③♠✐❛♥ "❡♠✲

♣❡:❛"✉:② ♥❛ ✇②❥➧❝✐♦✇❡ ❝❤❛:❛❦"❡:②2"②❦✐ ✜❧":=✇ ♠♦❞❛❧♥②❝❤✳ ❲②♥✐❦✐ ✉③✉♣❡➟✲

♥✐❛ ❧❛❜♦:❛"♦:②❥♥② ❡❦2♣❡:②♠❡♥" ✇②❦♦♥❛♥② ③ ✇②❦♦:③②2"❛♥✐❡♠ ":③②❡❧❡♠❡♥✲

"♦✇❡❥ :❛♠② 2"❛❧♦✇❡❥✳ ❆♥❛❧♦❣✐❝③♥❡ ♣:③②❦➟❛❞② ♥✉♠❡:②❝③♥❡ ✐ ❧❛❜♦:❛"♦:②❥♥❡

♦:❛③ ♣:③②❦➟❛❞ ♣♦❧♦✇❡❣♦ ③❛2"♦2♦✇❛♥✐❛ ♠❡"♦❞② ✜❧":=✇ ♠♦❞❛❧♥②❝❤ ❞♦ ♠♦♥✲

✐"♦:♦✇❛♥✐❛ ❦➟❛❞❦✐ ❞❧❛ ♣✐❡2③②❝❤ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣:❛❝② ❬✻✷❪✳



✶✳✶ ▼❡$♦❞② ♠♦♥✐$♦+♦✇❛♥✐❛ .$❛♥✉ $❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥.$+✉❦❝❥✐ ✷✶

❼ ❲❡❦#♦%② ❘✐#③❛✳❲ ♣"❛❝② ❬✻✸❪ ❛✉+♦"③② ♣♦".✇♥❛❧✐ ✇❛"+♦➧❝✐ ✇4♣.➟❝③②♥♥✐❦.✇

▼❆❈ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❞❧❛ ✇❡❦+♦".✇ ♣♦4+❛❝✐ ❞"❣❛➠ ✇➟❛4♥②❝❤

♦"❛③ ✇❡❦+♦".✇ ❘✐+③❛ ✇ ❝❡❧✉ ✇②❦"②❝✐❛ ✉4③❦♦❞③❡♥✐❛ "❛♠♦✇❡❣♦ 4+❛♥♦✇✐4❦❛

❧❛❜♦"❛+♦"②❥♥❡❣♦✳ ❲4♣.➟❝③②♥♥✐❦✐ ♦❜❧✐❝③♦♥❡ ❞❧❛ ✇❡❦+♦".✇ ❘✐+③❛ ✇②❦❛③❛➟②

4✐➛ ③♥❛❝③♥✐❡ ✇✐➛❦4③→ ✇"❛➺❧✐✇♦➧❝✐→ ♥❛ ✉4③❦♦❞③❡♥✐❡ ✇ ♣♦".✇♥❛♥✐✉ ❞♦ ✇4♣.➟✲

❝③②♥♥✐❦.✇ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♥❛ ♣♦❞4+❛✇✐❡ ✇❡❦+♦".✇ ♣♦4+❛❝✐ ❞"❣❛➠ ✇➟❛4♥②❝❤✳

■♥♥❡ ♣"③②❦➟❛❞② ③❛4+♦4♦✇❛➠ ♠❡+♦❞② ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣"❛❝❛❝❤ ❬✻✹✱ ✻✺❪✳

❼ ❉②♥❛♠✐❝③♥❛ ♠❛❝✐❡%③ ♣♦❞❛#♥♦➧❝✐✳ ❉②♥❛♠✐❝③♥→ ♠❛❝✐❡"③ ♣♦❞❛+♥♦➧❝✐✱ ✇ ♦❞✲

".➺♥✐❡♥✐✉ ♦❞ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❥ ♠❛❝✐❡"③② 4③+②✇♥♦➧❝✐✱ ♠♦➺♥❛ "❡❧❛+②✇♥✐❡ ❞♦❦➟❛❞✲

♥✐❡ ❛♣"♦❦4②♠♦✇❛➣ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❡❥ ❧✐❝③❜② ♣✐❡"✇4③②❝❤ ❝③➛4+♦+❧✐✇♦➧❝✐

✐ ♣♦4+❛❝✐ ❞"❣❛➠ ✇➟❛4♥②❝❤ ❦♦♥4+"✉❦❝❥✐✳ ❊❦4♣❡"②♠❡♥+❛❧♥② ♣"③②❦➟❛❞ ③❛4✲

+♦4♦✇❛♥✐❛ ♠❡+♦❞② ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣"❛❝② ❬✻✻❪✳ ❏❡❥ ❛✉+♦"③② ③ ❞♦❜"→ ❞♦❦➟❛❞✲

♥♦➧❝✐→ ③✐❞❡♥+②✜❦♦✇❛❧✐ ♥❛❝✐➛❝✐❡ ♦ ❣➟➛❜♦❦♦➧❝✐ ✶✸ ♠♠ ✇②❦♦♥❛♥❡ ✇ 4+❛❧♦✇❡❥

❜❡❧❝❡ ♦ ✇②4♦❦♦➧❝✐ ✶✵✷ ♠♠✱ ♣♦4✐❛❞❛❥→❝❡❥ ♣"③❡❦".❥ ♣♦♣"③❡❝③♥② ❞✇✉+❡♦✇♥✲

✐❦❛✳ ❆✉+♦"③② ♣"❛❝② ❬✻✼❪ ♣"❡③❡♥+✉❥→ ✇②♥✐❦✐ ③❛4+♦4♦✇❛♥✐❛ ♠❡+♦❞② ✇ ❝❡❧✉

✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐ ✉4③❦♦❞③❡➠ ♥✉♠❡"②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ♣"③❡4+"③❡♥♥❡❥ ❦♦♥4+"✉✲

❦❝❥✐ ❦"❛+♦✇❡❥✳ ■❞❡♥+②✜❦❛❝❥➛ ♠♦➺♥❛ ♣"③❡♣"♦✇❛❞③✐➣ ".✇♥✐❡➺ ♥❛ ❧♦❦❛❧♥②♠

♣♦③✐♦♠✐❡ ❦❧✉❝③♦✇②❝❤ ♣♦❞4+"✉❦+✉" ❦♦♥4+"✉❦❝❥✐✱ ♥❛ ♣♦❞4+❛✇✐❡ ❛♥❛❧✐③② ❧♦❦❛✲

❧♥❡❥ ♠❛❝✐❡"③② ♣♦❞❛+♥♦➧❝✐ ❬✻✽❪✳ ❲ ♣"❛❝❛❝❤ ❬✻✾✱ ✼✵❪ ♣"③❡❞4+❛✇✐♦♥♦ ♥❛+♦✲

♠✐❛4+ ♠❡+♦❞② ✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐ ✇②❦♦"③②4+✉❥→❝❡ ❞②♥❛♠✐❝③♥→ ♠❛❝✐❡"③ ♣♦❞❛+✲

♥♦➧❝✐ ♦+"③②♠❛♥→ ✇ ✇②♥✐❦✉ ♦♣❡"❛❝②❥♥❡❥ ❛♥❛❧✐③② ♠♦❞❛❧♥❡❥✱ ❝♦ ♣♦+❡♥❝❥❛❧♥✐❡

✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ♦♣"❛❝♦✇❛♥✐❡ ♠❡+♦❞ ♠♦♥✐+♦"♦✇❛♥✐❛ ❝✐→❣➟❡❣♦ ③ ✇②❦♦"③②4+❛♥✐❡♠

✇②♠✉4③❡♥✐❛ ➧"♦❞♦✇✐4❦♦✇❡❣♦✳

◆✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ♣♦✇②➺4③②❝❤ ♠❡+♦❞ ♦♣❛"+②❝❤ ♦ ❛♥❛❧✐③➛ ③❛❣"❡❣♦✇❛♥②❝❤✱ ❣➟.✇♥✐❡

♠♦❞❛❧♥②❝❤✱ ❝❤❛"❛❦+❡"②4+②❦ ❦♦♥4+"✉❦❝❥✐✱ ✐4+♥✐❡❥❡ ❧✐❝③♥❛ ❣"✉♣❛ ♠❡+♦❞ ❞②♥❛♠✐✲

❝③♥②❝❤✱ ❦+."❡ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐♦ ♣"③❡+✇❛"③❛❥→ 4②❣♥❛➟② ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛4✉ ✭❛♥❛❧✐③❛

4③❡"❡❣.✇ ❝③❛4♦✇②❝❤ ❬✼✶❪✱ ❛♥❛❧✐③❛ ❣➟.✇♥②❝❤ 4❦➟❛❞♦✇②❝❤ ❬✼✷❪✮ ❧✉❜ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

❝③❛4♦✇♦✲❝③➛4+♦+❧✐✇♦➧❝✐♦✇❡❥ ✭❛♥❛❧✐③❛ ❢❛❧❦♦✇❛✮ ✐ ❛♥❛❧✐③✉❥→ ✇②♥✐❦✐ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠❡✲

+♦❞ ✐♥+❡❧✐❣❡♥❝❥✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥ +❛❦✐❝❤ ❥❛❦ 4✐❡❝✐ ♥❡✉"♦♥♦✇❡✳ ❆✉+♦"③② ♣"❛❝② ❬✼✸❪

4+♦4✉❥→ ❛♥❛❧✐③➛ ❢❛❧❦♦✇→ ✇ ❝❡❧✉ ✇②❦"②❝✐❛ ♥✐❡❝✐→❣➟♦➧❝✐ ♣♦4+❛❝✐ ❞"❣❛➠ ✇➟❛4♥②❝❤

✇②✇♦➟❛♥②❝❤ ✉4③❦♦❞③❡♥✐❡♠✳ ▼❡+♦❞❛ ③♦4+❛➟❛ ③✇❡"②✜❦♦✇❛♥❛ ❡❦4♣❡"②♠❡♥+❛❧♥✐❡ ♥❛

❜❡❧❝❡ ✇4♣♦"♥✐❦♦✇❡❥ ♦"❛③ ♥❛ ♣"♦4+♦❦→+♥❡❥✱ 4+❛❧♦✇❡❥ ♣➟②❝✐❡ ✉+✇✐❡"❞③♦♥❡❥ ♥❛ ✇4③②4✲

+❦✐❝❤ ❦"❛✇➛❞③✐❛❝❤✳ ▼✐❡❥4❝❛ ✉4③❦♦❞③❡♥✐❛ ③♦4+❛➟② ❞♦❦➟❛❞♥✐❡ ♦4③❛❝♦✇❛♥❡ ③ ♥✐❡✇✐❡✲

❧❦✐♠✐ ❜➟➛❞❛♠✐ ✇③❣❧➛❞♥②♠✐ ✇②♥♦4③→❝②♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✾✳✶✪ ✐ ✶✳✷✺✪✳ ■♥♥② ❞♦➧✲

✇✐❛❞❝③❛❧♥② ♣"③②❦➟❛❞ ③❛4+♦4♦✇❛♥✐❛ ❛♥❛❧✐③② ❢❛❧❦♦✇❡❥ ✇ ✇②❦"②✇❛♥✐✉ ❞❡❢❡❦+.✇

♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣"❛❝② ❬✼✹❪✳

❖❜4③❡"♥❡ ♣"③❡❣❧→❞② ♣"❛❝ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥②❝❤ ❞②♥❛♠✐❝③♥②♠ ♠❡+♦❞♦♠ ✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐

✉4③❦♦❞③❡➠ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥❛❝❤ ❬✼✺✕✼✽❪✳ ❲ ✷✵✵✸ "✳✱ ❍✳ ❙♦❤♥ ✇"❛③



✷✷ ✶✳ ❲#$➛♣

③ ✇"♣$➟❛✉(♦*❛♠✐ ❬✼✾❪ ♦♣✉❜❧✐❦♦✇❛❧✐ ✉❛❦(✉❛❧♥✐♦♥→ ✇❡*"❥➛ ♣*❛❝② ❬✼✺❪ ③❛✇✐❡*❛❥→❝→

♣*③❡❣❧→❞ ♣*❛❝ ♦♣✉❜❧✐❦♦✇❛♥②❝❤ ✇ ❧❛(❛❝❤ ✶✾✾✻✕✷✵✵✶✳ ❊✳ F✳ ❈❛*❞❡♥ ✐ F✳ ❋❛♥♥✐♥❣

③❛♠✐❡➧❝✐❧✐ ✇ ♣*❛❝② ❬✽✵❪ ♣*③❡❣❧→❞ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥✐ ③ ❧❛( ✶✾✾✻✕✷✵✵✸✳ ◆❛(♦♠✐❛"( ♣*③❡❣❧→❞

♣✉❜❧✐❦❛❝❥✐ ③❡ "③❝③❡❣$❧♥②♠ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❡♠ ♠❡(♦❞ "(♦"♦✇❛♥②❝❤ ✇ ❝❡❧✉ ✐❞❡♥(②✲

✜❦❛❝❥✐ ✉"③❦♦❞③❡➠ ❡❧❡♠❡♥($✇ ❦♦♠♣♦③②(♦✇②❝❤ ♣*③❡❞"(❛✇✐➟ ❉✳ ▼♦♥(❛❧✈❛♦ ✐ ✐♥✳

✇ ♣*❛❝② ❬✽✶❪✳

❲"③②"(❦✐❡ ♣♦✇②➺❡❥ ✇②♠✐❡♥✐♦♥❡ ♠❡(♦❞② ❞②♥❛♠✐❝③♥❡ ♠♦➺♥❛ ♣♦❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ (*③②

♦❣$❧♥❡ ❣*✉♣②✿ ♠❡(♦❞② ♣❛*❛♠❡(*②❝③♥❡✱ ♠❡(♦❞② *♦③♣♦③♥❛✇❛♥✐❛ ✇③♦*❝❛ ✭❛♥❣✳ ♣❛(✲

(❡*♥ *❡❝♦❣♥✐(✐♦♥✱ F❘✮ ✐ ♠❡(♦❞② ♥✐❡♣❛*❛♠❡(*②❝③♥❡❀ ❦*$(❦→ ❝❤❛*❛❦(❡*②"(②❦➛ ♣♦"③❝③✲

❡❣$❧♥②❝❤ ❣*✉♣ ③❛♠✐❡"③❝③♦♥♦ ♣♦♥✐➺❡❥✳

▼❡"♦❞② ♣❛(❛♠❡"(②❝③♥❡ ❜❛③✉❥→ ♥❛ ♣❛*❛♠❡(*②❝③♥②♠ ♠♦❞❡❧✉ ❦♦♥"(*✉❦❝❥✐ *❡❢✲

❡*❡♥❝②❥♥❡❥✱ ❦($*② ✇ ✇✐➛❦"③♦➧❝✐ ♣*③②♣❛❞❦$✇ (✇♦*③♦♥② ❥❡"( ✇ ♦♣❛*❝✐✉ ♦ ♠❡(♦❞➛

❡❧❡♠❡♥($✇ "❦♦➠❝③♦♥②❝❤ ❬✽✷✕✽✺❪✱ ❝❤♦➣ ③ ♣♦✇♦❞③❡♥✐❡♠ "(♦"♦✇❛♥❡ "→ (❡➺ ✐♥♥❡

♠❡(♦❞②✱ (❛❦✐❡ ❥❛❦ ♠❡(♦❞❛ ❡❧❡♠❡♥($✇ ❜*③❡❣♦✇②❝❤ ❬✽✻✱ ✽✼❪✱ ♠❡(♦❞❛ ❡❧❡♠❡♥($✇

"♣❡❦(*❛❧♥②❝❤ ❬✽✽✕✾✸❪ ❧✉❜ ❜❡③♣♦➧*❡❞♥✐ ♦♣✐" ❛♥❛❧✐(②❝③♥② ❬✾✹❪✳ F*♦❝❡" ✐❞❡♥(②✜❦❛❝❥✐

✉"③❦♦❞③❡♥✐❛ ♣♦♣*③❡❞③♦♥② ❥❡"( ♣*♦❝❡❞✉*→ ❦❛❧✐❜*❛❝❥✐ ♠♦❞❡❧✉ ♣❛*❛♠❡(*②❝③♥❡❣♦ ❦♦♥✲

"(*✉❦❝❥✐ *❡❢❡*❡♥❝②❥♥❡❥✱ ♣*③❡♣*♦✇❛❞③❛♥❡❥ ♥❛ ♣♦❞"(❛✇✐❡ ❞❛♥②❝❤ ♣♦♠✐❛*♦✇②❝❤✳

❈❡❧❡♠ (❡❥ ♣*♦❝❡❞✉*② ❥❡"( ❞♦♣❛"♦✇❛♥✐❡ ✇②❜*❛♥②❝❤ ❝❤❛*❛❦(❡*②"(②❦ ♠♦❞❡❧✉✱ ♥❛

♣*③②❦➟❛❞ ❝③➛"(♦(❧✐✇♦➧❝✐ ✐ ♣♦"(❛❝✐ ❞*❣❛➠ ✇➟❛"♥②❝❤✱ ❞♦ ❝❤❛*❛❦(❡*②"(②❦ ✜③②❝③♥❡❥

❦♦♥"(*✉❦❝❥✐ *❡❢❡*❡♥❝②❥♥❡❥ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♥❛ ♣♦❞"(❛✇✐❡ ♣♦♠✐❛*$✇✱ ♣♦♣*③❡③ ♦♣(②✲

♠❛❧♥② ❞♦❜$* ❥❡❣♦ ♣❛*❛♠❡(*$✇✳ F*③❡❣❧→❞ (❡❝❤♥✐❦ "(♦"♦✇❛♥②❝❤ ✇ ❝❡❧✉ (❛❦ *♦③✉♠✐✲

❛♥❡❥ ❦❛❧✐❜*❛❝❥✐ ♠♦❞❡❧✉ ✭❛♥❣✳ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛(✐♥❣✮ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣*❛❝❛❝❤ ❬✾✺✱ ✾✻❪✳

■❞❡♥(②✜❦❛❝❥❛ ✉"③❦♦❞③❡♥✐❛ ✇ ♠❡(♦❞❛❝❤ ♣❛*❛♠❡(*②❝③♥②❝❤ ❢♦*♠✉➟♦✇❛♥❛ ❥❡"(

③✇②❦❧❡ ✇ ♣♦"(❛❝✐ ③❛❞❛♥✐❛ ♦❞✇*♦(♥❡❣♦✱ *♦③✇✐→③②✇❛♥❡❣♦ ③ ③❛"(♦"♦✇❛♥✐❡♠ ♣*♦✲

❝❡❞✉* ♦♣(②♠❛❧✐③❛❝②❥♥②❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧✐③✉❥→❝②❝❤ ✇❛*(♦➧➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ❜➛❞→❝❡❥ ♣❡✇♥→

❧✐❝③❜♦✇→ ♠✐❛*→ ❞♦♣❛"♦✇❛♥✐❛ ✇②❜*❛♥②❝❤ ✜③②❝③♥②❝❤ ❝❤❛*❛❦(❡*②"(②❦ ♠♦❞❡❧✉ ❞♦

❛♥❛❧♦❣✐❝③♥②❝❤ ❝❤❛*❛❦(❡*②"(②❦ ❦♦♥"(*✉❦❝❥✐ ✉"③❦♦❞③♦♥❡❥✳ ❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉ ③❛❧❡➺② ✐ ❥❡"(

♦♣(②♠❛❧✐③♦✇❛♥❛ ✇③❣❧➛❞❡♠ ✇❛*(♦➧❝✐ ✇②❜*❛♥②❝❤ ♣❛*❛♠❡(*$✇ ③❛"(♦"♦✇❛♥❡❣♦ ♠♦❞✲

❡❧✉✱ ♦ ❦($*②❝❤ ③❛❦➟❛❞❛ "✐➛✱ ➺❡ ♠♦❣→ ♠♦❞❡❧♦✇❛➣ ♣♦(❡♥❝❥❛❧♥❡ ✉"③❦♦❞③❡♥✐❡ ✭♥♣✳ "③✲

(②✇♥♦➧➣ ✇②❜*❛♥②❝❤ ❡❧❡♠❡♥($✇ "❦♦➠❝③♦♥②❝❤✮✳ F*♦❝❡❞✉*② ♦♣(②♠❛❧✐③❛❝②❥♥❡ ❜❛③✉❥→

♥❛ ❦❧❛"②❝③♥②❝❤✱ ❛♥❛❧✐(②❝③♥②❝❤ ♠❡(♦❞❛❝❤ ❣*❛❞✐❡♥(♦✇②❝❤ ♣✐❡*✇"③❡❣♦ ✐ ❞*✉❣✐❡❣♦

*③➛❞✉ ❬✾✼❪ ❧✉❜ ♥❛ ♠❡(♦❞❛❝❤ ✐♥(❡❧✐❣❡♥❝❥✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥ ✭❛❧❣♦*②(♠② ❣❡♥❡(②❝③♥❡ ❧✉❜

❡✇♦❧✉❝②❥♥❡✱ "③(✉❝③♥❡ "✐❡❝✐ ♥❡✉*♦♥♦✇❡ ✐(♣✳✮ ❬✾✽❪✳

F♦❞"(❛✇♦✇②♠ ♣*♦❜❧❡♠❡♠ "♣❡❝②✜❝③♥②♠ ❞❧❛ ♠❡(♦❞ ❜❛③✉❥→❝②❝❤ ♥❛ ♠♦❞❡❧✉

♣❛*❛♠❡(*②❝③♥②♠ "→ (*✉❞♥♦➧❝✐ ✇ ♦(*③②♠❛♥✐✉ ❞♦"(❛(❡❝③♥✐❡ ✇✐❛*②❣♦❞♥❡❣♦ ♠♦❞✲

❡❧✉ ❞✉➺②❝❤ ♦❜✐❡❦($✇ ♦ ③➟♦➺♦♥❡❥ ❦♦♥"(*✉❦❝❥✐✱ ❝♦ ♣*③❡❦➟❛❞❛ "✐➛ ♥❛ ♣♦❣♦*"③❡♥✐❡

❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✐❞❡♥(②✜❦❛❝❥✐ ✉"③❦♦❞③❡♥✐❛✳



✶✳✶ ▼❡$♦❞② ♠♦♥✐$♦+♦✇❛♥✐❛ .$❛♥✉ $❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥.$+✉❦❝❥✐ ✷✸

▼❡"♦❞② &♦③♣♦③♥❛✇❛♥✐❛ ✇③♦&❝❛ ♦♣✐❡$❛❥→ (✐➛ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ✇③♦$❝/✇ ✇②♦❞$➛❜✲

♥✐♦♥②❝❤ ③ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❥ ❦♦♥(7$✉❦❝❥✐ $❡❢❡$❡♥❝②❥♥❡❥ ♦$❛③✱ ❡✇❡♥7✉❛❧♥✐❡✱

❦♦♥(7$✉❦❝❥✐ ♣♦❞❞❛♥②❝❤ $/➺♥②♠ (❝❡♥❛$✐✉(③♦♠ ✉(③❦♦❞③❡♥✐❛ ❬✾✾✕✶✵✸❪✳ ❲ ♦❞$/➺♥✐❡✲

♥✐✉ ♦❞ ♣♦✇②➺❡❥ ♦♣✐(❛♥❡❥ ❣$✉♣② ♠❡7♦❞ ♣❛$❛♠❡7$②❝③♥②❝❤✱ ♠❡7♦❞② $♦③♣♦③♥❛✇❛✲

♥✐❛ ✇③♦$❝❛ ♥✐❡ ✇②♠❛❣❛❥→ ♠♦❞❡❧✉ ♣❛$❛♠❡7$②❝③♥❡❣♦ ❦♦♥(7$✉❦❝❥✐✱ ❛ ❡7❛♣ ❥❡❣♦

❦❛❧✐❜$♦✇❛♥✐❛ ❥❡(7 ③❛(7→♣✐♦♥② ♣$♦❝❡(❡♠ ❜✉❞♦✇❛♥✐❛ ❜❛③② ✇③♦$❝/✇✳ F$♦❝❡( ✇②♦✲

❞$➛❜♥✐❡♥✐❛ ✇③♦$❝/✇ ♣$③❡♣$♦✇❛❞③❛♥② ❥❡(7 ③❛③✇②❝③❛❥ ♠❡7♦❞❛♠✐ ✐♥7❡❧✐❣❡♥❝❥✐ ♦❜❧✐✲

❝③❡♥✐♦✇❡❥ 7❛❦✐♠✐ ❥❛❦ (③7✉❝③♥❡ (✐❡❝✐ ♥❡✉$♦♥♦✇❡✱ ❦7/$❡ ③ ③❛➟♦➺❡♥✐❛ ❛❜(7$❛❤✉❥→ ♦❞

❜❡③♣♦➧$❡❞♥✐❡❥ ✜③②❝③♥❡❥ ✐♥7❡$♣$❡7❛❝❥✐ ♣$③❡7✇❛$③❛♥②❝❤ ❞❛♥②❝❤✳ ❲ ❡❢❡❦❝✐❡ ✇②♦✲

❞$➛❜♥✐♦♥❡ ✇③♦$❝❡ (→ ♣♦③❜❛✇✐♦♥❡ ❜❡③♣♦➧$❡❞♥✐❡❣♦ (❡♥(✉ ✜③②❝③♥❡❣♦✱ ❝♦ ❥❡(7 ❝❤❛$❛❦✲

7❡$②(7②❝③♥→ ❝❡❝❤→ ❝❛➟❡❥ ❣$✉♣② ♠❡7♦❞ $♦③♣♦③♥❛✇❛♥✐❛ ✇③♦$❝❛✳ ■❞❡♥7②✜❦❛❝❥❛ ✉(③❦♦✲

❞③❡♥✐❛ ♣$③❡♣$♦✇❛❞③❛♥❛ ❥❡(7 ♣♦♣$③❡③ ♣♦$/✇♥❛♥✐❡ ✇③♦$❝/✇ ✇②♦❞$➛❜♥✐♦♥②❝❤ ③❡

③♠✐❡$③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥(7$✉❦❝❥✐ ♠♦♥✐7♦$♦✇❛♥❡❥ ③ ❜❛③→ ✇③♦$❝/✇

$❡❢❡$❡♥❝②❥♥②❝❤✱ ❦7/$❡ $/✇♥✐❡➺ ❥❡(7 ♣$③❡♣$♦✇❛❞③❛♥❡ ③✇②❦❧❡ ✇ ♦♣❛$❝✐✉ ♦ ♠❡7♦❞②

✐♥7❡❧✐❣❡♥❝❥✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥✱ ✇ (③❝③❡❣/❧♥♦➧❝✐ (③7✉❝③♥❡ (✐❡❝✐ ♥❡✉$♦♥♦✇❡✳

▼❡7♦❞② $♦③♣♦③♥❛✇❛♥✐❛ ✇③♦$❝/✇ (→ ✇ ♥❛7✉$❛❧♥② (♣♦(/❜ ♦❣$❛♥✐❝③♦♥❡ ❞♦ ♣♦③✐♦✲

♠/✇ ✶✱ ✷ ✐ ❝③➛➧❝✐♦✇♦ ✸ ✇②♠✐❡♥✐♦♥❡❥ ✇②➺❡❥ ❦❧❛(②✜❦❛❝❥✐ ❘②77❡$❛✿ (7✇✐❡$❞③❡♥✐❡

✐(7♦7♥❡❥ $♦③❜✐❡➺♥♦➧❝✐ ♣♦♠✐➛❞③② ✇③♦$❝❛♠✐ ❥❡(7 $/✇♥♦③♥❛❝③♥❡ ③ ✇②❦$②❝✐❡♠ ✉(③❦♦✲

❞③❡♥✐❛ ✭♣♦③✐♦♠ ✶✮✱ ❥❡❣♦ ❡✇❡♥7✉❛❧♥❛ ♣$③②❜❧✐➺♦♥❛ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥❛ ✭♣♦③✐♦♠ ✷✮ ❥❡(7 ♠♦✲

➺❧✐✇❛ ♣♦♣$③❡③ ♣♦✇✐→③❛♥✐❡ ✇③♦$❝/✇ ③ ❦♦♥❦$❡7♥②♠✐ ❝③✉❥♥✐❦❛♠✐✱ ❛ ③❣$✉❜♥❡ ♦(✲

③❛❝♦✇❛♥✐❡ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ✉(③❦♦❞③❡♥✐❛ ✭♣♦③✐♦♠ ✸✮ ✖ ♣♦♣$③❡③ ❛♥❛❧✐③➛ (7♦♣♥✐❛ $♦③✲

❜✐❡➺♥♦➧❝✐✳ ❘♦③(③❡$③❡♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛❧♥♦➧❝✐ ♠❡7♦❞ ♦ ❞♦❞❛7❦♦✇② ♠❡❝❤❛♥✐③♠ ♦♣✐(✉✲

❥→❝② ❡✇♦❧✉❝❥➛ ✉(③❦♦❞③❡♥✐❛✱ ❛ ✇ $❡③✉❧7❛❝✐❡ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→❝② ♣$❡❞②❦❝❥➛ ♣♦③♦(7❛➟❡❣♦

❝③❛(✉ ➺②❝✐❛ ❦♦♥(7$✉❦❝❥✐ ✭♣♦③✐♦♠ ✹✮✱ ❥❡(7 ③♥❛❝③♥✐❡ ✉7$✉❞♥✐♦♥② ③ ✉✇❛❣✐ ♥❛ ❜$❛❦

❜❡③♣♦➧$❡❞♥✐❡❥ ✜③②❝③♥❡❥ ✐♥7❡$♣$❡7❛❝❥✐ ✇③♦$❝/✇✳ ❩ 7❡❣♦ (❛♠❡❣♦ ♣♦✇♦❞✉ ③❛③✇②❝③❛❥

♥✐❡♠♦➺❧✐✇❛ ❥❡(7 $/✇♥✐❡➺ ♣❡➟♥❛ ✐❞❡♥7②✜❦❛❝❥❛ 7②♣✉ ✉(③❦♦❞③❡♥✐❛ ✭♣♦③✐♦♠ ✸✮✱ ❝❤♦➣

❝③➛(7♦ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡(7 ♦(③❛❝♦✇❛♥✐❡ ❥❡❣♦ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐✱ $♦③✉♠✐❛♥❡❥ ❥❡❞♥❛❦ ♥✐❡ ✇♣$♦(7✱

❧❡❝③ ❥❛❦♦ ♣❡✇✐❡♥ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦ $♦③❜✐❡➺♥♦➧❝✐ ♣♦$/✇♥②✇❛♥②❝❤ ✇③♦$❝/✇✳

▼❡"♦❞② ♥✐❡♣❛&❛♠❡"&②❝③♥❡✳ ❚$③❡❝✐❛ ❣$✉♣❛ ❞②♥❛♠✐❝③♥②❝❤ ♠❡7♦❞ ❙❍▼ ♥✐❡

✇②♠❛❣❛ ♣❛$❛♠❡7$②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ♠♦♥✐7♦$♦✇❛♥❡❥ ❦♦♥(7$✉❦❝❥✐✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ♠❡✲

7♦❞② $♦③♣♦③♥❛♥✐❛ ✇③♦$❝❛✳ ❏❡❞♥❛❦ ✇ ♦❞$/➺♥✐❡♥✐✉ ♦❞ ♥✐❝❤✱ ♠❡7♦❞② ♥✐❡♣❛$❛♠❡✲

7$②❝③♥❡ ❜❛③✉❥→ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ③♠✐❛♥ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ♣♦(✐❛❞❛❥→❝②❝❤ ❜❡③♣♦➧$❡❞♥✐→ ✜③②❝③♥→

✐♥7❡$♣$❡7❛❝❥➛ ✐ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ✇♣$♦(7 ♥❛ ♣♦❞(7❛✇✐❡ ③❛$❡❥❡(7$♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

❦♦♥(7$✉❦❝❥✐ $❡❢❡$❡♥❝②❥♥❡❥ ✐ ✉(③❦♦❞③♦♥❡❥✳ ◆✐❡❦7/$❡ ♠❡7♦❞②✱ ♣✐❡$✇♦7♥✐❡ ③❛❧✐❝③❛♥❡

❞♦ ❣$✉♣② ♠❡7♦❞ ♣❛$❛♠❡7$②❝③♥②❝❤✱ ③♦(7❛➟② ♣$③②(7♦(♦✇❛♥❡ ❞♦ ✐❞❡♥7②✜❦❛❝❥✐ ✉(③❦♦✲

❞③❡➠ ③ ✇②❦♦$③②(7❛♥✐❡♠ ✇②➟→❝③♥✐❡ ❞❛♥②❝❤ ♣♦♠✐❛$♦✇②❝❤✳ F♦❞❡❥➧❝✐❡ 7❛❦✐❡ ③ $❡❣✉➟②

✇②♠❛❣❛ ✇②❦♦♥❛♥✐❛ ③♥❛❝③♥✐❡ ✇✐➛❦(③❡❥ ❧✐❝③❜② ♣♦♠✐❛$/✇ ✇ ❝❡❧✉ ③❛(7→♣✐❡♥✐❛ ✇ (♣♦✲

(/❜ ♥✐❡♣❛$❛♠❡7$②❝③♥② ✐♥❢♦$♠❛❝❥✐✱ ❦7/$❡ ✇ ♠♦❞❡❧✉ ♣❛$❛♠❡7$②❝③♥②♠ ③❛✇❛$7❡ (→



✷✹ ✶✳ ❲#$➛♣

✇♣"♦$%✳ ▼❡%♦❞② ♥✐❡♣❛"❛♠❡%"②❝③♥❡✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ♣❛"❛♠❡%"②❝③♥❡✱ ❜❛③✉❥→ ♥❛❥❝③➛➧✲

❝✐❡❥ ♥❛ ❛♥❛❧✐③✐❡ ③♠✐❛♥ ❝③➛$%♦%❧✐✇♦➧❝✐ ✇➟❛$♥②❝❤ ❬✸✼❪✱ ♣♦$%❛❝✐ ❞"❣❛➠

✇➟❛$♥②❝❤ ❬✶✵✹✕✶✵✻❪✱ ❡♥❡"❣✐✐ ♦❞❦$③%❛➟❝❡♥✐❛ ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✱ ❦"③②✇✐③♥ ♠♦❞❛❧♥②❝❤✱ ✇✐❞✲

♠♦✇②❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ♣"③❡❥➧❝✐❛✱ ♠❛❝✐❡"③② ♣♦❞❛%♥♦➧❝✐ ❬✶✵✾✱ ✶✶✵❪✱ ✇②❦➟❛❞♥✐❦K✇

▲❛♣✉♥♦✇❛ ❬✶✶✶❪ ✐%♣✳

▼❡"♦❞❛ ♣'♦♣♦♥♦✇❛♥❛ ✇ ♥✐♥✐❡❥,③❡❥ ♣'❛❝② ♥✐❡ ✇②♠❛❣❛ ♠♦❞❡❧✉ ♣❛"❛♠❡✲

%"②❝③♥❡❣♦✱ ❛ ❦♦♥$%"✉❦❝❥❛ "❡❢❡"❡♥❝②❥♥❛ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❛ ❥❡$% ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐♦ ♣"③❡③ ③❜✐K"

❥❡❥ ❡❦$♣❡"②♠❡♥%❛❧♥✐❡ ③❛"❡❥❡$%"♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✱ ♣"③❡❝❤♦✇②✇❛♥②❝❤ ✇ ✉♣♦"③→❞✲

❦♦✇❛♥❡❥ $%"✉❦%✉"③❡ ③✇❛♥❡❥ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥→ ♠❛❝✐❡"③→ ✇♣➟②✇✉✳ ❲ ♣"③❡❝✐✇✐❡➠$%✲

✇✐❡ ❥❡❞♥❛❦ ❞♦ ♠❡%♦❞ "♦③♣♦③♥❛✇❛♥✐❛ ✇③♦"❝❛✱ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡$% ✇②③♥❛❝③❡♥✐❡ ♣❡➟♥❡❥

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐ ✉$③❦♦❞③♦♥❡❥ ✭✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛$✉✱ ❝③➛$%♦➧❝✐ ❧✉❜ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✮

✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✉$③❦♦❞③❡♥✐❛ ❞❡✜♥✐♦✇❛♥❡❣♦ ✇ $♣♦$K❜ ♣❛"❛♠❡%"②❝③♥②✱ ❛ ✇✐➛❝ ♣♦$✐✲

❛❞❛❥→❝② ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐→ ✐♥%❡"♣"❡%❛❝❥➛ ✜③②❝③♥→✳ ❚❛❦✐❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ♣♦③✇❛❧❛ ✉♥✐❦♥→➣

❦➟♦♣♦%❧✐✇❡❣♦ ✐ ♣♦❞❛%♥❡❣♦ ♥❛ ❜➟➛❞② ❡%❛♣✉ ❜✉❞♦✇② ✐ ❦❛❧✐❜"❛❝❥✐ ♣❛"❛♠❡%"②❝③♥❡❣♦

♠♦❞❡❧✉ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐ "❡❢❡"❡♥❝②❥♥❡❥✱ ❛ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ✉➟❛%✇✐❛ ✜③②❝③♥→ ✐♥%❡"♣"❡%❛❝❥➛

✇②♥✐❦K✇ ✐ ❛♥❛❧✐③➛ ♥❛ ✇$③②$%❦✐❝❤ ❝③%❡"❡❝❤ ♣♦③✐♦♠❛❝❤ ❦❧❛$②✜❦❛❝❥✐ ❘②%%❡"❛✳ V"♦✲

♣♦♥♦✇❛♥→ ♠❡%♦❞➛ ♥❛❧❡➺② ③❛%❡♠ ③❛❧✐❝③②➣ ❞♦ ❣"✉♣② ♥✐❡♣❛"❛♠❡%"②❝③♥②❝❤ ♠❡%♦❞

♠♦♥✐%♦"♦✇❛♥✐❛ $%❛♥✉ %❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐✳

✶✳✶✳✷ #♦❞③✐❛➟ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ ♣2③❡❞♠✐♦4 ✐❞❡♥4②✜❦❛❝❥✐

▼♦♥✐%♦"♦✇❛♥✐❡ $%❛♥✉ %❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐ ✇ ✇✐➛❦$③♦➧❝✐ ♣"③②♣❛❞❦K✇ ✉%♦➺✲

$❛♠✐❛♥❡ ❥❡$% ③ ✇②❦"②✇❛♥✐❡♠ ✉$③❦♦❞③❡➠ ❥❛❦♦ ♣♦%❡♥❝❥❛❧♥✐❡ ❥❡❞②♥❡❥ ♣"③②❝③②♥②

♣"♦✇❛❞③→❝❡❥ ❞♦ ③♥✐$③❝③❡♥✐❛ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐ ✳ ◆✐❡♠♥✐❡❥ "K✇♥✐❡➺ ✐♥♥❡ ❝③②♥♥✐❦✐✱ %❛❦✐❡

❥❛❦ ③♠✐❛♥② ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ $%❛%②❝③♥❡❣♦ ✭❞♦❞❛%❦♦✇❛ ♠❛$❛✮ ❧✉❜ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥✲

$%"✉❦❝❥✐✱ ♠♦❣→ ❞♦♣"♦✇❛❞③✐➣ ❞♦ ❥❡❥ ✉$③❦♦❞③❡♥✐❛ ❧✉❜ ③♥✐$③❝③❡♥✐❛ ✐ ❝③➛$%♦ ♣♦❞❧❡❣❛❥→

♠♦♥✐%♦"♦✇❛♥✐✉✳

■❞❡♥"②✜❦❛❝❥❛ ❞❡❢❡❦"4✇ ❥❡$% ♣✐❡"✇♦%♥②♠ ③❛❞❛♥✐❡♠ $②$%❡♠K✇ ♠♦♥✐%♦"♦✇❛✲

♥✐❛ $%❛♥✉ %❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐✳ ❉❡❢❡❦% ♠♦➺❡ ❜②➣ ♣♦$%"③❡❣❛♥② ❥❛❦♦ ③♠✐✲

❛♥❛ ♣❛"❛♠❡%"K✇ ♠❛%❡"✐❛➟♦✇②❝❤ ✐✴❧✉❜ ❣❡♦♠❡%"②❝③♥②❝❤ ❥❡❞♥❡❣♦ ❧✉❜ ❦✐❧❦✉ ❡❧❡✲

♠❡♥%K✇ $❦➟❛❞♦✇②❝❤ ♦❜✐❡❦%✉✳ ❲ ♣"③②♣❛❞❦✉ ♦❜✐❡❦%K✇ ✐♥➺②♥✐❡"✐✐ ❧→❞♦✇❡❥✱ %❛❦✐❝❤

❥❛❦ ♠♦$%②✱ ✉$③❦♦❞③❡♥✐❡ ♠♦➺❡ ❜②➣ "♦③✉♠✐❛♥❡ ❥❛❦♦ ♣➛❦♥✐➛❝✐❡ ③♠➛❝③❡♥✐♦✇❡✱ ❦♦✲

"♦③❥❛ ❧✉❜ %❡➺ ✉%"❛%❛ $%❛%❡❝③♥♦➧❝✐ ❡❧❡♠❡♥%✉ ♥❛ $❦✉%❡❦ ♣♦♥❛❞♥♦"♠❛%②✇♥❡❣♦ ♦❜✲

❝✐→➺❡♥✐❛ ❡❦$♣❧♦❛%❛❝②❥♥❡❣♦✳ ❲ ❜❛❞❛♥✐❛❝❤ ❙❍▼✱ ❞❡❢❡❦%② $→ ❝③➛$%♦ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡

✇ $♣♦$K❜ ♣❛"❛♠❡%"②❝③♥② ❥❛❦♦ ✉%"❛%❛ $③%②✇♥♦➧❝✐ ✇②❜"❛♥②❝❤ ❡❧❡♠❡♥%K✇ ♠♦♥✐✲

%♦"♦✇❛♥❡❥ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐✳

■❞❡♥"②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥② ♠❛,②✳ ◆❛ ♣"③❡$%"③❡♥✐ ❧❛% ✇✐❡❧❡ ♦❜✐❡❦%K✇ ✐♥➺②♥✐❡"✐✐ ❧→✲

❞♦✇❡❥ ✉❧❡❣➟♦ ③♥✐$③❝③❡♥✐✉ ♥❛ $❦✉%❡❦ ♣♦♥❛❞♥♦"♠❛%②✇♥❡❣♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ $%❛%②❝③♥❡❣♦



✶✳✶ ▼❡$♦❞② ♠♦♥✐$♦+♦✇❛♥✐❛ .$❛♥✉ $❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥.$+✉❦❝❥✐ ✷✺

 ♣♦✇♦❞♦✇❛♥❡❣♦ ♦❜❧♦❞③❡♥✐❡♠ ❧✉❜ ✇❛/ 0✇→ ➧♥✐❡❣✉ ③❛❧❡❣❛❥→❝→ ♥❛ ❞❛❝❤✉ ❬✶✶✷✕✶✶✹❪✳

❲ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ /♦❞③❛❥✉ /♦③♣❛0/②✇❛♥❡❥ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥✐✱ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ 0❛❦✐❡ ♠♦➺♥❛

0/❛❦0♦✇❛➣ ❥❛❦♦ ❞♦❞❛0❦♦✇→ ♠❛ ➛ /♦③➟♦➺♦♥→ ✇  ♣♦ E❜ ❝✐→❣➟② ❧✉❜ ❞② ❦/❡0♥✐❡ /♦③✲

➟♦➺♦♥→ ♠✐➛❞③② ✇➛③➟❛♠✐  0/✉❦0✉/② ♥♦➧♥❡❥✳ ■♥♥② ♣/❛❦0②❝③♥② ♣/♦❜❧❡♠ ③✇✐→③❛♥②

③ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛ ② ③♦ 0❛➟ ♣/③❡❞ 0❛✇✐♦♥② ✇ ♣/❛❝② ❬✶✶✺❪✱ ❣❞③✐❡ ♠❡0♦✲

❞❛♠✐ ❣❧♦❜❛❧♥②♠✐ ✐❞❡♥0②✜❦♦✇❛♥❛ ❥❡ 0 ♠❛ ❛ ❞♦❞❛0❦♦✇②❝❤ ✉/③→❞③❡➠ ③❛♠♦❝♦✇✲

❛♥②❝❤ ♥❛ ♠❛ ③0❛❝❤ 0❡❧❡❦♦♠✉♥✐❦❛❝②❥♥②❝❤✱ ❜❡③ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ✐❝❤ ❞❡♠♦♥0❛➺✉✳ K/♦❜✲

❧❡♠ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥✐ ♠❛ ② ✐ ❥❡❥ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥✐ ♥❛  ✇♦❜♦❞♥✐❡ ♣♦❞♣❛/0❡❥ ♣➟②❝✐❡ ♣/♦ ✲

0♦❦→0♥❡❥ ♠❡0♦❞❛♠✐ ♣❛/❛♠❡0/②❝③♥②♠✐ /♦③✇❛➺❛♥② ❥❡ 0 ✇ ♣/❛❝② ❬✾✹❪✳ ❲ ♣/❛❝②

❬✶✶✻❪ ❛✉0♦/ /♦③✇✐→③✉❥❡ ♣♦❞♦❜♥② ♣/♦❜❧❡♠ ♦❞✇/♦0♥②✱ ❥❡❞♥❛❦ ♣/③② ✇②❦♦/③② 0❛♥✐✉

0❡❝❤♥✐❦✐ ❦❛ ❦❛❞♦✇②❝❤  ✐❡❝✐ ♥❡✉/♦♥♦✇②❝❤✳ ❲ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✻ ♥✐♥✐❡❥ ③❡❥ ♣/❛❝② ③❛✲

♣/❡③❡♥0♦✇❛♥♦ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥✐ ♠❛ ② ♦❞✇❛➺♥✐❦E✇ ♠♦❝♦✇❛♥②❝❤ ✇ ✇②❜/❛♥②❝❤

✇➛③➟❛❝❤ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥✐✱ ❦0E/②❝❤ ❞♦❞❛0❦♦✇❛ ♠❛ ❛ ♠♦➺❡ ❜②➣ ✉0♦➺ ❛♠✐❛♥❛ ③ ♦❜❝✐→➺❡✲

♥✐❡♠ ♣♦❝❤♦❞③→❝②♠ ♦❞ ♦❜❧♦❞③❡♥✐❛✳

❲ ♣/❛❦0②❝❡ ❡❦ ♣❡/②♠❡♥0❛❧♥❡❥ 0②♠❝③❛ ♦✇❡ ③❛♠♦❝♦✇❛♥✐❡ ♠❛ ②  ❦✉♣✐♦♥❡❥

✇ ❝❡❧❛❝❤ 0❡ 0♦✇②❝❤ ❥❡ 0 ③♥❛❝③♥✐❡ ♣/♦ 0 ③❡ ✇ /❡❛❧✐③❛❝❥✐ ♥✐➺ ✇♣/♦✇❛❞③❡♥✐❡ ♦❞✇/❛❝❛❧✲

♥❡❣♦ ✉ ③❦♦❞③❡♥✐❛ ③✇✐→③❛♥❡❣♦ ③❡  ③0②✇♥♦➧❝✐→ ❡❧❡♠❡♥0E✇ ❦♦♥ 0/✉❦❝②❥♥②❝❤✳ ❩ 0❡❣♦

♣♦✇♦❞✉ ♠❛ ❛  ❦✉♣✐♦♥❛ ❝③➛ 0♦ ♣♦❥❛✇✐❛  ✐➛ ✇ ♣♦❧♦✇②❝❤ ❜❛❞❛♥✐❛❝❤ ♠❡0♦❞ ❙❍▼

✇ /♦❧✐ ❝③②♥♥✐❦❛ ✇♣/♦✇❛❞③❛❥→❝❡❣♦ ❧♦❦❛❧♥❡ ③❛❜✉/③❡♥✐❡ ♣❛/❛♠❡0/E✇ ❜❡③✇➟❛❞♥♦➧✲

❝✐♦✇②❝❤✱ ♣/♦✇❛❞③→❝❡❣♦ ❞♦ ③♠✐❛♥ ❣❧♦❜❛❧♥②❝❤ ❝❤❛/❛❦0❡/② 0②❦ ❞②♥❛♠✐❝③♥②❝❤ ❦♦♥✲

 0/✉❦❝❥✐ ✉0♦➺ ❛♠✐❛♥②❝❤ ③ ✇② 0→♣✐❡♥✐❡♠ ✉ ③❦♦❞③❡♥✐❛✳ ❲ /❡③✉❧0❛❝✐❡ 0❛❦✐❡❣♦ ♣♦❞❡✲

❥➧❝✐❛ ♦♣/❛❝♦✇❛♥❡ ♠❡0♦❞②  → 0❡ 0♦✇❛♥❡ ✇ ③❛ 0➛♣❝③②❝❤ ③❛❞❛♥✐❛❝❤ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥✐

③♠✐❛♥ ♠❛ ② ③❛♠✐❛ 0 /③❡❝③②✇✐ 0❡❣♦ ✉ ③❦♦❞③❡♥✐❛✳ K♦❞❡❥➧❝✐❡ 0❛❦✐❡ ❥❡ 0  ③❡/♦❦♦

 0♦ ♦✇❛♥❡ ✇ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥❛❝❤ ❧♦0♥✐❝③②❝❤ ❬✶✶✼✱ ✶✶✽❪✳ ■♥♥②♠ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡♠ ♣/♦♣♦♥♦✇❛✲

♥②♠ ✇ ❧✐0❡/❛0✉/③❡ ❥❡ 0 ✇♣/♦✇❛❞③❡♥✐❡ ❞♦❞❛0❦♦✇②❝❤ ♠❛ ❞♦ ✉❦➟❛❞✉ ✇ ❝❡❧✉ ③✇✐➛❦✲

 ③❡♥✐❛ ✇/❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❥❡❣♦ ♠✐❡/③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✇③❣❧➛❞❡♠ ✐❞❡♥0②✜❦♦✇❛♥❡❣♦

✉ ③❦♦❞③❡♥✐❛ ❬✶✶✾✱ ✶✷✵❪✳

■❞❡♥$②✜❦❛❝❥❛ ♦❜❝✐→➺❡➠ ❞②♥❛♠✐❝③♥②❝❤✳ ▼♦♥✐0♦/♦✇❛♥✐❡ ❞②♥❛♠✐❝③♥②❝❤ ♦❜✲

❝✐→➺❡➠ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥✐ ❥❡ 0 ✐ 0♦0♥❡ ③ ♣✉♥❦0✉ ✇✐❞③❡♥✐❛ ♥✐❡③❛✇♦❞♥♦➧❝✐✱ ❝③②❧✐ ❛♥❛❧✐③②

♣/♦❝❡ ✉ ③♠➛❝③❡♥✐♦✇❡❣♦ ♣♦ 0➛♣✉❥→❝❡❣♦ ✇ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥✐ ✐ ❡✇❡♥0✉❛❧♥❡❥ ♣/❡❞②❦❝❥✐

❥❡❥ ♣♦③♦ 0❛➟❡❣♦ ❝③❛ ✉ ➺②❝✐❛✱ ♦/❛③ ✇ ❝❡❧✉ ✇ 0➛♣♥❡❥ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥✐ ✐ ❦✇❛♥0②✜❦❛❝❥✐

✉ ③❦♦❞③❡➠ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥✐ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛♠✐ ♦ ❝❤❛/❛❦0❡/③❡ ✉❞❛/♦✇②♠✳

❲ ✇②♣❛❞❦✉ ✇✐❡❧✉ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥✐ ✐♥➺②♥✐❡/ ❦✐❝❤✱ 0❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ♠♦ 0②✱ ❦➟❛❞❦✐✱ ✇✐❛❞✉❦0②

✐0♣✳✱ ❝❡❧❡♠  ② 0❡♠✉ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥✐ ♦❜❝✐→➺❡➠ ♠♦➺❡ ❜②➣ /E✇♥✐❡➺ ♠♦♥✐0♦/♦✇❛♥✐❡

/✉❝❤✉ ♣♦❥❛③❞E✇ ❧✉❜ ♣✐❡ ③②❝❤✳

❩❛❞❛♥✐❡ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥✐  ✐➟ ✇②♠✉ ③❛❥→❝②❝❤ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥➛ ♥❛❧❡➺② ❞♦ ❦❧❛ ② ③❛❞❛➠

♦❞✇/♦0♥②❝❤ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥✐ ❞❛♥②❝❤ ✇❡❥➧❝✐♦✇②❝❤ ✐✱ ❥❛❦♦ 0❛❦✐❡✱ ❥❡ 0 ③❛ ❛❞♥✐❝③♦ ♦❞♠✐✲

❡♥♥❡ ♦❞ ③❛❞❛➠ ✐❞❡♥0②✜❦❛❝❥✐ ✉ ③❦♦❞③❡➠ ❧✉❜ ✐♥♥②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❦♦♥ 0/✉❦❝❥✐✱ ❦0E/❡



✷✻ ✶✳ ❲#$➛♣

♥❛❧❡➺→ ❞♦ ❦❧❛)② ③❛❞❛➠ ♦❞✇.♦/♥②❝❤ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ )②)/❡♠✉✳ 8.③❡❣❧→❞ ♠❡/♦❞ )/♦)♦✲

✇❛♥②❝❤ ✇ ❝❡❧✉ .♦③✇✐→③②✇❛♥✐❛ ③❛❞❛➠ ♦❞✇.♦/♥②❝❤ /❡❣♦ /②♣✉ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣.❛✲

❝❛❝❤ ❬✶✷✶✱ ✶✷✷❪✳ ❲✐➛❦)③♦➧➣ ♣♦❞❡❥➧➣ ✇②❦♦.③②)/✉❥❡ ♥✉♠❡.②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ♠♦♥✐/♦.♦✲

✇❛♥❡❥ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐ ✐ )♣.♦✇❛❞③❛ )✐➛ ❞♦ ③❛❞❛♥✐❛ .♦③✇✐❦➟❛♥✐❛ )♣❧♦/✉ ❥❡❥ ③♠✐❡.✲

③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♦❜❧✐❝③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐♠♣✉❧)♦✇❡❥✱ ❝♦ ✇②❦♦♥②✇❛♥❡

❥❡)/ ❜❡③♣♦➧.❡❞♥✐♦ ❬✶✷✸❪✱ ③❛ ♣♦♠♦❝→ /❡❝❤♥✐❦ ③❛❝③❡.♣♥✐➛/②❝❤ ③ /❡♦.✐✐ )/❡.♦✇❛✲

♥✐❛ ❬✶✷✹❪✱ /❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ♦❜)❡.✇❛/♦.② ❧✉❜ ✜❧/.② ♦❞✇.♦/♥❡ ✭❛♥❣✳ ✐♥✈❡.)❡ )/.✉❝/✉.❛❧

✜❧/❡.✮✱ ❧✉❜ ♠❡/♦❞ ✐♥/❡❧✐❣❡♥❝❥✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥ ❬✶✷✺❪✳ ◆❛❧❡➺② ❥❡❞♥❛❦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡

✇ ♥✐❡❦/O.②❝❤ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ♠♦➺❧✐✇❛ ❥❡)/ ♣❛.❛♠❡/.②③❛❝❥❛ ♥✐❡③♥❛♥❡❣♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛

❞②♥❛♠✐❝③♥❡❣♦✱ ❝♦ ✉♣♦❞❛❜♥✐❛ ③❛❞❛♥✐❡ ❥❡❣♦ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ❞♦ ③❛❞❛➠ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐

♣❛.❛♠❡/.②❝③♥✐❡ ✇②.❛➺♦♥②❝❤ ✉)③❦♦❞③❡➠ ✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐✳ ❲②♣❛❞❦✐ /❡

♦❜❡❥♠✉❥→ ✇②♠✉)③❡♥✐❛ ♠❛)❛♠✐ .✉❝❤♦♠②♠✐ /❛❦✐♠✐ ❥❛❦ ♣♦❥❛③❞②✱ ❣❞③✐❡ ✐❞❡♥/②✲

✜❦♦✇❛♥❛ ❥❡)/ ♠❛)❛ ♣♦❥❛③❞✉✱ ♦.❛③ .♦③✇❛➺❛♥❡ ✇ ♥✐♥✐❡❥)③❡❥ ♣.❛❝② ✉❞❡.③❡♥✐❛ ♥✐❡)♣.➛✲

➺②)/❡✱ ❣❞③✐❡ ✐❞❡♥/②✜❦♦✇❛♥❛ ❥❡)/ ♠❛)❛ ✐ ♣.➛❞❦♦➧➣ ♦❜✐❡❦/✉ ✉❞❡.③❛❥→❝❡❣♦✳

✶✳✷ ❈❡❧❡ ♣'❛❝②

●➟O✇♥②♠ ❝❡❧❡♠ ❞②)❡./❛❝❥✐ ❥❡)/

❼ ♦♣.❛❝♦✇❛♥✐❡ ♥✐)❦♦❝③➛)/♦/❧✐✇♦➧❝✐♦✇❡❥ ♠❡/♦❞② ♠♦♥✐/♦.♦✇❛♥✐❛ )/❛♥✉ /❡❝❤✲

♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐✱ ✇②❦♦.③②)/✉❥→❝❡❥ ♥✐❡♣❛%❛♠❡'%②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐

.❡❢❡.❡♥❝②❥♥❡❥✱ ❛❧❡ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→❝❡❥ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥➛ ♣❛%❛♠❡'%②❝③♥✐❡

✇②.❛➺♦♥②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ /❡❥ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐✱ ♦.❛③

❼ ❡❦)♣❡.②♠❡♥/❛❧♥❛ ✇❡.②✜❦❛❝❥❛ ♦♣.❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡/♦❞② ✇ ♦❜)③❛.③❡ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐

③♠✐❛♥② ♠❛)②✱ )③/②✇♥♦➧❝✐ ✐ ♥✐❡)♣.➛➺②)/②❝❤ ♦❜❝✐→➺❡➠ ✉)/.♦❥O✇ ♣.➛/♦✇②❝❤✳

❙③❝③❡❣O➟♦✇❡ ❝❡❧❡ ♣.❛❝② ♦❜❡❥♠✉❥→✿

✶✳ ❖♣.❛❝♦✇❛♥✐❡ ♠❡/♦❞♦❧♦❣✐✐ ♥✐❡♣❛.❛♠❡/.②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐

.❡❢❡.❡♥❝②❥♥❡❥ ♣.③② ✇②❦♦.③②)/❛♥✐✉ ♦❣O❧♥❡❣♦ ♣♦❞❡❥➧❝✐❛ ♠❡/♦❞② ❞②)/♦.)❥✐

✇✐./✉❛❧♥②❝❤ ❬✶✷✻❪✳

✷✳ ❖♣.❛❝♦✇❛♥✐❡ )♣♦)♦❜O✇ ✇♣.♦✇❛❞③❛♥✐❛ ♣❛.❛♠❡/.②❝③♥✐❡ ✇②.❛➺♦♥②❝❤ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐✱ ✉)③❦♦❞③❡➠ ❧✉❜ ♦❜❝✐→➺❡➠ ❞♦ /❛❦✐❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐✳

✸✳ ❖♣.❛❝♦✇❛♥✐❡ ❡❢❡❦/②✇♥②❝❤ ♥✉♠❡.②❝③♥✐❡ /❡❝❤♥✐❦ ♦❜❧✐❝③❛♥✐❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥✲

)/.✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ❧✉❜ ♦❜❝✐→➺♦♥❡❥✳

✹✳ ❖♣.❛❝♦✇❛♥✐❡ )♣♦)♦❜✉ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✱ ✉)③❦♦❞③❡➠ ❧✉❜ ♦❜❝✐→➺❡➠

.③❡❝③②✇✐)/❡❥ ❦♦♥)/.✉❦❝❥✐ ♣♦♣.③❡③ ♣♦.O✇♥❛♥✐❡ ✇②❜.❛♥②❝❤ ❝❤❛.❛❦/❡.②)/②❦

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ③♠✐❡.③♦♥❡❥ ③ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥→ ♥✐❡♣❛.❛♠❡/.②❝③♥✐❡✳

✺✳ ❖♣.❛❝♦✇❛♥✐❡ ❡❢❡❦/②✇♥②❝❤ ♥✉♠❡.②❝③♥✐❡ /❡❝❤♥✐❦ ❛♥❛❧✐③② ✇.❛➺❧✐✇♦➧❝✐✳



✶✳✸ ❑♦♥❝❡♣❝❥❛ ♣+❛❝② ✷✼

✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛ ♦♣$❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡5♦❞♦❧♦❣✐✐ ✐❞❡♥5②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥

♠❛7②✱ 7③5②✇♥♦➧❝✐ ✐ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❣♦ ♣$③② ✇②❦♦$③②75❛♥✐✉

✼✵✲❡❧❡♠❡♥5♦✇❡❣♦ ✇7♣♦$♥✐❦❛ ❦$❛5♦✇❡❣♦✳

✶✳✸ ❑♦♥❝❡♣❝❥❛ ♣+❛❝②

@$❛❝❛ 7❦➟❛❞❛ 7✐➛ ③ ♥✐♥✐❡❥7③❡❣♦ ✇75➛♣✉✱ ♣✐➛❝✐✉ $♦③❞③✐❛➟C✇ ♠❡$②5♦$②❝③♥②❝❤✱

✇ ❦5C$②❝❤ ♦♣✐7❛♥♦ 7❢♦$♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ♣$♦♣♦♥♦✇❛♥❡❥ ♠❡5♦❞②✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ❛❧❣♦$②5♠②

♥✉♠❡$②❝③♥❡ ✐ ✉③②7❦❛♥❡ ✇②♥✐❦✐ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡✱ ♦$❛③ ③ ③❛❦♦➠❝③❡♥✐❛✳ @♦♥✐➺❡❥ ③❛✲

♠✐❡7③❝③♦♥♦ ③✇✐➛③➟→ ❝❤❛$❛❦5❡$②75②❦➛ $♦③❞③✐❛➟C✇ ♠❡$②5♦$②❝③♥②❝❤✳

▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛+② ✐ +③-②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥+-1✉❦❝❥✐✳ ❲ $♦③❞③✐❛❧❡ ♣$③❡❞✲

75❛✇✐♦♥♦ 5❡♦$❡5②❝③♥❡ 7❢♦$♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ♦♣$❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡5♦❞② ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ♥✐❡♣❛$❛✲

♠❡5$②❝③♥❡❣♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛7✉ ✭❞❧❛ ❝③❛7✉ ❝✐→❣➟❡❣♦ ✐ ❝③❛7✉ ❞②7❦$❡5♥❡❣♦✮✳ ❲②❝❤♦✲

❞③→❝ ③ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❣♦ $C✇♥❛♥✐❛ $✉❝❤✉ ❦♦♥75$✉❦❝❥✐ $❡❢❡$❡♥❝②❥♥❡❥✱ ✇②❦❛③❛♥♦✱ ➺❡

③♠✐❛♥❛ ♠❛7② ✐ 7③5②✇♥♦➧❝✐ ❡❧❡♠❡♥5C✇ 7❦➟❛❞♦✇②❝❤ ❦♦♥75$✉❦❝❥✐ ♠♦➺❡ ❜②➣ ❡❢❡❦✲

5②✇♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❛ ③❛ ♣♦♠♦❝→ $C✇♥♦✇❛➺♥❡❣♦✱ ❞♦❞❛5❦♦✇❡❣♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✭5③✇✳

♣7❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✮ ♣$③②➟♦➺♦♥❡❣♦ ✇ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ 75♦♣♥✐❛❝❤ 7✇♦❜♦❞②✳ ❲ $♦③✲

❞③✐❛❧❡ ♣$③❡❞75❛✇✐♦♥♦ ♣♦♥❛❞5♦ ❦♦♥❝❡♣❝❥➛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡❥ ♠❛❝✐❡$③② ✇♣➟②✇✉ ♦$❛③

❝❛➟❦♦✇→ $❡♣$❡③❡♥5❛❝❥➛ ♣7❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✳ ❘♦③❞③✐❛➟ ❦♦➠❝③② ♦♣✐7 ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛

♣❛$❛♠❡5$C✇ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥75$✉❦❝❥✐ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣7❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡✲

♥✐❛✳

■❞❡♥-②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛+② ✐ +③-②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥+-1✉❦❝❥✐✳ ❲ $♦③❞③✐❛❧❡ ♣$③❡❞✲

75❛✇✐♦♥♦ ♠❡5♦❞♦❧♦❣✐➛ $♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♣$♦❜❧❡♠✉ ♦❞✇$♦5♥❡❣♦ ✐❞❡♥5②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥②

♠❛7② ✐ 7③5②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥75$✉❦❝❥✐ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣$♦❝❡❞✉$② ♦♣5②♠❛❧✐③❛❝②❥♥❡❥✳ @$♦✲

❝❡❞✉$❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐③✉❥❡ ❢✉♥❦❝❥➛ ❝❡❧✉ ❜➛❞→❝→ ♣❡✇♥→ ❧✐❝③❜♦✇→ ♠✐❛$→ ❞♦♣❛7♦✇❛♥✐❛

♥✐❡♣❛$❛♠❡5$②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥75$✉❦❝❥✐ ✉7③❦♦❞③♦♥❡❥ ❞♦ ❥❡❥ ♦❞♣♦✲

✇✐❡❞③✐ ③♠✐❡$③♦♥❡❥✳ @♦♥❛❞5♦ ✇②♣$♦✇❛❞③♦♥♦ ➧❝✐7➟❡✱ ❛♥❛❧✐5②❝③♥❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♥❛ ❣$❛✲

❞✐❡♥5 ✐ ❤❡7❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ 75♦7✉❥→❝ ♠❡5♦❞➛ $C➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ❜❡③♣♦➧$❡❞♥✐❡❣♦ ✐ ❣$❛✲

❞✐❡♥5C✇ 7♣$③➛➺♦♥②❝❤✱ ❛ ♦5$③②♠❛♥❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♣♦$C✇♥❛♥♦ ♣♦❞ ❦→5❡♠ ✐❝❤ ③➟♦➺♦✲

♥♦➧❝✐ ♥✉♠❡$②❝③♥❡❥✳

❙❢♦1♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✳ ❲ $♦③❞③✐❛❧❡ ③❛♣$❡③❡♥5♦✇❛♥♦ 5❡♦✲

$❡5②❝③♥❡ 7❢♦$♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ♦♣$❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡5♦❞② ♥✐❡♣❛$❛♠❡5$②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛

✐ ✐❞❡♥5②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✳ @♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✷✱ ③❛❧❡➺♥♦➧➣

♥❛ ♣7❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ ♠♦❞❡❧✉❥→❝❡ $C✇♥♦✇❛➺♥✐❡ ③♠✐❛♥② ♣❛$❛♠❡5$C✇ ♠❛7♦✇②❝❤

✐ 7③5②✇♥♦➧❝✐♦✇②❝❤ ❦♦♥75$✉❦❝❥✐ ✉③②7❦❛♥♦ ♥❛ ♣♦❞75❛✇✐❡ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❣♦ $C✇♥❛♥✐❛

$✉❝❤✉✳ ❲ $♦③❞③✐❛❧❡ 7❢♦$♠✉➟♦✇❛♥♦ $C✇♥✐❡➺ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❞✇$♦5♥② ✐❞❡♥5②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐✲

❛♥② ♣❛$❛♠❡5$C✇ ✐ ③❛♣$♦♣♦♥♦✇❛♥♦ ♠❡5♦❞➛ ❥❡❣♦ $♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♣$③② ✉➺②❝✐✉ ♣$♦❝❡✲



✷✽ ✶✳ ❲#$➛♣

❞✉" ♦♣%②♠❛❧✐③❛❝②❥♥②❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧✐③✉❥→❝②❝❤ ♣"③②❥➛%→ ❢✉♥❦❝❥➛ ❝❡❧✉✳ ❲②♣"♦✇❛❞③♦♥♦

③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✇②"❛➺❛❥→❝❡ ❣"❛❞✐❡♥% ✐ ❤❡;❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✇ ;♣♦;<❜ ❛♥❛❧✐%②❝③♥②✳

❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡)②❝③♥❡✳ >;❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ "<✇♥♦✇❛➺♥❡ "♦③✇❛➺❛♥②♠ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥♦♠ ❦♦♥;%"✉❦❝❥✐ ❞❛♥❡ ❥❡;% ✇ ♣♦;%❛❝✐ "♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♣❡✇♥❡❣♦ ❧✐♥✐♦✇❡❣♦ "<✇✲

♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦✳ ❲ "♦③❞③✐❛❧❡ ♣"③❡❞;%❛✇✐♦♥♦ ❦❧❛;②✜❦❛❝❥➛ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ "<✇♥❛➠ ❝❛➟✲

❦♦✇②❝❤ ✐ ♦♠<✇✐♦♥♦ ✐❝❤ ♥❛❥✇❛➺♥✐❡❥;③❡ ✇➟❛➧❝✐✇♦➧❝✐✳ ❙%♦;✉❥→❝ ♠❡%♦❞➛ "♦③❦➟❛❞✉

♠❛❝✐❡"③② ✇❡❞➟✉❣ ✇❛"%♦➧❝✐ ;③❝③❡❣<❧♥②❝❤✱ ✇②❥❛➧♥✐♦♥♦ ♣"③②❝③②♥② ♥✐❡;%❛❜✐❧♥♦➧❝✐

"♦③✇✐→③❛➠ "<✇♥❛➠ ➵❧❡ ✉✇❛"✉♥❦♦✇❛♥②❝❤ ✐ ♣"③❡➧❧❡❞③♦♥♦ ✇②❜"❛♥❡ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐❡

✐ ✐%❡"❛❝②❥♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐③♠② "❡❣✉❧❛"②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡"②❝③♥❡❥✳ ❖♣✐;❛♥♦ "<✇♥✐❡➺ ;♣♦;<❜

♦♣%②♠❛❧♥❡❣♦ ❞♦❜♦"✉ ♣❛"❛♠❡%"<✇ ♠❡%♦❞ "❡❣✉❧❛"②③✉❥→❝②❝❤ ✇ ♦♣❛"❝✐✉ ♦ ♠❡%♦❞➛

❦"③②✇❡❥ ▲✳ >♦♥❛❞%♦ ♦♠<✇✐♦♥♦ ♣"♦❝❡; ❞②;❦"❡%②③❛❝❥✐ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ "<✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤

♦"❛③ ❦♦"③②➧❝✐ ♥✉♠❡"②❝③♥❡ ✇②♥✐❦❛❥→❝❡ ③ ♦%"③②♠❛♥✐❛ ❞②;❦"❡%♥❡❣♦ ❥→❞"❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦

♦ ;%"✉❦%✉"③❡ ♠❛❝✐❡"③② ❚♦❡♣❧✐%③❛✳

❲❡)②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛✳ ❘♦③❞③✐❛➟ ③❛✇✐❡"❛ ♦♣✐; ;%❛♥♦✇✐;❦❛ ❧❛❜♦"❛%♦"②✲

❥♥❡❣♦✱ ✉"③→❞③❡➠ ♣♦♠✐❛"♦✇②❝❤ ♦"❛③ ;♣♦;♦❜✉ ✇♣"♦✇❛❞③❡♥✐❛ ③♠✐❛♥ ♠❛;②✱ ;③%②✲

✇♥♦➧❝✐ ✐ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ❦♦♥;%"✉❦❝❥✐ ❜❛❞❛♥❡❣♦ ✇;♣♦"♥✐❦❛ ❦"❛%♦✇❡❣♦✳ >"③❡♣"♦✇❛❞③♦♥❛

♥❛;%➛♣♥✐❡ ✇❡"②✜❦❛❝❥❛ ♦♣"❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡%♦❞② ♦❜❡❥♠✉❥❡ ;%✇♦"③❡♥✐❡ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡❥

♠❛❝✐❡"③② ✇♣➟②✇✉ ;❦➟❛❞❛❥→❝❡❥ ;✐➛ ③❡ ③♠✐❡"③♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥;%"✉❦❝❥✐ "❡❢❡"✲

❡♥❝②❥♥❡❥ ♦"❛③ ♣"③❡♣"♦✇❛❞③❡♥✐❡ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛;✉ ✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

▲❛♣❧❛❝❡✬❛✿

❼ ♠❛;② ❞♦❞❛%❦♦✇②❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦<✇ ♠♦❝♦✇❛♥②❝❤ ✇ ✇②❜"❛♥②❝❤ ✇➛③➟❛❝❤ ❦♦♥✲

;%"✉❦❝❥✐✱

❼ ③♠✐❛♥② ;③%②✇♥♦➧❝✐ ♦;✐♦✇❡❥ ✇②❜"❛♥❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥%✉✱

❼ ♣❛"❛♠❡%"<✇ ;②♠✉❧♦✇❛♥❡❣♦ ✉❞❡"③❡♥✐❛ ♥✐❡;♣"➛➺②;%❡❣♦✳



✷

▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛+② ✐ +③-②✇♥♦➧❝✐

❦♦♥+-1✉❦❝❥✐

❲ ♥✐♥✐❡❥%③②♠ )♦③❞③✐❛❧❡ ♣)③❡❞%/❛✇✐♦♥♦ ♥✐❡♣❛)❛♠❡/)②❝③♥❡ )♦③✇✐→③❛♥✐❡ ♣)♦❜❧❡♠✉

✇♣)♦%/ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ❝③❛%♦✇❡❣♦ ♣)③❡❜✐❡❣✉ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ ♦ ③♠♦❞②✜❦♦✲

✇❛♥②❝❤ ♣❛)❛♠❡/)❛❝❤ ♠❛%♦✇②❝❤ ✐ %③/②✇♥♦➧❝✐♦✇②❝❤ ❬✶✷✼❪✳ A)♦❜❧❡♠ )♦③✇✐→③②✇❛♥②

❥❡%/ ✇ ❞✇B❝❤ ❡/❛♣❛❝❤✿ ✇ ♣✐❡)✇%③②♠✱ ❞❧❛ ♣❛)❛♠❡/)②❝③♥✐❡ ✇②)❛➺♦♥②❝❤ ③♠✐❛♥ ♠❛%②

✐ %③/②✇♥♦➧❝✐ ❡❧❡♠❡♥/B✇ %❦➟❛❞♦✇②❝❤ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐✱ ✇②③♥❛❝③❛ %✐➛ )B✇♥♦✇❛➺♥❡ ✐♠

♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✳ ❲ ❞)✉❣✐♠ ❡/❛♣✐❡ ♦❜❧✐❝③❛ %✐➛

♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ❥❛❦♦ %✉♠➛ ③♠✐❡)③♦♥❡❥ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥✐❡

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ♥❛ )♦③✇❛➺❛♥❡ ✇②♠✉%③❡♥✐❡ /❡%/♦✇❡

♦)❛③ ❥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♥❛ ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡✳ ❲ ♦❜✉ ❡/❛♣❛❝❤ ✇②❦♦✲

)③②%/②✇❛♥② ❥❡%/ ♥✐❡♣❛)❛♠❡/)②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ❞❛♥②

✇ ♣♦%/❛❝✐ ③❜✐♦)✉ ❥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐♠♣✉❧%♦✇②❝❤✳

◆✐♥✐❡❥%③② )♦③❞③✐❛➟ ♠♦➺♥❛ ♣♦❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ ❞✇✐❡ ③❛%❛❞♥✐❝③❡ ❝③➛➧❝✐✳ ❲ ♣✐❡)✇%③❡❥

③ ♥✐❝❤ %❢♦)♠✉➟♦✇❛♥♦ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❡ ❞❧❛ ❝③❛%✉ ❝✐→❣➟❡❣♦✳ ❲②❝❤♦❞③→❝ ♦❞ )B✇♥❛♥✐❛

)✉❝❤✉ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ )❡❢❡)❡♥❝②❥♥❡❥✱ ✇②♣)♦✇❛❞③♦♥♦ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ♥❛ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡

✇ ❢♦)♠✐❡ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ )B✇♥❛♥✐❛ ❱♦❧/❡))② ❞)✉❣✐❡❣♦ )♦❞③❛❥✉ ✭❈③❡➧➣ ✷✳✷✮✱ ❛ ♥❛%/➛♣✲

♥✐❡ ♣)③❡❞%/❛✇✐♦♥♦ %♣♦%B❜ ✇②③♥❛❝③❛♥✐❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥

✭❈③➛➧➣ ✷✳✸✮✳ ❉)✉❣❛ ❝③➛➧➣ )♦③❞③✐❛➟✉ ③❛✇✐❡)❛ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ❞❧❛ ❝③❛%✉

❞②%❦)❡/♥❡❣♦ ✭❈③➛➧➣ ✷✳✹✮✳ ❉♦❞❛/❦♦✇♦ ✇ )♦③❞③✐❛❧❡ ✇♣)♦✇❛❞③♦♥♦ ✐ ♦♠B✇✐♦♥♦ ❦♦♥✲

❝❡♣❝❥➛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡❥ ♠❛❝✐❡)③② ✇♣➟②✇✉ ✭❈③➛➧➣ ✷✳✺✮ ✐ ♠❡/♦❞♦❧♦❣✐➛ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛

✉❞❡)③❡♥✐❛ ✐❞❡❛❧♥✐❡ ♥✐❡%♣)➛➺②%/❡❣♦ ✭❈③➛➧➣ ✷✳✻✮✳

✷✳✶ ❖❞♣♦✇✐❡❞➵ +❡③②❞✉❛❧♥❛ ❦♦♥34+✉❦❝❥✐

❖❞♣♦✇✐❡❞③✐→ )❡③②❞✉❛❧♥→ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐ ♥❛③②✇❛♠② ❥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ u❘(t) ♥❛ ✇②✲
♠✉%③❡♥✐❡ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡♠ p0(t) )B✇♥♦✇❛➺♥②♠ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐

♠❛%② ❧✉❜ %③/②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥%/)✉❦❝❥✐✳ ❲ ♥✐♥✐❡❥%③❡❥ ❝③➛➧❝✐ ✇②♣)♦✇❛❞③♦♥❡ ③♦%/❛♥→ ③❛✲

❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✶✷✮ ✇②)❛➺❛❥→❝❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ )❡③②❞✉❛❧♥→ ③❛ ♣♦♠♦❝→ %♣❧♦/✉ ✐♠♣✉❧%♦✇②❝❤



✸✵ ✷✳ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛-② ✐ -③/②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥-/3✉❦❝❥✐

k

m

p0(t)

u❘(t)

❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✳✿ ❯❦➟❛❞ ③❛❝❤♦✇❛✇❝③② ♦ ❥❡❞♥②♠ 01♦♣♥✐✉ 0✇♦❜♦❞②

❢✉♥❦❝❥✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥017✉❦❝❥✐ ③ ♣0❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡♠✳ ❘<✇♥♦✇❛➺♥♦➧➣ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐ ③❡ 0♣❡❝②✜❝③♥→ ♣♦01❛❝✐→ ♣0❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✇②❦❛③❛♥❛ ③♦01❛♥✐❡ ✇ ❦♦❧❡❥♥❡❥

❝③➛➧❝✐ 7♦③❞③✐❛➟✉ ✭❈③➛➧➣ ✷✳✷✮✳

✷✳✶✳✶ ❯❦➟❛❞ ③❛❝❤♦✇❛✇❝③② ♦ ❥❡❞♥②♠ 23♦♣♥✐✉ 2✇♦❜♦❞②

❲②♠✉$③❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧$♦✇❡✳ ❘♦③♣❛17③♠② ✉❦➟❛❞ ③❛❝❤♦✇❛✇❝③② ♦ ❥❡❞♥②♠ 01♦♣✲

♥✐✉ 0✇♦❜♦❞② ♦❜❝✐→➺♦♥② 0✐➟→ p0(t)✳ G♦❣❧→❞♦✇② 0❝❤❡♠❛1 1❛❦✐❡❣♦ ✉❦➟❛❞✉ ③♦01❛➟

♣7③❡❞01❛✇✐♦♥② ♥❛ 7②0✳ ✷✳✶✳ ❉7❣❛♥✐❛ ✉❦➟❛❞✉ ♦♣✐0❛♥❡ 0→ ♥❛01➛♣✉❥→❝②♠ 7<✇♥❛♥✐❡♠

7✉❝❤✉✿

mü❘(t) + ku❘(t) = p0(t), ✭✷✳✶✮

❣❞③✐❡ m ✐ k ♦③♥❛❝③❛❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♠❛0➛ ✐ 0③1②✇♥♦➧➣ ✉❦➟❛❞✉✳ ❩❛➟<➺♠②✱ ➺❡ 0✐➟❛

p0(t) ♣7③②➟♦➺♦♥❛ ❞♦ ♠❛0② m ♦♣✐0❛♥❛ ❥❡01 ✇③♦7❡♠ ✭✷✳✷✮ ✐ ♣7③❡❞01❛✇✐♦♥❛ ♥❛

7②0✳ ✷✳✷✱

p0(t) =











0 ❞❧❛ t ≤ −ǫ✱
p̂
2ǫ ❞❧❛ −ǫ < t < ǫ✱

0 ❞❧❛ t ≥ ǫ✱

✭✷✳✷✮

❣❞③✐❡ ǫ ❥❡01 ❞♦✇♦❧♥✐❡ ♠❛➟→ ❧✐❝③❜→ ❞♦❞❛1♥✐→✳ ❋✉♥❦❝❥❛ ❞❡✜♥✐✉❥→❝❛ 0✐➟➛ p0(t) ♣7③②❥✲

♠✉❥❡ ✇❛71♦➧❝✐ ♥✐❡③❡7♦✇❡ 1②❧❦♦ ✇ ③❛❦7❡0✐❡ −ǫ < t < ǫ❀ ❣❞② ǫ ❞→➺② ❞♦ ③❡7❛✱

❛♠♣❧✐1✉❞❛ 0✐➟② p0(t) ❞→➺② ❞♦ ♥✐❡0❦♦➠❝③♦♥♦➧❝✐✳ ■♠♣✉❧0 0✐➟② I ❢✉♥❦❝❥✐ p0(t) ♠♦➺♥❛

③❛♣✐0❛➣ ✇ ❢♦7♠✐❡✿

I =

∫ ∞

−∞
p0(t) ❞t = p̂. ✭✷✳✸✮

❋✉♥❦❝❥❛ p0(t) ♦ ❥❡❞♥♦01❦♦✇②♠ ✐♠♣✉❧0✐❡✱ ♦♣✐0❛♥❛ 7<✇♥❛♥✐❡♠ ✭✷✳✷✮✱ ❞→➺② ❞❧❛ ǫ→
0 ❞♦ ❢✉♥❦❝❥✐ ③♥❛♥❡❥ ✇ ❧✐1❡7❛1✉7③❡ ❥❛❦♦ ❞❡❧#❛ ❉✐'❛❝❛ ✐ ♦③♥❛❝③❛♥❡❥ 0②♠❜♦❧❡♠ δ(t)✳
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−ǫ ǫ

p̂
2ǫ

t

p0

❋✐❣✉&❡ ✷✳✷✳✿ !"③②❜❧✐➺❡♥✐❡ ✭✷✳✷✮ ❢✉♥❦❝❥✐ ❞❡❧5❛ ❉✐"❛❝❛

❋✉♥❦❝❥❛ ❞❡❧5❛ ❉✐"❛❝❛ ♣♦;✐❛❞❛ ♥❛;5➛♣✉❥→❝→ ✇➟❛;♥♦➧➣✿

(q ⋆ δ) (t) =

∫ ∞

−∞
q(τ)δ(t− τ) ❞τ = q(t), ✭✷✳✹✮

❣❞③✐❡ q(t) ❥❡+, ❞♦✇♦❧♥→ ❢✉♥❦❝❥→ ❝✐→❣➟→ ✐ ♦❣7❛♥✐❝③♦♥→✱ ❛ ⋆ ♦③♥❛❝③❛ ♦♣❡7❛❝❥➛ +♣❧♦,✉✳
❑♦7③②+,❛❥→❝ ③ ♣7③②,♦❝③♦♥❡❥ ✇➟❛➧❝✐✇♦➧❝✐✱ ✇❛7,♦➧➣ ❢✉♥❦❝❥✐ q(t) ✇ ❞♦✇♦❧♥❡❥ ❝❤✇✐❧✐

❝③❛+♦✇❡❥ t ♠♦➺♥❛ ♣7③❡❞+,❛✇✐➣ ✇ ♣♦+,❛❝✐ ❝❛➟❦♦✇❡❥✳

C7③②❥♠✐❥♠② ❥❡❞♥♦7♦❞♥❡ ✇❛7✉♥❦✐ ♣♦❝③→,❦♦✇❡✱ 7D✇♥❡ u❘(0−) = u̇❘(0−) = 0✱
✇ ❝❤✇✐❧✐ ♣♦♣7③❡❞③❛❥→❝❡❥ ♣7③②➟♦➺❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧+♦✇❡❣♦ ✇②♠✉+③❡♥✐❛ +✐➟→ p0(t) ❞③✐❛➟❛✲
❥→❝→ ♥❛ 7♦③✇❛➺❛♥② ✉❦➟❛❞✳ ❩❣♦❞♥✐❡ ③ ③❛+❛❞→ ③❛❝❤♦✇❛♥✐❛ ♣➛❞✉✱ ✐♠♣✉❧+ +✐➟② I
❞③✐❛➟❛❥→❝② ♥❛ ✉❦➟❛❞ ♠♦➺♥❛ ③❛+,→♣✐➣ ♣7➛❞❦♦➧❝✐→ ♣♦❝③→,❦♦✇→ 7D✇♥→✿

u̇❘(0) =
p̂

m
. ✭✷✳✺✮

❑♦7③②+,❛❥→❝ ③ ♣♦✇②➺+③❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐✱ ✉❦➟❛❞ ❞②♥❛♠✐❝③♥② ♦♣✐+❛♥② 7D✇♥❛♥✐❡♠ 7✉❝❤✉

✭✷✳✶✮ ♠♦➺♥❛ ❞❧❛ t ≥ 0 ♣7③❡❞+,❛✇✐➣ ✇ ♣♦+,❛❝✐ ♥❛+,➛♣✉❥→❝❡❣♦ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❛ ♣♦❝③→,✲

❦♦✇❡❣♦✿

mü❘(t) + ku❘(t) = 0, u❘(0) = 0, u̇❘(0) =
p̂

m
. ✭✷✳✻✮

❖❞♣♦✇✐❡❞➵ ✉❦➟❛❞✉ ♦♣✐+❛♥❡❣♦ ♣♦✇②➺+③②♠ 7D✇♥❛♥✐❡♠ ✐ ❞❛♥②♠✐ ✇❛7✉♥❦❛♠✐ ♣♦❝③→,✲

❦♦✇②♠✐ ♠♦➺♥❛ ❞❧❛ t ≥ 0 ♣7③❡❞+,❛✇✐➣ ✇ ❢♦7♠✐❡✿

u❘(t) = p̂
1

mω
sinωt = p̂h(t), ✭✷✳✼✮
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❣❞③✐❡ ω =
√

k/m ♦&❛③ h(t) ❥❡)* ✐♠♣✉❧)♦✇→ ❢✉♥❦❝❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✉❦➟❛❞✉✱

h(t) =

{

0 ❞❧❛ t < 0✱
1

mω sinωt ❞❧❛ t ≥ 0✳
✭✷✳✽✮

❋✉♥❦❝❥❛ h(t) ❥❡)* ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ✉❦➟❛❞✉ ♥❛ ❥❡❞♥♦)*❦♦✇❡ ✇②♠✉)③❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧)♦✇❡✱

*❥✳ ✇②♠✉)③❡♥✐❡ ♦♣✐)❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥→ ❞❡❧*❛ ❉✐&❛❝❛✱ ♣&③②➟♦➺♦♥❡ ✇ ❝③❛)✐❡ t = 0✳ ❏❡➧❧✐
✇②♠✉)③❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧)♦✇❡ ❥❡)* ♣&③②➟♦➺♦♥❡ ✇ ❝③❛)✐❡ t = τ ✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ✉❦➟❛❞✉ ❞❧❛

t ≥ τ ♠❛ ♣♦)*❛➣

h(t− τ) = 1

mω
sinω(t− τ), ✭✷✳✾✮

♥❛*♦♠✐❛)* ❞❧❛ t < τ ❢✉♥❦❝❥❛ h(t− τ) ♣&③②❥♠✉❥❡ ✇❛&*♦➧❝✐ ③❡&♦✇❡✳

❉♦✇♦❧♥❡ ✇②♠✉)③❡♥✐❡✳ ❲ ♣&③②♣❛❞❦✉ ♦❣F❧♥②♠✱ ❣❞② )✐➟❛ p0(t) ❞③✐❛➟❛❥→❝❛ ♥❛

✉❦➟❛❞ ♣♦❝③→✇)③② ♦❞ ♠♦♠❡♥*✉ t = 0 ♠❛ ❞♦✇♦❧♥→ ♣♦)*❛➣✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ✉❦➟❛❞✉

♣&③② ③❡&♦✇②❝❤ ✇❛&✉♥❦❛❝❤ ♣♦❝③→*❦♦✇②❝❤ ♠♦➺♥❛ ♣&③❡❞)*❛✇✐➣ ❥❛❦♦ )✉♠➛ ❥❡❣♦

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♥❛ ❡❧❡♠❡♥*❛&♥❡ ✇②♠✉)③❡♥✐❛ ✐♠♣✉❧)♦✇❡ ③ ❦*F&②❝❤✱ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✷✳✹✮✱

)❦➟❛❞❛ )✐➛ ❢✉♥❦❝❥❛ ✇②♠✉)③❛❥→❝❛ p0(t)✿

u❘(t) =

∫ t

0
p0(τ)h(t− τ) ❞τ =

(

p0 ⋆ h
)

(t). ✭✷✳✶✵✮

❲ ❧✐*❡&❛*✉&③❡ ♣♦✇②➺)③❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ③♥❛♥❛ ❥❡)* ❥❛❦♦ ❝❛➟❦❛ ❉✉❤❛♠❡❧❛✳

✷✳✶✳✷ ❑♦♥&'(✉❦❝❥❛ ♦ ✇✐❡❧✉ &'♦♣♥✐❛❝❤ &✇♦❜♦❞②

❘F✇♥❛♥✐❡ &✉❝❤✉ ❦♦♥)*&✉❦❝❥✐ ♦ ✇✐❡❧✉ )*♦♣♥✐❛❝❤ )✇♦❜♦❞②✱ ✇②♠✉)③❛♥❡❥ ✇❡❦✲

*♦&❡♠ ❞♦✇♦❧♥②❝❤ )✐➟ p0(t)✱ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐)❛➣ ✇ ❢♦&♠✐❡ ♠❛❝✐❡&③♦✇❡❥✿

Mü❘(t) +Cu̇❘(t) +Ku❘(t) = p0(t), ✭✷✳✶✶✮

❣❞③✐❡ M✱ C✱ K )→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♠❛❝✐❡&③❛♠✐ ♠❛)✱ *➟✉♠✐❡♥✐❛ ✐ )③*②✇♥♦➧❝✐✱

❛ ✇❡❦*♦&② u❘(t)✱ u̇❘(t)✱ ü❘(t) ③❛✇✐❡&❛❥→ )❦➟❛❞♦✇❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✉❦➟❛❞✉ ✇②&❛➺♦♥❡

✇ ❢♦&♠✐❡ ♣&③❡♠✐❡)③❝③❡➠✱ ♣&➛❞❦♦➧❝✐ ✐ ♣&③②)♣✐❡)③❡➠✳ Q&③② ③❛➟♦➺❡♥✐✉ ③❡&♦✇②❝❤ ✇❛✲

&✉♥❦F✇ ♣♦❝③→*❦♦✇②❝❤✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥)*&✉❦❝❥✐ ♠♦➺♥❛ ✇②③♥❛❝③②➣ ③❛ ♣♦♠♦❝→

♣&③②*♦❝③♦♥❡❥ ✇ ♣♦♣&③❡❞♥✐♠ ♣❛&❛❣&❛✜❡ ❝❛➟❦✐ ❉✉❤❛♠❡❧❛ ✭✷✳✶✵✮✿

u❘(t) =

∫ t

0
B(t− τ)p0(τ) ❞τ, ✭✷✳✶✷❛✮

u̇❘(t) =

∫ t

0
Ḃ(t− τ)p0(τ) ❞τ, ✭✷✳✶✷❜✮

ü❘(t) = M−1p0(t) +

∫ t

0
B̈(t− τ)p0(τ) ❞τ, ✭✷✳✶✷❝✮
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❣❞③✐❡ ♠❛❝✐❡(③❡ B(t)✱ Ḃ(t) ✐ B̈(t) ③❛✇✐❡(❛❥→ ✐♠♣✉❧0♦✇❡ ❢✉♥❦❝❥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥✲

06(✉❦❝❥✐✱ 6③♥✳ ✐❝❤ ❦♦❧✉♠♥② 0→ ✇❡❦6♦(❛♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥06(✉❦❝❥✐ ✭✇❡ ✇0③②06❦✐❝❤

06♦♣♥✐❛❝❤ 0✇♦❜♦❞②✮ ♥❛ ✇②♠✉0③❡♥✐❛ ♦♣✐0❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥→ ❞❡❧6❛ ❉✐(❛❝❛ ♣(③②➟♦➺♦♥❡

✇ ❦♦❧❡❥♥②❝❤ 06♦♣♥✐❛❝❤ 0✇♦❜♦❞②✳ ❲ ③❣♦❞③✐❡ ③ ♦❣A❧♥→ 6❡(♠✐♥♦❧♦❣✐→ ♠❡6♦❞② ❞②0✲

6♦(0❥✐ ✇✐(6✉❛❧♥②❝❤ ❬✶✷✽❪✱ ♠❛❝✐❡(③❡ 6❡ ❞❛❧❡❥ ❜➛❞→ ♥❛③②✇❛♥❡ ♠❛❝✐❡%③❛♠✐ ✇♣➟②✇✉✳

H(❛✇❞③✐✇♦➧➣ ✭✷✳✶✷✮ ♠♦➺♥❛ ✇ ♣(♦06② 0♣♦0A❜ ♣♦6✇✐❡(❞③✐➣ ♣♦♣(③❡③ ✐❝❤ ♣♦❞06❛✇✐❡✲

♥✐❡ ❞♦ (A✇♥❛♥✐❛ (✉❝❤✉ ✭✷✳✶✶✮✳ ❏❡➧❧✐ ♣✐❡(✇0③② ❝③➟♦♥ ♣♦ ♣(❛✇❡❥ 06(♦♥✐❡ (A✇♥❛♥✐❛

✭✷✳✶✷❝✮ ③♦06❛♥✐❡ ✇➟→❝③♦♥② ♣♦❞ ③♥❛❦ ❝❛➟❦✐✱ ♦6(③②♠❛♠② ♥❛06➛♣✉❥→❝→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

ü❘(t) =

∫ t

0
B̈δ(t− τ)p0(τ) ❞τ, ✭✷✳✶✷❞✮

✇ ❦6A(❡❥ B̈δ(t) ❥❡06 ♣(③②0♣✐❡0③❡♥✐♦✇→ ♠❛❝✐❡(③→ ✇♣➟②✇✉ ③❛✇✐❡(❛❥→❝→ ❝③➟♦♥ ✐♠♣✉❧✲

0♦✇② ✇ ❝❤✇✐❧✐ t = 0✱
B̈δ(t) = M−1δ(t) + B̈(t). ✭✷✳✶✸✮

✷✳✷ "#❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ /0✇♥♦✇❛➺♥❡ ③♠✐❛♥♦♠ ♠❛#② ✐ #③5②✇♥♦➧❝✐

❘!✇♥❛♥✐❡ '✉❝❤✉ ❦♦♥-.'✉❦❝❥✐ '❡❢❡'❡♥❝②❥♥❡❥✳ ❩❛➟♦➺②♠②✱ ➺❡ ❦♦♥06(✉❦❝❥❛ (❡❢✲

❡(❡♥❝②❥♥❛ ✭♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❛✮ ❥❡06 ❧✐♥✐♦✇❛ ✐ ➺❡ ❥❡❥ ❞②♥❛♠✐❦➛ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐0❛➣

✇ ♣♦06❛❝✐ ♥❛06➛♣✉❥→❝❡❣♦ (A✇♥❛♥✐❛ (✉❝❤✉✿

Mü▲(t) +Cu̇▲(t) +Ku▲(t) = f(t), ✭✷✳✶✹✮

❣❞③✐❡ f(t) ❥❡06 ✇②♠✉0③❡♥✐❡♠ 6❡06♦✇②♠✱ M✱ C ✐ K 0→ ♠❛❝✐❡(③❛♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦

♠❛0✱ 6➟✉♠✐❡♥✐❛ ✐ 0③6②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥06(✉❦❝❥✐ (❡❢❡(❡♥❝②❥♥❡❥✱ ❛ u▲(t) ♥❛③②✇❛♥❡ ❥❡06

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ (❡❢❡(❡♥❝②❥♥→✳

❘!✇♥❛♥✐❡ '✉❝❤✉ ❦♦♥-.'✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✳ ❲ ❞❛❧0③❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♣(❛❝② ③❛✲

➟♦➺♦♥♦✱ ➺❡ (♦③✇❛➺❛♥❡ ✉0③❦♦❞③❡♥✐❛ ❧✉❜ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ ❡❧❡♠❡♥6A✇ ❦♦♥06(✉❦❝❥✐ ♠♦❣→

✇♣➟②✇❛➣ ♥❛ ✐❝❤ ♠❛0➛ ✐ 0③6②✇♥♦➧➣✱ ♥❛6♦♠✐❛06 ♥✐❡ ♠❛❥→ ✇♣➟②✇✉ ♥❛ 6➟✉♠✐❡✲

♥✐❡ ❦♦♥06(✉❦❝❥✐✳ ❘A✇♥❛♥✐❡ (✉❝❤✉ ❦♦♥06(✉❦❝❥✐ ✉0③❦♦❞③♦♥❡❥✱ ♣♦❞❞❛♥❡❥ ❞③✐❛➟❛♥✐✉

6❡❣♦ 0❛♠❡❣♦ ✇②♠✉0③❡♥✐❛ 6❡06♦✇❡❣♦ f(t)✱ ♠♦➺♥❛ ③❛6❡♠ ③❛♣✐0❛➣ ✇ ♥❛06➛♣✉❥→❝❡❥

♣♦06❛❝✐✿

(M+∆M) ü(t) +Cu̇(t) + (K+∆K)u(t) = f(t), ✭✷✳✶✺✮

❣❞③✐❡ ∆M✱ ∆K ♦③♥❛❝③❛❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③♠✐❛♥② ♠❛❝✐❡(③② ♠❛0 ♦(❛③ 0③6②✇♥♦➧❝✐

③✇✐→③❛♥❡ ③ (♦③✇❛➺❛♥②♠ ✉0③❦♦❞③❡♥✐❡♠ ❧✉❜ ♠♦❞②✜❦❛❝❥→ ❦♦♥06(✉❦❝❥✐✳ H♦♣(③❡③

♣(♦06❡ ♣(③❡♥✐❡0✐❡♥✐❡ ♥❛ ♣(❛✇→ 06(♦♥➛ ❝③➟♦♥A✇ ♠♦❞❡❧✉❥→❝②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡✱ ♣♦✲

✇②➺0③❡ (A✇♥❛♥✐❡ ♠♦➺♥❛ ♣(③❡❦0③6❛➟❝✐➣ ❞♦ ♣♦06❛❝✐ (A✇♥♦✇❛➺♥❡❥✿

Mü(t) +Cu(t) +Ku(t) = f(t) + p0(t), ✭✷✳✶✻✮



✸✹ ✷✳ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛-② ✐ -③/②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥-/3✉❦❝❥✐

❦!"#❛ ✖ ♣♦#"✇♥❛❥ ③ ✭✷✳✶✹✮ ✖ ❥❡3! ❢❛❦!②❝③♥✐❡ #"✇♥❛♥✐❡♠ #✉❝❤✉ ❦♦♥3!#✉❦❝❥✐

#❡❢❡#❡♥❝②❥♥❡❥✱ ♦♣#"❝③ ✇②♠✉3③❡♥✐❛ !❡3!♦✇❡❣♦ f(t) ♣♦❞❞❛♥❡❥ ❞③✐❛➟❛♥✐✉ #"✇♥✐❡➺

♣❡✇♥❡❣♦ ♣3❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ p0(t)✳ B3❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ !♦ ♠♦❞❡❧✉❥❡ #♦③✇❛➺❛♥❡

♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ ∆M ✐ ∆K ♦#❛③ ❥❡3! ③ ♥✐♠✐ ③✇✐→③❛♥❡ ♥❛3!➛♣✉❥→❝→ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→✿

p0(t) = −∆Mü(t)−∆Ku(t). ✭✷✳✶✼✮

❩❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✷✳✶✻✮✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ u(t) ❦♦♥3!#✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ③❛❧❡➺② ♦❞ ♣3❡✉❞♦

♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱ ❛ ✇✐➛❝ ✭✷✳✶✼✮ ✇②#❛➺❛ ❥❡ ✇ 3♣♦3"❜ ✉✇✐❦➟❛♥②✳

 !❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡✳ ❖❞♣♦✇✐❡❞➵ u(t) ❦♦♥3!#✉❦❝❥✐ ✉3③❦♦❞③♦♥❡❥ ③❛❧❡➺② ③❛#"✇♥♦

♦❞ ✇②♠✉3③❡♥✐❛ !❡3!♦✇❡❣♦ f(t)✱ ❥❛❦ ✐ ♦❞ ❞③✐❛➟❛❥→❝❡❣♦ ♥❛ ❦♦♥3!#✉❦❝❥➛ ♣3❡✉❞♦ ♦❜✲

❝✐→➺❡♥✐❛ p0(t) ♠♦❞❡❧✉❥→❝❡❣♦ ✉3③❦♦❞③❡♥✐❡✳ ❩❣♦❞♥✐❡ ③ ③❛➟♦➺❡♥✐❡♠ ❧✐♥✐♦✇♦➧❝✐ ❦♦♥✲

3!#✉❦❝❥✐ 3♣❡➟♥✐❛❥→❝❡❥ #"✇♥❛♥✐❡ #✉❝❤✉ ✭✷✳✶✻✮✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ u(t) ❦♦♥3!#✉❦❝❥✐ ✉3③❦♦❞✲
③♦♥❡❥ ♥❛ 3✉♠➛ ✇②♠✉3③❡➠ f(t) ✐ p0(t) ♠♦➺♥❛ ♣#③❡❞3!❛✇✐➣ ✇ ♣♦3!❛❝✐ 3✉♠② ♦❞✲

♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥3!#✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✱ ❝③②❧✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♦❞✲

♣♦✇✐❡❞♥✐♦ #❡❢❡#❡♥❝②❥♥❡❥ u▲(t) ✐ #❡③②❞✉❛❧♥❡❥ u❘(t)✿

u(t) = u▲(t) + u❘(t), ✭✷✳✶✽❛✮

ü(t) = ü▲(t) + ü❘(t). ✭✷✳✶✽❜✮

B♦ ♣♦❞3!❛✇✐❡♥✐✉ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✶✽✮ ❞♦ ✭✷✳✶✼✮✱ ✇②❦♦#③②3!❛♥✐✉ ✭✷✳✶✷✮ ✐ ♣♦ ♣#③❡✲

♣#♦✇❛❞③❡♥✐✉ ♣#♦3!②❝❤ ❛❧❣❡❜#❛✐❝③♥②❝❤ ♣#③❡❦3③!❛➟❝❡➠✱ ♠♦➺♥❛ ♦!#③②♠❛➣ ♥❛3!➛♣✉✲

❥→❝❡ #"✇♥❛♥✐❡ ③ ♣3❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡♠ p0(t) ✇ #♦❧✐ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠❡❥✿

[

I+∆MM−1
]

p0(t) +

∫ t

0

[

∆MB̈(t− τ) + ∆KB(t− τ)
]

p0(τ) ❞τ

= −∆Mü▲(t)−∆Ku▲(t). ✭✷✳✶✾❛✮

B♦✇②➺3③❡ #"✇♥✐❡ ❥❡3! #"✇♥❛♥✐❡♠ ❝❛➟❦♦✇②♠ ❱♦❧!❡##② ❞#✉❣✐❡❣♦ #♦❞③❛❥✉✳ ❘"✇♥❛✲

♥✐❛ !❡❣♦ !②♣✉ 3→ ➵❧❡ ✉✇❛#✉♥❦♦✇❛♥❡✱ ❥❡❞♥❛❦➺❡ ③ !✇✐❡#❞③❡➠ ❘✐❡3③❛ ❬✶✷✾❪ ✇②♥✐❦❛✱

➺❡ #"✇♥❛♥✐❡ ✭✷✳✶✾❛✮ ❥❡3! ❞♦❜#③❡ ♣♦3!❛✇✐♦♥❡ ✇ 3❡♥3✐❡ ❍❛❞❛♠❛#❞❛✱ ❥❡➧❧✐ ♠❛❝✐❡#③

I+∆MM−1
❥❡3! ♥✐❡♦3♦❜❧✐✇❛✳ ■♥♥②♠✐ 3➟♦✇②✱ #"✇♥❛♥✐❡ !♦ ♣♦3✐❛❞❛ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥❡

#♦③✇✐→③❛♥✐❡✱ ❥❡➧❧✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❛ ♠❛3② ∆M ❥❡3! ♥❛ !②❧❡ ♠❛➟❛✱ ➺❡ ♠❛❝✐❡#③ ♠❛3 ❦♦♥✲

3!#✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ∆M+M ♣♦③♦3!❛❥❡ ❞♦❞❛!♥✐♦ ♦❦#❡➧❧♦♥❛✳ ❲❛#✉♥❡❦ !❡♥

❥❡3! ③❛✇3③❡ 3♣❡➟♥✐♦♥② ❞❧❛ ❦♦♥3!#✉❦❝❥✐ ✐♥➺②♥✐❡#3❦✐❝❤✱ ❥❡➧❧✐ ③♠✐❛♥❛ ♠❛3② ∆M ♥✐❡

❥❡3! ♥❛ !②❧❡ ❞✉➺❛✱ ❜② ♣♦✇♦❞♦✇❛➣ ♦❞❞③✐❡❧❡♥✐❡ ❢#❛❣♠❡♥!"✇ ❦♦♥3!#✉❦❝❥✐✳ ❑♦#③②3!❛✲

❥→❝ ③ ✭✷✳✶✸✮✱ #"✇♥❛♥✐❡ ✭✷✳✶✾❛✮ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐3❛➣ ✇ ♥❛3!➛♣✉❥→❝❡❥ ❢♦#♠✐❡✿

p0(t) +

∫ t

0

[

∆MB̈δ(t− τ) + ∆KB(t− τ)
]

p0(τ) ❞τ

= −∆Mü▲(t)−∆Ku▲(t). ✭✷✳✶✾❜✮



✷✳✸ ❖❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥-./✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ✸✺

❲ ♣♦✇②➺&③②♠ )*✇♥❛♥✐✉ ✇&③②&/❦✐❡ ❡❧❡♠❡♥/② &→ ③♥❛♥❡ ✭/❥✳ ♠♦❣→ ❜②➣ ❜❡③♣♦➧)❡❞✲

♥✐♦ ③♠✐❡)③♦♥❡ ❡❦&♣❡)②♠❡♥/❛❧♥✐❡✮ ③ ✇②❥→/❦✐❡♠ ♣&❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ p0(t)✳ ◆❛❧❡➺②
③✇)*❝✐➣ ✉✇❛❣➛✱ ➺❡ ✇❡❦/♦) p0(t)♠♦➺❡ ♣♦&✐❛❞❛➣ ♥✐❡③❡)♦✇❡ ✇❛)/♦➧❝✐ /②❧❦♦ ✇ &/♦♣♥✐✲
❛❝❤ &✇♦❜♦❞② ❜❡③♣♦➧)❡❞♥✐♦ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③❡ ③♠✐❛♥→ ♠❛&②∆M ❧✉❜ &③/②✇♥♦➧❝✐∆K✳

C)③② ③❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥②♠ ✉&③❦♦❞③❡♥✐✉ ♦③♥❛❝③❛ /♦✱ ➺❡ ❧✐❝③❜❛ ♥✐❡③♥❛♥②❝❤ ❡❧❡♠❡♥/*✇

✇❡❦/♦)❛ p0(t) ❥❡&/ ③♥❛❝③♥✐❡ ♠♥✐❡❥&③❛ ♥✐➺ ❧✐❝③❜❛ &/♦♣♥✐ &✇♦❜♦❞②✳ ❆ ③❛/❡♠ )*✇✲
♥❛♥✐❡ ✭✷✳✶✾❜✮ ♠❛ ✇ /❛❦✐❡❥ &②/✉❛❝❥✐ ③♥❛❝③♥✐❡ ♠♥✐❡❥ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠②❝❤✱ ♥✐➺ ♣❡➟♥❡ )*✇✲

♥❛♥✐❡ )✉❝❤✉ ❦♦♥&/)✉❦❝❥✐ ✉&③❦♦❞③♦♥❡❥ ✭✷✳✶✺✮✳

✷✳✸ ❖❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥-./✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥

❖❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥&/)✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ u(t) ③❣♦❞♥✐❡ ③ )*✇♥❛♥✐❛♠✐ ✭✷✳✶✽✮
❥❡&/ &✉♠→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ )❡❢❡)❡♥❝②❥♥❡❥ u▲(t) ♥❛ ✇②♠✉&③❡♥✐❡ /❡&/♦✇❡ f(t) ♦)❛③ ♦❞✲
♣♦✇✐❡❞③✐ )❡③②❞✉❛❧♥❡❥ u❘(t) ❦♦♥&/)✉❦❝❥✐ )❡❢❡)❡♥❝②❥♥❡❥ ♥❛ ♣&❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ p0(t)✱
♦❦)❡➧❧♦♥❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐❛♠✐ ✭✷✳✶✷✮✳ ❆ ③❛/❡♠ &②❣♥❛➟ x(t) ♣❡✇♥❡❥ ❧✐❝③❜② ❧✐♥✐♦✇②❝❤
❝③✉❥♥✐❦*✇ ✭♣)③❡♠✐❡&③❝③❡♥✐❛✱ ♦❞❦&③/❛➟❝❡♥✐❛✱ ♣)➛❞❦♦➧❝✐✱ ♣)③②&♣✐❡&③❡♥✐❛ ✐/♣✳✮ ♠✐❡✲

)③→❝②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥&/)✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ♥❛ ✇②♠✉&③❡♥✐❡ /❡&/♦✇❡ f(t)
♠♦➺♥❛ ③❛♣✐&❛➣ ✇ ♣♦&/❛❝✐✿

x(t) = x▲(t) +

∫ t

0
B①(t− τ)p0(τ) ❞τ, ✭✷✳✷✵✮

✇ ❦/*)❡❥ ♣&❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ♠♦➺♥❛ ♦❜❧✐❝③②➣ ♣♦♣)③❡③ )♦③✇✐→③❛♥✐❡ )*✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❜✮✱

x▲(t) ❥❡&/ &②❣♥❛➟❡♠ ❝③✉❥♥✐❦*✇ ♠✐❡)③→❝②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥&/)✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✲
✜❦♦✇❛♥❡❥✱ ❛ B①(t) ❥❡&/ ♠❛❝✐❡)③→ ✇♣➟②✇✉ ③✇✐→③❛♥→ ③ ❝③✉❥♥✐❦❛♠✐ ✐ ③❛✇✐❡)❛ ♦❞✲
♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦*✇ ♥❛ ✐♠♣✉❧&♦✇❡ ✇②♠✉&③❡♥✐❛ ✇ ❦♦❧❡❥♥②❝❤ &/♦♣♥✐❛❝❤ &✇♦❜♦❞②

✭❥❡❥ ✇✐❡)&③❡ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ❡✇❡♥/✉❛❧♥②♠ ❛❦❝❡❧❡)♦♠❡/)♦♠ ♠♦❣→ ③❛✇✐❡)❛➣ &❦➟❛❞✲

♥✐❦✐ ✐♠♣✉❧&♦✇❡ ❞❧❛ ❝❤✇✐❧✐ t = 0✮✳ ◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ x▲(t) ✐ B①(t) ❝❤❛)❛❦✲
/❡)②③✉❥→ ❦♦♥&/)✉❦❝❥➛ )❡❢❡)❡♥❝②❥♥→ ✭♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥→✮✱ ❛ ✇✐➛❝ ♠♦❣→ ❜②➣ ③♠✐❡)✲

③♦♥❡ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥✐❡ ✐ &→ ③♥❛♥❡✳

✷✳✹ ❉②-❦/❡.②③❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛-✉

C)③❡❞&/❛✇✐♦♥❡ ♣♦✇②➺❡❥ &❢♦)♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ♣)♦❜❧❡♠✉ ✇♣)♦&/ ✇②❦♦)③②&/✉❥❡ ❝✐→❣➟❡

③♠✐❡♥♥❡ ❝③❛&♦✇❡❀ /❛❦✐❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ❥❡&/ ✉③❛&❛❞♥✐♦♥❡ ③ /❡♦)❡/②❝③♥❡❣♦ ♣✉♥❦/✉ ✇✐✲

❞③❡♥✐❛✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ♣)❛✇✐❞➟♦✇→ ❝❤❛)❛❦/❡)②③❛❝❥➛ ♠❛/❡♠❛/②❝③♥❡❥ &/)✉❦✲

/✉)② ♣)♦❜❧❡♠✉ ✭❝❛➟❦♦✇❡ )*✇♥❛♥✐❡ ❱♦❧/❡))② )♦❞③❛❥✉ ❞)✉❣✐❡❣♦✮✳ ❲ ♥✐♥✐❡❥&③❡❥ ❝③➛➧❝✐

)♦③❞③✐❛➟✉ ③♦&/❛♥✐❡ ♣)③❡❞&/❛✇✐♦♥❡ &❢♦)♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ♦♣)❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡/♦❞② ✇②❦♦)③②&✲

/✉❥→❝❡ ❝③❛& ❞②&❦)❡/♥②✳ C♦❞❡❥➧❝✐❡ ❞②&❦)❡/♥❡ ❥❡&/ ♣)❛❦/②❝③♥✐❡❥&③❡ ✐ ❜❧✐➺&③❡ ❡❦&♣❡)②✲



✸✻ ✷✳ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛-② ✐ -③/②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥-/3✉❦❝❥✐

♠❡♥#❛❧♥❡❥ '③❡❝③②✇✐-#♦➧❝✐✱ ❣❞②➺ ✇ ♣'❛❦#②❝❡ -②❣♥❛➟② ❛♥❛❧♦❣♦✇❡ ③ ❝③✉❥♥✐❦8✇ -→

✇♣✐❡'✇ ♣'③❡#✇❛'③❛♥❡ ♣'③❡③ ♣'③❡#✇♦'♥✐❦✐ ❛♥❛❧♦❣♦✇♦✲❝②❢'♦✇❡ ♥❛ -②❣♥❛➟② ❞②-❦'❡#♥❡

✐ ❞♦♣✐❡'♦ ✇ #❛❦✐❡❥ ♣♦-#❛❝✐ ♣'③❡#✇❛'③❛♥❡ ♣♦#❡♠ ❝②❢'♦✇♦✳

❖❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦❛♠✐ ♠❛❝✐❡'③② ✇♣➟②✇✉ B(t) ✐ B̈δ(t) ③❛✇✐❡'❛❥→❝②❝❤ ❝✐→❣➟❡ ❢✉♥❦❝❥❡
♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐♠♣✉❧-♦✇②❝❤ -→ ❞②-❦'❡#♥❡ ♠❛❝✐❡'③❡ ✇♣➟②✇✉ ♦③♥❛❝③❛♥❡ D(t) ✐ D̈(t)✱
❦#8'❡ ③❛✇✐❡'❛❥→ ✇❛'#♦➧❝✐ ❝❤✇✐❧♦✇❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✇ ❞②-❦'❡#♥②❝❤ ❝❤✇✐❧❛❝❤ ❝③❛-✉✱

③✇❛♥❡ ♣'8❜❦❛♠✐✿

D(t) ≈ B(t)∆t, ✭✷✳✷✶❛✮

D̈(t) ≈
{

M−1 + B̈(0)∆t ❞❧❛ t = 0✱

B̈(t)∆t ❞❧❛ t > 0✳
✭✷✳✷✶❜✮

❑♦'③②-#❛❥→❝ ③ ❞②-❦'❡#♥②❝❤ ✇❡'-❥✐ ♠❛❝✐❡'③② ✇♣➟②✇✉D(t) ✐ D̈(t)✱ '8✇♥❛♥✐❡ ✭✷✳✶✾❜✮
♣♦③✇❛❧❛❥→❝❡ ♦❜❧✐❝③②➣ ♣-❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ '8✇♥♦✇❛➺♥❡ '♦③✇❛➺❛♥❡❥ ③♠✐❛♥✐❡ ♠❛-② ✐

-③#②✇♥♦➧❝✐ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐-❛➣ ✇ ♥❛-#➛♣✉❥→❝❡❥ ❢♦'♠✐❡ ③❞②-❦'❡#②③♦✇❛♥❡❥✿

t
∑

τ=0

[

δτtI+∆MD̈(t− τ) + ∆KD(t− τ)
]

p0(t) = −∆Mü▲(t)−∆Ku▲(t),

✭✷✳✷✷✮

❣❞③✐❡ -②♠❜♦❧ δτt ♦③♥❛❝③❛ ❞❡❧#➛ ❑'♦♥❡❝❦❡'❛✱

δτt :=

{

1 ❣❞② t = τ ✱

0 ❣❞② t 6= τ ✳
✭✷✳✷✸✮

◆❛❧❡➺② ③✇'8❝✐➣ ✉✇❛❣➛✱ ➺❡ ❧✐❝③❜❛ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠②❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇ '8✇♥❛♥✐✉ ✭✷✳✶✾❜✮ ❥❡-#

'8✇♥❛ ❧✐❝③❜✐❡ -#♦♣♥✐ -✇♦❜♦❞② ❜❡③♣♦➧'❡❞♥✐♦ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❛♠✐✱ ♣♦❞✲

❝③❛- ❣❞② ❧✐❝③❜❛ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠②❝❤ ✇ ❥❡❣♦ ❞②-❦'❡#♥❡❥ ✇❡'-❥✐ ✭✷✳✷✷✮ ❥❡-# ✇✐➛❦-③❛ N
!

'❛③②✱ ❣❞③✐❡ N
!

❥❡-# ❧✐❝③❜→ ♣'8❜❡❦ ❝③❛-♦✇②❝❤✳

❩❛♣✐- ♣♦✇②➺-③❡❣♦ '8✇♥❛♥✐❛ ♠♦➺♥❛ ✉♣'♦➧❝✐➣✱ ❣'✉♣✉❥→❝ ✇②'❛➺❡♥✐❛ ③♥❛❥❞✉❥→❝❡

-✐➛ ♣♦ ❧❡✇❡❥ -#'♦♥✐❡ '8✇♥❛♥✐❛ ✇ ♣♦❥❡❞②♥❝③→ ♠❛❝✐❡'③ ❜❧♦❦♦✇→ A✿

Ap0 = −∆Mü▲ −∆Ku▲, ✭✷✳✷✹✮

❣❞③✐❡ ✇❡❦#♦'② p0
✱ u▲ ✐ ü▲ ③❛✇✐❡'❛❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♣-❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡✱ ♣'③❡✲

♠✐❡-③❝③❡♥✐❛ ✐ ♣'③②-♣✐❡-③❡♥✐❛ ✇❡ ✇-③②-#❦✐❝❤ '♦③♣❛#'②✇❛♥②❝❤ -#♦♣♥✐❛❝❤ -✇♦❜♦❞②

❦♦♥-#'✉❦❝❥✐ '❡❢❡'❡♥❝②❥♥❡❥ ✐ ❞❧❛ ✇-③②-#❦✐❝❤ ♣'8❜❡❦ ❝③❛-♦✇②❝❤✳ ▼❛❝✐❡'③ A ♣♦-✐✲

❛❞❛ -#'✉❦#✉'➛ ❜❧♦❦♦✇→ ♦ ✇②♠✐❛'③❡ nN ×nN ❜❧♦❦8✇✱ ❣❞③✐❡ ❧✐❝③❜❛ N ♦❞♣♦✇✐❛❞❛

❧✐❝③❜✐❡ ✇➛③➟8✇ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ✉-③❦♦❞③♦♥②♠✐ ❡❧❡♠❡♥#❛♠✐✱ ❛ n ❥❡-# ❧✐❝③❜→ -#♦♣♥✐
-✇♦❜♦❞② ✇ ✇➛➵❧❡✳ P'③②❥♠✉❥→❝ ♠♦❞❡❧ ✉❦➟❛❞✉ ♣'➛#♦✇❡❣♦ ✭'❛♠❛ ♣'③❡-#'③❡♥♥❛✮✱



✷✳✹ ❉②%❦'❡)②③❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛%✉ ✸✼

✇②♠✐❛% ♠❛❝✐❡%③②A ❥❡*+ %,✇♥② 6N×6N ❜❧♦❦,✇ ✭+%③② ♣%③❡♠✐❡*③❝③❡♥✐❛ ✇③❞➟✉➺ ♦*✐

❦❛%+❡③❥❛➠*❦✐❡❣♦ ✉❦➟❛❞✉ ✇*♣,➟%③➛❞♥②❝❤ ✐ +%③② ♦❜%♦+② ✇♦❦,➟ +②❝❤ ♦*✐ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦

✇➛③➟❛✮✳ ❲ ③❛➟♦➺❡♥✐✉ ♦♣%❛❝♦✇❛♥❛ ♠❡+♦❞❛ ♠❛ ♠✐❡➣ ❝❤❛%❛❦+❡% ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥②✱

❛ ♣%③②❥➛❝✐❡ ♠♦❞❡❧✉ %❛♠② ♣%③❡*+%③❡♥♥❡❥ ♠♦➺❡ ♦❦❛③❛➣ *✐➛ +%✉❞♥❡ ✇ %❡❛❧✐③❛❝❥✐

③ ♣♦✇♦❞✉ ✭✶✮ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ❞②♥❛♠✐❝③♥❡❣♦ ♣♦♠✐❛%✉ ❦→+,✇ ♦❜%♦+✉ ✇♦❦,➟ +%③❡❝❤

♦%+♦❣♦♥❛❧♥②❝❤ ✇③❣❧➛❞❡♠ *✐❡❜✐❡ ❦✐❡%✉♥❦,✇ ♦%❛③ ✭✷✮ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ♣%③②➟♦➺❡♥✐❛ ✐♠✲

♣✉❧*♦✇❡❣♦ ✇②♠✉*③❡♥✐❛ ♠♦♠❡♥+❛♠✐ ✇ ❝❡❧✉ ✇②❣❡♥❡%♦✇❛♥✐❛ ❡❦*♣❡%②♠❡♥+❛❧♥②❝❤

♠❛❝✐❡%③② ✇♣➟②✇✉✳ ❲ ♣%③❡♣%♦✇❛❞③♦♥②❝❤ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❡♥✐❛❝❤ ♣%③②❥➛+♦ ③❛+❡♠ ♠♦❞❡❧

❦%❛+♦✇♥✐❝② ♣%③❡*+%③❡♥♥❡❥✱ ♣♦*✐❛❞❛❥→❝❡❥ ♣♦ +%③② *+♦♣♥✐❡ *✇♦❜♦❞② ✭♣%③❡♠✐❡*③❝③❡✲

♥✐❛✮ ✇ ❦❛➺❞②♠ ✇➛➵❧❡✱ ❞③✐➛❦✐ ❝③❡♠✉ ❜❧♦❦♦✇② ✇②♠✐❛% ♠❛❝✐❡%③② A ③♦*+❛➟ ③♠♥✐❡❥*✲

③♦♥② ❞♦ 3N×3N ❜❧♦❦,✇✳ ❑❛➺❞② ❜❧♦❦ +❡❥ ♠❛❝✐❡%③② ♣♦*✐❛❞❛ ✇②♠✐❛% N
 

×N
 

✐ ❥❡*+

♠❛❝✐❡%③→ +%,❥❦→+♥→ ❞♦❧♥→ +②♣✉ ❚♦❡♣❧✐+③❛✳ ❲②♠✐❛% Nt ✭❧✐❝③❜❛ ♣%,❜❡❦ ❝③❛*♦✇②❝❤✮

✉③❛❧❡➺♥✐♦♥② ❥❡*+ ♦❞ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ❡❦*♣❡%②♠❡♥+❛❧♥✐❡ ③❛%❡❥❡*+%♦✇❛♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐ ♦❞

❝③➛*+♦➧❝✐ ❥❡❥ ♣%,❜❦♦✇❛♥✐❛✳ ❙+%✉❦+✉%❛ ♣%③②❦➟❛❞♦✇❡❥ ♠❛❝✐❡%③② ❥❡*+ ③✐❧✉*+%♦✇❛♥❛

♥❛ %②*✳ ✻✳✼✳

❩❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ ❞✉➺② %♦③♠✐❛% ✐ ③➟❡ ✉✇❛%✉♥❦♦✇❛♥✐❡ ♥✉♠❡%②❝③♥❡ ❬✶✸✵❪ %,✇✲

♥❛♥✐❛ ✭✷✳✷✹✮✱ ❡❢❡❦+②✇♥❡ ♥✉♠❡%②❝③♥✐❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❡ ❥❡❣♦ ✇✐❛%②❣♦❞♥❡❣♦ %♦③✇✐→③❛✲

♥✐❛ ✇②♠❛❣❛ ③❛*+♦*♦✇❛♥✐❛ *③❡%❡❣✉ *♣❡❝❥❛❧♥②❝❤ +❡❝❤♥✐❦ ♥✉♠❡%②❝③♥②❝❤ ♦♣✐*❛♥②❝❤

✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✺✳ ❖❜❧✐❝③♦♥❡ %♦③✇✐→③❛♥✐❡✱ ♦❜%❛③✉❥→❝❡ ✇❛%+♦➧❝✐ ♣*❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛

✇ ❞②*❦%❡+♥②❝❤ ❝❤✇✐❧❛❝❤ ❝③❛*✉✱ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ✇②❧✐❝③❡♥✐❡ ❞②*❦%❡+♥❡❣♦ ❝③❛*♦✇♦ *②❣✲

♥❛➟✉ ❝③✉❥♥✐❦,✇ ✉♠✐❡*③❝③♦♥②❝❤ ✇ ❦♦♥*+%✉❦❝❥✐ ✉*③❦♦❞③♦♥❡❥ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ③❞②*❦%❡✲

+②③♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦,✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✷✵✮✱

x(t) = x▲(t) +
t

∑

τ=0

D①(t− τ)p0(τ) ✭✷✳✷✺❛✮

❧✉❜✱ ♣♦ ♣♦❣%✉♣♦✇❛♥✐✉ *②❣♥❛➟,✇ ③ %,➺♥②❝❤ ❝❤✇✐❧ ❝③❛*♦✇②❝❤ ✇ ❥❡❞❡♥ ✇❡❦+♦%✱

❛♥❛❧♦❣✐❝③♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✭✷✳✷✹✮✱

x = x▲ +D①p0. ✭✷✳✷✺❜✮

❆♥❛❧♦❣✐❝③♥→ ❞②*❦%❡+②③❛❝❥➛ ❝③❛*♦✇→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥*+%✉❦❝❥✐ ✭✷✳✶✷✮ ♠♦➺♥❛ ♣%③❡❞✲

*+❛✇✐➣ ✇ ♣♦*+❛❝✐✿

u❘ = Dp0, ✭✷✳✷✻❛✮

u̇❘ = Ḋp0, ✭✷✳✷✻❜✮

ü❘ = D̈p0, ✭✷✳✷✻❝✮

❣❞③✐❡ ♠❛❝✐❡%③❡ D✱ Ḋ ✐ D̈ ♠❛❥→ *+%✉❦+✉%➛ ❜❧♦❦♦✇→ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥→ ❞♦ ♠❛❝✐❡%③② A

✇②*+➛♣✉❥→❝❡❥ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✷✹✮✳



✸✽ ✷✳ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛-② ✐ -③/②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥-/3✉❦❝❥✐

✷✳✺ ❉♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡ ♠❛❝✐❡0③❡ ✇♣➟②✇✉

❲❞♦#②❝❤❝③❛)♦✇②❝❤ +♦③✇❛➺❛♥✐❛❝❤ ③❛❦➟❛❞❛♥♦✱ ➺❡ ✐♠♣✉❧)♦✇❡ ♠❛❝✐❡+③❡ ✇♣➟②✇✉

B(t)✱ B̈(t) ✐ B①(t) ♦+❛③ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ✐♠ ❞②)❦+❡#♥❡ ♠❛❝✐❡+③❡ ✇♣➟②✇✉ D(t)✱
D̈(t) ✐ D①(t) ③❛✇✐❡+❛❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥)#+✉❦❝❥✐ ♥❛ ✇②♠✉)③❡♥✐❡ ♦♣✐)❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥→
❞❡❧#❛ ❉✐+❛❝❛✳ ❩ ♣+③②❝③②♥ #❡❝❤♥✐❝③♥②❝❤ ♣♦❜✉❞③❡♥✐❡ +③❡❝③②✇✐)#❡❣♦ ✉❦➟❛❞✉ #❛❦✐♠

✇②♠✉)③❡♥✐❡♠ ❥❡)# #+✉❞♥❡ ❞♦ +❡❛❧✐③❛❝❥✐ ❧✉❜ ✇+➛❝③ ♥✐❡♠♦➺❧✐✇❡✳ ❲ ♣+③❡♣+♦✇❛❞✲

③♦♥②❝❤ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❡♥✐❛❝❤ ✇②♠✉)③❡♥✐❡ ❜②➟♦ +❡❛❧✐③♦✇❛♥❡ ♣+③② ✉➺②❝✐✉ ♠➟♦#❦❛ ♠♦❞❛❧✲

♥❡❣♦ ✇②♣♦)❛➺♦♥❡❣♦ ✇ ♣+③❡#✇♦+♥✐❦ )✐➟②✳ ❩❛+❡❥❡)#+♦✇❛♥② ♣+③❡❜✐❡❣ )✐➟② ✇ ❝③❛✲

)✐❡ q(t) ♦❞❜✐❡❣❛ ✇ ③♥❛❝③♥②♠ )#♦♣♥✐✉ ♦❞ ③❛➟♦➺♦♥❡❣♦ ✇ +♦③✇❛➺❛♥✐❛❝❤ ✇②♠✉)③❡♥✐❛
✐♠♣✉❧)♦✇❡❣♦✳ ❇❡③♣♦➧+❡❞♥✐❡ ③❜✉❞♦✇❛♥✐❡ ♠❛❝✐❡+③② ✇♣➟②✇✉ ③❡ ③♠✐❡+③♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✲

✇✐❡❞③✐ ❦♦♥)#+✉❦❝❥✐ ❞♦♣+♦✇❛❞③✐➟♦❜② ❞♦ ✉③②)❦❛♥✐❛ ❜➟➛❞♥②❝❤ ✇②♥✐❦C✇✳ D+♦❜❧❡♠ #❡♥

♠♦➺♥❛ +♦③✇✐→③❛➣ ♥❛ ❞✇❛ )♣♦)♦❜②✿

❘♦③✇✐❦➟❛♥✐❡ *♣❧♦-✉✳ ❩♠✐❡+③♦♥❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥)#+✉❦❝❥✐ ui(t) ♥❛ ✇②♠✉)③❡♥✐❡
qj(t) ❥❡)# +C✇♥❛ )♣❧♦#♦✇✐ ❥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐♠♣✉❧)♦✇❡❥ hij(t) ③ ✇②♠✉)③❡✲
♥✐❡♠ qj(t)✱

ui(t) = (qj ⋆ hij) (t) =

∫ t

0
qj(t− τ)hij(τ) ❞τ, ✭✷✳✷✼✮

❣❞③✐❡ i ❥❡)# ✐♥❞❡❦)❡♠ )#♦♣♥✐❛ )✇♦❜♦❞②✱ ✇ ❦#C+②♠ ✇②❦♦♥②✇❛♥② ❥❡)# ♣♦♠✐❛+✱ ❛ j
❥❡)# ✐♥❞❡❦)❡♠ )#♦♣♥✐❛ )✇♦❜♦❞②✱ ✇ ❦#C+②♠ ❥❡)# ♣+③②➟♦➺♦♥❡ ✇②♠✉)③❡♥✐❡✳ ❋✉♥❦❝❥➛

✐♠♣✉❧)♦✇❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥)#+✉❦❝❥✐ hij(t) ♠♦➺♥❛ ♦❜❧✐❝③②➣ +♦③✇✐→③✉❥→❝ ♣♦✇②➺)③❡
+C✇♥❛♥✐❡✳

◆❛❧❡➺② ❥❡❞♥❛❦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✭✷✳✷✼✮ ❥❡)# ❧✐♥✐♦✇②♠ +C✇♥❛♥✐❡♠ ❝❛➟❦♦✇②♠

❱♦❧#❡++② ♣✐❡+✇)③❡❣♦ +♦❞③❛❥✉✳ ❚❛❦✐❡ +C✇♥❛♥✐❛ )→ ➵❧❡ ♣♦)#❛✇✐♦♥❡ ✇ )❡♥)✐❡

❍❛❞❛♠❛+❞❛ ❬✶✷✾❪✳ ❲❛+#♦➧❝✐ ♦)♦❜❧✐✇❡ ♦♣❡+❛#♦+❛ )♣❧♦#✉ ③❜✐❡❣❛❥→ ❞♦ ③❡+❛✱ ❛ ❥❡❣♦

✇❡+)❥✐ ③❞②)❦+❡#②③♦✇❛♥❡❥ ❞♦ ♣♦③✐♦♠✉ ✇②③♥❛❝③♦♥❡❣♦ ♣+③❡③ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ❛+②#♠❡#②❦✐

③♠✐❡♥♥♦♣♦③②❝②❥♥❡❥✱ ❝♦ ♦③♥❛❝③❛✱ ➺❡ ❞②)❦+❡#♥❛ ✇❡+)❥❛ +C✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✷✼✮ ❥❡)# )❦+❛✲

❥♥✐❡ ➵❧❡ ✉✇❛+✉♥❦♦✇❛♥❛ ❬✶✸✶✱ ✶✸✷❪✱ ✐ ✇ ♣+③②♣❛❞❦✉ ❣❞② ❞❛♥❡ ✇❡❥➧❝✐♦✇❡ ♦❜❛+❝✲

③♦♥❡ )→ ♣❡✇♥②♠ ❜➟➛❞❡♠✱ ❛ ✇ ♣+❛❦#②❝❡ ✇)③②)#❦✐❡ ♣♦♠✐❛+② ♦❜❛+❝③♦♥❡ )→ ❜➟➛❞❡♠

✇②♥✐❦❛❥→❝②♠ ♥♣✳ ③ ♥✐❡❞♦)❦♦♥❛➟♦➧❝✐ ✉+③→❞③❡➠ ♣♦♠✐❛+♦✇②❝❤✱ ♦❜❧✐❝③♦♥❡ +♦③✇✐→③❛♥✐❡

hij(t) ♠♦➺❡ ♥✐❡ ❜②➣ ✇✐❛+②❣♦❞♥❡✳ ❲ #❛❦✐♠ ✇②♣❛❞❦✉ +♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♥❛❧❡➺② )③✉❦❛➣
)#♦)✉❥→❝ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ♠❡#♦❞② ♥✉♠❡+②❝③♥❡ ♣♦)✐❛❞❛❥→❝❡ ✇➟❛➧❝✐✇♦➧❝✐ +❡❣✉❧❛+②③✉✲

❥→❝❡ ✭♥♣✳ +❡❣✉❧❛+②③❛❝❥❛ ♠❡#♦❞→ ❚✐❝❤♦♥♦✇❛ ❧✉❜ ✐#❡+❛❝②❥♥❛ ♠❡#♦❞→ ❈●▲❙ ❬✶✸✵✱

✶✸✷❪✱ ♣❛#+③ +C✇♥✐❡➺ ❘♦③❞③✐❛➟ ✺✮✳ ◆✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ✇②❜+❛♥❡❥ ♠❡#♦❞②✱ ♣+♦❜❧❡♠ ♦♣✐)❛♥②

+C✇♥❛♥✐❡♠ ✭✷✳✷✼✮ ♥❛❧❡➺② +♦③✇✐→③❛➣ ♦)♦❜♥♦ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ♣❛+② ✇②♠✉)③❡♥✐❛ ✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✳

❈❛➟❦♦✇❛ 1❡♣1❡③❡♥-❛❝❥❛ ♣*❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✳ D)❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ ✇ i✲#②♠ )#♦♣✲
♥✐✉ )✇♦❜♦❞② p0i (t)♠♦➺♥❛ ♣+③❡❞)#❛✇✐➣ ✇ ♣♦)#❛❝✐ )♣❧♦#✉ ✇②♠✉)③❡♥✐❛ ❡❦)♣❡+②♠❡♥✲
#❛❧♥✐❡ ♣+③②➟♦➺♦♥❡❣♦ ❞♦ ❦♦♥)#+✉❦❝❥✐ qi(t) ✭♥❛ ❦#C+❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❥❡)# ③♠✐❡+③♦♥❛✱ ❛



✷✳✺ ❉♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡ ♠❛❝✐❡0③❡ ✇♣➟②✇✉ ✸✾

✇✐➛❝ ③♥❛♥❛✮ ③ ♣❡✇♥→ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠→ ❢✉♥❦❝❥→ pi(t)✱

p0i (t) =

∫ t

0
qi(t− τ)pi(τ) ❞τ ✭✷✳✷✽❛✮

❧✉❜✱ ✇ ♣♦9:❛❝✐ ✇❡❦:♦;♦✇❡❥✱

p0(t) =

∫ t

0
Q(t− τ)p(τ) ❞τ, ✭✷✳✷✽❜✮

❣❞③✐❡Q(t) ❥❡9: ♠❛❝✐❡;③→ ❞✐❛❣♦♥❛❧♥→ ③❛✇✐❡;❛❥→❝→ ♥❛ ♣;③❡❦→:♥❡❥ ❡❦9♣❡;②♠❡♥:❛❧♥✐❡
③❛9:♦9♦✇❛♥❡ ✇②♠✉9③❡♥✐❛ qi(t)✱

Q(t) = ❞✐❛❣ [q1(t), q2(t), . . . , qN (t)] . ✭✷✳✷✽❝✮

❇❡③♣♦➧;❡❞♥✐❡ ♣♦❞9:❛✇✐❡♥✐❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✷✽❜✮ ❞♦ ;A✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❜✮ ♣;♦✇❛❞③✐✱

♣♦ ♣;♦9:②❝❤ ♦♣❡;❛❝❥❛❝❤ ③♠✐❛♥② ❦♦❧❡❥♥♦➧❝✐ ❝❛➟❦♦✇❛♥✐❛ ✐ ③❛♠✐❛♥② ③♠✐❡♥♥②❝❤✱ ❞♦

♥❛9:➛♣✉❥→❝❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐

∫ t

0
Q(t− τ)p(τ) ❞τ

+

∫ t

0

[

∆M

∫ t−τ

0
B̈δ(t− τ − κ)Q(κ) ❞κ+∆K

∫ t−τ

0
B(t− τ − κ)Q(κ) ❞κ

]

p(τ) ❞τ

= −∆Mü▲(t)−∆Ku▲(t). ✭✷✳✷✾✮

❩❛✉✇❛➺♠②✱ ➺❡ ✇②9:➛♣✉❥→❝❡ ✇ ♣♦✇②➺9③②♠ ;A✇♥❛♥✐✉ ♠❛❝✐❡;③❡

∫ t−τ

0
B̈δ(t− τ − κ)Q(κ) ❞κ ✐

∫ t−τ

0
B(t− τ − κ)Q(κ) ❞κ ✭✷✳✸✵✮

③❛✇✐❡;❛❥→ ✇❛;:♦➧❝✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥9:;✉❦❝❥✐ ;❡❢❡;❡♥❝②❥♥❡❥ ✇ ❝❤✇✐❧✐ t−τ ✭✇❡ ✇9③②9✲
:❦✐❝❤ ;♦③✇❛➺❛♥②❝❤ 9:♦♣♥✐❛❝❤ 9✇♦❜♦❞②✮ ♥❛ ❡❦9♣❡;②♠❡♥:❛❧♥✐❡ ③❛9:♦9♦✇❛♥❡ ✇②♠✉✲

9③❡♥✐❛ ♦♣✐9❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥❛♠✐ qi(t) ✭♣;③②➟♦➺♦♥❡ ❦♦❧❡❥♥♦ ✇❡ ✇9③②9:❦✐❝❤ ;♦③✇❛➺❛♥②❝❤
9:♦♣♥✐❛❝❤ 9✇♦❜♦❞②✮✳ ❆ ③❛:❡♠ ♠❛❝✐❡;③❡ ✭✷✳✸✵✮ 9→ ❡❦9♣❡;②♠❡♥:❛❧♥②♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞✲

♥✐❦❛♠✐ ♠❛❝✐❡;③② ✇♣➟②✇✉✳ ❏❡➧❧✐ ③❛➟♦➺②♠②✱ ➺❡ 9②♠❜♦❧❡ B(t) ✐ B̈δ(t) ♦③♥❛❝③❛❥→ ♥✐❡
:②❧❡ ✐❞❡❛❧♥❡ ❢✉♥❦❝❥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐♠♣✉❧9♦✇②❝❤ ❦♦♥9:;✉❦❝❥✐✱ ❝♦ ;❛❝③❡❥ ③♠✐❡;③♦♥❡

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥9:;✉❦❝❥✐ ♥❛ ❡❦9♣❡;②♠❡♥:❛❧♥✐❡ ③❛9:♦9♦✇❛♥❡ ✇②♠✉9③❡♥✐❛ L✉❛9✐✲

✐♠♣✉❧9♦✇❡ qi(t)✱ :③♥✳ ❥❡➧❧✐ ✇②❦♦♥❛♠② ♣♦❞9:❛✇✐❡♥✐❡

B̈δ(t)←−

∫ t

0
B̈δ(t− τ)Q(τ) ❞τ, ✭✷✳✸✶❛✮

B(t)←−

∫ t

0
B(t− τ)Q(τ) ❞τ, ✭✷✳✸✶❜✮



✹✵ ✷✳ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛-② ✐ -③/②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥-/3✉❦❝❥✐

 ♦ ✭✷✳✷✾✮ ♣(③②❥♠✐❡ ♥❛1 ➛♣✉❥→❝→ ♣♦1 ❛➣✿

∫ t

0

[

Q(t− τ) + ∆MB̈δ(t− τ) + ∆KB(t− τ)
]

p(τ) ❞τ

= −∆Mü▲(t)−∆Ku▲(t), ✭✷✳✸✷✮

✇ ❦ <(❡❥ B(t) ✐ B̈δ(t) ♦③♥❛❝③❛❥→ ❡❦1♣❡(②♠❡♥ ❛❧♥✐❡ ③♠✐❡(③♦♥❡ ♠❛❝✐❡(③❡ ✇♣➟②✇✉

✐ ❦ <(❛ ❥❡1 ❡❦1♣❡(②♠❡♥ ❛❧♥②♠ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦✐❡♠ ✭✷✳✶✾❜✮✳ ◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡

✭✷✳✸✷✮ ✐ ✭✷✳✶✾❜✮ 1 ❛❥→ 1✐➛ ❢♦(♠❛❧♥✐❡ ✐❞❡♥ ②❝③♥❡✱ ❥❡➧❧✐ ③❛1 ♦1♦✇❛♥❡ ✇②♠✉1③❡♥✐❡

❥❡1 ❢❛❦ ②❝③♥✐❡ ✇②♠✉1③❡♥✐❡♠ ✐♠♣✉❧1♦✇②♠ ✭❢✉♥❦❝❥→ ❞❡❧ ❛ ❉✐(❛❝❛✮✱  ❥✳ ❥❡➧❧✐ qi(t) =
δ(t)✳

❘♦③✇✐→③❛♥✐❡ (<✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✸✷✮ ♣(♦✇❛❞③✐ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❢✉♥❦❝❥✐ p(t)✱ ❜➛❞→❝❡❥

❡❦1♣❡(②♠❡♥ ❛❧♥②♠ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦✐❡♠ ♣1❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ p0(t)✳ ❙②❣♥❛➟ ❝③✉❥♥✐❦<✇

✉♠✐❡1③❝③♦♥②❝❤ ✇ ❦♦♥1 (✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ♠♦➺♥❛ ♥❛1 ➛♣♥✐❡ ✇②❧✐❝③②➣ 1 ♦1✉❥→❝

❛♥❛❧♦❣♦♥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✷✵✮✿

x(t) = x▲(t) +

∫ t

0
B①(t− τ)p(τ) ❞τ, ✭✷✳✸✸✮

✇ ❦ <(②♠✱ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ♣♦❞1 ❛✇✐❡♥✐✉ ✭✷✳✸✶✮✱ ♠❛❝✐❡(③ B①(t) ❥❡1 ❡❦1♣❡(②✲

♠❡♥ ❛❧♥✐❡ ③♠✐❡(③♦♥→ ♠❛❝✐❡(③→ ✇♣➟②✇✉ ③✇✐→③❛♥→ ③ (♦③✇❛➺❛♥②♠✐ ❝③✉❥♥✐❦❛♠✐ ✐ ③❛✲

✇✐❡(❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦<✇ ♥❛ ❡❦1♣❡(②♠❡♥ ❛❧♥✐❡ ③❛1 ♦1♦✇❛♥❡ ✇②♠✉1③❡♥✐❛ qi(t)
♣(③②➟♦➺♦♥❡ ❦♦❧❡❥♥♦ ✇❡ ✇1③②1 ❦✐❝❤ (♦③✇❛➺❛♥②❝❤ 1 ♦♣♥✐❛❝❤ 1✇♦❜♦❞②✳

❩❛1 ♦1♦✇❛♥✐❡ ❝❛➟❦♦✇❡❥ (❡♣(❡③❡♥ ❛❝❥✐ ♣1❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✭✷✳✷✽❜✮ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛

❜❡③♣♦➧(❡❞♥✐❡ ✇②❦♦(③②1 ❛♥✐❡ ③❛(❡❥❡1 (♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥1 (✉❦❝❥✐ ❞♦ ❜✉✲

❞♦✇② ❡❦1♣❡(②♠❡♥ ❛❧♥②❝❤ ♠❛❝✐❡(③② ✇♣➟②✇✉ ✐ ♣♦♠✐♥✐➛❝✐❡ ❡ ❛♣✉ ❦♦1③ ♦✇♥②❝❤ ♥✉✲

♠❡(②❝③♥✐❡ ♦❜❧✐❝③❡➠ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐→ (♦③✇✐❦➟❛♥✐❛ 1♣❧♦ ✉ ✭✷✳✷✼✮✱ ❝♦

❥❡1 ♥✐❡✇→ ♣❧✐✇→ ③❛❧❡ →  ❛❦✐❡❣♦ ♣♦❞❡❥➧❝✐❛✳ ❩  ❡♦(❡ ②❝③♥❡❣♦ ♣✉♥❦ ✉ ✇✐❞③❡♥✐❛ ❥❡❣♦

✇❛❞→ ❥❡1 ♥❛ ♦♠✐❛1 ❢❛❦ ✱ ➺❡ (<✇♥❛♥✐❡ ✭✷✳✸✷✮ ❥❡1 ❝❛➟❦♦✇②♠ (<✇♥❛♥✐❡♠ ❱♦❧ ❡((②

♣✐❡(✇1③❡❣♦ (♦❞③❛❥✉✱ ❦ <(❡❣♦ (♦③✇✐→③❛♥✐❡✱ ✇ ♦❞(<➺♥✐❡♥✐✉ ♦❞ (<✇♥❛➠ ❱♦❧ ❡((②

❞(✉❣✐❡❣♦ (♦❞③❛❥✉✱  ❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ✭✷✳✶✾❜✮✱ ❥❡1 ③❛❞❛♥✐❡♠ ❢♦(♠❛❧♥✐❡ ➵❧❡ ♣♦1 ❛✇✐♦♥②♠

✇ 1❡♥1✐❡ ❍❛❞❛♠❛(❞❛ ❬✶✷✾❪✱ ❛ ✇✐➛❝ ❥❡❣♦ (♦③✇✐→③❛♥✐❡ ♠♦➺❡ ❜②➣ ③♥❛❝③♥✐❡ ❜❛(❞③✐❡❥

✇(❛➺❧✐✇❡ ♥❛ ❜➟➛❞② ♣♦♠✐❛(♦✇❡ ✐ ✇②♠❛❣❛➣ ③❛1 ♦1♦✇❛♥✐❛ ✇②➺1③❡❣♦ ♣♦③✐♦♠✉ (❡❣✉✲

❧❛(②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡(②❝③♥❡❥✳

✷✳✻ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ✉❞❡-③❡♥✐❛ ♥✐❡/♣-➛➺②/4❡❣♦

❩❛❧❡➺♥♦➧➣ ✭✷✳✶✹✮ ♣(③❡❞1 ❛✇✐❛ ♦❣<❧♥→ ♣♦1 ❛➣ (<✇♥❛♥✐❛ (✉❝❤✉ ❦♦♥1 (✉❦❝❥✐ (❡❢✲

❡(❡♥❝②❥♥❡❥ ♣♦❞❞❛♥❡❥ ❞③✐❛➟❛♥✐✉ ♣❡✇♥❡❣♦ ✇❡❦ ♦(❛ 1✐➟ f(t)✳ ❲ ❛♥❛❧✐③✐❡ ♣(③❡❞1 ❛✇✲

✐♦♥❡❥ ✇ ♣♦♣(③❡❞♥✐❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♥✐♥✐❡❥1③❡❣♦ (♦③❞③✐❛➟✉✱ ✇❡❦ ♦( 1✐➟ f(t) (❡♣(❡③❡♥ ♦✇❛➟



✷✳✻ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ✉❞❡-③❡♥✐❛ ♥✐❡/♣-➛➺②/4❡❣♦ ✹✶

③❡✇♥➛%&③♥❡✱ ♣♦✇%❛&③❛❧♥❡ ✇②♠✉/③❡♥✐❡ %❡/%♦✇❡✳ ❲ &♦③✇❛➺❛♥②♠ ✇ %❡❥ ❝③➛➧❝✐ &♦③❞③✐✲

❛➟✉ ♣&♦❜❧❡♠✐❡ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③❡✇♥➛%&③♥❡❣♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱ ✇❡❦%♦& f(t) ❥❡/% ③✇✐→③❛♥②

③ ✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥②♠ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡♠ ✐ ✇♦❜❡❝ %❡❣♦ ♣♦③♦/%❛❥❡ ♥✐❡③♥❛♥②✳ ❲ ♣♦❞/%❛✲

✇♦✇②❝❤ ♣&③②♣❛❞❦❛❝❤ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ %♦ ♠♦➺❡ ❜②➣ ✉%♦➺/❛♠✐❛♥❡ ③ ✇②♠✉/③❡♥✐❡♠ /✐➟♦✲

✇②♠✱ ♣♦❝❤♦❞③→❝②♠ ♥❛ ♣&③②❦➟❛❞ ♦❞ ✇✐❛%&✉✱ ✉❞❡&③❡♥✐❛ ♦❜✐❡❦%✉ ❧✉❜ ✐♥♥②❝❤ ♦❞❞✲

③✐❛➟②✇❛➠ ③❡✇♥➛%&③♥②❝❤✱ ❦%B&❡ ♥✐❡ ✇②✇♦➟✉❥→ ③♠✐❛♥② ✇ ♣❛&❛♠❡%&❛❝❤ ♠❛/♦✇②❝❤

✐ /③%②✇♥♦➧❝✐♦✇②❝❤ ❦♦♥/%&✉❦❝❥✐✳ ■/%♥✐❡❥❡ ♥✐❡♠♥✐❡❥ ❦❧❛/❛ ③❡✇♥➛%&③♥②❝❤ ♦❜❝✐→➺❡➠✱

%❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ♥❛ ♣&③②❦➟❛❞ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ ♠♦/%✉ ✇②✇♦➟❛♥❡ ♣&③❡❥❛③❞❡♠ ♣♦❥❛③❞✉ ❧✉❜

♣♦❝❤♦❞③→❝❡ ♦❞ ♣♦&✉/③❛❥→❝❡❣♦ /✐➛ %➟✉♠✉✱ ❦%B&②❝❤ ❛♥❛❧✐③❛ ♣♦✇✐♥♥❛ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛➣

&B✇♥✐❡➺ ✐♥❡&❝②❥♥❡ ❡❢❡❦%② ✐♥%❡&❛❦❝❥✐ ♣♦♠✐➛❞③② ❦♦♥/%&✉❦❝❥→ ❛ ♦❜✐❡❦%❡♠ ♦❜❝✐→➺❛❥→✲

❝②♠✳

❘♦③✇❛➺♠② /❝❡♥❛&✐✉/③ ✉❞❡&③❡♥✐❛ ✐❞❡❛❧♥✐❡ ♥✐❡/♣&➛➺②/%❡❣♦✱ ✇ ❦%B&②♠ ♦❜❝✐→➺❡✲

♥✐❡ ❦♦♥/%&✉❦❝❥✐ ❥❡/% ✇②✇♦➟❛♥❡ ✉❞❡&③❡♥✐❡♠ ✇ ❥❡❞❡♥ ③ ✇➛③➟B✇ ❦♦♥/%&✉❦❝❥✐ ♦❜✐❡❦%✉

♦ ♠❛/✐❡ m ✐ ♣&➛❞❦♦➧❝✐ v = [vx, vy, vz]✳ ❲ %❛❦✐♠ /❝❡♥❛&✐✉/③✉✿

✶✳ ❖❜✐❡❦% ✉❞❡&③❛❥→❝② ✇ ❝❤✇✐❧✐ ✉❞❡&③❡♥✐❛ ③♦/%❛❥❡ ❡❢❡❦%②✇♥✐❡ ♣&③②%✇✐❡&❞③♦♥②

❞♦ ❦♦♥/%&✉❦❝❥✐ ✐ ♣♦&✉/③❛ /✐➛ &❛③❡♠ ③ ♥✐→ ❥❛❦♦ ❥❡❞❡♥ ✉❦➟❛❞✱ ❝♦ ♣♦✇✐♥♥♦ ❜②➣

♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛❝✐❡&③② /③%②✇♥♦➧❝✐∆M ♦❞♣♦✇✐❛❞❛✲

❥→❝❡❥ ♠❛/✐❡m✳ ❘B✇♥❛♥✐❡ &✉❝❤✉ ♥❛❧❡➺② ✇✐➛❝ ③❛♣✐/❛➣ ✇ ♣♦/%❛❝✐ ✭✷✳✶✻✮✱ ❣❞③✐❡

✇❡❦%♦& ♣/❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ p0(t) ♠♦❞❡❧✉❥❡ ❥❡❞②♥✐❡ ③♠✐❛♥➛ ♠❛/②✿

p0(t) = −∆Mü(t), ✭✷✳✸✹✮

❝♦ ❥❡/% ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦✐❡♠ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✶✼✮ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❜&❛❦✉ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐

/③%②✇♥♦➧❝✐ ✭∆K = 0✮ ✐ ❝♦ ❞❧❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ✉❞❡&③❡♥✐❛ ✇➛③➟♦✇❡❣♦ ✉♣✲

&❛/③❝③❛ /✐➛ ❞♦ ✇②&❛➺❡♥✐❛

p0i (t) = −∆miüi(t), ✭✷✳✸✺✮

❣❞③✐❡ i ✐♥❞❡❦/✉❥❡ /%♦♣♥✐❡ /✇♦❜♦❞② ♦&❛③

∆mi =

{

m ❞❧❛ /%♦♣♥✐ /✇♦❜♦❞② i ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ✉❞❡&③❛♥②♠ ✇➛③➟❡♠✱

0 ❞❧❛ ♣♦③♦/%❛➟②❝❤ /%♦♣♥✐ /✇♦❜♦❞②✳

✭✷✳✸✻✮

✷✳ ❲❡❦%♦& /✐➟ ✇②♠✉/③❛❥→❝②❝❤ f(t) ✇②/%➛♣✉❥→❝② ✇ &♦③✇❛➺❛♥②♠ &B✇♥❛♥✐✉

&✉❝❤✉ ✭✷✳✶✻✮ &❡♣&❡③❡♥%✉❥❡ ❥❡❞②♥✐❡ /✐➟② ❦♦♥%❛❦%♦✇❡ ✇ ❝❤✇✐❧✐ ✉❞❡&③❡♥✐❛ ♦❜✐❡✲

❦%✉ ✐ ♥✐❡ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛ ✐♥❡&❝②❥♥②❝❤ ❡❢❡❦%B✇ ✐♥%❡&❛❦❝❥✐ ♣♦♠✐➛❞③② ♥✐♠ ❛ ❦♦♥✲

/%&✉❦❝❥→✳ ❙❦➟❛❞♦✇❡ ✇❡❦%♦&❛ fi(t) ③♥✐❦❛❥→ ✇ /%♦♣♥✐❛❝❤ /✇♦❜♦❞② ♥✐❡③✇✐→③❛✲

♥②❝❤ ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐♦ ③ ✉❞❡&③❛♥②♠ ✇➛③➟❡♠✱ ♥❛%♦♠✐❛/% ❞❧❛ /%♦♣♥✐ /✇♦❜♦❞②

③ ♥✐♠ ③✇✐→③❛♥②❝❤ /→ ♦♥❡ ♣&♦♣♦&❝❥♦♥❛❧♥❡ ❞♦ ♠❛/② ♦❜✐❡❦%✉ ✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡❥



✹✷ ✷✳ ▼♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♠❛-② ✐ -③/②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥-/3✉❦❝❥✐

 ❦➟❛❞♦✇❡❥ ❥❡❣♦ ♣+➛❞❦♦➧❝✐✱ 1♦ ❥❡ 1

fi(t) =











mviδ(t) ❞❧❛  1♦♣♥✐  ✇♦❜♦❞② i ③✇✐→③❛♥②❝❤

③ ✉❞❡+③❛♥②♠ ✇➛③➟❡♠✱

0 ❞❧❛ ♣♦③♦ 1❛➟②❝❤  1♦♣♥✐  ✇♦❜♦❞②✱

✭✷✳✸✼✮

❣❞③✐❡ δ(t) ♦③♥❛❝③❛ ❥❡❞♥♦ 1❦♦✇❡ ✇②♠✉ ③❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧ ♦✇❡✳

A♦ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐✉ ✇ +B✇♥❛♥✐✉ ❝❛➟❦♦✇②♠ ✭✷✳✶✾❜✮ ♣♦✇②➺ ③②❝❤ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐✱  ♣❡❝②✲

✜❝③♥②❝❤ ❞❧❛ ✇②♣❛❞❦✉ ✉❞❡+③❡♥✐❛ ✐❞❡❛❧♥✐❡ ♥✐❡ ♣+➛➺② 1❡❣♦✱ ♠♦➺♥❛  1✇✐❡+❞③✐➣✱ ➺❡

♣ ❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ p0i (t) ❥❡ 1 ③❡+♦✇❡ ✇  1♦♣♥✐❛❝❤  ✇♦❜♦❞② i ♥✐❡③✇✐→③❛♥②❝❤ ❜❡✲

③♣♦➧+❡❞♥✐♦ ③ ✉❞❡+③❛♥②♠ ✇➛③➟❡♠✱ ♥❛1♦♠✐❛ 1 ✇  1♦♣♥✐❛❝❤  ✇♦❜♦❞② ❜❡③♣♦➧+❡❞♥✐♦

③ ♥✐♠ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ❞❛♥❡ ❥❡ 1 ✇ ♣♦ 1❛❝✐ +♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♥❛ 1➛♣✉❥→❝❡❥ ♣+♦ 1❡❥ ✇❡+ ❥✐

+B✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❜✮✿

p0i (t) +

∫ t

0
mB̈δii(t− τ)p0i (τ) ❞τ = −mü▲i (t). ✭✷✳✸✽✮

❲ ♣♦♣+③❡❞♥✐❝❤ ❝③➛➧❝✐❛❝❤ ♥✐♥✐❡❥ ③❡❣♦ +♦③❞③✐❛➟✉ ü▲i (t) ♦③♥❛❝③❛➟♦ ③♠✐❡+③♦♥→✱ ❛ ✇✐➛❝

③♥❛♥→✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥ 1+✉❦❝❥✐ +❡❢❡+❡♥❝②❥♥❡❥ ♥❛ ✇②♠✉ ③❡♥✐❡ 1❡ 1♦✇❡✳ ◆❛1♦♠✐✲

❛ 1 ü▲i (t) ✇② 1➛♣✉❥→❝❡ ✇ ✭✷✳✸✽✮ ♥✐❡ ❥❡ 1 ❜❡③♣♦➧+❡❞♥✐♦ ♠✐❡+③♦♥❡ ✐ ③♥❛♥❡✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺

♦③♥❛❝③❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥ 1+✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ❥❡❞②♥✐❡ ♥❛ ✇❡❦1♦+ ✇②♠✉ ③❛✲

❥→❝②❝❤  ✐➟ ❦♦♥1❛❦1♦✇②❝❤ ✭✷✳✸✼✮✱ ❜❡③ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❛ ✐♥❡+❝②❥♥②❝❤ ❡❢❡❦1B✇ ✐♥1❡+❛❦❝❥✐

♣♦♠✐➛❞③② ❦♦♥ 1+✉❦❝❥→ ❛ ✉❞❡+③❛❥→❝②♠ ♦❜✐❡❦1❡♠✱ ❦1B+❡  → ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥→ ♠❛❝✐❡+③② ♠❛ ∆M✳ ❚❛❦→ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ♠♦➺♥❛ ❥❡❞♥❛❦ ✇②③♥❛❝③②➣ ❥❛❦♦ ❧✐♥✲

✐♦✇→ ❦♦♠❜✐♥❛❝❥➛ ③♠✐❡+③♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ü▲xi (t)✱ ü▲yi (t) ✐ ü▲zi (t) ♥❛ ❥❡❞♥♦ ✲

1❦♦✇❡ ✇②♠✉ ③❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧ ♦✇❡ δ(t) ♣+③②➟♦➺♦♥❡ ✇  1♦♣♥✐❛❝❤  ✇♦❜♦❞② ③✇✐→③❛♥②❝❤

③ ✇➛③➟❡♠✱ ✇ ❦1B+② ✉❞❡+③②➟ ♦❜✐❡❦1✿

ü▲i (t) = mvxü
▲x
i (t) +mvyü

▲y
i (t) +mvzü

▲z
i (t). ✭✷✳✸✾✮

❩❛❦➟❛❞❛❥→❝ ③♥❛❥♦♠♦➧➣ ✇❛+1♦➧❝✐ ♠❛ ② m ✐ ♣+➛❞❦♦➧❝✐ v ♦❜✐❡❦1✉ ✉❞❡+③❛❥→❝❡❣♦

♦+❛③ ♠✐❡❥ ❝❛ ✉❞❡+③❡♥✐❛✱ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡ 1 ✇②③♥❛❝③❡♥✐❡ +B✇♥♦✇❛➺♥❡❣♦ ♣ ❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡✲

♥✐❛ p0i (t) ♣♦♣+③❡③ +♦③✇✐→③❛♥✐❡ +B✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✸✾✮✳ ❖❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥ 1+✉❦❝❥✐ ♥✐❡ ♣+➛➺②➧✲

❝✐❡ ✉❞❡+③♦♥❡❥ ♠♦➺♥❛ ✇B✇❝③❛ ♦❜❧✐❝③②➣ ♥❛ ♣♦❞ 1❛✇✐❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✷✵✮✳

◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ♣♦✇②➺ ③❡ +♦③✇❛➺❛♥✐❛ ♠♦➺♥❛ ✉♦❣B❧♥✐➣ ❞♦ ♣+③②♣❛❞❦✉

✇②♠✉ ③❡➠ T✉❛ ✐ ✐♠♣✉❧ ♦✇②❝❤ ✐ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥②❝❤ ♠❛❝✐❡+③② ✇♣➟②✇✉ ✇  ♣♦ B❜

❝❛➟❦♦✇✐❝✐❡ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥② ❞♦ ♦♣✐ ❛♥❡❣♦ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✷✳✺✳



✸

■❞❡♥$②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛.② ✐ .③$②✇♥♦➧❝✐

❦♦♥.$2✉❦❝❥✐

 !♦❜❧❡♠ ♦❞✇!♦)♥② ✐❞❡♥)②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥ ♠❛3② ✐ 3③)②✇♥♦➧❝✐ ③♦3)❛➟ 3❢♦!♠✉➟♦✇❛♥②

✇ ♣♦3)❛❝✐ ③❛❞❛♥✐❛ ♦♣)②♠❛❧✐③❛❝②❥♥❡❣♦✱ )③♥✳ ③❛❞❛♥✐❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

F (µ) ❜➛❞→❝❡❥ ♣❡✇♥→ ❧✐❝③❜♦✇→ ♠✐❛!→ !>➺♥✐❝② ♣♦♠✐➛❞③② ③♠✐❡!③♦♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→
x▼(t) ❝③✉❥♥✐❦>✇ ✉♠✐❡3③❝③♦♥②❝❤ ♥❛ ❦♦♥3)!✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ✭✉3③❦♦❞③♦♥❡❥✮

❛ ✐❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ x(t) ♥✐❡♣❛!❛♠❡)!②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥→ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ✭✷✳✷✵✮✱ ♣❛)!③
❘♦③❞③✐❛➟ ✷✳ ▼✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥❛ ❥❡3) ✇②❦♦♥②✇❛♥❛ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ ✇❡❦)♦! ♣❛!❛♠❡)!>✇

✉3③❦♦❞③❡♥✐❛ µ✱ ✇ 3♣♦3>❜ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥② ❝❤❛!❛❦)❡!②③✉❥→❝② ✉3③❦♦❞③❡♥✐❡✳

❖♣)②♠❛❧♥❡ ✇❛!)♦➧❝✐ µ ♠✐♥✐♠❛❧✐③✉❥→❝❡ ❢✉♥❦❝❥➛ ❝❡❧✉ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ 3)♦3✉❥→❝
♠❡)♦❞② ❣!❛❞✐❡♥)♦✇❡ ♣✐❡!✇3③❡❣♦ ❧✉❜ ❞!✉❣✐❡❣♦ !③➛❞✉✳ ❊❢❡❦)②✇♥❛ ❣!✉♣❛ ♠❡)♦❞

❣!❛❞✐❡♥)♦✇②❝❤ ♣✐❡!✇3③❡❣♦ !③➛❞✉✱ ♦❦!❡➧❧❛♥②❝❤ ✇ ❧✐)❡!❛)✉!③❡ ❥❛❦♦ ♠❡)♦❞② K✉❛3✐✲

◆❡✇)♦♥❛✱ ❦♦!③②3)❛ ③ ❞♦❦➟❛❞♥❡❥ ✇❛!)♦➧❝✐ ❣!❛❞✐❡♥)✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ∇F (µ) ♦!❛③ ③
✐)❡!❛❝②❥♥✐❡ ✇②③♥❛❝③❛♥❡❥ ❛♣!♦❦3②♠❛❝❥✐ ❥❡❥ ❤❡3❥❛♥✉ ∇2F (µ)✳ ◆❛❥❜❛!❞③✐❡❥ ♣♦♣✉✲
❧❛!♥②♠✐ ♠❡)♦❞❛♠✐ )❡❥ ❣!✉♣② 3→ ♠❡)♦❞② ❇❋●❙ ✭❇!♦②❞❡♥✕❋❧❡)❝❤❡!✕●♦❧❞❢❛!❜✕

❙❤❛♥♥♦✮✱ ❉❋ ✭❉❛✈✐❞♦♥✕❋❧❡)❝❤❡!✕ ♦✇❡❧❧✮ ♦!❛③ ❙❘✶ ✭❛♥❣✳ 3②♠♠❡)!✐❝ !❛♥❦ ♦♥❡✮❀

3③❝③❡❣>➟♦✇❡ ✐♥❢♦!♠❛❝❥❡ ♦ ✐❝❤ ❡❢❡❦)②✇♥♦➧❝✐ ♦!❛③ ♦ ✐♥♥②❝❤ ♠❡)♦❞❛❝❤ ✇②③♥❛❝③❛✲

♥✐❛ ❛♣!♦❦3②♠❛❝❥✐ ❍❡3❥❛♥✉ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ♥♣✳ ✇ ♣!❛❝② ❬✾✼❪✳ ▼❡)♦❞② ❣!❛❞✐❡♥)♦✇❡

❞!✉❣✐❡❣♦ !③➛❞✉✱ ♦❦!❡➧❧❛♥❡ ❥❛❦♦ ♠❡)♦❞② ◆❡✇)♦♥❛✱ ❦♦!③②3)❛❥→ ♣♦❞❝③❛3 ♦♣)②♠❛❧✲

✐③❛❝❥✐ ③ ❞♦❦➟❛❞♥②❝❤ ✇❛!)♦➧❝✐ ③❛!>✇♥♦ ❣!❛❞✐❡♥)✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ∇F (µ) ❥❛❦ ✐ ❤❡3✲
❥❛♥✉ ∇2F (µ)✳

❲ ♥✐♥✐❡❥3③②♠ !♦③❞③✐❛❧❡ ♣!③❡❞3)❛✇✐♦♥❛ ❥❡3) ♦❣>❧♥❛ ♣♦3)❛➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✱ ♥❛3)➛♣✲

♥✐❡ ♣♦❦!>)❝❡ ♦♠>✇✐♦♥❡ 3→ ♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥ 3)♦3♦✇❛♥❡ ♠❡)♦❞② ❛♥❛❧✐③② ✇!❛➺❧✐✇♦➧❝✐

♦!❛③ 3③❝③❡❣>➟♦✇♦ ♣!③❡♣!♦✇❛❞③♦♥❛ ❥❡3) ❛♥❛❧✐③❛ ✇!❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ♣✐❡!✇3③❡❣♦ ✐ ❞!✉❣✐❡❣♦

!③➛❞✉ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❝③❛3✉ ❝✐→❣➟❡❣♦ ♦!❛③ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❝③❛3✉ ❞②3❦!❡)♥❡❣♦✳



✹✹ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

✸✳✶ ❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉

 !♦❝❡% ✐❞❡♥)②✜❦❛❝❥✐ ♣❛!❛♠❡)!1✇ ✉%③❦♦❞③❡♥✐❛ %♣!♦✇❛❞③❛ %✐➛ ❞♦ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ F (µ)✱ ❦)1!❛ ❥❡%) ♠✐❛!→ ❞♦♣❛%♦✇❛♥✐❛ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉✲
❥♥✐❦1✇ x(t)✱ ✇②③♥❛❝③♦♥❡❥ ③❛ ♣♦♠♦❝→ !1✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✷✵✮✱ ❞♦ ③♠✐❡!③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐
❝③✉❥♥✐❦1✇ x▼(t) ♥❛ ③♥❛♥❡ ✇②♠✉%③❡♥✐❡ )❡%)♦✇❡ f(t)✳ ❩❛ ♠✐❛!➛ ❞♦♣❛%♦✇❛♥✐❛

♣!③②❥➛)♦ ♥♦!♠➛ ℓ2 !1➺♥✐❝② ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦1✇✿

F (µ) :=
1

2

∫ T

0
‖d(t)‖2❞t, ✭✸✳✶✮

❣❞③✐❡ ✇❡❦)♦! d(t) ❥❡%) !1✇♥② !1➺♥✐❝② ♠✐➛❞③② ③❛!❡❥❡%)!♦✇❛♥→ ❝③✉❥♥✐❦❛♠✐ ♦❞✲

♣♦✇✐❡❞③✐→ ❦♦♥%)!✉❦❝❥✐ ✉%③❦♦❞③♦♥❡❥ x▼(t) ♥❛ ③♥❛♥❡ )❡%)♦✇❡ ✇②♠✉%③❡♥✐❛ f(t)
❛ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ x(t) ❝③✉❥♥✐❦1✇ ♥❛ )♦ %❛♠♦ ✇②♠✉%③❡♥✐❡ )❡%)♦✇❡ ❞❧❛

♣!③②❥➛)②❝❤ ♣❛!❛♠❡)!1✇ ✉%③❦♦❞③❡♥✐❛ µ✱

d(t) := x▼(t)− x(t). ✭✸✳✷✮

❲❡❦)♦! ♣❛!❛♠❡)!1✇ ✉%③❦♦❞③❡♥✐❛ µ ✇ %♣♦%1❜ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥② ♦❦!❡➧❧❛ ✉%③❦♦❞③❡♥✐❡❀

✐♥)❡!♣!❡)❛❝❥❛ ❥❡❣♦ ♣♦%③❝③❡❣1❧♥②❝❤ ❡❧❡♠❡♥)1✇ ③❛❧❡➺② ♦❞ !♦③✇❛➺❛♥❡❣♦ %❝❡♥❛!✐✉%③❛

✉%③❦♦❞③❡♥✐❛✴♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✳ ❲ !♦③✇❛➺❛♥②♠ ✇ )❡❥ ♣!❛❝② ✇②♣❛❞❦✉ ✉%③❦♦❞③❡♥✐❛

❞♦)②❝③→❝❡❣♦ ♠❛%②∆M(µ) ❧✉❜ %③)②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥%)!✉❦❝❥✐∆K(µ)✱ ❡❧❡♠❡♥)② ✇❡❦)♦!❛
µ ♠♦❣→ ❦✇❛♥)②✜❦♦✇❛➣ ❛❧❜♦ ♠❛%➛ ❞♦❞❛♥→✱ ❛❧❜♦ !❡❞✉❦❝❥➛ %③)②✇♥♦➧❝✐ ❡❧❡♠❡♥)1✇✱

µi :=
Êi

Ei
, ✭✸✳✸✮

❣❞③✐❡ Êi ♦!❛③ Ei ♦③♥❛❝③❛❥→ ♠♦❞✉➟② ❨♦✉♥❣❛ i✲)❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥)✉ ❦♦♥%)!✉❦❝❥✐ ♦❞✲

♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♣♦ ♦!❛③ ♣!③❡❞ ♠♦❞②✜❦❛❝❥→ ❧✉❜ ✉%③❦♦❞③❡♥✐❡♠✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ③♠✐❛♥②

%③)②✇♥♦➧❝✐ ✭✸✳✸✮ ③❛❝❤♦❞③✐ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ 0 ≤ µi ≤ 1✱ ❣❞③✐❡ ✇❛!)♦➧➣ µi = 0 ♦❞♣♦✇✐❛❞❛
❝❛➟❦♦✇✐)❡❥ !❡❞✉❦❝❥✐ %③)②✇♥♦➧❝✐ ❡❧❡♠❡♥)✉✳

◆♦"♠❛❧✐③❛❝❥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉ ♦♣✐%❛♥❛ !1✇♥❛♥✐❡♠ ✭✸✳✶✮ ③❛❦➟❛❞❛

✐❞❡♥)②✜❦❛❝❥➛ ✇❡❦)♦!❛ ♣❛!❛♠❡)!1✇ ✉%③❦♦❞③❡♥✐❛ ❡❧❡♠❡♥)1✇ ❦♦♥%)!✉❦❝❥✐ µ ♥❛ ♣♦❞✲

%)❛✇✐❡ ❜❡③♣♦➧!❡❞♥✐♦ ③❛!❡❥❡%)!♦✇❛♥②❝❤ ✇❛!)♦➧❝✐ %②❣♥❛➟1✇ ❝③✉❥♥✐❦1✇✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉

✇②❦♦!③②%)❛♥✐❛ ✇✐➛❦%③❡❥ ❧✐❝③❜② ❝③✉❥♥✐❦1✇ ♦ ❧✐❝③❜♦✇♦ ✐%)♦)♥✐❡ !1➺♥✐→❝②❝❤ %✐➛ ③❛✲

❦!❡%❛❝❤ ♣♦♠✐❛!♦✇②❝❤ ✭♥♣✳ ♣!③②%♣✐❡%③❡♥✐♦♠✐❡!③② ♦!❛③ ❝③✉❥♥✐❦1✇ ♣!③❡♠✐❡%③❝③❡➠

❧✉❜ ♦❞❦%③)❛➟❝❡➠✮✱ ♣♦➺→❞❛♥❛ ♠♦➺❡ ♦❦❛③❛➣ %✐➛ ♥♦!♠❛❧✐③❛❝❥❛ ✇❛!)♦➧❝✐ ♣♦♠✐❛!♦✇②❝❤

♣♦%③❝③❡❣1❧♥②❝❤ ❝③✉❥♥✐❦1✇ ✇ ❝❡❧✉ ✇②!1✇♥❛♥✐❛ ✇♣➟②✇✉ ✐❝❤ %②❣♥❛➟1✇ ♥❛ ❢✉♥❦❝❥➛

❝❡❧✉ ✐ ✇②♥✐❦ ✐❞❡♥)②✜❦❛❝❥✐✳ ❇!❛❦ )❛❦✐❡❣♦ ♥♦!♠♦✇❛♥✐❛ ♠♦➺❡ ✇ %❦!❛❥♥②❝❤ ✇②♣❛❞✲

❦❛❝❤ ❞♦♣!♦✇❛❞③✐➣ ❞♦ %②)✉❛❝❥✐✱ ✇ ❦)1!❡❥ %②❣♥❛➟ ❥❡❞②♥✐❡ ❥❡❞♥❡❣♦ ③ ❝③✉❥♥✐❦1✇ ✭♦ ♥❛✲

❥✇✐➛❦%③❡❥ ❛♠♣❧✐)✉❞③✐❡✮ ❜➛❞③✐❡ ❞♦♠✐♥✉❥→❝② ✇ ♣!♦❝❡%✐❡ ✐❞❡♥)②✜❦❛❝❥✐ ♣❛!❛♠❡)!1✇



✸✳✶ ❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉ ✹✺

✉!③❦♦❞③❡♥✐❛ µ✳ +,③② ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐✉ ♥♦,♠❛❧✐③❛❝❥✐✱ ♦❣6❧♥→ ♣♦!9❛➣ ♥♦,♠❛❧✐③♦✇❛♥❡❥

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐!❛➣ ♥❛!9➛♣✉❥→❝♦✿

F (µ) :=
1

2

∑

i

∫ T
0

∣

∣x▼i (t)− xi(t)
∣

∣

2
❞t

∥

∥x▼i
∥

∥

2 , ✭✸✳✹✮

❣❞③✐❡ i ✐♥❞❡❦!✉❥❡ !②❣♥❛➟② ❦♦❧❡❥♥②❝❤ ❝③✉❥♥✐❦6✇ ♦,❛③

‖x▼i ‖ :=

√

∫ T

0

[

x▼i (t)
]2
❞t. ✭✸✳✺✮

+♦♣,③❡③ ✇♣,♦✇❛❞③❡♥✐❡ ❝③②♥♥✐❦❛ ♥♦,♠❛❧✐③✉❥→❝❡❣♦ ♣♦❞ ③♥❛❦ ❝❛➟❦✐✱ ♥♦,♠❛❧✲

✐③♦✇❛♥→ ♣♦!9❛➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✹✮ ♠♦➺♥❛ ♣,③❡❞!9❛✇✐➣ ✇ ♣♦!9❛❝✐ ,6✇♥♦✇❛➺♥❡❥

!9❛♥❞❛,❞♦✇❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✶✮✱

F (µ) =
1

2

∑

i

∫ T

0

(

x▼i (t)

‖x▼i ‖
− xi(t)

‖x▼i ‖

)2

❞t, ✭✸✳✻✮

✇ ❦96,❡❥ ♥♦,♠❛❧✐③❛❝❥❛ ❥❡!9 ♣,③❡♣,♦✇❛❞③♦♥❛ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ③♠✐❡,③♦♥②❝❤ !②❣♥❛➟6✇

❝③✉❥♥✐❦6✇ ❦♦♥!9,✉❦❝❥✐ ✉!③❦♦❞③♦♥❡❥ x▼i (t) ♦,❛③✱ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✷✳✷✵✮✱ ❦♦♥!9,✉❦❝❥✐

♥✐❡✉!③❦♦❞③♦♥❡❥ x▲i (t) ✐ B
①

ij(t)✳ ❖③♥❛❝③❛ 9♦✱ ➺❡ ♥♦,♠❛❧✐③♦✇❛♥→ ❢✉♥❦❝❥➛ ❝❡❧✉ ✭✸✳✹✮

♠♦➺♥❛ ③❛!9→♣✐➣ !9❛♥❞❛,❞♦✇→ ❢✉♥❦❝❥→ ❝❡❧✉ ✭✸✳✶✮ ♦,❛③ ✇❝③❡➧♥✐❡❥!③→ ♥♦,♠❛❧✐③❛✲

❝❥→ !②❣♥❛➟6✇ ♣♦♠✐❛,♦✇②❝❤ ❝③✉❥♥✐❦6✇ ♣,③❡♣,♦✇❛❞③♦♥→ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ♥❛!9➛♣✉❥→❝②♠✐

♣♦❞!9❛✇✐❡♥✐❛♠✐✿

x▼i (t)←−
x▼i (t)

‖x▼i ‖
, ✭✸✳✼❛✮

x▲i (t)←−
x▲i (t)

‖x▼i ‖
, ✭✸✳✼❜✮

B①ij(t)←−
B①ij(t)

‖x▼i ‖
, ✭✸✳✼❝✮

❦96,❡ ♠♦➺♥❛ ✇②❦♦♥❛➣ ❥❡!③❝③❡ ♥❛ ❡9❛♣✐❡ ✇!9➛♣♥❡❥ ♦❜,6❜❦✐ !②❣♥❛➟6✇ ♣♦♠✐❛,♦✇②❝❤

❝③✉❥♥✐❦6✇✳ ❩ ✉✇❛❣✐ ♥❛ ,6✇♥♦✇❛➺♥♦➧➣ ♥♦,♠❛❧✐③♦✇❛♥❡❥ ✭✸✳✹✮ ✐ !9❛♥❞❛,❞♦✇❡❥ ✭✸✳✶✮

♣♦!9❛❝✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✱ ✇ ❞❛❧!③❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♣,❛❝② ,♦③✇❛➺❛♥❛ ❜➛❞③✐❡ ❥❡❞②♥✐❡ ❥❡❥ !9❛♥✲

❞❛,❞♦✇❛ ♣♦!9❛➣ ✭✸✳✶✮✳



✹✻ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

✸✳✷ ▼❡%♦❞② ❛♥❛❧✐③② ✇/❛➺❧✐✇♦➧❝✐

❲✐➛❦$③♦➧➣ ♠❡+♦❞ $+♦$♦✇❛♥②❝❤ ✇ ❝❡❧✉ ♣6③❡♣6♦✇❛❞③❡♥✐❛ ❛♥❛❧✐③② ✇6❛➺❧✐✇♦➧❝✐

♠♦➺♥❛ ③❛❧✐❝③②➣ ❞♦ ❥❡❞♥❡❥ ③ +6③❡❝❤ ❣6✉♣✿

✶✳ ❛♣6♦❦$②♠❛❝❥✐ 6=➺♥✐❝❛♠✐ $❦♦➠❝③♦♥②♠✐ ✭❛♥❣✳ ✜♥✐+❡ ❞✐✛❡6❡♥❝❡ ♠❡+❤♦❞✱ ❋❉▼✮✱

✷✳ 6=➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ❜❡③♣♦➧6❡❞♥✐❡❣♦ ✭❛♥❣✳ ❞✐6❡❝+ ❞✐✛❡6❡♥+✐❛+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞✱ ❉❉▼✮✱

✸✳ ③♠✐❡♥♥❡❥ $♣6③➛➺♦♥❡❥ ✭❛♥❣✳ ❛❞❥♦✐♥+ ✈❛6✐❛❜❧❡ ♠❡+❤♦❞✱ ❆❱▼✮✳

◆✐❡✇→+♣❧✐✇✐❡ ♥❛❥♣6♦$+$③→ ♠❡+♦❞→ ③ ♣♦✇②➺$③②❝❤ ❥❡$+ ♠❡+♦❞❛ ❋❉▼✱ ❦+=6❛ ❜❛③✉❥❡

♥❛ ♣6③②❜❧✐➺❡♥✐✉ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ F (µ) ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛6❛♠❡+6✉ µi✱ ❦✇❛♥✲
+②✜❦✉❥→❝❡❣♦ ✉$③❦♦❞③❡♥✐❡ i✲+❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥+✉ ❦♦♥$+6✉❦❝❥✐✱ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ✐❧♦6❛③✉ 6=➺♥✐✲
❝♦✇❡❣♦✳ ❙❝❤❡♠❛+ ❛♣6♦❦$②♠❛❝❥✐ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ♣6③② ✉➺②❝✐✉ $❝❤❡♠❛+✉ 6=➺♥✐❝

♣6③❡❞♥✐❝❤ ✭❛♥❣✳ ❢♦6✇❛6❞ ❞✐✛❡6❡♥❝❡$✮ ♠♦➺♥❛ ♣6③❡❞$+❛✇✐➣ ✇ ♥❛$+➛♣✉❥→❝② $♣♦$=❜✿

∂F (µ)

∂µi
≈ F (µ+∆µei)− F (µ)

∆µ
, ✭✸✳✽✮

❣❞③✐❡ ei ❥❡$+ ✇❡6$♦6❡♠ ❥❡❞♥♦$+❦♦✇②♠ ③❛✇✐❡6❛❥→❝②♠ ③❡6❛ ✇$③➛❞③✐❡ ♦♣6=❝③ i✲+❡❣♦
❡❧❡♠❡♥+✉ 6=✇♥❡❣♦ ❥❡❞♥♦➧❝✐✳ ❉♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ♣6③②❜❧✐➺❡♥✐❛ ③❛❧❡➺② ♦❞ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ♣❡6+✉6✲

❜❛❝❥✐∆µ ✐ ✇②♥♦$✐O(∆µ)✳ ◆❛❧❡➺② ❥❡❞♥❛❦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ♣6=❜❛ ③✇✐➛❦$③❡♥✐❛ ❞♦❦➟❛❞✲
♥♦➧❝✐ ♠❡+♦❞② ♣6③❡③ ♣6③②❥➛❝✐❡ ♥❛❞♠✐❡6♥✐❡ ♠❛➟❡❥ ✇❛6+♦➧❝✐ ∆µ ♠♦➺❡ ♣♦✇♦❞♦✇❛➣
♣6♦❜❧❡♠② ♥❛+✉6② ♥✉♠❡6②❝③♥❡❥ ③✇✐→③❛♥❡ ③❡ ③♠✐❡♥♥♦♣6③❡❝✐♥❦♦✇→ 6❡♣6❡③❡♥+❛❝❥→

❧✐❝③❜ 6③❡❝③②✇✐$+②❝❤✳ ■♥♥②♠ $♣♦$♦❜❡♠ ③✇✐➛❦$③❡♥✐❛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ❥❡$+ ♣6③②❥➛❝✐❡

$❝❤❡♠❛+✉ ❛♣6♦❦$②♠❛❝❥✐ ♦ ✇✐➛❦$③❡❥ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐✱ +❛❦✐❡❣♦ ❥❛❦ ♥♣✳ $❝❤❡♠❛+ 6=➺♥✐❝

❝❡♥+6❛❧♥②❝❤ ✭❛♥❣✳ ❝❡♥+6❛❧ ❞✐✛❡6❡♥❝❡$✮✱ ❦+=6❡❣♦ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✇②♥♦$✐ O(∆µ2)✿

∂F (µ)

∂µi
≈ F (µ+ 1

2∆µei)− F (µ− 1
2∆µei)

∆µ
. ✭✸✳✾✮

V6③②❥♠✉❥→❝✱ ➺❡ ✇❡❦+♦6 µ ③❛✇✐❡6❛Nµ ❡❧❡♠❡♥+=✇✱ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❡∇F (µ)♠❡+♦❞→ ❋❉▼
✇②♠❛❣❛✱ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✉➺②+❡❣♦ $❝❤❡♠❛+✉✱ Nµ ❧✉❜ 2Nµ ✲❦6♦+♥❡❣♦ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛

✇❛6+♦➧❝✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✱ ❛ ✇✐➛❝ 6=✇♥✐❡➺ +②❧♦❦6♦+♥❡❣♦ 6♦③✇✐→③❛♥✐❛ 6=✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❜✮✳

❩✇❛➺②✇$③②✱ ➺❡ ♣6③② ❞♦➧➣ ✇②$♦❦✐❡❥ ③➟♦➺♦♥♦➧❝✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡$+ ✉③②$❦❛♥✐❡

❥❡❞②♥✐❡ ❛♣6♦❦$②♠❛❝❥✐ ❣6❛❞✐❡♥+✉✱ ✇ ❞❛❧$③❡❥ ❝③➛➧❝✐ 6♦③❞③✐❛➟✉ $③❝③❡❣=➟♦✇♦ ♦♠=✇✐♦♥♦

❥❡❞②♥✐❡ ③❛$+♦$♦✇❛♥✐❡ ♠❡+♦❞ ❉❉▼ ✐ ❆❱▼ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→❝②❝❤ ✇②♣6♦✇❛❞③❡♥✐❡ ❞♦✲

❦➟❛❞♥②❝❤✱ ❛♥❛❧✐+②❝③♥②❝❤ ♣♦$+❛❝✐ ❣6❛❞✐❡♥+✉ ∇F (µ) ✐ ❤❡$❥❛♥✉ ∇2F (µ) ❢✉♥❦❝❥✐
❝❡❧✉✳ ❲ ❧✐+❡6❛+✉6③❡ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ❞②$❦✉$❥❡ ❝③+❡6❡❝❤ ♠♦➺❧✐✇②❝❤ ❦♦♠❜✐♥❛❝❥✐ ♠❡✲

+♦❞ ❉❉▼ ✐ ❆❱▼ ✇ ❝❡❧✉ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❛ ❤❡$❥❛♥✉ ❬✶✸✸✱ ✶✸✹❪✿

❼ ❜❡③♣♦➧6❡❞♥✐❡❣♦ 6=➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ✕ ❜❡③♣♦➧6❡❞♥✐❡❣♦ 6=➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛

✭❛♥❣✳ ❞✐6❡❝+✕❞✐6❡❝+✮✱



✸✳✸ ●#❛❞✐❡♥) ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✹✼

❼ ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡❣♦ &+➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ✕ ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣&③➛➺♦♥❡❥

✭❛♥❣✳ ❞✐&❡❝8✕❛❞❥♦✐♥8✮✱

❼ ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣&③➛➺♦♥❡❥ ✕ ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣&③➛➺♦♥❡❥ ✭❛♥❣✳ ❛❞❥♦✐♥8✕❛❞❥♦✐♥8✮✱

❼ ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣&③➛➺♦♥❡❥ ✕ ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡❣♦ &+➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛

✭❛♥❣✳ ❛❞❥♦✐♥8✕❞✐&❡❝8✮✳

❑❛➺❞❛ ③ ✇②♠✐❡♥✐♦♥②❝❤ ♠❡8♦❞ ♣&♦✇❛❞③✐ ❞♦ &+➺♥②❝❤✱ ❝❤♦➣ ✭✇ ❞♦❦➟❛❞♥❡❥ ❛&②8✲

♠❡8②❝❡✮ &+✇♥♦✇❛➺♥②❝❤ 4♦❜✐❡ ✇③❛❥❡♠♥✐❡✱ ♣♦48❛❝✐ ❤❡4❥❛♥✉ ∇2F (µ)✱ ❥❡❞♥❛❦

♣&③② &+➺♥❡❥ ③➟♦➺♦♥♦➧❝✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥✳ ■❝❤ ③❛48♦4♦✇❛♥✐❡ ❞♦ ♣&♦❜❧❡♠✉ ✐❞❡♥8②✜❦❛❝❥✐

&♦③✇❛➺❛♥❡❣♦ ✇ 8❡❥ ♣&❛❝② ♦♠+✇✐♦♥♦ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✸✳✹❀ ❛♥❛❧✐③➛ ✐❝❤ ③❛48♦4♦✇❛➠ ✇ ♣&♦❜✲

❧❡♠✐❡ ✐♥♥❡❣♦ 8②♣✉ ✭♦♣8②♠❛❧✐③❛❝❥❛ ❦4③8❛➟8✉ ✇ ❛❡&♦❞②♥❛♠✐❝❡✮ ♠♦➺♥❛

③♥❛❧❡➵➣ ✇ ❬✶✸✸❪✳

✸✳✸ ●#❛❞✐❡♥) ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

❲ ♥✐♥✐❡❥4③❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♣&③❡❞48❛✇✐♦♥♦ ✇②♣&♦✇❛❞③❡♥✐❡ ❛♥❛❧✐8②❝③♥②❝❤ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐

♣♦③✇❛❧❛❥→❝②❝❤ ♦❜❧✐❝③②➣ ❣&❛❞✐❡♥8 ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♠❡8♦❞❛♠✐ ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡❣♦ &+➺♥✐✲

❝③❦♦✇❛♥✐❛ ✭❉❉▼✮ ♦&❛③ ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣&③➛➺♦♥❡❥ ✭❆❱▼✮✳ U♦ ③&+➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐✉ &+✇✲

♥❛♥✐❛ ✭✸✳✶✮ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛&❛♠❡8&✉ ✉4③❦♦❞③❡♥✐❛ µi✱ ✉③②4❦✉❥❡♠② ♥❛48➛♣✉❥→❝→ ♣♦48❛➣
♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✿

∂F (µ)

∂µi
= −

∫ T

0
d❚(t)

∂x(t)

∂µi
❞t, ✭✸✳✶✵✮

❣❞③✐❡ ∂x(t)/∂µi ❥❡48 ♣♦❝❤♦❞♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦+✇ ❦♦♥48&✉❦❝❥✐✱ ✇②&❛➺♦♥→

♥❛48➛♣✉❥→❝②♠ ✇③♦&❡♠ ♣♦✇48❛➟②♠ ♣♦♣&③❡③ ③&+➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❡ ✭✷✳✷✵✮✿

∂x(t)

∂µi
=

∫ t

0
B①(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ. ✭✸✳✶✶✮

U♦✇②➺4③❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ③❛✇✐❡&❛ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♣4❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ p0(t) ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛&❛✲

♠❡8&✉ µi✳ U&③❡❞48❛✇✐♦♥❡ ♣♦♥✐➺❡❥ ♠❡8♦❞② ❉❉▼ ✐ ❆❱▼ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❛❧❜♦

♦❜❧✐❝③❛❥→ 8➛ ♣♦❝❤♦❞♥→ ✇♣&♦48✱ ❛❧❜♦ ❥→ &✉❣✉❥→ ✇②❦♦&③②48✉❥→❝ ✇ 8②♠ ❝❡❧✉ 8③✇✳

③♠✐❡♥♥→ 4♣&③➛➺♦♥→✳

✸✳✸✳✶ ▼❡%♦❞❛ ❜❡③♣♦➧-❡❞♥✐❡❣♦ -1➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ✭❉❉▼✮

U♦❝❤♦❞♥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✶✵✮ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛&❛♠❡8&✉ µi✱ ♣♦ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐✉ ✭✸✳✶✶✮✱
③❛❧❡➺② ♦❞ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ♣4❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✳ ▼❡8♦❞❛ ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡❣♦ &+➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛



✹✽ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

♦❜❧✐❝③❛ '➛ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♣♦♣.③❡③ ✇✐❡❧♦❦.♦'♥❡ .♦③✇✐→③❛♥✐❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③.2➺♥✐❝③❦♦✲

✇❛♥❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ❞❡✜♥✐✉❥→❝❡❥ ♣9❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ ✭✷✳✶✾❜✮✱

∂p0(t)

∂µi
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µi
❞τ +

∂∆M

∂µi

∫ t

0
B̈δ(t− τ)p0(τ)❞τ

+∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ +

∂∆K

∂µi

∫ t

0
B(t− τ)p0(τ)❞τ

= −∂∆M

∂µi
ü▲(t)− ∂∆K

∂µi
u▲(t), ✭✸✳✶✷✮

❦'2.❛ ♣♦ ♣.③❡♥✐❡9✐❡♥✐✉ ❝③➟♦♥2✇ ③❛✇✐❡.❛❥→❝②❝❤ ♣♦❞ ③♥❛❦✐❡♠ ❝❛➟❦✐ ♥✐❡.2➺♥✐❝③❦♦✲

✇❛♥❡ ♣9❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ ♥❛ ♣.❛✇→ 9'.♦♥➛ ✐ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐✉ ✭✷✳✶✷✮ ♣.③②❥♠✉❥❡ ♣♦9'❛➣

.2✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ❱♦❧'❡..② ❞.✉❣✐❡❣♦ .♦❞③❛❥✉ ✭♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✭✷✳✶✾❜✮✮✱

∂p0(t)

∂µi
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µi
❞τ +∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ

= −∂∆M

∂µi
ü(t)− ∂∆K

∂µi
u(t). ✭✸✳✶✸✮

✸✳✸✳✷ ▼❡%♦❞❛ ③♠✐❡♥♥❡❥ .♣0③➛➺♦♥❡❥ ✭❆❱▼✮

❲ ♣♦♣.③❡❞♥✐❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♣.③❡❞9'❛✇✐♦♥♦ 9♣♦92❜ ✇②♣.♦✇❛❞③❡♥✐❛ ❛♥❛❧✐'②❝③♥②❝❤

③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♣♦③✇❛❧❛❥→❝②❝❤ ♦❜❧✐❝③②➣ ❣.❛❞✐❡♥' ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♠❡'♦❞→ ❜❡③♣♦➧.❡❞♥✐❡❣♦

.2➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛✳ ❯③②9❦❛♥❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ③❛❧❡➺② ❜❡③♣♦➧.❡❞♥✐♦ ♦❞ ♣✐❡.✇9③②❝❤ ♣♦❝❤♦❞✲

♥②❝❤ ♣9❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱ ❦'2.❡ ♠✉9③→ ❜②➣ ♦❜❧✐❝③♦♥❡ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦

♣❛.❛♠❡'.✉ ✉9③❦♦❞③❡♥✐❛✳ ❆❧'❡.♥❛'②✇♥②♠ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡♠ ❥❡9' ✇②♣.♦✇❛❞③❡♥✐❡ ❛♥❛❧✲

✐'②❝③♥②❝❤ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♥❛ ♣✐❡.✇9③→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✇ ♦♣❛.❝✐✉ ♦ ♠❡'♦❞➛

③♠✐❡♥♥❡❥ 9♣.③➛➺♦♥❡❥✳ ❲♣.♦✇❛❞➵♠② ❞♦❞❛'❦♦✇❡ ③♠✐❡♥♥❡ γ(t) ✐ λ(t)✱ ③✇❛♥❡ ③♠✐✲

❡♥♥②♠✐ 9♣.③➛➺♦♥②♠✐✱ ✐ ♣♦♠♥2➺♠② ♣.③❡③ ♥✐❡ 9❦❛❧❛.♥✐❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♥❛

♣♦❝❤♦❞♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✭✸✳✶✶✮ ✐ ♥❛ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♣9❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✭✸✳✶✸✮✳ ❲ .❡③✉❧'❛✲

❝✐❡✱ ♣♦ ♣.③❡♥✐❡9✐❡♥✐✉ ✇9③②9'❦✐❝❤ ❝③➟♦♥2✇ ♥❛ ❥❡❞♥→ 9'.♦♥➛ ✐ 9❝❛➟❦♦✇❛♥✐✉ ✇③❣❧➛❞❡♠

❝③❛9✉ t ♦❞ ✵ ❞♦ T ✱ ♦'.③②♠❛♠②✿

0 =

∫ T

0
γ❚(t)

[

∂x(t)

∂µi
−

∫ t

0
B①(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ

]

❞t ✭✸✳✶✹✮

♦.❛③

0 =

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂p0(t)

∂µi
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µi
❞τ

+∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ +

∂∆M

∂µi
ü(t) +

∂∆K

∂µi
u(t)

]

❞t. ✭✸✳✶✺✮



✸✳✸ ●#❛❞✐❡♥) ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✹✾

 ♦✇②➺%③❡ ()✇♥❛♥✐❛ %→ %♣❡➟♥✐♦♥❡ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ✇❛(2♦➧❝✐ ♣(③②❥♠♦✇❛♥②❝❤ ♣(③❡③

③♠✐❡♥♥❡ λ(t) ✐ γ(t)✱ ❞③✐➛❦✐ ❝③❡♠✉ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡%2 ❞♦❞❛♥✐❡ ✐❝❤ %2(♦♥❛♠✐ ❞♦ ♣♦❝❤♦❞✲
♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✶✵✮ ❜❡③ ✇♣➟②✇✉ ♥❛ ❥❡❥ ✇❛(2♦➧➣✳ ❲ ✇②♥✐❦✉ 2❛❦✐❡❥ ♦♣❡(❛❝❥✐

♦2(③②♠✉❥❡♠② ♥❛%2➛♣✉❥→❝→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

∂F (µ)

∂µi
=−

∫ T

0
d❚(t)

∂x(t)

∂µi
❞t

+

∫ T

0
γ❚(t)

[

∂x(t)

∂µi
−

∫ t

0
B①(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ

]

❞t

+

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂p0(t)

∂µi
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µi
❞τ

+∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ

+
∂∆M

∂µi
ü(t) +

∂∆K

∂µi
u(t)

]

❞t.

✭✸✳✶✻✮

❈❡❧❡♠ ❞❛❧%③②❝❤ ♣(③❡❦%③2❛➟❝❡➠ ❥❡%2 ✇②(✉❣♦✇❛♥✐❡ ③ ♣♦✇②➺%③❡❣♦ ✇②(❛➺❡♥✐❛ ❝③➟♦♥)✇

③❛✇✐❡(❛❥→❝②❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦)✇ ♦(❛③ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱

2❛❦ ❜② ✉♥✐❦♥→➣ ❦♦%③2♦✇♥❡❥ ♥✉♠❡(②❝③♥✐❡ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ✇✐❡❧♦❦(♦2♥❡❣♦ (♦③✇✐→③②✇❛✲

♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ()✇♥❛♥✐❛ ✭✸✳✶✸✮✳  ♦ ♣♦❣(✉♣♦✇❛♥✐✉ 2②❝❤ ❝③➟♦♥)✇ ♦(❛③✱ ✇ ✇②♣❛❞❦✉

♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱ ♣♦ ③♠✐❛♥✐❡ ❦♦❧❡❥♥♦➧❝✐ ❝❛➟❦♦✇❛♥✐❛✱ ♣♦✇②➺%③❡ ()✇✲

♥❛♥✐❡ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐%❛➣ ✇ ()✇♥♦✇❛➺♥❡❥ ❢♦(♠✐❡✿

∂F (µ)

∂µi
=

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂∆M

∂µi
ü(t) +

∂∆K

∂µi
u(t)

]

❞t

+

∫ T

0
[γ(t)− d(t)]❚

∂x(t)

∂µi
❞t

+

∫ T

0

[

λ❚(t) +

∫ T

t
λ❚(τ)∆MB̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)∆KB(τ − t)❞τ

−
∫ T

t
γ❚(τ)B①(τ − t)❞τ

]

∂p0(t)

∂µi
❞t.

✭✸✳✶✼✮

◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✇❛(2♦➧❝✐ ③♠✐❡♥♥②❝❤ λ(t) ✐ γ(t) ♠♦➺♥❛ ❞♦❜(❛➣ 2❛❦✱ ❜②
✇②(❛➺❡♥✐❛ %2♦❥→❝❡ ♣(③❡❞ ♣♦❝❤♦❞♥②♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦)✇ ✐ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱

∂x(t)/∂µi ✐ ∂p
0(t)/∂µi ()✇♥❡ ❜②➟② ③❡(♦✳ ❉③✐❡❥❡ %✐➛ 2❛❦✱ ❣❞②

γ(t) = d(t) ✭✸✳✶✽✮



✺✵ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

♦!❛③ ❣❞② ③♠✐❡♥♥❛ +♣!③➛➺♦♥❛ λ(t) +♣❡➟♥✐❛ !0✇♥❛♥✐❡ +♣!③➛➺♦♥❡✿

λ❚(t) +

∫ T

t
λ❚(τ)∆MB̈δ(τ − t)❞τ +

∫ T

t
λ❚(τ)∆KB(τ − t)❞τ

=

∫ T

t
γ❚(τ)B①(τ − t)❞τ. ✭✸✳✶✾✮

9♦✇②➺+③❡ !0✇♥❛♥✐❡✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✭✷✳✶✾❜✮ ✐ ✭✸✳✶✸✮✱ ❥❡+? !0✇♥❛♥✐❡♠ ❝❛➟❦♦✇②♠

❱♦❧?❡!!② ❞!✉❣✐❡❣♦ !♦❞③❛❥✉✱ ❦?0!❡ ♣♦+✐❛❞❛ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥❡ !♦③✇✐→③❛♥✐❡✱ ❥❡➧❧✐ ♠❛❝✐❡!③

M+∆M ❥❡+? ♥✐❡♦+♦❜❧✐✇❛✱ ❝♦ ✇②♥✐❦❛ ③ ♣♦❞+?❛✇♦✇②❝❤ ?✇✐❡!❞③❡➠ ?❡♦!✐✐

❘✐❡+③❛ ❬✶✷✾❪✳ ◆❛ ✉✇❛❣➛ ③❛+➟✉❣✉❥❡ ❢❛❦?✱ ➺❡ !0✇♥❛♥✐❡ ✭✸✳✶✾✮✱ ❛ ③❛?❡♠ ✐ ③♠✐❡♥♥❛

+♣!③➛➺♦♥❛ λ(t)✱ ♥✐❡ ③❛❧❡➺→ ♦❞ ♣❛!❛♠❡?!✉ µi✳ ❖+?❛?❡❝③♥✐❡ ✇②!❛➺❡♥✐❡ ✭✸✳✶✻✮ ♥❛

♣♦❝❤♦❞♥→ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ !❡❞✉❦✉❥❡ +✐➛ ❞♦ ♣♦+?❛❝✐✿

∂F (µ)

∂µi
=

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂∆M

∂µi
ü(t) +

∂∆K

∂µi
u(t)

]

❞t, ✭✸✳✷✵✮

❦?0!❛ ❥❡+? ❛♥❛❧✐?②❝③♥✐❡ !0✇♥♦✇❛➺♥❛ ✭✸✳✶✵✮✱ ❛❧❡ ♥✐❡ ③❛✇✐❡!❛ ❜❡③♣♦➧!❡❞♥✐♦ ♣♦❝❤♦❞✲

♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦0✇ ✐ ♣+❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✳

✸✳✸✳✸ ❑♦$③& ♥✉♠❡+②❝③♥②

❖❜✐❡ ♣!③❡❞+?❛✇✐♦♥❡ ♣♦✇②➺❡❥ ♠❡?♦❞② ♣!♦✇❛❞③→ ❞♦ ❞♦❦➟❛❞♥②❝❤✱ ❛♥❛❧✐?②❝③♥②❝❤

♣♦+?❛❝✐ ❣!❛❞✐❡♥?✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✳ ❖❜✐❡ ✇②♣!♦✇❛❞③♦♥❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ +→ +♦❜✐❡ !0✇♥♦✲

✇❛➺♥❡✱ ❥❡❞♥❛❦ ♠❛❥→ ✐+?♦?♥✐❡ !0➺♥② ❦♦+③? ♥✉♠❡!②❝③♥②✳ ❲ ♦❜✉ ♠❡?♦❞❛❝❤ ❣➟0✇♥②♠

❦♦+③?❡♠ ♥✉♠❡!②❝③♥②♠ ❥❡+? ❦♦+③? !♦③✇✐→③❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ !0✇♥❛♥✐❛ ✭✸✳✶✸✮ ❧✉❜

❝❛➟❦♦✇❡❣♦ !0✇♥❛♥✐❛ +♣!③➛➺♦♥❡❣♦ ✭✸✳✶✾✮✿

❼ ❖❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♠❡"♦❞→ ❉❉▼ ✇②♠❛❣❛❥→ ✇✐❡❧♦❦!♦?♥❡❣♦ !♦③✇✐→③❛♥✐❛ !0✇♥❛✲

♥✐❛ ✭✸✳✶✸✮ ✇ ❝❡❧✉ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣+❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ✇③❣❧➛❞❡♠ ✇+③②+✲

?❦✐❝❤ !♦③✇❛➺❛♥②❝❤ ♣❛!❛♠❡?!0✇ ✉+③❦♦❞③❡♥✐❛ µi✳ ❑♦+③? ♥✉♠❡!②❝③♥② ❥❡+?

③❛?❡♠ ❧✐♥✐♦✇♦ ③❛❧❡➺♥② ♦❞ ❧✐❝③❜② ❡❧❡♠❡♥?0✇ ✇❡❦?♦!❛ µ ✐ ✇②♥♦+✐ O(Nµ)✳
❲ ♣#③②♣❛❞❦✉ ♠❡"♦❞② ❋❉▼✱ ❦♦,③- ♥✉♠❡#②❝③♥② #2✇♥✐❡➺ ✇②♥♦,✐ O(Nµ)✱
❥❡❞♥❛❦ ♠❡-♦❞❛ ❉❉▼ ♣♦③✇❛❧❛ ✉③②,❦❛➣ ❛♥❛❧✐-②❝③♥② ✭❞♦❦➟❛❞♥②✮ ❣#❛❞✐❡♥-

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✱ ♣♦❞❝③❛, ❣❞② ♠❡-♦❞❛ ❋❉▼ ♣#♦✇❛❞③✐ ❥❡❞②♥✐❡ ❞♦ ❛♣#♦❦,②♠❛❝❥✐

❣#❛❞✐❡♥-✉✳

❼ ❩❛❧❡-→ ♠❡"♦❞② ❆❱▼ ❥❡,- ❢❛❦-✱ ➺❡ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ✭✸✳✷✵✮ ♥✐❡ ③❛❧❡➺② ❜❡③♣♦➧#❡❞✲

♥✐♦ ♦❞ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ∂x(t)/∂µi ✐ ∂p(t)/∂µi✱ ❛ ③❛-❡♠ ♥✐❡ ❥❡,- ✇②♠❛❣❛♥❡

✇✐❡❧♦❦#♦-♥❡ ♦❜❧✐❝③❛♥✐❡ #♦③✇✐→③❛♥✐❛ ✭✸✳✶✸✮✳ ●➟2✇♥② ❦♦,③- ♥✉♠❡#②❝③♥② ❥❡,-

-✉-❛❥ ③✇✐→③❛♥② ③ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐→ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ③♠✐❡♥♥❡❥ ,♣#③➛➺♦♥❡❥✱ ❛ ③❛-❡♠

❥❡❞②♥✐❡ ❥❡❞♥♦❦#♦-♥❡❣♦ #♦③✇✐→③❛♥✐❛ ✭✸✳✶✾✮✱ ✐ ✇②♥♦,✐ O(1)✳



✸✳✹ ❍❡%❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✺✶

✸✳✹ ❍❡%❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

❲ !❡❥ ❝③➛➧❝✐ )♦③❞③✐❛➟✉ ♣)③❡❞0!❛✇✐♦♥♦ ✇②♣)♦✇❛❞③❡♥✐❡ ❛♥❛❧✐!②❝③♥②❝❤ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐

♣♦③✇❛❧❛❥→❝②❝❤ ♦❜❧✐❝③②➣ ❤❡0❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♠❡!♦❞❛♠✐ ❜❡③♣♦➧)❡❞♥✐❡❣♦ )>➺♥✐❝③❦♦✲

✇❛♥✐❛ ✭❉❉▼✲❉❉▼✮✱ ③♠✐❡♥♥❡❥ 0♣)③➛➺♦♥❡❥ ✭❆❱▼✲❆❱▼✮ ✐ ❞✇✐❡♠❛ ♠♦➺❧✐✇②♠✐

❦♦♠❜✐♥❛❝❥❛♠✐ !②❝❤ ♠❡!♦❞ ✭❉❉▼✲❆❱▼ ✐ ❆❱▼✲❉❉▼✮ ♦)❛③ ❛♥❛❧✐③➛ ✐❝❤ ❡❢❡❦!②✲

✇♥♦➧❝✐ ♥✉♠❡)②❝③♥❡❥✳ H✐❡)✇0③② ❝③➟♦♥ ♦③♥❛❝③❡♥✐❛ ♠❡!♦❞② ❦♦❞✉❥❡ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ✇②❥➧✲

❝✐♦✇→✿

❼ ❲ ♠❡!♦❞❛❝❤ ❉❉▼✲❉❉▼ ✐ ❉❉▼✲❆❱▼ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✇②❥➧❝✐♦✇→ ❥❡0!

❜❡③♣♦➧)❡❞♥✐♦ ③)>➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ✭✸✳✶✵✮ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛)❛♠❡!)✉

✉0③❦♦❞③❡♥✐❛ µj ✱

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

∫ T

0

(

∂x(t)

∂µj

)

❚ ∂x(t)

∂µi
❞t−

∫ T

0
d❚(t)

∂2x(t)

∂µi∂µj
❞t, ✭✸✳✷✶✮

❣❞③✐❡ ∂2x(t)/∂µi∂µj ❥❡0! ❞)✉❣→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦>✇ ❦♦♥✲
0!)✉❦❝❥✐✱ ✇②)❛➺♦♥→ ♥❛0!➛♣✉❥→❝②♠ ✇③♦)❡♠ ♣♦✇0!❛➟②♠ ♣♦♣)③❡③

③)>➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❡ ✭✸✳✶✶✮✿

∂2x(t)

∂µi∂µj
=

∫ t

0
B①(t− τ)∂

2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ. ✭✸✳✷✷✮

❼ ❲ ♠❡!♦❞❛❝❤ ❆❱▼✲❉❉▼ ✐ ❆❱▼✲❆❱▼ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✇②❥➧❝✐♦✇→ ❥❡0! ❜❡③✲

♣♦➧)❡❞♥✐♦ ③)>➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ♥❛ ♣✐❡)✇0③→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ✭✸✳✷✵✮ ♦!)③②✲

♠❛♥❛ ♠❡!♦❞→ ❆❱▼✱

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

∫ T

0

∂λ❚(t)

∂µj

[

∂∆M

∂µi
ü(t) +

∂∆K

∂µi
u(t)

]

❞t

+

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂∆M

∂µi

∂ü(t)

∂µj
+
∂∆K

∂µi

∂u(t)

∂µj

]

❞t,

✭✸✳✷✸✮

❣❞③✐❡ ♣)③②❥➛!♦ ③❛➟♦➺❡♥✐❡✱ ➺❡ ③♠✐❛♥② ♠❛❝✐❡)③② ♠❛0 ✐ 0③!②✇♥♦➧❝✐ ③❛❧❡➺→ ❧✐♥✲

✐♦✇♦ ♦❞ ♣❛)❛♠❡!)>✇ ✉0③❦♦❞③❡♥✐❛✱ !③♥✳

∂2∆M(µ)

∂µi∂µj
=
∂2∆K(µ)

∂µi∂µj
= 0, ✭✸✳✷✹✮

♦)❛③ ❣❞③✐❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥0!)✉❦❝❥✐ ∂ü(t)/∂µj ✐ ∂u(t)/∂µj ③❛❧❡➺→



✺✷ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

✇♣"♦$% ♦❞ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣$❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱ ♣❛%"③ ✭✷✳✶✷✮✱

∂u(t)

∂µi
=

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µi
❞τ, ✭✸✳✷✺❛✮

∂ü(t)

∂µi
=

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µi
❞τ. ✭✸✳✷✺❜✮

;♦✇②➺$③❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ③❛✇✐❡"❛❥→ ❛❧❜♦ ❞"✉❣→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♣$❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱ ❛❧❜♦

♣♦❝❤♦❞♥→ ③♠✐❡♥♥❡❥ $♣"③➛➺♦♥❡❥✳ ❉"✉❣✐ ❝③➟♦♥ ♦③♥❛❝③❡♥✐❛ ♠❡%♦❞② ❦♦❞✉❥❡ $♣♦$E❜

%"❛❦%♦✇❛♥✐❛ %②❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤✱ ❦%E"❡ ♠♦❣→ ❜②➣ ❛❧❜♦ ♦❜❧✐❝③♦♥❡ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐♦

✭♠❡%♦❞② ❉❉▼✲❉❉▼ ✐ ❆❱▼✲❉❉▼✮✱ ❛❧❜♦ ✇②"✉❣♦✇❛♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ③♠✐❡♥♥❡❥

$♣"③➛➺♦♥❡❥ ♣"③② ✉➺②❝✐✉ %❡❝❤♥✐❦✐ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❥ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❣"❛❞✐❡♥%✉ ✭♠❡%♦❞②

❉❉▼✲❆❱▼ ✐ ❆❱▼✲❆❱▼✮✳

✸✳✹✳✶ ▼❡&♦❞❛ ❉❉▼✲❉❉▼

❩❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✇②❥➧❝✐♦✇→ ❥❡$% ✭✸✳✷✶✮✱ ③ ❦%E"❡❥ ✇②♥✐❦❛✱ ➺❡ ❍❡$❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

③❛❧❡➺② ③❛"E✇♥♦ ♦❞ ♣✐❡"✇$③❡❥✱ ❥❛❦ ✐ ♦❞ ❞"✉❣✐❡❥ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ♣$❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱ ♣"③②

❝③②♠ ♣✐❡"✇$③❛ ♣♦❝❤♦❞♥❛ ③♦$%❛➟❛ ♦❜❧✐❝③♦♥❛ ♣"③② ✇②③♥❛❝③❛♥✐✉ ❣"❛❞✐❡♥%✉ ❢✉♥❦❝❥✐

❝❡❧✉ ♣♦♣"③❡③ Nµ✲❦"♦%♥❡ "♦③✇✐→③❛♥✐❡ ✭✸✳✶✸✮✳ ❉"✉❣❛ ♣♦❝❤♦❞♥❛ ♣$❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛

❥❡$% ♦❜❧✐❝③❛♥❛ ✇ $♣♦$E❜ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥②✱ %♦ ❥❡$% ♣♦♣"③❡③ ✇✐❡❧♦❦"♦%♥❡ ✭♦❞❞③✐❡❧♥✐❡ ❞❧❛

❦❛➺❞❡❥ ❦♦♠❜✐♥❛❝❥✐ ✐♥❞❡❦$E✇ i ✐ j✱ ❛ ③❛%❡♠ N2
µ✲❦"♦%♥❡✮ "♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❞✇✉❦"♦%♥✐❡

③"E➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❣♦ "E✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❜✮✳ ;"③② ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐✉ ③❛➟♦➺❡♥✐❛ ✭✸✳✷✹✮✱ ♠❛

♦♥♦ ♥❛$%➛♣✉❥→❝→ ♣♦$%❛➣ "E✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ❱♦❧%❡""② ❞"✉❣✐❡❣♦ "♦❞③❛❥✉✿

∂2p0(t)

∂µi∂µj
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ +∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂

2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ

= −∂∆M

∂µi

∂ü(t)

∂µj
− ∂∆K

∂µi

∂u(t)

∂µj
− ∂∆M

∂µj

∂ü(t)

∂µi
− ∂∆K

∂µj

∂u(t)

∂µi
, ✭✸✳✷✻✮

❣❞③✐❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥$%"✉❦❝❥✐ ③❛❧❡➺→ ✇♣"♦$% ♦❞ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ♣♦❝❤♦❞✲

♥②❝❤ ♣$❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱ ♣❛%"③ ✭✸✳✷✺✮✳

✸✳✹✳✷ ▼❡&♦❞❛ ❉❉▼✲❆❱▼

;♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ♠❡%♦❞③✐❡ ❉❉▼✲❉❉▼✱ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✇②❥➧❝✐♦✇→ ❥❡$% ✭✸✳✷✶✮✳

❲②$%➛♣✉❥→❝❡ ✇ ♥✐❡❥ ❞"✉❣✐❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣$❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ♣♦❝❤♦❞♥❡ $→ "✉❣♦✇❛♥❡

③❛ ♣♦♠♦❝→ %❡❝❤♥✐❦✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ $♣"③➛➺♦♥❡❥✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❣"❛❞✐❡♥%✉✳

❲ ♣✐❡"✇$③②♠ ❦"♦❦✉ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✸✳✷✷✮ ✐ ✭✸✳✷✻✮ $→ $❦❛❧❛"♥✐❡ ♠♥♦➺♥❡ ♣"③❡③ ③♠✐❡♥♥❡



✸✳✹ ❍❡%❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✺✸

 ♣"③➛➺♦♥❡ γ(t) ✐ λ(t)✱ ♦"❛③ ❝❛➟❦♦✇❛♥❡ ♦❞ ✵ ❞♦ T ✇③❣❧➛❞❡♠ ❝③❛ ✉✱ ❝♦ ♣"♦✇❛❞③✐

❞♦

0 =

∫ T

0
γ❚(t)

[

∂2x(t)

∂µi∂µj
−

∫ t

0
B①(t− τ)∂

2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ

]

❞t ✭✸✳✷✼✮

♦"❛③

0 =

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂2p0(t)

∂µi∂µj
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ

+∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂

2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ +

∂∆M

∂µi

∂ü(t)

∂µj

+
∂∆K

∂µi

∂u(t)

∂µj
+
∂∆M

∂µj

∂ü(t)

∂µi
+
∂∆K

∂µj

∂u(t)

∂µi

]

❞t.

✭✸✳✷✽✮

=♦✇②➺ ③❡ "?✇♥❛♥✐❛  →  ♣❡➟♥✐♦♥❡ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ✇❛"A♦➧❝✐ ♣"③②❥♠♦✇❛♥②❝❤ ♣"③❡③

③♠✐❡♥♥❡ λ(t) ✐ γ(t)✱ ❞③✐➛❦✐ ❝③❡♠✉ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡ A ❞♦❞❛♥✐❡ ✐❝❤  A"♦♥❛♠✐ ❞♦ ❞"✉❣✐❡❥

♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✷✶✮ ❜❡③ ✇♣➟②✇✉ ♥❛ ❥❡❥ ✇❛"A♦➧➣✳ ❲ ✇②♥✐❦✉ A❛❦✐❡❥ ♦♣✲

❡"❛❝❥✐ ♦A"③②♠✉❥❡♠② ♥❛ A➛♣✉❥→❝→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

∫ T

0

(

∂x(t)

∂µj

)

❚ ∂x(t)

∂µi
❞t−

∫ T

0
d❚(t)

∂2x(t)

∂µi∂µj
❞t

+

∫ T

0
γ❚(t)

[

∂2x(t)

∂µi∂µj
−

∫ t

0
B①(t− τ)∂

2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ

]

❞t

+

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂2p0(t)

∂µi∂µj
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ ✭✸✳✷✾✮

+∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂

2p0(τ)

∂µi∂µj
❞τ +

∂∆M

∂µi

∂ü(t)

∂µj

+
∂∆K

∂µi

∂u(t)

∂µj
+
∂∆M

∂µj

∂ü(t)

∂µi
+
∂∆K

∂µj

∂u(t)

∂µi

]

❞t.

=♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♠❡A♦❞② ❆❱▼✱ ❝❡❧❡♠ ❞❛❧ ③②❝❤ ♣"③❡❦ ③A❛➟❝❡➠ ❥❡ A ✇②"✉✲

❣♦✇❛♥✐❡ ③ ♣♦✇②➺ ③❡❣♦ ✇②"❛➺❡♥✐❛ ❝③➟♦♥?✇ ③❛✇✐❡"❛❥→❝②❝❤ ❞"✉❣✐❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♦❞✲

♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦?✇ ♦"❛③ ♣ ❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱ A❛❦ ❜② ✉♥✐❦♥→➣ ❦♦ ③A♦✇♥❡❥ ♥✉♠❡"②❝③♥✐❡

❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ✇✐❡❧♦❦"♦A♥❡❣♦ "♦③✇✐→③②✇❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ "?✇♥❛♥✐❛ ✭✸✳✷✻✮✳ =♦ ♣♦✲

❣"✉♣♦✇❛♥✐✉ A②❝❤ ❝③➟♦♥?✇ ♦"❛③✱ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣ ❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱ ♣♦

③♠✐❛♥✐❡ ❦♦❧❡❥♥♦➧❝✐ ❝❛➟❦♦✇❛♥✐❛✱ ♣♦✇②➺ ③❡ "?✇♥❛♥✐❡ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐ ❛➣ ✇ "?✇♥♦✇❛➺♥❡❥



✺✹ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

❢♦"♠✐❡✿

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

∫ T

0

(

∂x(t)

∂µj

)

❚ ∂x(t)

∂µi
❞t

+

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂∆M

∂µi

∂ü(t)

∂µj
+
∂∆K

∂µi

∂u(t)

∂µj

+
∂∆M

∂µj

∂ü(t)

∂µi
+
∂∆K

∂µj

∂u(t)

∂µi

]

❞t

+

∫ T

0
[γ(t)− d(t)]❚

∂2x(t)

∂µi∂µj
❞t ✭✸✳✸✵✮

+

∫ T

0

[

λ❚(t) +

∫ T

t
λ❚(τ)∆MB̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)∆KB(τ − t)❞τ

−
∫ T

t
γ❚(τ)B①(τ − t)❞τ

]

∂2p0(t)

∂µi∂µj
❞t.

❩❛✉✇❛➺♠②✱ ➺❡ ❥❡➧❧✐ ③♠✐❡♥♥❡ λ(t) ✐ γ(t) 9♣❡➟♥✐❛❥→ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✸✳✶✽✮ ✐ ✭✸✳✶✾✮✱ A♦

✇②"❛➺❡♥✐❛ 9A♦❥→❝❡ ♣"③❡❞ ❞"✉❣✐♠✐ ♣♦❝❤♦❞♥②♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦E✇ ✐ ♣9❡✉❞♦

♦❜❝✐→➺❡➠ 9→ "E✇♥❡ ③❡"♦✳ ❲ A❛❦✐♠ ✇②♣❛❞❦✉ ✇②"❛➺❡♥✐❡ ✭✸✳✸✵✮ ♥❛ ❞"✉❣→ ♣♦❝❤♦❞♥→

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ "❡❞✉❦✉❥❡ 9✐➛ ❞♦ ♣♦9A❛❝✐

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

∫ T

0

(

∂x(t)

∂µj

)

❚ ∂x(t)

∂µi
❞t+

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂∆M

∂µi

∂ü(t)

∂µj

+
∂∆K

∂µi

∂u(t)

∂µj
+
∂∆M

∂µj

∂ü(t)

∂µi
+
∂∆K

∂µj

∂u(t)

∂µi

]

❞t, ✭✸✳✸✶✮

❦AE"❛ ❥❡9A ❛♥❛❧✐A②❝③♥✐❡ "E✇♥♦✇❛➺♥❛ ✭✸✳✷✶✮✱ ❛❧❡ ♥✐❡ ③❛✇✐❡"❛ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐♦ ❞"✉❣✐❝❤

♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦E✇ ✐ ♣9❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✳ ◆❛❧❡➺② ❥❡❞♥❛❦ ③❛✉✇❛➺②➣✱

➺❡ ✭✸✳✸✶✮ ③❛✇✐❡"❛ ♣✐❡"✇9③❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐ 9②❣♥❛➟E✇ ❝③✉❥♥✐❦E✇✱ ③❛❧❡➺→❝❡

✇♣"♦9A ♦❞ ♣✐❡"✇9③②❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣9❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱ ❦AE"❡ ✭③❣♦❞♥✐❡ ③ ♦③♥❛❝③❡✲

♥✐❡♠ ♠❡A♦❞②✱ ❉❉▼✲❆❱▼✮ ♥❛❧❡➺② ♦❜❧✐❝③②➣ ♠❡A♦❞→ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐❡❣♦ "E➺♥✐❝③❦♦✇❛✲

♥✐❛ ♣♦♣"③❡③ ✇✐❡❧♦❦"♦A♥❡ "♦③✇✐→③❛♥✐❡ "E✇♥❛♥✐❛ ✭✸✳✶✸✮✳

✸✳✹✳✸ ▼❡%♦❞❛ ❆❱▼✲❆❱▼

❩❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✇②❥➧❝✐♦✇→ ❥❡9A ✭✸✳✷✸✮✱ ❝③②❧✐ ③"E➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡ ✇②"❛➺❡♥✐❡ ♥❛ ♣✐❡"✲

✇9③→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♦A"③②♠❛♥❡ ♠❡A♦❞→ ③♠✐❡♥♥❡❥ 9♣"③➛➺♦♥❡❥ ✭❆❱▼✮✳



✸✳✹ ❍❡%❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✺✺

❲②"❛➺❡♥✐❡ (♦ ③❛✇✐❡"❛ ♣✐❡"✇-③❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ③♠✐❡♥♥❡❥ -♣"③➛➺♦♥❡❥ λ(t)
♦"❛③✱ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛❥→❝ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ✭✸✳✷✺✮✱ "A✇♥✐❡➺ ♣✐❡"✇-③❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ✇❡❦(♦"❛ ♣-❡✉❞♦

♦❜❝✐→➺❡➠ p0(t)✳ ▼❡(♦❞❛ ❆❱▼✲❆❱▼ ✇②❦♦"③②-(✉❥❡ ❞✇✐❡ ❞♦❞❛(❦♦✇❡ ③♠✐❡♥♥❡
-♣"③➛➺♦♥❡✱ αi(t) ✐ βi(t)✱ ③❛❧❡➺♥❡ ♦❞ ✐♥❞❡❦-✉ i✱ ✇ ❝❡❧✉ ✇②"✉❣♦✇❛♥✐❛ ♣♦✇②➺-③②❝❤
♣♦❝❤♦❞♥②❝❤✳ I♦♠♥A➺♠② -❦❛❧❛"♥✐❡ ♣"③❡③ (❡ ③♠✐❡♥♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ♥❛

♣♦❝❤♦❞♥→ ♣-❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✇③❣❧➛❞❡♠ µj ✭✸✳✶✸✮ ♦"❛③ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐♦ ③"A➺♥✐❝③❦♦✲
✇❛♥→ ✇③❣❧➛❞❡♠ µj ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ✭✸✳✶✾✮ ❞❡✜♥✐✉❥→❝→ ③♠✐❡♥♥→ -♣"③➛➺♦♥→ λ(t)✱

∂λ❚(t)

∂µj
+

∫ T

t

∂λ❚(τ)

∂µj
∆MB̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t

∂λ❚(τ)

∂µj
∆KB(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆M

∂µj
B̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆K

∂µj
B(τ − t)❞τ

= −
∫ T

t

[
∫ τ

0
B①(τ − κ)∂p

0(κ)

∂µj
❞κ

]

❚

B①(τ − t)❞τ,

✭✸✳✸✷✮

❣❞③✐❡ ✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥♦ ✭✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✷✮ ✐ ✭✸✳✶✶✮✳ ❲ "❡③✉❧(❛❝✐❡✱ ♣♦ ♣"③❡♥✐❡-✐❡♥✐✉ ✇-③②-✲

(❦✐❝❤ ❝③➟♦♥A✇ ♥❛ ❥❡❞♥→ -("♦♥➛ ✐ -❝❛➟❦♦✇❛♥✐✉ ✇③❣❧➛❞❡♠ ❝③❛-✉ t ♦❞ ✵ ❞♦ T ♦("③②✲
♠❛♠② ❞❧❛ ✭✸✳✶✸✮

0 =

∫ T

0
α❚i (t)

[

∂p0(t)

∂µj
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µj
❞τ

+∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µj
❞τ

+
∂∆M

∂µj
ü(t) +

∂∆K

∂µj
u(t)

]

❞t ✭✸✳✸✸✮

♦"❛③✱ ❞❧❛ ✭✸✳✸✷✮✱

0 =

∫ T

0

[

∂λ❚(t)

∂µj
+

∫ T

t

∂λ❚(τ)

∂µj
∆MB̈δ(τ − t)❞τ +

∫ T

t

∂λ❚(τ)

∂µj
∆KB(τ − t)❞τ

+

∫ T

t

[
∫ τ

0
B①(τ − κ)∂p

0(κ)

∂µj
❞κ

]

❚

B①(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆M

∂µj
B̈δ(τ − t)❞τ +

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆K

∂µj
B(τ − t)❞τ

]

βi(t) ❞t. ✭✸✳✸✹✮



✺✻ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

 ♦✇②➺%③❡ ()✇♥❛♥✐❛ %→ %♣❡➟♥✐♦♥❡ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ✇❛(2♦➧❝✐ ♣(③②❥♠♦✇❛♥②❝❤ ♣(③❡③

③♠✐❡♥♥❡ %♣(③➛➺♦♥❡ αi(t) ✐ βi(t)✱ ❞③✐➛❦✐ ❝③❡♠✉ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡%2 ❞♦❞❛♥✐❡ ✐❝❤ %2(♦♥❛♠✐
❞♦ ❞(✉❣✐❡❥ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✷✸✮ ❜❡③ ✇♣➟②✇✉ ♥❛ ❥❡❥ ✇❛(2♦➧➣✿

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

∫ T

0

∂λ❚(t)

∂µj

[

∂∆M

∂µi
ü(t) +

∂∆K

∂µi
u(t)

]

❞t

+

∫ T

0
λ❚(t)

[

∂∆M

∂µi

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µj
❞τ

+
∂∆K

∂µi

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µj
❞τ

]

❞t

+

∫ T

0
α❚i (t)

[

∂p0(t)

∂µj
+∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)

∂p0(τ)

∂µj
❞τ ✭✸✳✸✺✮

+∆K

∫ t

0
B(t− τ)∂p

0(τ)

∂µj
❞τ +

∂∆M

∂µj
ü(t) +

∂∆K

∂µj
u(t)

]

❞t

+

∫ T

0

[

∂λ❚(t)

∂µj
+

∫ T

t

∂λ❚(τ)

∂µj
∆MB̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t

∂λ❚(τ)

∂µj
∆KB(τ − t)❞τ

+

∫ T

t

(
∫ τ

0
B①(τ − κ)∂p

0(κ)

∂µj
❞κ

)

❚

B①(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆M

∂µj
B̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆K

∂µj
B(τ − t)❞τ

]

βi(t) ❞t.

❩❣♦❞♥✐❡ ③ ♦❣-❧♥→ ♠❡1♦❞♦❧♦❣✐→ ♠❡1♦❞② ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣6③➛➺♦♥❡❥✱ ❝❡❧❡♠ ❞❛❧4③②❝❤ ♣6③❡❦✲

4③1❛➟❝❡➠ ❥❡41 ✇②6✉❣♦✇❛♥✐❡ ③ ♣♦✇②➺4③❡❣♦ ✇②6❛➺❡♥✐❛ ❝③➟♦♥-✇ ③❛✇✐❡6❛❥→❝②❝❤

♣♦❝❤♦❞♥❡ ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣6③➛➺♦♥❡❥ ∂λ(t)/∂µj ♦6❛③ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣4❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠

∂p0(t)/∂µj ✱ 1❛❦ ❜② ✉♥✐❦♥→➣ ❦♦4③1♦✇♥❡❥ ♥✉♠❡6②❝③♥✐❡ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ✇✐❡❧♦❦6♦1✲

♥❡❣♦ 6♦③✇✐→③②✇❛♥✐❛ ❜❡③♣♦➧6❡❞♥✐♦ ③6-➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✸✳✶✾✮ ♦6❛③ 6-✇♥❛✲

♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✸✳✶✸✮✳ H♦ ♣♦❣6✉♣♦✇❛♥✐✉ ❝③➟♦♥-✇ ③❛✇✐❡6❛❥→❝②❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♦6❛③

❡✇❡♥1✉❛❧♥❡❥ ③♠✐❛♥✐❡ ❦♦❧❡❥♥♦➧❝✐ ❝❛➟❦♦✇❛♥✐❛✱ ♣♦✇②➺4③❡ 6-✇♥❛♥✐❡ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐4❛➣



✸✳✹ ❍❡%❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✺✼

✇ !"✇♥♦✇❛➺♥❡❥ ❢♦!♠✐❡✿

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

∫ T

0
α❚i (t)

[

∂∆M

∂µj
ü(t) +

∂∆K

∂µj
u(t)

]

❞t

+

∫ T

0

[
∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆M

∂µj
B̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆K

∂µj
B(τ − t)❞τ

]

βi(t) ❞t

+

∫ T

0

∂λ❚(t)

∂µj

[

∂∆M

∂µi
ü(t) +

∂∆K

∂µi
u(t) + βi(t)

+

∫ t

0
∆MB̈δ(t− τ)βi(τ)❞τ

+

∫ t

0
∆KB(t− τ)βi(τ)❞τ

]

❞t

+

∫ T

0

[

α❚i (t) +

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆M

∂µi
B̈δ(τ − t)❞τ ✭✸✳✸✻✮

+

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆K

∂µi
B(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
α❚i (τ)∆MB̈δ(τ − t)❞τ

+

∫ T

t
α❚i (τ)∆KB(τ − t)❞τ

+

∫ T

t

∫ τ

0
β❚i (κ) [B

①(τ − κ)]❚B①(τ − t) ❞κ ❞τ
]

∂p0(t)

∂µj
❞t.

❲❛!4♦➧❝✐ ③♠✐❡♥♥②❝❤ :♣!③➛➺♦♥②❝❤ αi(t) ✐ βi(t) ♥❛❧❡➺② ❞♦❜!❛➣ 4❛❦✱ ❜② ✇②!❛➺❡♥✐❛
:4♦❥→❝❡ ♣!③② ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ③♠✐❡♥♥❡❥ :♣!③➛➺♦♥❡❥ λ(t) ✐ ♣:❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ !"✇♥❡ ❜②➟②
③❡!♦✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ③♠✐❡♥♥❡❥ :♣!③➛➺♦♥❡❥ βi(t) ❞③✐❡❥❡ :✐➛ 4❛❦✱ ❣❞② :♣❡➟♥✐♦♥❛ ❥❡:4
♥❛:4➛♣✉❥→❝❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

βi(t) + ∆M

∫ t

0
B̈δ(t− τ)βi(τ)❞τ +∆K

∫ t

0
B(t− τ)βi(τ)❞τ

= −∂∆M

∂µi
ü(t)− ∂∆K

∂µi
u(t),

✭✸✳✸✼✮



✺✽ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

❦!"#❛ ❥❡'! ❢♦#♠❛❧♥✐❡ ✐❞❡♥!②❝③♥❛ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✸✳✶✸✮✱ ❝♦ ♣♦!✇✐❡#❞③❛✱ ➺❡ βi(t)
#③❡❝③②✇✐➧❝✐❡ ③❛❧❡➺② ♦❞ ✐♥❞❡❦'✉ i ♦#❛③ ♦③♥❛❝③❛✱ ➺❡

βi(t) =
∂p0(t)

∂µi
. ✭✸✳✸✽✮

❖'!❛!♥✐ ❝③➟♦♥ ✭✸✳✸✻✮ ❥❡'! ♥❛!♦♠✐❛'! #"✇♥② ③❡#♦✱ ❣❞② ③♠✐❡♥♥❛ '♣#③➛➺♦♥❛ αi(t)
'♣❡➟♥✐❛ ♥❛'!➛♣✉❥→❝→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

α❚i (t)+

∫ T

t
α❚i (τ)∆MB̈δ(τ − t)❞τ +

∫ T

t
α❚i (τ)∆KB(τ − t)❞τ

=−
∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆M

∂µi
B̈δ(τ − t)❞τ −

∫ T

t
λ❚(τ)

∂∆K

∂µi
B(τ − t)❞τ

−
∫ T

t

(

∂x(τ)

∂µi

)

❚

B①(τ − t) ❞κ ❞τ,

✭✸✳✸✾✮

❣❞③✐❡ ✇②❦♦#③②'!❛♥♦ ✭✸✳✶✶✮✳ ❩❛✉✇❛➺♠②✱ ➺❡ ❝❡❧❡♠ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✸✳✸✾✮ ❥❡'! ❡❧✐♠✐♥❛❝❥❛

♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ♣'❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ③ ✭✸✳✸✻✮✳ ❏❡❞♥❛❦➺❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣'❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ♠✉'③❛

❜②➣ ✐ !❛❦ ♦❜❧✐❝③♦♥❡✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ '→ ♦♥❡ #"✇♥❡ ③♠✐❡♥♥❡❥ '♣#③➛➺♦♥❡❥ βi(t)✱ ③❣♦❞✲
♥✐❡ ③ ✭✸✳✸✼✮ ✐ ✭✸✳✸✽✮✱ ❝♦ ♣♦❞❞❛❥❡ ✇ ✇→!♣❧✐✇♦➧➣ '❡♥' ♣#"❜② ❡❧✐♠✐♥❛❝❥✐ ♣♦❝❤♦❞✲

♥❡❥ ♣'❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ③♠✐❡♥♥❡❥ '♣#③➛➺♦♥❡❥ αi(t) ♦#❛③ ❡❢❡❦!②✇♥♦➧➣

'❛♠❡❥ ♠❡!♦❞② ❆❱▼✲❆❱▼✳ Q#"❜❛ ♥❛!♦♠✐❛'! ❡❧✐♠✐♥❛❝❥✐ ❥❡❞②♥✐❡ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ③♠✐✲

❡♥♥❡❥ '♣#③➛➺♦♥❡❥ λ(t)✱ !③♥✳ ♣#③②❥➛❝✐❡ αi(t) = 0✱ ♣#♦✇❛❞③✐ ❞♦ '❢♦#♠✉➟♦✇❛♥✐❛

#"✇♥♦✇❛➺♥❡❣♦ ♠❡!♦❞③✐❡ ❉❉▼✲❆❱▼✳

✸✳✹✳✹ ▼❡%♦❞❛ ❆❱▼✲❉❉▼

❩❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✇②❥➧❝✐♦✇→ ❥❡'! ✭✸✳✷✸✮✱ ❝③②❧✐ ③#"➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡ ✇②#❛➺❡♥✐❡ ♥❛ ♣✐❡#✲

✇'③→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♦!#③②♠❛♥❡ ♠❡!♦❞→ ③♠✐❡♥♥❡❥ '♣#③➛➺♦♥❡❥ ✭❆❱▼✮✳

❲②#❛➺❡♥✐❡ !♦ ③❛✇✐❡#❛ ♣✐❡#✇'③❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ③♠✐❡♥♥❡❥ '♣#③➛➺♦♥❡❥ λ(t) ♦#❛③✱ ✉✇③❣❧➛❞✲
♥✐❛❥→❝ ✭✸✳✷✺✮✱ #"✇♥✐❡➺ ♣✐❡#✇'③❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣'❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✳ Q♦❝❤♦❞♥❡ !❡✱ ③❣♦❞✲

♥✐❡ ③ ♦③♥❛❝③❡♥✐❡♠ ♠❡!♦❞②✱ '→ ♦❜❧✐❝③❛♥❡ ♠❡!♦❞→ #"➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ❜❡③♣♦➧#❡❞♥✐❡❣♦✱

❛ ③❛!❡♠ ♣♦♣#③❡③ ❜❡③♣♦➧#❡❞♥✐❡ #♦③✇✐→③❛♥✐❡ #"✇♥❛➠ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✭✸✳✸✷✮ ✐ ✭✸✳✶✸✮✳

✸✳✹✳✺ ❑♦/③% ♥✉♠❡4②❝③♥②

❲'③②'!❦✐❡ ❝③!❡#② ♣#③❡❞'!❛✇✐♦♥❡ ♣♦✇②➺❡❥ ♠❡!♦❞② ♣#♦✇❛❞③→ ❞♦ ❞♦❦➟❛❞♥②❝❤✱

❛♥❛❧✐!②❝③♥②❝❤ ♣♦'!❛❝✐ ♠❛❝✐❡#③② ❞#✉❣✐❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ✭❤❡'❥❛♥✉✮ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✳ ❩❛✲

❧❡➺♥♦➧❝✐ !❡ '→ '♦❜✐❡ #"✇♥♦✇❛➺♥❡✱ ❥❡❞♥❛❦ ♠❛❥→ ✐'!♦!♥✐❡ #"➺♥② ❦♦'③! ♥✉♠❡#②❝③♥②✳

❲❡ ✇'③②'!❦✐❝❤ ♠❡!♦❞❛❝❤ ❣➟"✇♥②♠ ❦♦'③!❡♠ ♥✉♠❡#②❝③♥②♠ ❥❡'! ❦♦'③! #♦③✇✐→③❛♥✐❛

#"✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱ ✇ ❦!"#②❝❤ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠②♠✐ '→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦✿



✸✳✹ ❍❡%❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✺✾

❼ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ p0(t)✱ ❝♦ ✇②♠❛❣❛ ❥❡❞♥♦❦4♦5♥❡❣♦ 4♦③✇✐→③❛♥✐❛ 47✇♥❛♥✐❛
❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✷✳✶✾❜✮✱

❼ ③♠✐❡♥♥❛ !♣4③➛➺♦♥❛ λ(t)✱ ❝♦ ✇②♠❛❣❛ ❥❡❞♥♦❦4♦5♥❡❣♦ 4♦③✇✐→③❛♥✐❛ 47✇♥❛♥✐❛
❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✸✳✶✾✮✱

❼ ③♠✐❡♥♥❡ !♣4③➛➺♦♥❡ αi(t)✱ ❝♦ ✇②♠❛❣❛ Nµ✲❦4♦5♥❡❣♦ 4♦③✇✐→③❛♥✐❛ 47✇♥❛♥✐❛

❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✸✳✸✾✮✱

❼ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ∂p0(t)/∂µi ❧✉❜ 47✇♥❡ ✐♠ ③♠✐❡♥♥❡ !♣4③➛➺♦✲

♥❡ βi(t)✱ ❝♦ ✇②♠❛❣❛ Nµ✲❦4♦5♥❡❣♦ 4♦③✇✐→③❛♥✐❛ 47✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✸✳✶✸✮

❧✉❜ ✐❞❡♥5②❝③♥❡❣♦ ③ ♥✐♠ 47✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✸✳✸✼✮✱

❼ ♣✐❡4✇!③❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ③♠✐❡♥♥❡❥ !♣4③➛➺♦♥❡❥ ∂λ(t)/∂µi✱ ❝♦ ✇②♠❛❣❛Nµ✲❦4♦5♥❡✲

❣♦ 4♦③✇✐→③❛♥✐❛ 47✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✸✳✸✷✮✱

❼ ❞4✉❣✐❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ∂2p0(t)/∂µiµj ✱ ❝♦ ✇②♠❛❣❛

1
2Nµ(Nµ + 1)✲❦4♦5♥❡❣♦ 4♦③✇✐→③❛♥✐❛ 47✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✸✳✷✻✮✱

❣❞③✐❡ ♣4③❡③Nµ ♦③♥❛❝③♦♥♦ ❧✐❝③❜➛ ♥✐❡③♥❛♥②❝❤ ♣❛4❛♠❡547✇ ❞❡✜♥✐✉❥→❝②❝❤ ✉!③❦♦❞③❡✲

♥✐❡✱ 5♦ ❥❡!5 ❞➟✉❣♦➧➣ ✇❡❦5♦4❛ µ✳ ❲ !③❝③❡❣7❧♥♦➧❝✐ ❛♥❛❧✐③❛ ✇4❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❞4✉❣✐❡❣♦

4③➛❞✉

❼ ♠❡"♦❞→ ❉❉▼✲❉❉▼ ✇②♠❛❣❛ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ♦4❛③ ✐❝❤ ♣✐❡4✲

✇!③②❝❤ ✐ ❞4✉❣✐❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤✱ ❝③②❧✐ !✉♠❛4②❝③♥✐❡

1
2(Nµ + 1)(Nµ + 2)

4♦③✇✐→③❛➠ 47✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱

❼ ♠❡"♦❞→ ❉❉▼✲❆❱▼ ✇②♠❛❣❛ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ✐ ✐❝❤ ♣✐❡4✇!③②❝❤

♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♦4❛③ ③♠✐❡♥♥❡❥ !♣4③➛➺♦♥❡❥ λ(t)✱ ❝③②❧✐ !✉♠❛4②❝③♥✐❡ Nµ + 2
4♦③✇✐→③❛➠ 47✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱

❼ ♠❡"♦❞→ ❆❱▼✲❆❱▼ ✇②♠❛❣❛ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ✐ ✐❝❤ ♣✐❡4✇!③②❝❤

♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ✭❧✉❜ 47✇♥②❝❤ ✐♠ ③♠✐❡♥♥②❝❤ !♣4③➛➺♦♥②❝❤ βi(t)✮ ♦4❛③ ③♠✐✲

❡♥♥②❝❤ !♣4③➛➺♦♥②❝❤ λ(t) ✐ αi(t)✱ ❝③②❧✐ !✉♠❛4②❝③♥✐❡ 2Nµ + 2 4♦③✇✐→③❛➠

47✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱

❼ ♠❡"♦❞→ ❆❱▼✲❉❉▼ ✇②♠❛❣❛ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ✐ ✐❝❤ ♣✐❡4✇!③②❝❤

♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♦4❛③ ③♠✐❡♥♥❡❥ !♣4③➛➺♦♥❡❥ λ(t) ✇4❛③ ③ ❥❡❥ ♣✐❡4✇!③②♠✐ ♣♦❝❤♦❞✲
♥②♠✐✱ ❝③②❧✐ !✉♠❛4②❝③♥✐❡ 2Nµ + 2 4♦③✇✐→③❛➠ 47✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✳

K♦✇②➺!③❡ ❞❛♥❡ ♣4③❡❞!5❛✇✐♦♥♦ ✇ ❢♦4♠✐❡ 5❛❜❡❧✐ ✸✳✶✳ ◆❛❥❡❢❡❦5②✇♥✐❡❥!③→ ♥✉♠❡4②✲

❝③♥✐❡ ♠❡5♦❞→ ❛♥❛❧✐③② ✇4❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❞4✉❣✐❡❣♦ 4③➛❞✉ ❥❡!5 ♠❡5♦❞❛ ❉❉▼✲❆❱▼✳ ◆❛❧❡➺②

47✇♥✐❡➺ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❛♥❛❧✐③② ♠❡5♦❞❛♠✐ ❉❉▼✲❆❱▼ ✐ ❆❱▼✲❉❉▼

❦♦♥✐❡❝③♥❡ ❥❡!5 ♦❜❧✐❝③❡♥✐❡ ③❛47✇♥♦ ♣✐❡4✇!③②❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣!❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱ ❥❛❦

✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ !♣4③➛➺♦♥❡❥ λ(t)✱ ❝♦ ♦③♥❛❝③❛✱ ➺❡ ❛♥❛❧✐③➛ ✇4❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ♣✐❡4✇!③❡❣♦ 4③➛❞✉
♠♦➺♥❛ ♣4③❡♣4♦✇❛❞③✐➣ ♦❜✐❡♠❛ ♠❡5♦❞❛♠✐ ♣4③❡❞!5❛✇✐♦♥②♠✐ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✸✳✸✱ 5♦ ❥❡!5

③❣♦❞♥✐❡ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐❛♠✐ ✭✸✳✶✵✮ ✐ ✭✸✳✷✵✮✱ ❝♦ ♠♦➺❡ ❜②➣ ♣4③②❞❛5♥❡ ✇ ❝❡❧✉ ✇❡4②✜❦❛❝❥✐

♣♦♣4❛✇♥♦➧❝✐ ✐♠♣❧❡♠❡♥5❛❝❥✐ ✇②❦♦4③②!5②✇❛♥②❝❤ ♠❡5♦❞✳



✻✵ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳✿ ❈❛➟❦♦✇✐(❛ ❧✐❝③❜❛ ♥❛❥❜❛/❞③✐❡❥ ❦♦2③(♦✇♥②❝❤ ♥✉♠❡/②❝③♥✐❡ ♦♣❡/❛❝❥✐

✭/♦③✇✐→③❛♥✐❡ /:✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦✮ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ③❛2(♦2♦✇❛♥❡❥ ♠❡(♦❞② ❛♥❛❧✲

✐③② ✇/❛➺❧✐✇♦➧❝✐✳ A/③❡③ Nµ ♦③♥❛❝③♦♥♦ ❧✐❝③❜➛ ❡❧❡♠❡♥(:✇ ✇❡❦(♦/❛ ♣❛/❛♠❡(/:✇

✉2③❦♦❞③❡♥✐❛ µ

♠❡(♦❞❛ ❧✐❝③❜❛ /♦③✇✐→③❛➠ ③➟♦➺♦♥♦➧➣

❢✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉ ✶ O(1)

❣/❛❞✐❡♥( ❉❉▼ Nµ + 1 O(Nµ)
❣/❛❞✐❡♥( ❆❱▼ ✷ O(1)

❤❡2❥❛♥ ❉❉▼✲❉❉▼

1
2(Nµ + 1)(Nµ + 2) O(N2

µ)

❤❡2❥❛♥ ❉❉▼✲❆❱▼ Nµ + 2 O(Nµ)
❤❡2❥❛♥ ❆❱▼✲❆❱▼ 2Nµ + 2 O(Nµ)
❤❡2❥❛♥ ❆❱▼✲❉❉▼ 2Nµ + 2 O(Nµ)

✸✳✺ ❉②%❦'❡)②③❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛%✉

❩❣♦❞♥✐❡ ③ ❞②2❦✉2❥→ ♣/③❡❞2(❛✇✐♦♥→ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✷✳✹✱ ♣♦♣/❛✇♥❡ 2❢♦/♠✉➟♦✇❛♥✐❡

✐ ❛♥❛❧✐③❛ ③❛❞❛♥✐❛ ③ ❝③❛2❡♠ ❝✐→❣➟②♠ 2→ ✐2(♦(♥❡ ③ (❡♦/❡(②❝③♥❡❣♦ ✐ ♣♦③♥❛✇❝③❡❣♦

♣✉♥❦(✉ ✇✐❞③❡♥✐❛✳ ❲♦❜❡❝ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ❞②2❦/❡(②③❛❝❥✐ 2②❣♥❛➟:✇ ❝③❛2♦✇②❝❤ ❝③✉✲

❥♥✐❦:✇ ✇ ♣/♦❝❡2✐❡ ♣♦♠✐❛/♦✇②♠✱ ✇ ♣/❛❦(②❝❡ ✇②❦♦/③②2(②✇❛♥❡ ❥❡2( ❥❡❞♥❛❦ 2❢♦/✲

♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ③ ❝③❛2❡♠ ❞②2❦/❡(♥②♠✳ ❲ ♥✐♥✐❡❥2③❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♣/③❡❞2(❛✇✐♦♥❛ ③♦2(❛♥✐❡

❞②2❦/❡(♥❛ ✇❡/2❥❛ ③❛❞❛♥✐❛ ✐❞❡♥(②✜❦❛❝❥✐ ♦/❛③ ❛♥❛❧✐③② ✇/❛➺❧✐✇♦➧❝✐✳ ❲ /❛♠❛❝❤ ❛♥❛❧✲

✐③② ✇/❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❞/✉❣✐❡❣♦ /③➛❞✉ ♦♠:✇✐♦♥❡ ③♦2(❛♥✐❡ ❥❡❞②♥✐❡ 2❢♦/♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ❉❉▼✲

❆❱▼ ✭❜❡③♣♦➧/❡❞♥✐❡❣♦ /:➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ✕ ③♠✐❡♥♥❡❥ 2♣/③➛➺♦♥❡❥✮✱ ❦(:/❡✱ ③❣♦❞♥✐❡

③ ❛♥❛❧✐③→ ♣/③❡❞2(❛✇✐♦♥→ ✇ ♣♦♣/③❡❞♥✐❝❤ ❝③➛➧❝✐❛❝❤ /♦③❞③✐❛➟✉✱ ❥❡2( ♥✉♠❡/②❝③♥✐❡

♥❛❥❜❛/❞③✐❡❥ ❡❢❡❦(②✇♥❡✳

✸✳✺✳✶ ❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉

❲ 2❢♦/♠✉➟♦✇❛♥✐✉ ③ ❝③❛2❡♠ ❞②2❦/❡(♥②♠ ❢✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉ ✭✸✳✶✮ ♣/③②❥♠✉❥❡ ♥❛2(➛♣✉✲

❥→❝→ ♣♦2(❛➣✿

F (µ) :=
1

2
d❚d. ✭✸✳✹✵✮

❲❡❦(♦/ d ❥❡2( ③❞②2❦/❡(②③♦✇❛♥→ ✇❡/2❥→ ✇❡❦(♦/❛ d(t)✱

d := x▼ − x, ✭✸✳✹✶✮

❣❞③✐❡ ♦/❛③ ✇❡❦(♦/② x▼ ✐ x ③❛✇✐❡/❛❥→ ✇❛/(♦➧❝✐ 2②❣♥❛➟:✇ ❝③✉❥♥✐❦:✇ ✭♦❞♣♦✇✐❡❞✲

♥✐♦ ③♠✐❡/③♦♥❡ ✐ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡ ❞❧❛ ❞❛♥❡❣♦ ✇❡❦(♦/❛ ♣❛/❛♠❡(/:✇ ✉2③❦♦❞③❡♥✐❛ µ✮✱



✸✳✺ ❉②%❦'❡)②③❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛%✉ ✻✶

✇ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♥❛ )♦③✇❛➺❛♥❡ ✇②♠✉.③❡♥✐❡ /❡./♦✇❡ f ✱ ③❡❜)❛♥❡ ❞❧❛ ✇.③②./❦✐❝❤ ❝③✉✲

❥♥✐❦8✇ ✐ ❝❤✇✐❧ ❝③❛.♦✇②❝❤✳ :♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ .❢♦)♠✉➟♦✇❛♥✐✉ ③ ❝③❛.❡♠ ❝✐→❣➟②♠✱ ✐❞❡♥✲

/②✜❦❛❝❥❛ ✉.③❦♦❞③❡♥✐❛✴♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♣♦❧❡❣❛ ♥❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✹✵✮

✇③❣❧➛❞❡♠ ✇❡❦/♦)❛ ♣❛)❛♠❡/)8✇ µ ✇ .♣♦.8❜ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥② ❞❡✜♥✐✉❥→❝❡❣♦ ✉.③❦♦❞③❡✲

♥✐❡✴♠♦❞②✜❦❛❝❥➛✳

✸✳✺✳✷ ●%❛❞✐❡♥+

:♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ .❢♦)♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ③ ❝③❛.❡♠ ❝✐→❣➟②♠✱ ❣)❛❞✐❡♥/ ❢✉♥❦❝❥✐

❝❡❧✉ ✭✸✳✹✵✮ ♠♦➺♥❛ ♦❜❧✐❝③②➣ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠❡/♦❞② )8➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ❜❡③♣♦➧)❡❞♥✐❡❣♦

✭❉❉▼✮ ❧✉❜ ♠❡/♦❞② ③♠✐❡♥♥❡❥ .♣)③➛➺♦♥❡❥ ✭❆❱▼✮✳ ❊❢❡❦/②✇♥✐❡❥.③❛ ♥✉♠❡)②❝③♥✐❡

✭♦ )③→❞ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐✮ ❥❡./ ♠❡/♦❞❛ ③♠✐❡♥♥❡❥ .♣)③➛➺♦♥❡❥✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ ♥✐❡ ✇②♠❛❣❛ ♦❜❧✐✲

❝③❡➠ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ③❞②.❦)❡/②③♦✇❛♥②❝❤ ❝③❛.♦✇♦ ✇❡❦/♦)8✇ ♣.❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✳

:♦♥✐➺❡❥ ♣)③❡❞./❛✇✐♦♥❡ .→ ❥❡❞♥❛❦ ♦❜✐❡ ♠❡/♦❞②✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ ❞❧❛ ♣)③❡♣)♦✇❛❞③❡♥✐❛

❛♥❛❧✐③② ✇)❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❞)✉❣✐❡❣♦ )③➛❞✉ ♠❡/♦❞→ ❉❉▼✲❆❱▼ ✐ /❛❦ ❦♦♥✐❡❝③♥❡ ❥❡./ ✐❝❤

♦❜❧✐❝③❡♥✐❡✱ ❝♦ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ✇②❦♦)③②./❛♥✐❡ ❞✇8❝❤ ❛❧/❡)♥❛/②✇♥②❝❤ ♠❡/♦❞ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛

❣)❛❞✐❡♥/✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✳

▼❡"♦❞❛ &'➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡❣♦ ✭❉❉▼✮✳ ❇❡③♣♦➧)❡❞♥✐❡ ③)8➺♥✐✲

❝③❦♦✇❛♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✹✵✮ ✇③❣❧➛❞❡♠ i✲/❡❣♦ ♣❛)❛♠❡/)✉ ✉.③❦♦❞③❡♥✐❛ µi✱ ♣♦
✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐✉ ✭✷✳✷✺❜✮✱ ♣)♦✇❛❞③✐ ❞♦ )8✇♥❛♥✐❛

∂F (µ)

∂µi
= −d❚D①

∂p0

∂µi
, ✭✸✳✹✷✮

❦/8)❡ ❥❡./ ✇♣)♦./ ③❛❧❡➺♥❡ ♦❞ ✇❡❦/♦)❛ ∂p0/∂µi ♣✐❡)✇.③②❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣.❡✉❞♦
♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✳ ▼❡/♦❞❛ ❜❡③♣♦➧)❡❞♥✐❡❣♦ )8➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ♦❜❧✐❝③❛ /❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣♦♣)③❡③

Nµ✲❦)♦/♥❡ )♦③✇✐→③❛♥✐❡ ③)8➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❥ ✇❡).❥✐ )8✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✷✹✮✱

A
∂p0

∂µi
= −∂∆M

∂µi
ü− ∂∆K

∂µi
u, ✭✸✳✹✸✮

❣❞③✐❡ ✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥♦ ❞❡✜♥✐❝❥➛ ♠❛❝✐❡)③② A✱ ♣❛/)③ ✭✷✳✷✷✮✳ ❘♦③✇✐→③❛♥✐❡ ♣♦✇②➺.③❡❣♦

)8✇♥❛♥✐❛ ❥❡./ ♥❛❥❦♦.③/♦✇♥✐❡❥.③→ ♥✉♠❡)②❝③♥✐❡ ♦♣❡)❛❝❥→✱ ❛ ③❛/❡♠ ❦♦.③/ ♥✉♠❡)②✲

❝③♥② ♦❜❧✐❝③❡➠ ❣)❛❞✐❡♥/✉ ♠❡/♦❞→ ❉❉▼ ✇②♥♦.✐ O(Nµ)✳ ❩❛✉✇❛➺♠②✱ ➺❡ ♣♦❞❝③❛.
♦❜❧✐❝③❡➠ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ✇③❣❧➛❞❡♠ ❦♦❧❡❥♥②❝❤ ❡❧❡♠❡♥/8✇ ✇❡❦/♦)❛ µ ③♠✐❡♥✐❛ .✐➛ ❥❡✲

❞②♥✐❡ ♣)❛✇❛ ./)♦♥❛ )8✇♥❛♥✐❛ ✭✸✳✹✸✮✱ ♣♦❞❝③❛. ❣❞② ♠❛❝✐❡)③ ✉❦➟❛❞✉ A ♣♦③♦./❛❥❡

♥✐❡③♠✐❡♥♥❛✳ ❏❡➧❧✐ )♦③♠✐❛)② ✉❦➟❛❞✉ ✭✸✳✹✸✮ .→ ♥❛ /②❧❡ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❡✱ ➺❡ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→

③❛./♦.♦✇❛♥✐❡ ♠❡/♦❞② ❜❡③♣♦➧)❡❞♥✐❡❣♦ )♦③✇✐→③❛♥✐❛✱ ♣)♦✇❛❞③✐ /♦ ❞♦ ③♥❛❝③♥❡❣♦

.❦)8❝❡♥✐❛ ❝③❛.✉ ♦❜❧✐❝③❡➠✿ ✇②♠❛❣❛♥② ❥❡./ ✇8✇❝③❛. ❥❡❞♥♦❦)♦/♥② ❦♦.③/♦✇♥② ♥✉✲

♠❡)②❝③♥✐❡ ✇./➛♣♥② )♦③❦➟❛❞ ♠❛❝✐❡)③② A✳ :)③② ❝③➛./②❝❤ ✇ ♣)❛❦/②❝❡ ③♥❛❝③♥②❝❤



✻✷ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

 ♦③♠✐❛ ❛❝❤ ✉❦➟❛❞✉ ❦♦♥✐❡❝③♥❡ ❥❡/0 ❥❡❞♥❛❦ ③❛/0♦/♦✇❛♥✐❡ ♠❡0♦❞ ✐0❡ ❛❝②❥♥②❝❤✱ ♣ ③②

❦05 ②❝❤ 0❛❦✐❡ /❦ 5❝❡♥✐❡ ❝③❛/✉ ♦❜❧✐❝③❡➠ ♥✐❡ ❥❡/0 ♠♦➺❧✐✇❡✳

▼❡"♦❞❛ ③♠✐❡♥♥❡❥ +♣-③➛➺♦♥❡❥ ✭❆❱▼✮✳ ❈❡❧❡♠ ♠❡0♦❞② ❥❡/0 ✇②❡❧✐♠✐♥♦✇❛♥✐❡

♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣/❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ③ ✇② ❛➺❡♥✐❛ ✭✸✳✹✷✮ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ❞♦❞❛0❦♦✇❡❥ ③♠✐❡♥✲

♥❡❥ /♣ ③➛➺♦♥❡❥✱ ❝♦ ♣♦③✇❛❧❛ ✉♥✐❦♥→➣ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ✇✐❡❧♦❦ ♦0♥❡❣♦  ♦③✇✐→③②✇❛♥✐❛

✉❦➟❛❞✉ ✭✸✳✹✸✮✳ G♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ /❢♦ ♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ③ ❝✐→❣➟→ ③♠✐❡♥♥→ ❝③❛✲

/♦✇→✱ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ✭✸✳✹✸✮ ♠♥♦➺②♠② /❦❛❧❛ ♥✐❡ ♣ ③❡③ ❞♦❞❛0❦♦✇→ ③♠✐❡♥♥→ /♣ ③➛➺♦♥→ λ

✭✇❡❦0♦ ❞②/❦ ❡0♥②❝❤ ✇❛ 0♦➧❝✐✮✱ ❛ ✇②♥✐❦♦✇→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✱ ♣♦ ♣ ③❡♥✐❡/✐❡♥✐✉ ✇/③②/0✲

❦✐❝❤ ❝③➟♦♥5✇ ♥❛ ❥❡❞♥→ /0 ♦♥➛✱

0 = λ❚
(

A
∂p0

∂µi
+
∂∆M

∂µi
ü+

∂∆K

∂µi
u

)

, ✭✸✳✹✹✮

❞♦❞❛❥❡♠② /0 ♦♥❛♠✐ ❞♦ ③ 5➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✹✷✮ ✐ ❣ ✉♣✉❥❡♠② ❝③➟♦♥②

③❛✇✐❡ ❛❥→❝❡ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♣/❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱

∂F (µ)

∂µi
= λ❚

(

∂∆M

∂µi
ü+

∂∆K

∂µi
u

)

+
(

λ❚A− d❚D①

) ∂p0

∂µi
. ✭✸✳✹✺✮

❲❛ 0♦➧➣ ③♠✐❡♥♥❡❥ /♣ ③➛➺♦♥❡❥ ♠♦➺♥❛ ❞♦❜ ❛➣ 0❛❦✱ ❜② ❝③➟♦♥ /0♦❥→❝② ♣ ③② ♣♦❝❤♦❞✲

♥②❝❤ ♣/❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ /0❛✇❛➟ /✐➛  5✇♥② ③❡ ♦✳ ❲5✇❝③❛/

∂F (µ)

∂µi
= λ❚

(

∂∆M

∂µi
ü+

∂∆K

∂µi
u

)

, ✭✸✳✹✻✮

❣❞③✐❡ λ ❞❛♥❛ ❥❡/0 ✇ /♣♦/5❜ ♥✐❡❥❛✇♥② ✇ ♣♦/0❛❝✐  ♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♥❛/0➛♣✉❥→❝❡❣♦ ❧✐♥✲

✐♦✇❡❣♦  5✇♥❛♥✐❛ /♣ ③➛➺♦♥❡❣♦✿

λ❚A = d❚D①. ✭✸✳✹✼✮

❩❛✉✇❛➺♠②✱ ➺❡ ✭✸✳✹✼✮ ♥✐❡ ③❛❧❡➺② ♦❞ ③♠✐❡♥♥❡❥ µi ✇③❣❧➛❞❡♠ ❦05 ❡❥ ③❛❝❤♦❞③✐  5➺♥✐✲

❝③❦♦✇❛♥✐❡✱ ❛ ③❛0❡♠ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❡ ❣ ❛❞✐❡♥0✉ ♠❡0♦❞→ ③♠✐❡♥♥❡❥ /♣ ③➛➺♦♥❡❥ ✇②♠❛❣❛

❥❡❞②♥✐❡ ❞✇✉❦ ♦0♥❡❣♦  ♦③✇✐→③❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦  5✇♥❛♥✐❛ ❱♦❧0❡  ②✱ ❝♦ ❥❡/0 ♦♣❡ ❛❝❥→

♥❛❥❦♦/③0♦✇♥✐❡❥/③→ ♥✉♠❡ ②❝③♥✐❡✿ ✭✷✳✷✹✮ ✇ ❝❡❧✉ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♣/❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ♦ ❛③

✭✸✳✹✼✮ ✇ ❝❡❧✉ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ③♠✐❡♥♥❡❥ /♣ ③➛➺♦♥❡❥✳

✸✳✺✳✸ ❍❡%❥❛♥

◆❛❥❡❢❡❦0②✇♥✐❡❥/③→ ♥✉♠❡ ②❝③♥✐❡ ♠❡0♦❞→ ❛♥❛❧✐③② ✇ ❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❞ ✉❣✐❡❣♦  ③➛❞✉

❥❡/0 ♠❡0♦❞❛ ❉❉▼✲❆❱▼✳ G✉♥❦0❡♠ ✇②❥➧❝✐❛ ❥❡/0 ❞✇✉❦ ♦0♥✐❡ ③ 5➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡

✇♣ ♦/0 ✇② ❛➺❡♥✐❡ ✭✸✳✹✵✮ ❞❡✜♥✐✉❥→❝❡ ❢✉♥❦❝❥➛ ❝❡❧✉✱

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

(

D①

∂p0

∂µi

)

❚

D①

∂p0

∂µj
− d❚D①

∂2p0

∂µi∂µj
. ✭✸✳✹✽✮



✸✳✺ ❉②%❦'❡)②③❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛%✉ ✻✸

▼❡"♦❞❛ ❜❡③♣♦➧*❡❞♥✐❡❣♦ *.➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ♦❜❧✐❝③❛ "❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣♦♣*③❡③ ✇✐❡❧♦❦*♦"♥❡

*♦③✇✐→③❛♥✐❡ ♣♦❞✇.❥♥✐❡ ③*.➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❥ ✇❡*7❥✐ *.✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✷✹✮✱

A
∂2p0

∂µi∂µj
=− ∂∆M

∂µi
B̈
∂p0

∂µj
− ∂∆M

∂µj
B̈
∂p0

∂µi

− ∂∆K

∂µi
B
∂p0

∂µj
− ∂∆K

∂µj
B
∂p0

∂µi
, ✭✸✳✹✾✮

❣❞③✐❡ ♣,③②❥➛0♦ ③❛➟♦➺❡♥✐❡ ✭✸✳✷✹✮ ♦ ❧✐♥✐♦✇❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ③♠✐❛♥ ♠❛❝✐❡,③② ♠❛< ✐ <③0②✲

✇♥♦➧❝✐ ♦❞ ♣❛,❛♠❡0,>✇ ✉<③❦♦❞③❡♥✐❛✳ ❚❛❦✐❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ♠❛ ♥✐❡❡❢❡❦0②✇♥→✱ ❦✇❛❞,❛✲

0♦✇→ ③➟♦➺♦♥♦➧➣ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇→✳ ▼❡0♦❞❛ ❉❉▼✲❆❱▼ ♥❛0♦♠✐❛<0 ❡❧✐♠✐♥✉❥❡ ❞,✉❣✐❡

♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣<❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ③ ✭✸✳✹✽✮✿ ,>✇♥❛♥✐❡ ✭✸✳✹✾✮ ♠♥♦➺♦♥❡ ❥❡<0 <❦❛❧❛,♥✐❡

♣,③❡③ ③♠✐❡♥♥→ <♣,③➛➺♦♥→ λ✱ ✇<③②<0❦✐❡ ❝③➟♦♥② <→ ♣,③❡♥♦<③♦♥❡ ♥❛ ❥❡❞♥→ <0,♦♥➛

✐ ✇②♥✐❦♦✇→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✱

0 =λ❚
(

A
∂2p0

∂µi∂µj
+
∂∆M

∂µi
B̈
∂p0

∂µj
+
∂∆M

∂µj
B̈
∂p0

∂µi

+
∂∆K

∂µi
B
∂p0

∂µj
+
∂∆K

∂µj
B
∂p0

∂µi

)

, ✭✸✳✺✵✮

❞♦❞❛❥❡ <✐➛ ❞♦ ✭✸✳✹✽✮✳ Q♦❣,✉♣♦✇❛♥✐❡ ,❛③❡♠ ❝③➟♦♥>✇ ③❛✇✐❡,❛❥→❝②❝❤ ❞,✉❣✐❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡

♣<❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ♣,♦✇❛❞③✐ ❞♦

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

(

λ❚A− d❚D①

) ∂2p0

∂µi∂µj
+

(

D①

∂p0

∂µi

)

❚

D①

∂p0

∂µj

+ λ❚
(

∂∆M

∂µi
B̈
∂p0

∂µj
+
∂∆M

∂µj
B̈
∂p0

∂µi

+
∂∆K

∂µi
B
∂p0

∂µj
+
∂∆K

∂µj
B
∂p0

∂µi

)

. ✭✸✳✺✶✮

❏❡➧❧✐ ③♠✐❡♥♥❛ <♣,③➛➺♦♥❛ λ <♣❡➟♥✐❛ ,>✇♥❛♥✐❡ <♣,③➛➺♦♥❡ ✭✸✳✹✼✮✱ 0♦ ❝③➟♦♥ ♣,③②

❞,✉❣✐❝❤ ♣♦❝❤♦❞♥②❝❤ ♣<❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ <0❛❥❡ <✐➛ ,>✇♥② ③❡,♦ ✐ ♦<0❛0❡❝③♥✐❡✿

∂2F (µ)

∂µi∂µj
=

(

D①

∂p0

∂µi

)

❚

D①

∂p0

∂µj

+ λ❚
(

∂∆M

∂µi
B̈
∂p0

∂µj
+
∂∆M

∂µj
B̈
∂p0

∂µi

+
∂∆K

∂µi
B
∂p0

∂µj
+
∂∆K

∂µj
B
∂p0

∂µi

)

, ✭✸✳✺✷✮



✻✹ ✸✳ ■❞❡♥&②✜❦❛❝❥❛ ③♠✐❛♥ ♠❛0② ✐ 0③&②✇♥♦➧❝✐ ❦♦♥0&4✉❦❝❥✐

❣❞③✐❡ λ ❥❡&' (♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ ✭✸✳✹✼✮ ❛ ♣✐❡(✇&③❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣&❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ♦'(③②✲

♠✉❥❡ &✐➛ ♣(③❡③ Nµ✲❦(♦'♥❡ (♦③✇✐→③❛♥✐❡ ✭✸✳✹✸✮✳ ❑♦&③' ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❤❡&❥❛♥✉ ❢✉♥❦❝❥✐

❝❡❧✉ ✇②♥♦&✐ ③❛'❡♠ O(Nµ)✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ &❢♦(♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ③ ❝③❛&❡♠

❝✐→❣➟②♠✳



✹

❙❢♦#♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

❲ ♣♦♣#③❡❞♥✐❝❤ #♦③❞③✐❛➟❛❝❤ ♣#③❡❞-.❛✇✐♦♥♦ -❢♦#♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ♣#♦❜❧❡♠✉ ✇♣#♦-. ✐

♦❞✇#♦.♥❡❣♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛-✉ ✇②❦♦#③②-.✉❥→❝❡ ♠❡.♦❞➛ ♥✐❡♣❛#❛♠❡.#②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞✲

❡❧♦✇❛♥✐❛ ❝③❛-♦✇❡❣♦ ♣#③❡❜✐❡❣✉ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥-.#✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✳ >♦♠✐♠♦

❡❢❡❦.②✇♥②❝❤ .❡❝❤♥✐❦ ♥✉♠❡#②❝③♥②❝❤ ♣#③❡❞-.❛✇✐♦♥②❝❤ ✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✺✱ ❛♥❛❧✐③❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

❝③❛-✉ ❥❡-. ❦♦-③.♦✇♥❛ ♥✉♠❡#②❝③♥✐❡ ✐ ❝③❛-♦❝❤➟♦♥♥❛

✶

✳ ❩✇✐→③❛♥❡ ❥❡-. .♦ ③♥❛❝③♥②♠✐

♥✉♠❡#②❝③♥②♠✐ ❦♦-③.❛♠✐ #♦③✇✐→③❛♥✐❛ #C✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✭✷✳✶✾❜✮✱ ❦.C#❡ ♣♦ ❞②-❦#❡✲

.②③❛❝❥✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ ❝③❛-♦✇❡❥ ♣#③②❥♠✉❥❡ ❢♦#♠➛ ❞✉➺❡❣♦ ✉❦➟❛❞✉ #C✇♥❛➠ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ ✭✷✳✷✹✮✳

❘♦③✇✐→③❛♥✐❡ .❛❦✐❡❣♦ ✉❦➟❛❞✉ ❥❡-. ❝③❛-♦❝❤➟♦♥♥❡ ③ ♣♦✇♦❞✉ ❥❡❣♦ ③♥❛❝③♥②❝❤ #♦③♠✐✲

❛#C✇

✷

✱ ❣➛-.♦➧❝✐ ♠❛❝✐❡#③② ✉❦➟❛❞✉ ✐ ❥❡❥ ❜❧♦❦♦✇❡❥ -.#✉❦.✉#②✱ ✇ ❦.C#❡❥ ❦❛➺❞② ❜❧♦❦ ♠❛

♣♦-.❛➣ ❞♦❧♥❡❥ .#C❥❦→.♥❡❥ ♠❛❝✐❡#③② .②♣✉ ❚♦❡♣❧✐.③❛✱ ♣❛.#③ #②-✳ ✻✳✼✳ ❚❛❦✐❡ ✇➟❛-♥♦➧❝✐

✐ -.#✉❦.✉#❛ ♠❛❝✐❡#③② ✉❦➟❛❞✉ ✇②♥✐❦❛ ③ ❢❛❦.✉✱ ➺❡ ♣✐❡#✇♦.♥❡ #C✇♥❛♥✐❡ ❝❛➟❦♦✇❡ ❥❡-.

#C✇♥❛♥✐❡♠ ♠❛❝✐❡#③♦✇②♠ .②♣✉ ❱♦❧.❡##②✱ ❛ ③❛❞❛♥✐❡ ❥❡❣♦ #♦③✇✐→③❛♥✐❛ -♣#♦✇❛❞③❛

-✐➛ ✇ ✐-.♦❝✐❡ ❞♦ ③❛❞❛♥✐❛ #♦③✇✐❦➟❛♥✐❛ -③❡#❡❣✉ -♣❧♦.C✇✱ ❝♦ ❥❡-. ③❛❞❛♥✐❡♠ ③❡ -✇♦❥❡❥

✐-.♦.② ➵❧❡ ✉✇❛#✉♥❦♦✇❛♥②♠ ♥✉♠❡#②❝③♥✐❡ ❬✶✷✾✱ ✶✸✶❪✳

>#③❡♣#♦✇❛❞③❡♥✐❡ ♣#♦❝❡-✉ #♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♣#♦❜❧❡♠✉ ✇♣#♦-. ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛-✉

❥❡-. ❦♦♥✐❡❝③♥❡✱ ❥❡➧❧✐ ❝❡❧❡♠ ❛♥❛❧✐③② ❥❡-. ♦.#③②♠❛♥✐❡ ✇✐❛#②❣♦❞♥❡❥ ♣♦-.❛❝✐ ♣#③❡❜✐❡❣✉

❝③❛-♦✇❡❣♦ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥-.#✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ❧✉❜ ✉-③❦♦❞✲

③♦♥❡❥✿ ③❛-.♦-♦✇❛♥② ✐.❡#❛❝②❥♥② ❛❧❣♦#②.♠ #❡❣✉❧❛#②③✉❥→❝② ✭❈●▲❙✮ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ♣#❡✲

❝②③②❥♥→ ❦♦♥.#♦❧➛ -.♦♣♥✐❛ #❡❣✉❧❛#②③❛❝❥✐ #♦③✇✐→③❛♥✐❛✳ ❏❡➧❧✐ ❥❡❞♥❛❦ ❝❡❧❡♠ ♦❜❧✐❝③❡➠

❥❡-. ✉③②-❦❛♥✐❡ ❥❡❞②♥✐❡ ♣❡✇♥②❝❤ ❝❡❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥-.#✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛-.♦➧❝✐✱ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♠♦➺♥❛ ✇✐❡❧♦❦#♦.♥✐❡ ♣#③②-♣✐❡-③②➣ ✭✷ ❞♦ ✸ #③➛❞C✇

✇✐❡❧❦♦➧❝✐ #❛③②✮ ♣♦♣#③❡③ #♦③✇✐→③❛♥✐❡ ✉❦➟❛❞✉ ✭✷✳✷✹✮ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛-.♦➧❝✐ ❬✶✸✺❪✳

◆❛❧❡➺② ❥❡❞♥❛❦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ #♦③✇✐→③❛♥✐❡ ✉③②-❦❛♥❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛-.♦➧❝✐ ❜➛❞③✐❡

✇✐❛#②❣♦❞♥❡ ❥❡❞②♥✐❡ ✇ ♣❡✇♥②❝❤ ③❛❦#❡-❛❝❤ ❝③➛-.♦➧❝✐✳ >♦♥❛❞.♦ #❡❣✉❧❛#②③❛❝❥❛ ♥✉✲

✶

❲ ✇②♣❛❞❦✉ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❞✇.❝❤ ♠❛0 ✇➛③➟♦✇②❝❤ ❦♦♥056✉❦❝❥✐ 6♦③✇❛➺❛♥❡❥ ✇ ❡❦0♣❡6②♠❡♥✲

5❛❧♥❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♥✐♥✐❡❥0③②❝❤ ❜❛❞❛➠✱ ♣6♦❜❧❡♠ ✇♣6♦05 ❥❡05 6♦③✇✐→③②✇❛♥② ♥❛ ❦♦♠♣✉5❡6③❡ ❦❧❛0② @❈

✇ ❝③❛0✐❡ ♦❦✳ ✷ ♠✐♥✉5✱ ❛ ♣6♦❜❧❡♠ ♦❞✇6♦5♥② ✇ ❝③❛0✐❡ ♦❦✳ ✶ ❣♦❞③✐♥②✳

✷

@6③②❦➟❛❞♦✇❛ ♠❛❝✐❡6③ 6♦③✇❛➺❛♥❛ ✇ ♣6③②❦➟❛❞③✐❡ ❡❦0♣❡6②♠❡♥5❛❧♥②♠ ✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✻ ✭♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥❛ ❞✇.❝❤ ♠❛0 ✇➛③➟♦✇②❝❤✱ ♦❦✳ 15 000 5②0✳ ❦6♦❦.✇ ❝③❛0♦✇②❝❤✮ ♠❛ ✇②♠✐❛6② ♦❦✳ 90 000 ×

90 000✳



✻✻ ✹✳ ❙❢♦%♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

♠❡"②❝③♥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛,-♦➧❝✐ ♥✐❡ ❥❡,- "1✇♥♦✇❛➺♥❛ "❡❣✉❧❛"②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡"②❝③♥❡❥

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛,✉✱ ❛ ✇✐➛❝ ♦❞-✇♦"③❡♥✐❡ ♥❛ ♣♦❞,-❛✇✐❡ -❛❦✐❡❣♦ "♦③✇✐→③❛♥✐❛ ✇✐❛"②✲

❣♦❞♥②❝❤ ♣♦,-❛❝✐ ❝③❛,♦✇②❝❤ ♣"③❡❜✐❡❣1✇ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥,-"✉❦❝❥✐ ✭-③♥✳ ♣♦✇"1-

③ ❞③✐❡❞③✐♥② ❝③➛,-♦➧❝✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥➛ ❝③❛,✉✮ ❥❡,- ③❛❞❛♥✐❡♠ ♥✐❡-"②✇✐❛❧♥②♠✱ ❦-1"❡❣♦

③ "❡❣✉➟② ♥✐❡ ♠♦➺♥❛ ♣"③❡♣"♦✇❛❞③✐➣ ♣♦♣"③❡③ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐❡ ✇②❦♦"③②,-❛♥✐❡ ,-❛♥❞❛"✲

❞♦✇②❝❤ -❡❝❤♥✐❦ ,③②❜❦✐❡❥ ♦❞✇"♦-♥❡❥ -"❛♥,❢♦"♠❛❝❥✐ ❋♦✉"✐❡"❛✳

❲ ③✇✐→③❦✉ ③ ❞②,❦"❡-♥②♠ ❝❤❛"❛❦-❡"❡♠ ❞❛♥②❝❤ ❡❦,♣❡"②♠❡♥-❛❧♥②❝❤ ♦"❛③

♦❣"❛♥✐❝③♦♥②♠ ❝③❛,❡♠ ♣♦♠✐❛"1✇✱ ❛♥❛❧✐③❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛,-♦➧❝✐ ✇②♠❛❣❛ ③❛,✲

-♦,♦✇❛♥✐❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ♦❦♥❛ ❝③❛,♦✇❡❣♦ ❞♦ ❞❛♥②❝❤ ♣♦♠✐❛"♦✇②❝❤ ♣"③❡❞ ✇②❦♦✲

♥❛♥✐❡♠ ,③②❜❦✐❡❥ -"❛♥,❢♦"♠❛❝❥✐ ❋♦✉"✐❡"❛ ✭❋❋❚✮✳ ❲ ♣"❛❦-②❝❡ ,♣❡❦-"✉♠ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

♦❜❧✐❝③♦♥❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛,-♦➧❝✐ ✭❥❛❦ "1✇♥✐❡➺ ❥❡❣♦ ✇✐❛"②❣♦❞♥♦➧➣ ③✇✐→③❛♥❛ ③ ♥✉✲

♠❡"②❝③♥②♠ ✉✇❛"✉♥❦♦✇❛♥✐❡♠ ③❛❞❛♥✐❛ ,❢♦"♠✉➟♦✇❛♥❡❣♦ ❞❧❛ ❞❛♥❡❥ ❝③➛,-♦➧❝✐✮ ♠♦➺❡

✇②❦❛③②✇❛➣ ③♥❛❝③♥→ ✇"❛➺❧✐✇♦➧➣ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣"③②❥➛-❡❣♦ ✇,♣1➟❝③②♥♥✐❦❛ ③❛♥✐❦❛♥✐❛

✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ♦❦♥❛ ❝③❛,♦✇❡❣♦✳ ❏❡❞♥♦❝③❡,♥❛ ❛♥❛❧✐③❛ ♣"③② ✇②❦♦"③②,-❛♥✐✉ ❝❛➟❡❣♦

,③❡"❡❣✉ "1➺♥②❝❤ ✇,♣1➟❝③②♥♥✐❦1✇ ③❛♥✐❦❛♥✐❛✱ ♣♦♣"③❡③ ❡❢❡❦-②✇♥❡ ✉➧"❡❞♥✐❡♥✐❡

✇②♥✐❦1✇✱ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ✐,-♦-♥❡ ✉♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡♥✐❡ ✐❝❤ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ♦❞ ,③❝③❡❣1❧♥❡❥

✇❛"-♦➧❝✐ ♣"③②❥➛-❡❣♦ ✇,♣1➟❝③②♥♥✐❦❛✳ ❚❛❦❛ ❛♥❛❧✐③❛ ❥❡,- ✇ ♣"❛❦-②❝❡ "1✇♥♦✇❛➺♥❛

❛♥❛❧✐③✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ❦-1"❡❥ ❥❡,- ♣♦➧✇✐➛❝♦♥② ♥✐♥✐❡❥,③② "♦③❞③✐❛➟✳

✹✳✶ ❚$❛♥'❢♦$♠❛❝❥❛ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

❙❢♦"♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ♣"③❡❞,-❛✇✐♦♥❡ ✇ -②♠ "♦③❞③✐❛❧❡ ✇②❦♦"③②,-✉❥❡ -"❛♥,❢♦"♠❛❝❥➛

▲❛♣❧❛❝❡✬❛ L✱ ❦-1"❛ ❥❡,- ❥❡❞♥→ ③ -"❛♥,❢♦"♠❛❝❥✐ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ❬✶✸✻❪✳ ❙-❛♥❞❛"❞♦✇♦
❞❡✜♥✐✉❥❡ ,✐➛ ❥→ ✇ ♥❛,-➛♣✉❥→❝② ,♣♦,1❜✿

(Lf) (s) =
∫ ∞

0
❡

−stf(t) ❞t

= f(s),

✭✹✳✶✮

❣❞③✐❡ s ❥❡,- ③♠✐❡♥♥→ ③❡,♣♦❧♦♥→✱

s = η + ✐ω ∈ C, ✭✹✳✷❛✮

♦"❛③

η = ❘❡ s ∈ R,

ω = ■♠ s ∈ R
✭✹✳✷❜✮

,→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ "③❡❝③②✇✐,-②♠✐ ✐ ✉"♦❥♦♥②♠✐ ❝③➛➧❝✐❛♠✐ ③❡,♣♦❧♦♥❡❥ ❧✐❝③❜② s✳
❲ ③✇✐→③❦✉ ③❡ ③♥❛♥②♠ ❢❛❦-❡♠ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥♦➧❝✐

✸

♦❞✇"♦-♥❡❥ -"❛♥,❢♦"♠❛❝❥✐ ▲❛♣❧❛❝❡

✸

❩ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐→ ❞♦ ③❜✐♦.✉ ♠✐❛.② ③❡.♦✱ ❝③②❧✐ ✇ ♣.❛❦7②❝❡ ③ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐→ ❞♦ ✇❛.7♦➧❝✐ ❢✉♥❦❝❥✐

✇ ♣♦❥❡❞②♥❝③②❝❤ ✐③♦❧♦✇❛♥②❝❤ ♣✉♥❦7❛❝❤✳



✹✳✷ #$♦❜❧❡♠ ✇♣$♦,- ✻✼

✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ♦❞❝✐♥❦❛♠✐ ❝✐→❣➟②❝❤ ✐ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③♦ ♦❣3❛♥✐❝③♦♥②❝❤ ✭5✇✐❡3❞③❡✲

♥✐❡ ▲❡3❝❤❛ ❬✶✸✻❪✮✱ ✇ ♥✐♥✐❡❥@③②♠ 3♦③❞③✐❛❧❡ ❢✉♥❦❝❥❡ ✐ ✐❝❤ 53❛♥@❢♦3♠❛5② ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❞❧❛

✉♣3♦@③❝③❡♥✐❛ ♥♦5❛❝❥✐ @→ ♦③♥❛❝③❛♥❡ 5②♠✐ @❛♠②♠✐ @②♠❜♦❧❛♠✐ ✐ 3D➺♥✐→ @✐➛ ❥❡❞②♥✐❡

❛3❣✉♠❡♥5❛♠✐✳ ❆ ③❛5❡♠✱ 5❛♠ ❣❞③✐❡ ♥✐❡ ❜➛❞③✐❡ 5♦ ♣3♦✇❛❞③✐➟♦ ❞♦ ♥✐❡♣♦3♦③✉♠✐❡➠✱

53❛♥@❢♦3♠❛5❛ ❢✉♥❦❝❥✐ f(t)✱ ✇ ♠✐❡❥@❝❡ (Lf) (s)✱ ❜➛❞③✐❡ ♣♦ ♣3♦@5✉ ♦③♥❛❝③❛♥❛ f(s)✱
♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✭✹✳✶✮✳

❩ ♣✉♥❦5✉ ✇✐❞③❡♥✐❛ ❡❢❡❦5②✇♥♦➧❝✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥✱ ♣♦❞@5❛✇♦✇→ ③❛❧❡5→ 53❛♥@✲

❢♦3♠❛❝❥✐ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ 53❛♥@❢♦3♠❛❝❥✐ ❋♦✉3✐❡3❛✱ ❥❡@5 ❢❛❦5✱ ➺❡ ♦♣❡3❛❝❥❛

@♣❧♦5✉ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛@✉ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♦♣❡3❛❝❥✐ ♠♥♦➺❡♥✐❛✳

■♥♥②♠✐ @➟♦✇② 53❛♥@❢♦3♠❛5❛ @♣❧♦5✉ ❥❡@5 ✐❧♦❝③②♥❡♠ 53❛♥@❢♦3♠❛5✱ ❝③②❧✐

(L (f ⋆ g)) (s) = (Lf) (s) (Lg) (s), ✭✹✳✸✮

❣❞③✐❡ f ⋆ g ♦③♥❛❝③❛ @♣❧♦5 ❢✉♥❦❝❥✐ f ✐ g✱

(f ⋆ g) (t) =

∫ t

0
f(t− τ)g(τ) ❞τ, ✭✹✳✹✮

♦3❛③ f(t) ✐ g(t) @→ ❞♦✇♦❧♥②♠✐ ❢✉♥❦❝❥❛♠✐ ♦❞❝✐♥❦❛♠✐ ❝✐→❣➟②♠✐ ✐ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③♦
♦❣3❛♥✐❝③♦♥②♠✐ ♦❦3❡➧❧♦♥②♠✐ ❞❧❛ t ≥ 0✳

✹✳✷ #$♦❜❧❡♠ ✇♣$♦,-

✹✳✷✳✶ ❘%✇♥❛♥✐❛ *✉❝❤✉

❚3❛♥@❢♦3♠❛❝❥❛ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✭✹✳✶✮ ♣3③❡❦@③5❛➟❝❛ @❢♦3♠✉➟♦✇❛♥❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛@✉

3D✇♥❛♥✐❛ 3✉❝❤✉ ❦♦♥@53✉❦❝❥✐ ♦3②❣✐♥❛❧♥❡❥ ✭✷✳✶✹✮ ✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ✭✷✳✶✺✮ ✇ ♥❛@5➛♣✉✲

❥→❝❡ ✐❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦✐✿

Mü▲(s) +Cu̇▲(s) +Ku▲(s) = f(s), ✭✹✳✺✮

(M+∆M) ü(s) +Cu̇(s) + (K+∆K)u(s) = f(s), ✭✹✳✻✮

❣❞③✐❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡✴✉@③❦♦❞③❡♥✐❛ ❦♦♥@53✉❦❝❥✐ @→ ❦✇❛♥5②✜❦♦✇❛♥❡ ♣♦♣3③❡③ ③♠✐❛♥②

♠❛❝✐❡3③② ♠❛@ ∆M ✐ @③5②✇♥♦➧❝✐ ∆K✱ ❝③➟♦♥ f(s) ❥❡@5 53❛♥@❢♦3♠❛5→ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛
✇②♠✉@③❡♥✐❛ 5❡@5♦✇❡❣♦ f(t)✱ ❛ u▲(s) ✐ u(s) @→ 53❛♥@❢♦3♠❛5❛♠✐ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞✲
♥✐♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥@53✉❦❝❥✐ ♦3②❣✐♥❛❧♥❡❥ ✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✱ u▲(t) ✐ u(t)✳

✹✳✷✳✷ ./❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡

U3③❡♥✐❡@✐❡♥✐❡ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✹✳✻✮ ❝③➟♦♥D✇ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♥❛

♣3❛✇→ @53♦♥➛ 3D✇♥❛♥✐❛ ♣3♦✇❛❞③✐ ❞♦ ♥❛@5➛♣✉❥→❝❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐✱ ❦5D3❛ ❥❡@5 ♦❞♣♦✇✐❡❞✲



✻✽ ✹✳ ❙❢♦%♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

♥✐❦✐❡♠ %❢♦(♠✉➟♦✇❛♥❡❣♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛%✉ (1✇♥❛♥✐❛ (✉❝❤✉ ❦♦♥%3(✉❦❝❥✐ ♦(②❣✐♥❛❧✲

♥❡❥ ✭✷✳✶✻✮ ③ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❛♠✐ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②♠✐ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡♠ p0(s)✿

Mü(s) +Cu(s) +Ku(s) = f(s) + p0(s). ✭✹✳✼✮

F♦(1✇♥❛♥✐❡ ✭✹✳✻✮ ✐ ✭✹✳✼✮ ♣(♦✇❛❞③✐ ❞♦ ♥❛%3➛♣✉❥→❝❡❣♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦❛ ✭✷✳✶✼✮✱

✇ %♣♦%1❜ ✉✇✐❦➟❛♥② ✇②(❛➺❛❥→❝❡❣♦ ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ p0(s) (1✇♥♦✇❛➺♥❡ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥♦♠ ♠❛%② ✐ %③3②✇♥♦➧❝✐ ∆M ✐ ∆K✿

p0(s) = −∆Mü(s)−∆Ku(s). ✭✹✳✽✮

❩❣♦❞♥✐❡ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✹✳✸✮✱ ♦♣❡(❛❝❥✐ %♣❧♦3✉ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛%✉ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ♦♣❡(❛❝❥❛ ♠♥♦➺❡♥✐❛✳ ❆ ③❛3❡♠✱ ✇ ③✇✐→③❦✉ ③ ✭✷✳✶✽✮ ✐ ✭✷✳✶✷✮✱

♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥%3(✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✇②(❛➺❛ %✐➛

✇ ♥❛%3➛♣✉❥→❝② %♣♦%1❜✿

u(s) = u▲(s) +B(s)p0(s), ✭✹✳✾❛✮

ü(s) = ü▲(s) + B̈δ(s)p
0(s), ✭✹✳✾❜✮

❣❞③✐❡ u(s) ✐ ü(s) ♦(❛③ u▲(s) ✐ ü▲(s) %→ ♣(③❡♠✐❡%③❝③❡♥✐♦✇→ ✐ ♣(③②%♣✐❡%③❡♥✐♦✇→

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ❦♦♥%3(✉❦❝❥✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ♦(❛③ ♦(②❣✐♥❛❧♥❡❥

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ B(s) ✐ B̈δ(s) %→ ✐♠♣✉❧%♦✇②♠✐ ❢✉♥❦❝❥❛♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ❛ p0(s) ❥❡%3 ♣%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡♠ (1✇♥♦✇❛➺♥②♠

(♦③✇❛➺❛♥②♠ ♠♦❞②✜❦❛❝❥♦♠✳ F♦❞%3❛✇✐❡♥✐❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✹✳✾✮ ❞♦ ✭✹✳✽✮ ♣(♦✇❛❞③✐ ❞♦

♥❛%3➛♣✉❥→❝❡❣♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ (1✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❜✮✿

[

I+∆MB̈δ(s) + ∆KB(s)
]

p0(s) = −∆Mü▲(s)−∆Ku▲(s). ✭✹✳✶✵✮

◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✭✹✳✶✵✮ ❥❡%3 ③✇②❦➟②♠ ❞②%❦(❡3♥②♠ ✉❦➟❛❞❡♠ (1✇♥❛➠ ❧✐♥✲

✐♦✇②❝❤✱ ❦31(② ♥❛❧❡➺② (♦③✇✐→③❛➣ ♦❞❞③✐❡❧♥✐❡ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ (♦③✇❛➺❛♥❡❥ ✇❛(3♦➧❝✐ ③♠✐✲

❡♥♥❡❥ ③❡%♣♦❧♦♥❡❥ s❀ (♦③✇✐→③❛♥✐❛ ❞❧❛ ❞❛♥❡❣♦ s %→ ♥✐❡③❛❧❡➺♥❡ ♦❞ ♣♦%3❛❝✐ (1✇♥❛♥✐❛ ✐
❥❡❣♦ (♦③✇✐→③❛➠ ❞❧❛ ✐♥♥②❝❤ ✇❛(3♦➧❝✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ s✳ ❏❡%3 3♦ ✐%3♦3♥❛ ③❛❧❡3❛ %❢♦(♠✉➟♦✇❛✲
♥✐❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✿ (1✇♥❛♥✐❡ ✭✷✳✶✾❜✮ ♥❛❧❡➺② (♦③✇✐→③❛➣ ❥❡❞②♥✐❡ ❥❡❞♥♦❦(♦3✲

♥✐❡✱ ❛❧❡ ♠❛ ♦♥♦ ❢♦(♠➛ (1✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦✱ ❦31(❡❣♦ ❜❡③♣♦➧(❡❞♥✐❡ (♦③✇✐→③❛♥✐❡

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛%✉ ❥❡%3 ❜❛(❞③♦ ❝③❛%♦❝❤➟♦♥♥❡✳

✹✳✷✳✸ ❖❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥./0✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥

F%❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ p0(s) ♠♦❞❡❧✉❥→❝❡ (♦③✇❛➺❛♥❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ %③3②✇♥♦➧❝✐ ∆K

✐ ♠❛%② ∆M ❦♦♥%3(✉❦❝❥✐ ③♥❛❥❞✉❥❡ %✐➛ ♣♦♣(③❡③ (♦③✇✐→③❛♥✐❡ ✭✹✳✶✵✮ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ✐%✲

3♦3♥❡❥ ✇❛(3♦➧❝✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ s✳ ❖❞♣♦✇✐❡❞♥✐→ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥%3(✉❦❝❥✐ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣



✹✳✸ #$♦❜❧❡♠ ♦❞✇$♦,♥② ✻✾

✇②❦♦$③②&'✉❥→❝ ♥❛&'➛♣✉❥→❝② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✷✵✮✿

x(s) = x▲(s) +B①(s)p0(s), ✭✹✳✶✶✮

❦'>$❡❣♦ ❝③➟♦♥② &→ '$❛♥&❢♦$♠❛'❛♠✐ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ❝③➟♦♥>✇ ✭✷✳✷✵✮✳

✹✳✷✳✹ ❖❜%③❛( ✇✐❛(②❣♦❞♥♦➧❝✐

❲ '❡♦$✐✐✱ ♦❜&③❛$ ❛❜&♦❧✉'♥❡❥ ③❜✐❡➺♥♦➧❝✐ '$❛♥&❢♦$♠❛❝❥✐ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♠❛ ♣♦&'❛➣

❘❡ s > η
♠✐♥

❧✉❜ ❘❡ s ≥ η
♠✐♥

✱ ♣❛'$③ ✭✹✳✷✮✳ ❲ ♣$❛❦'②❝❡ ❥❡❞♥❛❦ ❢✉♥❦❝❥❛ ♣♦❞✲

❝❛➟❦♦✇❛ f(t) ❞❛♥❛ ❥❡&' ❥❡❞②♥✐❡ ❞②&❦$❡'♥✐❡✱ ✇ ♣♦&'❛❝✐ &③❡$❡❣✉ ❥❡❥ ✇❛$'♦➧❝✐

&♣$>❜❦♦✇❛♥②❝❤ ✇ &❦♦➠❝③♦♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❞❝✐♥❦✉ ❝③❛&♦✇②♠ [0, T ]✱ ❛ ✇❛$'♦➧➣ ❥❡❥
'$❛♥&❢♦$♠❛'② ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♠♦➺♥❛ ✇✐❛$②❣♦❞♥✐❡ ♦❜❧✐❝③②➣ ❥❡❞②♥✐❡ ✇ ♣❡✇♥②♠ ♦❣$❛♥✐❝✲

③♦♥②♠ ♣♦❞③❜✐♦$③❡ '❡♦$❡'②❝③♥❡❣♦ ♦❜&③❛$✉ ❛❜&♦❧✉'♥❡❥ ③❜✐❡➺♥♦➧❝✐✳ ❲✐❛$②❣♦❞♥♦➧➣

♥✉♠❡$②❝③♥✐❡ ♦❜❧✐❝③♦♥❡❥ ✇❛$'♦➧❝✐ '$❛♥&❢♦$♠❛'② ③❛❧❡➺② ♦❞ &③❡$❡❣✉ ❝③②♥♥✐❦>✇✱

✇ '②♠ ♦❞✿

❼ ❯✇❛$✉♥❦♦✇❛♥✐❛ ♥✉♠❡$②❝③♥❡❣♦ $>✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✵✮✿ ✇✐❛$②❣♦❞♥→ ✇❛$'♦➧➣ ✇❡❦✲

'♦$❛ ♣&❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ♠♦➺♥❛ ✉③②&❦❛➣ ❥❡❞②♥✐❡ ❥❡➧❧✐ ✇&♣>➟❝③②♥♥✐❦

♥✉♠❡$②❝③♥❡❣♦ ✉✇❛$✉♥❦♦✇❛♥✐❛ ✉❦➟❛❞✉ ✭✹✳✶✵✮ ♥✐❡ ❥❡&' ③❜②' ❞✉➺②✳

❼ ❲✐❛$②❣♦❞♥♦➧❝✐ ♥✐❡♣❛$❛♠❡'$②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ❦♦♥&'$✉❦❝❥✐ ❞❧❛ $♦③✇❛➺❛♥❡❥

❝③➛&'♦➧❝✐ ω = ■♠ s✿ ✇✐❛$♦❣♦❞♥❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ &→ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡❞②♥✐❡ ❥❡➧❧✐ ❡❦&♣❡$②✲
♠❡♥'❛❧♥❡ ✇②♠✉&③❡♥✐❛ O✉❛&✐ ✐♠♣✉❧&♦✇❡ ✭✇②❦♦$③②&'❛♥❡ ✇ ❝❡❧✉ ♣♦♠✐❛$>✇

❡❦&♣❡$②♠❡♥'❛❧♥②❝❤ ♠❛❝✐❡$③② ✇♣➟②✇✉ B(t) ✐ B̈δ(t)✱ ♣❛'$③ ❈③➛➧➣ ✷✳✺✮ ③❛✇✲
✐❡$❛❥→ ✐&'♦'♥→ ❝③➛➧➣ ❡♥❡$❣✐✐ ✇ ♣♦❜❧✐➺✉ ❧✐♥✐✐ &♣❡❦'$❛❧♥❡❥ ω✳

❼ ❉➟✉❣♦➧❝✐ T ❝③❛&✉ ♣♦♠✐❛$>✇✿ ✇ ♣$❛❦'②❝❡ ❝③❛& ♣♦♠✐❛$>✇ ❥❡&' &❦♦➠❝③♦♥②✱

❝♦ ❥❡&' ♣$③②❝③②♥→ ❡❢❡❦'✉ $♦③♠②❝✐❛ ✇✐❞♠♦✇❡❣♦✳ ❲&♣>➟❝③②♥♥✐❦ η = ❘❡ s
③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ♣♦✇✐♥✐❡♥ ❜②➣ ✇✐➛❝ ❞♦❞❛'♥✐ ✐ ❞♦&'❛'❡❝③♥✐❡

❞✉➺②✱ ❜② ③♠✐♥✐♠❛❧✐③♦✇❛➣ $♦③♠②❝✐❡ ✇✐❞♠♦✇❡✱ ❛ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ♥✐❡ ♥❛ '②❧❡

❞✉➺②✱ ❜② ✉♥✐❡♠♦➺❧✐✇✐❛➣ ❛♥❛❧✐③➛ &②❣♥❛➟✉ ✇ ❝❛➟❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❦♥❛ ❝③❛&♦✇❡❣♦✳

❼ ❈③➛&'♦'❧✐✇♦➧❝✐ ♣$>❜❦♦✇❛♥✐❛✿ $③❡❝③②✇✐&'② &②❣♥❛➟ ♣♦♠✐❛$♦✇② ❥❡&' ❞②&❦$❡'♥②

✐ ❝③➛&'♦'❧✐✇♦➧➣ ❥❡❣♦ ♣$>❜❦♦✇❛♥✐❛ ♦❣$❛♥✐❝③❛ ③❛❦$❡& ❝③➛&'♦➧❝✐ ω = ■♠ s✱ ❞❧❛
❦'>$❡❣♦ ♠♦➺♥❛ ♣$③❡♣$♦✇❛❞③✐➣ ✇✐❛$②❣♦❞♥❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛✳

✹✳✸ #$♦❜❧❡♠ ♦❞✇$♦,♥②

S$♦❜❧❡♠ ♦❞✇$♦'♥② ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❥❡&' ♠❡'♦❞♦❧♦❣✐❝③♥✐❡ &❢♦$♠✉➟♦✇❛♥②

✇ &♣♦&>❜ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥② ❞♦ &❢♦$♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ♣$♦❜❧❡♠✉ ♦❞✇$♦'♥❡❣♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

❝③❛&✉✱ ♣❛'$③ ❘♦③❞③✐❛➟ ✸✿ ❥❛❦♦ ③❛❞❛♥✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐ ✭✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛$❛♠❡'$>✇



✼✵ ✹✳ ❙❢♦%♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✮ ♣❡✇♥❡❥ ♠✐❛/② /♦③❜✐❡➺♥♦➧❝✐ ♣♦♠✐➛❞③② ❡❦5♣❡/②♠❡♥6❛❧♥✐❡ ③♠✐❡/③♦♥→

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ❦♦♥56/✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ❛ ❥❡❥ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ♥❛

♣❡✇♥❡ ✇②♠✉5③❡♥✐❡ 6❡56♦✇❡✳ ❏❡❞♥❛❦✱ ③ ♣♦✇♦❞=✇ ✇②♠✐❡♥✐♦♥②❝❤ ✇❡ ✇56➛♣✐❡ ❞♦

♥✐♥✐❡❥5③❡❣♦ /♦③❞③✐❛➟✉ ✐ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ♥✉♠❡/②❝③♥②♠ ③➟②♠ ✉✇❛/✉♥❦♦✇❛♥✐❡♠ ③❛❞❛✲

♥✐❛ ✐ /❡❣✉❧❛/②③❛❝❥→ ♥✉♠❡/②❝③♥→ /♦③✇✐→③❛♥✐❛ ✇ ♦❜✉ ❞③✐❡❞③✐♥❛❝❤✱ /♦③✇✐→③❛♥✐❡

♦6/③②♠❛♥❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ③✇②❦❧❡ ♥✐❡ ♠♦➺❡ ♣♦5➟✉➺②➣ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ✇✐❛/②✲

❣♦❞♥❡❣♦ ❝③❛5♦✇❡❣♦ ♣/③❡❜✐❡❣✉ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥56/✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✳ ❖③♥❛❝③❛

6♦✱ ➺❡ ♣/♦❜❧❡♠ ✐❞❡♥6②✜❦❛❝❥✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♠✉5✐ ✇②❦♦/③②56②✲

✇❛➣ ✐♥♥→ ♣♦56❛➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♥✐➺ ✭✸✳✶✮✳ ❖❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❛ ♠✉5✐ ❜②➣

/=✇♥✐❡➺ ❛♥❛❧✐③❛ ✇/❛➺❧✐✇♦➧❝✐✳

✹✳✸✳✶ ❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉

❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉ ✭✸✳✶✮ ✇ 5❢♦/♠✉➟♦✇❛♥✐✉ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛5✉ ❥❡56 ➧/❡❞♥✐♦❦✇❛❞/❛✲

6♦✇→ ♠✐❛/→ ✭♥♦/♠→ ℓ2✮ /♦③❜✐❡➺♥♦➧❝✐ ♣♦♠✐➛❞③② ③♠✐❡/③♦♥②♠✐ ✐ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②♠✐
♣/③❡❜✐❡❣❛♠✐ ❝③❛5♦✇②♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥56/✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ♥❛ ✇②♠✉5③❡✲

♥✐❡ 6❡56♦✇❡ f ✳ ❋✉♥❦❝❥❛ ❝❡❧✉ ③❛♣/♦♣♦♥♦✇❛♥❛ ✇ ♥✐♥✐❡❥5③②♠ /♦③❞③✐❛❧❡ ♠✐❡/③② /♦③✲

❜✐❡➺♥♦➧➣ ♣♦♠✐➛❞③② 6/❛♥5❢♦/♠❛6❛♠✐ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ 6②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ③❛ ♣♦♠♦❝→

✇❛➺♦♥❡❥ ♥♦/♠② ℓ2✱

F (µ|w, f) := 1

2

∫∫

R2

w2(ω)d❍(s)d(s) ❞η ❞ω, ✭✹✳✶✷❛✮

❣❞③✐❡ µ ❥❡56 ✇❡❦6♦/❡♠ ♣❛/❛♠❡6/=✇ ❦✇❛♥6②✜❦✉❥→❝②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥➛✱ η ✐ ω 5→
♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ /③❡❝③②✇✐56②♠✐ ✐ ✉/♦❥♦♥②♠✐ ❝③➛➧❝✐❛♠✐ ❧✐❝③❜② s✱ ♣❛6/③ ✭✹✳✷✮✱ ✐♥❞❡❦5
❣=/♥② ❍ ♦③♥❛❝③❛ 5♣/③➛➺❡♥✐❡ ❤❡/♠✐6♦✇5❦✐❡ ♠❛❝✐❡/③② ❧✉❜ ✇❡❦6♦/=✇ ✭6/❛♥5♣♦③②✲

❝❥➛ 5♣/③➛➺❡♥✐❛✮✱ d(s) ❥❡56 /=➺♥✐❝→ ♣♦/=✇♥②✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♥❛ ✇②♠✉5③❡♥✐❡
6❡56♦✇❡ f(s)✱

d(s) := x▼(s)− x(s), ✭✹✳✶✷❜✮

❛ w2(ω) ❥❡56 /③❡❝③②✇✐56→✱ ♥✐❡✉❥❡♠♥→ ❢✉♥❦❝❥→ ✇❛❣♦✇→✱ /=➺♥→ ♦❞ ③❡/❛ ❥❡❞②♥✐❡ ✇ ♦❜✲
5③❛/③❡ ✇✐❛/②❣♦❞♥♦➧❝✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✱ ❦6=/② ♥❛❧❡➺② ✇②③♥❛❝③②➣ ✇ ♦♣❛/❝✐✉ ♦ ❦/②6❡/✐❛

✇②♠✐❡♥✐♦♥❡ ♣♦✇②➺❡❥ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✹✳✷✳✹✳

❲ ❝❡❧✉ ✉➟❛6✇✐❡♥✐❛ ❛♥❛❧✐③② ♣♦/=✇♥❛✇❝③❡❥ ✇✐❡❧✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝②❝❤

/=➺♥②♠ ♠♦❞②✜❦❛❝❥♦♠✱ ♣♦♠♦❝♥❛ ♠♦➺❡ ❜②➣ ♥♦/♠❛❧✐③❛❝❥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♣♦♣/③❡③

♣♦❞③✐❡❧❡♥✐❡ ❥❡❥ ♣/③❡③ ❦✇❛❞/❛6 ✇❛➺♦♥❡❥ ♥♦/♠② 6/❛♥5❢♦/♠❛6② ③♠✐❡/③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✲

✇✐❡❞③✐ ❦♦♥56/✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✳ ❲ 6❛❦✐♠ ✇②♣❛❞❦✉✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✭✸✳✹✮✱

F (µ|w, f) := 1

2

∫∫

R2

w2(ω)d❍(s)d(s) ❞η ❞ω

∫∫

R2

w2(ω)
[

x▼(s)
]

❍

x▼(s) ❞η ❞ω
. ✭✹✳✶✸✮



✹✳✸ #$♦❜❧❡♠ ♦❞✇$♦,♥② ✼✶

✹✳✸✳✷ ●%❛❞✐❡♥+ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

❇❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡ &*➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✹✳✶✷❛✮ ✇③❣❧➛❞❡♠ i✲>❡❣♦ ♣❛&❛♠❡>&✉
♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ µi ♣&♦✇❛❞③✐ ❞♦

∂F (µ|w, f)
∂µi

= −
∫∫

R2

w2(ω)d❍(s)
∂x(s)

∂µi
❞η ❞ω, ✭✹✳✶✹✮

❣❞③✐❡ ∂x(s)/∂µi ❥❡A> ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦*✇✱ ❦>*&→ ♣♦♣&③❡③
❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡ &*➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❡ ✭✹✳✶✶✮ ♠♦➺♥❛ ✇②&❛③✐➣ ✇ >❡&♠✐♥❛❝❤ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❥

♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ♣A❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱

∂x(s)

∂µi
= B①(s)

∂p0(s)

∂µi
. ✭✹✳✶✺✮

▼❡"♦❞❛ ❜❡③♣♦➧*❡❞♥✐❡❣♦ *.➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛✳ ▼❡>♦❞❛ >❛ ♦❜❧✐❝③❛ ♣♦❝❤♦❞♥→

♣A❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✇②A>➛♣✉❥→❝→ ✇ ✭✹✳✶✺✮ ♣♦♣&③❡③ &♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥✐❡

③&*➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❣♦ &*✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✵✮✱

[

I+∆MB̈δ(s) + ∆KB(s)
] ∂p0(s)

∂µi
= −∂∆M

∂µi
ü(s)− ∂∆K

∂µi
u(s), ✭✹✳✶✻✮

❣❞③✐❡ ✇②❦♦&③②A>❛♥❡ ③♦A>❛➟② ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✹✳✾✮✳ ◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✭✹✳✶✻✮ A>❛♥♦✇✐

✐♥♥② ✉❦➟❛❞ &*✇♥❛➠ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ♦❞&➛❜♥❡❥ ③♠✐❡♥♥❡❥ &*➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ µi✱
❛ ✇✐➛❝ ♠✉A✐ ❜②➣ &♦③✇✐→③❛♥❡ >②❧❡ &❛③②✱ ✐❧❡ ❥❡A> ♥✐❡③♥❛♥②❝❤ ♣❛&❛♠❡>&*✇ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐✳ O♦ &♦③✇✐→③❛♥✐✉ ✭✹✳✶✻✮✱ ✇②♥✐❦♦✇❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣A❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ♣♦❞A>❛✇✐❛

A✐➛ ✇ ✭✹✳✶✺✮ ✇ ❝❡❧✉ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡❥ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ A②❣♥❛➟✉ ❝③✉❥♥✐❦*✇✱ ❦>*&→

♥❛❧❡➺② ♥❛A>➛♣♥✐❡ ✇②❦♦&③②A>❛➣ ✇ ✭✹✳✶✹✮✱ ❛❜② ♦A>❛>❡❝③♥✐❡ ♦❜❧✐❝③②➣ ♣♦❝❤♦❞♥→ ❢✉♥❦❝❥✐

❝❡❧✉✳

▼❡"♦❞❛ ③♠✐❡♥♥❡❥ 6♣*③➛➺♦♥❡❥✳ ❲ ♦❞&*➺♥✐❡♥✐✉ ♦❞ ♠❡>♦❞② ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡❣♦

&*➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛✱ ♠❡>♦❞❛ ③♠✐❡♥♥❡❥ A♣&③➛➺♦♥❡❥ ♥✐❡ ✇②♠❛❣❛ ✇✐❡❧♦❦&♦>♥❡❣♦ &♦③✇✐→③②✲

✇❛♥✐❛ &*✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✻✮✱ ❧❡❝③ ♣&③❡♥♦A✐ ✇A③②A>❦✐❡ ❥❡❣♦ ❝③➟♦♥② ♥❛ ❥❡❞♥→ A>&♦♥➛

✐ A❦❛❧❛&♥✐❡ ♠♥♦➺② ✇②♥✐❦ ✭③ ✇❛❣→ w2(ω)✮ ♣&③❡③ ✇❡❦>♦& ③♠✐❡♥♥②❝❤ A♣&③➛➺♦♥②❝❤ λ(s)✱

0 =

∫∫

R2

w2(ω)λ❍(s)

[

[

I+∆MB̈δ(s) + ∆KB(s)
] ∂p0(s)

∂µi

+
∂∆M

∂µi
ü(s) +

∂∆K

∂µi
u(s)

]

❞η ❞ω, ✭✹✳✶✼✮



✼✷ ✹✳ ❙❢♦%♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

♦!❛③✱ ✇ ♣♦❞♦❜♥② +♣♦+,❜✱ ✇+③②+-❦✐❡ ❝③➟♦♥② ✭✹✳✶✺✮ ♣!③❡♥♦+✐ +✐➛ ♥❛ ❥❡❞♥→ +-!♦♥➛

✐ ❝❛➟♦➧➣ +❦❛❧❛!♥✐❡ ♠♥♦➺② ✭③ -→ +❛♠→ ✇❛❣→ w2(ω)✮ ♣!③❡③ ✇❡❦-♦! ③♠✐❡♥♥②❝❤

+♣!③➛➺♦♥②❝❤ γ(s)✱

0 =

∫∫

R2

w2(ω) γ❍(s)

[

∂x(s)

∂µi
−B①(s)

∂p0(s)

∂µi

]

❞η ❞ω. ✭✹✳✶✽✮

D♦ ❧❡✇②❝❤ +-!♦♥❛❝❤ ♦❜✉ ♣♦✇②➺+③②❝❤ !,✇♥❛➠ +-♦✐ ③❡!♦✳ ❖❜❛ !,✇♥❛♥✐❛ ♠♦➺♥❛

❞♦❞❛➣ +-!♦♥❛♠✐ ❞♦ ✭✹✳✶✹✮✱ ❝♦ ♣!♦✇❛❞③✐ ❞♦

∂F (µ|w, f)
∂µi

=−
∫∫

R2

w2(ω)d❍(s)
∂x(s)

∂µi
❞η ❞ω

+

∫∫

R2

w2(ω) γ❍(s)

[

∂x(s)

∂µi
−B①(s)

∂p0(s)

∂µi

]

❞η ❞ω

+

∫∫

R2

w2(ω)λ❍(s)

[

[

I+∆MB̈δ(s) + ∆KB(s)
] ∂p0(s)

∂µi

+
∂∆M

∂µi
ü(s) +

∂∆K

∂µi
u(s)

]

❞η ❞ω.

✭✹✳✶✾✮

❈③➟♦♥② ③❛✇✐❡1❛❥→❝❡ ♣♦❝❤♦❞♥→ 7②❣♥❛➟✉ ❝③✉❥♥✐❦;✇ ♦1❛③ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♣7❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡✲

♥✐❛ ♥❛❧❡➺② ③❣1✉♣♦✇❛➣ 1❛③❡♠✱

∂F (µ|w, f)
∂µi

=

∫∫

R2

w2(ω) [γ(s)− d(s)]❍
∂x(s)

∂µi
❞η ❞ω

+

∫∫

R2

w2(ω)

[

λ❍(s)
[

I+∆MB̈δ(s) + ∆KB(s)
]

−γ❍(s)B①(s)
]

∂p0(s)

∂µi
❞η ❞ω

+

∫∫

R2

w2(ω)λ❍(s)

[

∂∆M

∂µi
ü(s) +

∂∆K

∂µi
u(s)

]

❞η ❞ω.

✭✹✳✷✵✮

❩ ♣♦✇②➺7③❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ③♦7G❛♥→ ❝❛➟❦♦✇✐❝✐❡ ✇②❡❧✐♠✐♥♦✇❛♥❡ ♣♦❝❤♦❞♥❡ 7②❣♥❛➟;✇

❝③✉❥♥✐❦;✇ ✐ ♣7❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠✱ ❥❡➧❧✐ ✇❡❦G♦1② ③♠✐❡♥♥②❝❤ 7♣1③➛➺♦♥②❝❤ γ(s) ✐ λ(s)



✹✳✸ #$♦❜❧❡♠ ♦❞✇$♦,♥② ✼✸

♣!③②❥♠→ '❛❦✐❡ ✇❛!'♦➧❝✐✱ ➺❡ ❝③➟♦♥② ♣♦❞❝❛➟❦♦✇❡ ❞✇5❝❤ ♣✐❡!✇7③②❝❤ ❝❛➟❡❦ ❜➛❞→

!5✇♥❡ ③❡!♦✳ ▼❛ '♦ ♠✐❡❥7❝❡ ✇'❡❞②✱ ❣❞②

γ(s) = d(s) ✭✹✳✷✶❛✮

♦!❛③ ❣❞② λ(s) ❥❡7' !♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ !5✇♥❛♥✐❛

λ❍(s)
[

I+∆MB̈δ(s) + ∆KB(s)
]

= d❍(s)B①(s), ✭✹✳✷✶❜✮

❦'5!❡ ♥❛③②✇❛♥❡ ❥❡7' !5✇♥❛♥✐❡♠ 7♣!③➛➺♦♥②♠ ✐ ❥❡7' ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦✐❡♠ !5✇♥❛♥✐❛

7♣!③➛➺♦♥❡❣♦ ✭✸✳✹✼✮ 7❢♦!♠✉➟♦✇❛♥❡❣♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛7✉✳ F!③② '❛❦✐❝❤ ✇❛!'♦➧❝✐✲

❛❝❤ ③♠✐❡♥♥②❝❤ 7♣!③➛➺♦♥②❝❤✱ ♣♦❝❤♦❞♥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✇③❣❧➛❞❡♠ i✲'❡❣♦ ♣❛!❛♠❡'!✉

♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❥❡7' ❞❛♥❛ ♣!♦7'→ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→✿

∂F (µ|w, f)
∂µi

=

∫∫

R2

w2(ω)λ❍(s)

[

∂∆M

∂µi
ü(s) +

∂∆K

∂µi
u(s)

]

❞η ❞ω, ✭✹✳✷✷✮

❣❞③✐❡ ✇❡❦'♦! ③♠✐❡♥♥②❝❤ 7♣!③➛➺♦♥②❝❤ λ(s) ❥❡7' !♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ !5✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✷✶❜✮✳

F♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ 7❢♦!♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛7✉✱ ♥❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱

➺❡ !5✇♥❛♥✐❡ ✭✹✳✷✶❜✮ ♥✐❡ ③❛❧❡➺② ♦❞ ✐♥❞❡❦7✉ i✱ ❝♦ ♦③♥❛❝③❛✱ ➺❡ ♥❛❧❡➺② ❥❡ !♦③✇✐→③❛➣

❥❡❞②♥✐❡ !❛③ ✭❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ✇❛!'♦➧❝✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ s✮✳ ❲ ♣♦!5✇♥❛♥✐✉ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡➠ ♠❡'♦❞→

❜❡③♣♦➧!❡❞♥✐❡❣♦ !5➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛✱ ❦'5!❛ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ✇❛!'♦➧❝✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ s ✇②♠❛❣❛

✇✐❡❧♦❦!♦'♥❡❣♦ !♦③✇✐→③❛♥✐❛ !5✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✻✮✱ ♣♦③✇❛❧❛ '♦ ♥❛ ✐7'♦'♥❡ 7❦!5❝❡♥✐❡

❝③❛7✉ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❣!❛❞✐❡♥'✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✳

✹✳✸✳✸ ❍❡%❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

F♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❛♥❛❧✐③② ✇!❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❞!✉❣✐❡❣♦ !③➛❞✉

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛7✉✱ ♣!③❡❞7'❛✇✐♦♥❡❥ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✸✳✹✳✷✱ ❤❡7❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♠♦➺♥❛

♦❜❧✐❝③②➣ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ❥❡❞♥❡❥ ③ ❝③'❡!❡❝❤ ♠❡'♦❞ ❜➛❞→❝②❝❤ ❦♦♠❜✐♥❛❝❥❛♠✐ ♠❡'♦❞②

❜❡③♣♦➧!❡❞♥✐❡❣♦ !5➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛ ✐ ♠❡'♦❞② ③♠✐❡♥♥❡❥ 7♣!③➛➺♦♥❡❥✳ ❖❜❧✐❝③❡♥✐♦✇♦ ♥❛✲

❥❡❢❡❦'②✇♥✐❡❥7③→ ③ ♥✐❝❤ ❥❡7' ♠❡'♦❞❛ ❉❉▼✲❆❱▼ ✭❜❡③♣♦➧!❡❞♥✐❡❣♦ !5➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❛

✕ ③♠✐❡♥♥❡❥ 7♣!③➛➺♦♥❡❥✮ ✐ ❥❡❞②♥✐❡ ♦♥❛ ③♦7'❛♥✐❡ ♣!③❡❞7'❛✇✐♦♥❛ ✇ ♥✐♥✐❡❥7③②♠ !♦③✲

❞③✐❛❧❡✳

F♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❛♥❛❧✐③② ✇!❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ♣✐❡!✇7③❡❣♦ !③➛❞✉✱ ♣♦❞✇5❥♥❡

!5➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✹✳✶✷❛✮ ✇③❣❧➛❞❡♠ i✲'❡❣♦ ✐ j✲'❡❣♦ ♣❛!❛♠❡'!✉ ♠♦❞②✲



✼✹ ✹✳ ❙❢♦%♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

✜❦❛❝❥✐ µi ✐ µj ♣'♦✇❛❞③✐ ❞♦ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐

∂2F (µ|w, f)
∂µi∂µj

=

∫∫

R2

w2(ω)

[

∂x(s)

∂µi

]

❍ ∂x(s)

∂µj
❞η ❞ω

−
∫∫

R2

w2(ω)d❍(s)
∂2x(s)

∂µi∂µj
❞η ❞ω, ✭✹✳✷✸✮

❣❞③✐❡ ∂2x(s)/∂µi∂µj ❥❡89 ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐→ ❞'✉❣→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉❥♥✐❦=✇✱

❦9='→ ♣♦♣'③❡③ ❜❡③♣♦➧'❡❞♥✐❡ ♣♦❞✇=❥♥❡ '=➺♥✐❝③❦♦✇❛♥✐❡ ✭✹✳✶✶✮ ♠♦➺♥❛ ✇②'❛③✐➣

✇ ❦❛9❡❣♦'✐❛❝❤ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❥ ❞'✉❣✐❡❥ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ♣8❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛✱

∂2x(s)

∂µi∂µj
= B①(s)

∂2p0(s)

∂µi∂µj
. ✭✹✳✷✹✮

❉'✉❣❛ ♣♦❝❤♦❞♥❛ ♣8❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ❥❡89 '♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ ♣♦❞✇=❥♥✐❡

③'=➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❣♦ '=✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✵✮✱

[

I+∆MB̈δ(s) + ∆KB(s)
] ∂2p0(s)

∂µi∂µj

= −∂∆M

∂µi

∂ü(s)

∂µj
− ∂∆M

∂µj

∂ü(s)

∂µi
− ∂∆K

∂µi

∂u(s)

∂µj
− ∂∆K

∂µj

∂u(s)

∂µi
, ✭✹✳✷✺✮

❣❞③✐❡ ③❛➟♦➺♦♥♦✱ ➺❡ '♦③✇❛➺❛♥❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡∆M ✐∆K ③❛❧❡➺→ ❧✐♥✐♦✇♦ ♦❞ ♣❛'❛♠❡9'=✇

♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✱ 9♦ ❥❡89

∂2∆M

∂µi∂µj
=

∂2∆K

∂µi∂µj
= 0. ✭✹✳✷✻✮

▼❡9♦❞❛ ❉❉▼✲❆❱▼ '✉❣✉❥❡ ❞'✉❣→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ♣8❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛

③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✹✳✷✹✮ ③❛ ♣♦♠♦❝→ 9❛❦✐❡❥ 8❛♠❡❥ 9❡❝❤♥✐❦✐✱ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♣✐❡'✇8③❡❥

♣♦❝❤♦❞♥❡❥ ♦'❛③ ♠❡9♦❞② ③♠✐❡♥♥❡❥ 8♣'③➛➺♦♥❡❥✱ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❥ ❞♦ 9❡❝❤♥✐❦✐ ♣'③❡❞✲

89❛✇✐♦♥❡❥ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✸✳✹✳✷✿ ♣♦✇②➺8③❡ '=✇♥❛♥✐❡ ❥❡89 ♣'③❡♠♥♦➺♦♥❡ 8❦❛❧❛'♥✐❡ ✭③ ✇❛❣→

w2(ω)✮ ♣'③❡③ ✇❡❦9♦' ③♠✐❡♥♥②❝❤ 8♣'③➛➺♦♥②❝❤ ✐ ❞♦❞❛♥❡ 89'♦♥❛♠✐ ❞♦ ✭✹✳✷✸✮ ✇ ❝❡❧✉

✉③②8❦❛♥✐❛ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❥ ❞♦ ✭✹✳✶✾✮✳ ◆❛89➛♣♥✐❡ ❝③➟♦♥② ③❛✇✐❡'❛❥→❝❡ ❞'✉❣→

♣♦❝❤♦❞♥→ ♣8❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ 8→ ❣'✉♣♦✇❛♥❡ '❛③❡♠✱ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛❥→❝ ✭✹✳✷✹✮✱

✐ ✇②♥✐❦♦✇② ❝③➟♦♥ ❥❡89 ♦89❛9❡❝③♥✐❡ '✉❣♦✇❛♥② ♣♦♣'③❡③ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐ ❞♦❜=' ③♠✐✲

❡♥♥❡❥ 8♣'③➛➺♦♥❡❥✱ ❦9='❛ ♣♦✇✐♥♥❛ 8♣❡➟♥✐❛➣ '=✇♥❛♥✐❡ 8♣'③➛➺♦♥❡ ✭✹✳✷✶❜✮✳ ❩❛❧❡➺♥♦➧➣



✹✳✸ #$♦❜❧❡♠ ♦❞✇$♦,♥② ✼✺

♥❛ ❞#✉❣→ ♣♦❝❤♦❞♥→ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♣#③②❥♠✉❥❡ ♦45❛5❡❝③♥✐❡ ♣♦45❛➣✿

∂2F (µ|w, f)
∂µi∂µj

=

∫∫

R2

w2(ω)

[

∂x(s)

∂µi

]

❍ ∂x(s)

∂µj
❞η ❞ω

+

∫∫

R2

w2(ω)λ❍(s)

[

∂∆M

∂µi

∂ü(s)

∂µj
+
∂∆M

∂µj

∂ü(s)

∂µi

+
∂∆K

∂µi

∂u(s)

∂µj
+
∂∆K

∂µj

∂u(s)

∂µi

]

❞η ❞ω,

✭✹✳✷✼✮

❣❞③✐❡ ✇❡❦5♦# ③♠✐❡♥♥②❝❤ 4♣#③➛➺♦♥②❝❤ λ(s) ❥❡45 #♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ #A✇♥❛♥✐❛

4♣#③➛➺♦♥❡❣♦ ✭✹✳✷✶❜✮✳

D♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❛♥❛❧✐③② ✇#❛➺❧✐✇♦➧❝✐ ❞#✉❣✐❡❣♦ #③➛❞✉ ♠❡5♦❞→ ❉❉▼✲

❆❱▼ 4❢♦#♠✉➟♦✇❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛4✉ ✭♣❛5#③ ❈③➛➧➣ ✸✳✹✳✷✮✱ ♣#③❡❞45❛✇✐♦♥❛ 5✉5❛❥

✇❡#4❥❛ ♠❡5♦❞② ♠❛ ❧✐♥✐♦✇→ ❝③❛4♦✇→ ③➟♦➺♦♥♦➧➣ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇→✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ ✇②♠❛❣❛

5②❧✉❦#♦5♥❡❣♦ #♦③✇✐→③❛♥✐❛ ③#A➺♥✐❝③❦♦✇❛♥❡❣♦ #A✇♥❛♥✐❛ 4♣#③➛➺♦♥❡❣♦ ✭✹✳✷✶❜✮✱ ✐❧❡

❥❡45 ✐❞❡♥5②✜❦♦✇❛♥②❝❤ ♣❛#❛♠❡5#A✇ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✳

◆❛❧❡➺② ♣♦♥❛❞5♦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✇ ✇②♥✐❦✉ #♦③✇✐→③❛♥✐❛ #A✇♥❛♥✐❛ 4♣#③➛➺♦♥❡❣♦

③♥❛♥❡ 4→ ♣♦❝❤♦❞♥❡ ♣4❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛#❛♠❡5#A✇ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✱ ❝♦

♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❡ ❣#❛❞✐❡♥5✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ #A✇♥✐❡➺ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✹✳✶✹✮

✐ ✭✹✳✶✺✮✱ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ♦❜❧✐❝③❡➠ ♠❡5♦❞→ ③♠✐❡♥♥❡❥ 4♣#③➛➺♦♥❡❥ ✐ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✹✳✷✷✮✳

❯♠♦➺❧✐✇✐❛ 5♦ ♣♦#A✇♥❛♥✐❡ ♥✉♠❡#②❝③♥②❝❤ ✇❛#5♦➧❝✐ ❣#❛❞✐❡♥5✉ ✐ ✇❡#②✜❦❛❝❥➛

♣♦♣#❛✇♥♦➧❝✐ ♦❜❧✐❝③❡➠✳

✹✳✸✳✹ ❉②%❦'❡)②③❛❝❥❛

❲ ♣#❛❦5②❝③♥②❝❤ ③❛45♦4♦✇❛♥✐❛❝❤✱ ❝❛➟❦♦✇→ ♣♦45❛➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✹✳✶✷❛✮ ♦#❛③

♣♦③♦45❛➟②❝❤ ✐45♦5♥②❝❤ ✇②#❛➺❡➠ ✇②❦♦#③②45②✇❛♥②❝❤ ✇ ❝❡❧✉ ❛♥❛❧✐③② ✇#❛➺❧✐✇♦➧❝✐✱

5❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ✭✹✳✶✸✮✱ ✭✹✳✶✹✮✱ ✭✹✳✷✷✮ ✐ ✭✹✳✷✼✮✱ ♥❛❧❡➺② ③❛45→♣✐➣ ♣♦45❛❝✐→ ✇②❦♦#③②45✉❥→❝→

4✉♠♦✇❛♥✐❡ ✇③❣❧➛❞❡♠ ❞②4❦#❡5♥②❝❤ ✇❛#5♦➧❝✐ ③♠✐❡♥♥❡❥ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ s✳ ❲ ♥✐♥✐❡❥4③❡❥

♣#❛❝② ✇②❦♦#③②45❛♥♦ #❡❣✉❧❛#♥→ ♣#♦45♦❦→5♥→ 4✐❛5❦➛ ♣✉♥❦5A✇✱ ❝♦ ♣#♦✇❛❞③✐

❞♦ ♥❛45➛♣✉❥→❝❡❥ ③❞②4❦#❡5②③♦✇❛♥❡❥ ♣♦45❛❝✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✿

F (µ|w, f) = 1

2

∑

ω∈Lω

∑

η∈Lη

‖x▼(s)− x(s)‖2❞η ❞ω, ✭✹✳✷✽✮

❣❞③✐❡ s = η + ✐ω✱ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✹✳✷✮✱ ♦#❛③ ③❜✐♦#②

Lω = {ω1, ω2, . . . , ωNω}, ✭✹✳✷✾❛✮

Lη = {η1, η2, . . . , ηNη} ✭✹✳✷✾❜✮



✼✻ ✹✳ ❙❢♦%♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

♣♦❦#②✇❛❥→ ♦❜*③❛# ✇✐❛#②❣♦❞♥♦➧❝✐ ✇②③♥❛❝③♦♥② ✇ ♦♣❛#❝✐✉ ♦ ❦#②3❡#✐❛ ✇②♠✐❡♥✐♦♥❡

♣♦✇②➺❡❥ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✹✳✷✳✹✳ <♦③♦*3❛➟❡ ✇②#❛➺❡♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡ ♥❛❧❡➺② ③❞②*❦#❡3②③♦✇❛➣

✇ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥② *♣♦*@❜✳

✹✳✹ ❖♣$②♠❛❧♥❡ ✇②♠✉-③❡♥✐❡ $❡-$♦✇❡

<#③② ✇②❦♦#③②*3❛♥✐✉ ❞❡✜♥✐❝❥✐ ✭✹✳✶✷❜✮✱ ❢✉♥❦❝❥➛ ❝❡❧✉ ✭✹✳✶✷❛✮ ♠♦➺♥❛ ♣#③❡❞*3❛✇✐➣

✇ ♥❛*3➛♣✉❥→❝❡❥ #@✇♥♦✇❛➺♥❡❥ ♣♦*3❛❝✐✿

F (µ|w, f) = 1

2

∫∫

R2

∣

∣

∣
w(ω)x▼(s)− w(ω)x(s)

∣

∣

∣

2
❞η ❞ω. ✭✹✳✸✵✮

<♦♥✐❡✇❛➺ x▼(s) ♦#❛③ x(s) *→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐❛♠✐ ❦♦♥*3#✉❦❝❥✐ ♥❛ 3♦ *❛♠♦ ✇②♠✉*③❡♥✐❡
3❡*3♦✇❡ f(s)✱ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇❛❣♦✇❡❥ w(ω) ❥❡*3 #@✇♥♦✇❛➺♥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐

❛♠♣❧✐3✉❞② *♣❡❦3#✉♠ ✇②♠✉*③❡♥✐❛ 3❡*3♦✇❡❣♦✱ ❝③②❧✐

F
(

µ|w(ω), f(s)
)

= F
(

µ|1, w(ω)f(s)
)

, ✭✹✳✸✶✮

❣❞③✐❡✱ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✹✳✷✮✱ s = η + ✐ω✳
<#③② ♣#③②❥➛❝✐✉ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡❣♦ ❦#②3❡#✐✉♠ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐✱ ♦♣3②♠❛❧✲

✐③❛❝❥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇❛❣♦✇❡❥ ❥❡*3 ✇✐➛❝ #@✇♥♦✇❛➺♥❛ ♦♣3②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ✇②♠✉*③❡♥✐❛

3❡*3♦✇❡❣♦✱ ❛ ❞♦❦➟❛❞♥✐❡❥ ♦♣3②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ❥❡❣♦ ✇✐❞♠❛ ❛♠♣❧✐3✉❞♦✇❡❣♦✳ ❚❡❣♦ 3②♣✉

♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ♠♦➺♥❛ ✇②❦♦#③②*3❛➣ ✇ ❝❡❧✉ ♣#♦❥❡❦3♦✇❛♥✐❛ ✇②♠✉*③❡➠ 3❡*3♦✇②❝❤ ♦ ♦♣✲

3②♠❛❧♥②❝❤ ✇✐❞♠❛❝❤ ❛♠♣❧✐3✉❞♦✇②❝❤✳ ◆✐❡❝❤ S ♦③♥❛❝③❛ ③❜✐@# ♣#③②♣❛❞❦@✇ ✐❞❡♥3②✲

✜❦❛❝❥✐✱ ❛ µ⋆
i ✱ i ∈ S✱ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ✐♠ ❢❛❦3②❝③♥❡ ✇❡❦3♦#② ♣❛#❛♠❡3#@✇

✉*③❦♦❞③❡♥✐❛✳ ❏❛❦♦ 3②♣♦✇❡ ❦#②3❡#✐✉♠ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ♠♦➺♥❛ ♣#③②❥→➣

❦#②3❡#✐✉♠ ❦✇❛♥3②✜❦✉❥→❝❡ ➧#❡❞♥✐♦❦✇❛❞#❛3♦✇→ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ③❛ ♣♦✲

♠♦❝→ ♥❛*3➛♣✉❥→❝❡❥ ♠✐❛#②✿

R(w|S) :=
∑

i∈S

(

µ⋆
i − µi(w)

)2
, ✭✹✳✸✷✮

❣❞③✐❡ ✇❡❦3♦# µi(w) ♦③♥❛❝③❛ ✇②♥✐❦ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ✉*③❦♦❞③❡♥✐❛ ✇ i✲3②♠ ✇②♣❛❞❦✉

♦3#③②♠❛♥② ♣#③② ✇②❦♦#③②*3❛♥✐✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇❛❣♦✇❡❥ w✱ 3♦ ❥❡*3 ❞#♦❣→ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ F (µ|w, f)✳
❖♣3②♠❛❧♥❡ ✇②♠✉*③❡♥✐❡ 3❡*3♦✇❡ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ♣#③② ✇②❦♦#③②*3❛♥✐✉ ♣#♦❝❡✲

❞✉#② ✇③♦#♦✇❛♥❡❥ ♥❛ ♣#♦❝❡*✐❡ ♥❛❞③♦#♦✇❛♥❡❣♦ ✉❝③❡♥✐❛ *③3✉❝③♥②❝❤ *✐❡❝✐

♥❡✉#♦♥♦✇②❝❤ ❬✶✸✼✱ ✶✸✽❪✳ ❲ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✐❧♦➧❝✐ ❞❛♥②❝❤✱ 3♦ ❥❡*3 ❧✐❝③❜② ♥✐❡③❛✲

❧❡➺♥②❝❤ ♣#③②♣❛❞❦@✇ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐✱ ✐❝❤ ③❜✐@# S ♠♦➺♥❛ ♣♦❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ ❞✇❛ ❧✉❜ 3#③②

#♦③➟→❝③♥❡ ③❜✐♦#②✿



✹✳✹ ❖♣$②♠❛❧♥❡ ✇②♠✉-③❡♥✐❡ $❡-$♦✇❡ ✼✼

❼ ③❜✐#$ %$❡♥✉❥→❝② S
❘

✱

❼ ③❜✐#$ %❡.%♦✇② S
❚

❼ ✐ ❡✇❡♥%✉❛❧♥✐❡ ③❜✐#$ ✇❛❧✐❞✉❥→❝② S
❱

✳

❖♣%②♠❛❧♥❡ ✇✐❞♠♦ ❛♠♣❧✐%✉❞♦✇❡ ✇②♠✉.③❡♥✐❛ %❡.%♦✇❡❣♦ ♠♦➺♥❛ ✇%❡❞② ③✐❞❡♥%②✲

✜❦♦✇❛➣ ✇ ♣$♦❝❡.✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐ ♠✐❛$② ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ R(w|S
❘

) ✇③❣❧➛✲

❞❡♠ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇❛❣♦✇❡❥ w✱ ❛ ♥❛.%➛♣♥✐❡ ③✇❡$②✜❦♦✇❛➣ ✇②♥✐❦ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ③❜✐♦$✉

%❡.%♦✇❡❣♦✱ %♦ ❥❡.% ♣♦♣$③❡③ ♣♦$#✇♥❛♥✐❡ ③ R(w|S
❚

)✳ ❏❡➧❧✐ ♦❦$❡➧❧♦♥② ❥❡.% ③❜✐#$

✇❛❧✐❞✉❥→❝②✱ ♥❛❧❡➺② ❣♦ ✇②❦♦$③②.%❛➣ ✇ ❦$②%❡$✐✉♠ .%♦♣✉ ♣♦❞❝③❛. ♣$♦❝❡.✉ ♠✐♥✐♠❛❧✲

✐③❛❝❥✐ R(w|S
❘

)✱ ❦%#$❛ ♣♦✇✐♥♥❛ ❜②➣ ❦♦♥%②♥✉♦✇❛♥❛ %❛❦ ❞➟✉❣♦✱ ❥❛❦ ❞➟✉❣♦ R(w|S
❱

)
♠❛❧❡❥❡✳



✼✽ ✹✳ ❙❢♦%♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛



✺

❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡)②❝③♥❡

▲✐"❡$❛"✉$❛ ♥❛✉❦♦✇❛ ❜♦❣❛"❛ ❥❡." ✇ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥❡ ♦$❛③ ♣♦❞$➛❝③♥✐❦✐ .③❝③❡❣5➟♦✇♦ ♦♣✐.✉✲

❥→❝❡ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❛ ♣♦$✉.③♦♥❡ ✇ ♥✐♥✐❡❥.③②♠ $♦③❞③✐❛❧❡✱ ❞♦"②❝③→❝❡ ♠✳✐♥✳ "❡♦$✐✐ ❧✐♥✲

✐♦✇②❝❤ $5✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱ ♠❡"♦❞ ✐❝❤ ❞②.❦$❡"②③❛❝❥✐ ✐ $♦③✇✐→③②✇❛♥✐❛ ♦$❛③ ♠❡"♦❞

$❡❣✉❧❛$②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡$②❝③♥❡❥ ."♦.♦✇❛♥②❝❤ ♣♦❞❝③❛. $♦③✇✐→③❛♥✐❛ ③❛❞❛➠ ♦❞✇$♦"♥②❝❤✱

❦"5$❡ ❝③➛."♦ .→ ✐♥❤❡$❡♥"♥✐❡ ➵❧❡ ✉✇❛$✉♥❦♦✇❛♥❡✳ ❩ "❡❣♦ ♣♦✇♦❞✉ ✇ ♥✐♥✐❡❥.③②♠ $♦③✲

❞③✐❛❧❡ ♦♠5✇✐♦♥♦ ❥❡❞②♥✐❡ ✇②❜$❛♥❡ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❛✱ ✐."♦"♥❡ ③ ♣✉♥❦"✉ ✇✐❞③❡♥✐❛ ❛✉"♦$❛✱

❦"5$②❝❤ ③♥❛❥♦♠♦➧➣ ❥❡." ♥✐❡③❜➛❞♥❛ ❞❧❛ $♦③✇✐→③❛♥✐❛ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♣$③❡❞."❛✇✐♦♥②❝❤

✇ ♣♦♣$③❡❞♥✐❝❤ $♦③❞③✐❛➟❛❝❤ ♦$❛③ ❛♥❛❧✐③② ❞❛♥②❝❤ ❡❦.♣❡$②♠❡♥"❛❧♥②❝❤✳

✺✳✶ ▲✐♥✐♦✇❡ )*✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡

❏❡❞♥②♠ ③ ♣✐❡$✇.③②❝❤ $5✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱ ❦"5$❡ "$✇❛❧❡ ③❛♣✐.❛➟♦ .✐➛ ✇ ❤✐."♦$✐✐

♠❛"❡♠❛"②❦✐✱ ❜②➟♦ $5✇♥❛♥✐❡ .❢♦$♠✉➟♦✇❛♥❡ ♣$③❡③ ♥♦$✇❡.❦✐❡❣♦ ♠❛"❡♠❛"②❦❛ ◆✐❡❧.❛

❍❡♥$✐❦❛ ❆❜❡❧❛ ✇ ✶✽✷✺ $✳✱ ♦♣✐.✉❥→❝❡ ❦$③②✇→ ❜➛❞→❝→ $♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ "③✇✳ ♣$♦❜❧❡♠✉

"❛✉"♦❝❤$♦♥②✳ ◆❛"♦♠✐❛." .❛♠ "❡$♠✐♥ ✏$5✇♥❛♥✐❡ ❝❛➟❦♦✇❡✑ ③♦."❛➟ ✇♣$♦✇❛❞③♦♥②

✇ ✶✽✽✽ $✳ ♣$③❡③ ♥✐❡♠✐❡❝❦✐❡❣♦ ♠❛"❡♠❛"②❦❛ O❛✉❧❛ ❞✉ ❇♦✐.✲❘❡②♠♦♥❞❛✳ ❖❜❡❝♥✐❡

❧✐♥✐♦✇❡ $5✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡ .→ .③❡$♦❦♦ ."♦.♦✇❛♥❡ ✇ $5➺♥②❝❤ ❞③✐❡❞③✐♥❛❝❤ ♥❛✉❦✐✱

♠✳✐♥✳ ✇ ♣$③❡"✇❛$③❛♥✐✉ .②❣♥❛➟5✇ ✐ ♦❜$❛③5✇✱ ✐ .→ ♦♥❡ "②♠ ❜❛$❞③✐❡❥ ✐."♦"♥❡✱ ➺❡ ✇✐❡❧❡

✇❛➺♥②❝❤ ③❛❣❛❞♥✐❡➠ ❜$③❡❣♦✇②❝❤ ❧✉❜ ♣♦❝③→"❦♦✇②❝❤ ♠♦➺❡ ❜②➣ ♣$③❡❦.③"❛➟❝♦♥②❝❤ ❞♦

$5✇♥♦✇❛➺♥❡❥ ♣♦."❛❝✐ $5✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ✭♥♣✳ $5✇♥❛♥✐❡ ♣$③❡✇♦❞♥✐❝"✇❛ ❝✐❡♣➟❛✮✳

◆✐❡✇→"♣❧✐✇✐❡ ❥❡❞♥②♠✐ ③ ♥❛❥❜❛$❞③✐❡❥ ③♥❛♥②❝❤ ✐ ♥❛❥.③❡$③❡❥ ."♦.♦✇❛♥②❝❤ $5✇♥❛➠

❝❛➟❦♦✇②❝❤ .→ "$❛♥.❢♦$♠❛❝❥❡ ❋♦✉$✐❡$❛✳



✽✵ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

✺✳✶✳✶ ❑❧❛&②✜❦❛❝❥❛ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ 12✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤

❖❣"❧♥→ ♣♦()❛➣ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ 1"✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦

♣✐❡1✇(③❡❣♦ ✐ ❞1✉❣✐❡❣♦ 1♦❞③❛❥✉✱ ♠♦➺♥❛ ♣1③❡❞()❛✇✐➣ ✇ ♥❛()➛♣✉❥→❝② (♣♦("❜✿

f(t) = λ

∫ B

A
K(t, τ)φ(τ) ❞τ, ✭✺✳✶❛✮

f(t) = φ(t) + λ

∫ B

A
K(t, τ)φ(τ) ❞τ, ✭✺✳✶❜✮

❣❞③✐❡ ③♥❛♥❛ ❢✉♥❦❝❥❛ ❞✇"❝❤ ③♠✐❡♥♥②❝❤ K(t, τ) ❥❡() ♥❛③②✇❛♥❛ ❥→❞1❡♠ 1"✇♥❛♥✐❛

❝❛➟❦♦✇❡❣♦✱ λ ❥❡() ♣❡✇♥→ ()❛➟→✱ ❦)"1❛ ③❛③✇②❝③❛❥ ♣♦(✐❛❞❛ ✐♥)❡1♣1❡)❛❝❥➛ ✜③②❝③♥→✱
f(t) ❥❡() ③♥❛♥→ ❢✉♥❦❝❥→ ❥❡❞♥❡❥ ③♠✐❡♥♥❡❥✱ ❛ φ(t) ❥❡() ♥✐❡✇✐❛❞♦♠→ ❢✉♥❦❝❥→ ❥❡❞♥❡❥
③♠✐❡♥♥❡❥✳

❋♦1♠❛❧♥❛ ❦❧❛(②✜❦❛❝❥❛ 1"✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ♦♣✐❡1❛ (✐➛ ♥❛ ❦✐❧❦✉ ❝❡❝❤❛❝❤ 1"✇♥❛✲

♥✐❛✿

❼ ❘③→❞ 1"✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ③❛❧❡➺② ♦❞ ♠✐❡❥(❝❛ ✇②()→♣✐❡♥✐❛ ♥✐❡③♥❛♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐

φ(t)✳ ❏❡➺❡❧✐ ❢✉♥❦❝❥❛ )❛ ✇ 1"✇♥❛♥✐✉ ✇②()➛♣✉❥❡ )②❧❦♦ ✐ ✇②➟→❝③♥✐❡ ❥❛❦♦ ❢✉♥❦❝❥❛
♣♦❞❝❛➟❦♦✇❛✱ )♦ )❛❦✐❡ 1"✇♥❛♥✐❡ ❦❧❛(②✜❦♦✇❛♥❡ ❥❡() ❥❛❦♦  !✇♥❛♥✐❡ ♣✐❡ ✲

✇)③❡❣♦  ③➛❞✉✳ ❲ ♣1③②♣❛❞❦✉ ❣❞② ❢✉♥❦❝❥❛ φ(t) ✇ 1"✇♥❛♥✐✉ ❝❛➟❦♦✇②♠ ♣♦✲

❥❛✇✐❛ (✐➛ ③❛1"✇♥♦ ♣♦❞ ③♥❛❦✐❡♠ ❝❛➟❦✐✱ ❥❛❦ ✐ ♣♦③❛ ♥✐→✱ )♦ )❛❦✐❡ 1"✇♥❛♥✐❡

❥❡() ♥❛③②✇❛♥❡  !✇♥❛♥✐❡♠ ❞ ✉❣✐❡❣♦  ③➛❞✉✳ ❆❧)❡1♥❛)②✇♥✐❡ ③❛♠✐❛() ♦ 1③➛❞③✐❡

1"✇♥❛♥✐❛ ♠♦➺♥❛ ♠"✇✐➣ ♦ ❥❡❣♦ 1♦❞③❛❥✉✳

❼ ❑❧❛(❛ 1"✇♥❛♥✐❛ ❥❡() ✉③❛❧❡➺♥✐♦♥❛ ♦❞ ❣1❛♥✐❝ ❝❛➟❦♦✇❛♥✐❛✳ ❏❡➺❡❧✐ ❣1❛♥✐❝❡A ✐B
✇ 1"✇♥❛♥✐✉ (→ ()❛➟❡✱ )♦ )❛❦✐❡ 1"✇♥❛♥✐❡ ③❛❧✐❝③❛♠② ❞♦ 1"✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤

❦❧❛)② ❋ ❡❞❤♦❧♠❛✳ ◆❛)♦♠✐❛() ❣❞② ❝♦ ♥❛❥♠♥✐❡❥ ❥❡❞♥❛ ❣1❛♥✐❝❛ ❝❛➟❦✐ ❥❡()

✇②1❛➺♦♥❛ ♣♦♣1③❡③ ③♠✐❡♥♥→ t ✭♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥ A ❥❡() ()❛➟→ ♦1❛③ B = t✮✱ )♦
)❛❦✐❡ 1"✇♥❛♥✐❡ ③❛❧✐❝③❛♠② ❞♦ ❦❧❛(②  !✇♥❛➠ ❱♦❧8❡  ②✳

❼ ❑♦❧❡❥♥❛ ❝❤❛1❛❦)❡1②()②❝③♥❛ ❝❡❝❤❛ 1"✇♥❛♥✐❛ ✇✐→➺❡ (✐➛ ③ ✇②()→♣✐❡♥✐❡♠ ✇ 1"✇✲

♥❛♥✐✉ ❝❛➟❦♦✇②♠ ❞♦✇♦❧♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ f(t)✿ ❥❡➺❡❧✐ f(t) = 0✱ )♦ )❛❦✐❡ 1"✇♥❛♥✐❡
♥❛③②✇❛♠②  !✇♥❛♥✐❡♠ ❥❡❞♥♦ ♦❞♥②♠✱ ✇ ♣1③❡❝✐✇♥②♠ ♣1③②♣❛❞❦✉ 1"✇♥❛♥✐❡

❥❡() ♥✐❡❥❡❞♥♦ ♦❞♥❡✳

❏❡❞♥→ ③ ✇❛➺♥✐❡❥(③②❝❤ ❝❡❝❤ 1"✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ♣✐❡1✇(③❡❣♦ 1③➛❞✉ ✭✺✳✶❛✮

♦ ❝✐→❣➟②❝❤ ❥→❞1❛❝❤ (→ ✐❝❤ ✇➟❛➧❝✐✇♦➧❝✐ ✇②❣➟❛❞③❛❥→❝❡✿ ✐♠ ✇②➺(③❛ ❥❡() (❦➟❛❞♦✇❛

❤❛1♠♦♥✐❝③♥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ φ(t)✱ )②♠ ❜❛1❞③✐❡❥ ❥❡() ♦♥❛ )➟✉♠✐♦♥❛ ✐ )②♠ ❣➟❛❞(③❛ ❥❡()

❢✉♥❦❝❥❛ f(t)✳ ❈❡❝❤➛ )➛ ♠♦➺♥❛ ③✐❧✉()1♦✇❛➣ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ③♥❛♥❡❣♦ )✇✐❡1❞③❡♥✐❛
❘✐❡♠❛♥♥❛✕▲❡❜❡(❣✉❡✬❛✿ ③❛➟"➺♠② ❞❧❛ ♣1③②❦➟❛❞✉✱ ➺❡ ❞❛♥❡ ❥❡() ♥✐❡❥❡❞♥♦1♦❞♥❡ 1"✇✲

♥❛♥✐❡ ❝❛➟❦♦✇❡ ♣✐❡1✇(③❡❣♦ 1③➛❞✉ ❦❧❛(② ❱♦❧))❡1②✱ ✇ ❦)"1②♠ ❢✉♥❦❝❥❛ φ(t) ❥❡() ③♥❛♥❛



✺✳✶ ▲✐♥✐♦✇❡ )*✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡ ✽✶

✐ !"✇♥❛✿

φ(t) = sin 2πkt, k = 1, 2, . . . . ✭✺✳✷✮

❩❣♦❞♥✐❡ ③ 2✇✐❡!❞③❡♥✐❡♠ ❘✐❡♠❛♥♥❛✕▲❡❜❡89✉❡✬❛ ❬✶✸✾❪✱ ❞❧❛ ❞♦✇♦❧♥❡❣♦ ❝✐→❣➟❡❣♦

❥→❞!❛ K(t, τ) !"✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ③❛❝❤♦❞③✐ ♥❛82➛♣✉❥→❝❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

f(t) = λ

∫ B

A
K(t, τ)φ(τ) ❞τ → 0 ❞❧❛ k →∞. ✭✺✳✸✮

❈❡❝❤❛ 2❛ ❥❡82 ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐❛❧♥❛ ③❛ ✐♥❤❡!❡♥2♥❡ ③➟❡ ✉✇❛!✉♥❦♦✇❛♥✐❡ ③❛❞❛➠ ♦❞✇!♦2✲

♥②❝❤✱ 2♦ ❥❡82 2❛❦✐❝❤ ③❛❞❛➠ ✇ ❦2"!②❝❤ ♣♦8③✉❦✐✇❛♥❛ ❥❡82 ❢✉♥❦❝❥❛ ♣♦❞❝❛➟❦♦✇❛ φ(t)✱
❛ ♣♦③♦82❛➟❡ ❢✉♥❦❝❥❡ 8→ ❞❛♥❡✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ 2❛❦✐❝❤ ③❛❞❛➠ ✇②82➛♣✉❥❡ ❡❢❡❦2 ✇③♠♦❝✲

♥✐❡♥✐❛ ✇②➺8③②❝❤ 8❦➟❛❞♦✇②❝❤ ❤❛!♠♦♥✐❝③♥②❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ f(t)✳ ❲③♠♦❝♥✐❡♥✐❡ 2♦ ❥❡82

③ !❡❣✉➟② ♥❛ 2②❧❡ ❞✉➺❡✱ ➺❡ ✖ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✇②82➛♣♦✇❛♥✐❛ ❜✐❛➟❡❣♦ 8③✉♠✉ ♣♦♠✐✲

❛!♦✇❡❣♦ ✇ ❢✉♥❦❝❥✐ f(t) ✖ ❞♦♣!♦✇❛❞③❛ ♦♥♦ ❞♦ ③❞♦♠✐♥♦✇❛♥✐❛ !♦③✇✐→③❛♥✐❛ φ(t)
♣!③❡③ ✇③♠♦❝♥✐♦♥❡ 8❦➟❛❞♦✇❡ 8③✉♠✉✱ ❝♦ ❝③②♥✐ !♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❝❛➟❦♦✇✐❝✐❡ ♥✐❡✇✐❛!②✲

❣♦❞♥②♠✳

✺✳✶✳✷ ❉②&❦(❡*②③❛❝❥❛ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ (5✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤

❩♥❛❧❡③✐❡♥✐❡ ❛♥❛❧✐2②❝③♥❡❣♦ !♦③✇✐→③❛♥✐❛ !"✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♦♣✐8✉❥→❝❡❣♦ ❞❛♥❡

③❥❛✇✐8❦♦ ✜③②❝③♥❡ ❥❡82 2!✉❞♥❡ ❧✉❜✱ ✇ ✇✐❡❧✉ ♣!③②♣❛❞❦❛❝❤✱ ♥✐❡♠♦➺❧✐✇❡✳ ❋❛❦2 2❡♥

❞♦♣!♦✇❛❞③✐➟ ❞♦ ✐♥2❡♥8②✇♥❡❣♦ !♦③✇♦❥✉ 2❡❝❤♥✐❦ ❞②8❦!❡2②③❛❝❥✐ !"✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤

✐ ♥✉♠❡!②❝③♥❡❣♦ ♦❜❧✐❝③❛♥✐❛ ✐❝❤ !♦③✇✐→③❛➠ ♣!③②❜❧✐➺♦♥②❝❤ ❬✶✹✵❪✳ ◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱

➺❡ ✇ ♣!❛❦2②❝③♥②❝❤ ③❛82♦8♦✇❛♥✐❛❝❤ ♣!♦❝❡8 ❞②8❦!❡2②③❛❝❥✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝✐→❣➟②❝❤ ❥❡82

♥❛2✉!❛❧♥②✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ ✇ 2❛❦✐❝❤ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ③❛③✇②❝③❛❥ ❥❡❞♥❛ ❧✉❜ ❦✐❧❦❛ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇②8✲

2➛♣✉❥→❝②❝❤ ✇ !"✇♥❛♥✐✉ ❞❛♥❛ ❥❡82 ♥✐❡ ✇♣!♦82✱ ❛ ❥❡❞②♥✐❡ ✇ ♣♦82❛❝✐ ③❜✐♦!✉ 8✇♦✐❝❤

✇❛!2♦➧❝✐ ✇ ❞②8❦!❡2♥②❝❤ ❝❤✇✐❧❛❝❤ ❝③❛8✉ ♦2!③②♠❛♥②❝❤ ✇ ✇②♥✐❦✉ ❡❦8♣❡!②♠❡♥2❛❧✲

♥❡❣♦ ♣!♦❝❡8✉ ♣♦♠✐❛!♦✇❡❣♦ ❬✶✸✷✱ ❘♦③❞③✐❛➟ ✸❪✳

❲ ❦♦♥2❡❦➧❝✐❡ ♣!③❡2✇❛!③❛♥✐❛ ❞②8❦!❡2♥②❝❤ ❞❛♥②❝❤ ♣♦♠✐❛!♦✇②❝❤✱ ♥❛❥❜❛!❞③✐❡❥

♥❛2✉!❛❧♥→ ❣!✉♣→ ♠❡2♦❞ ♥✉♠❡!②❝③♥②❝❤ 8→ ♠❡2♦❞② ✇②❦♦!③②82✉❥→❝❡ ♥✉♠❡!②❝③♥→

❛♣!♦❦8②♠❛❝❥➛ ✇❛!2♦➧❝✐ ❝❛➟❦✐ ♦③♥❛❝③♦♥❡❥ ❞❛♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐✳ ❖❦!❡➧❧❛♥❡ ♦♥❡ 8→ ♠✐✲

❛♥❡♠ ♠❡"♦❞ ❦✇❛❞(❛"✉(② ♥✉♠❡(②❝③♥❡❥ ❧✉❜ 2❡➺ ♠❡"♦❞ ◆②0"(1♠❛✳ ❲ ♠❡2♦❞❛❝❤

2②❝❤ ✇❛!2♦➧➣ ❝❛➟❦✐ ❛♣!♦❦8②♠✉❥❡ 8✐➛ ③❛ ♣♦♠♦❝→ 8✉♠② ✇❛➺♦♥❡❥ ✇❛!2♦➧❝✐ ❢✉♥❦❝❥✐

♣♦❞❝❛➟❦♦✇❡❥ ✇ ❞②8❦!❡2♥②♠ ③❜✐♦!③❡ ✇②❜!❛♥②❝❤ ♣✉♥❦2"✇✿

∫ B

A
φ(t) ❞t ≈

n
∑

j=1

wjφ(tj), ✭✺✳✹✮

❣❞③✐❡ t1, . . . , tn ∈ [A,B] 8→ ✇➛③➟❛♠✐ ❦✇❛❞!❛2✉!②✱ ❛ wj , . . . , wn 8→ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→✲

❝②♠✐ ✐♠ ✇❛❣❛♠✐ ❦✇❛❞!❛2✉!②✱ ❦2"!❡ ♥✐❡ ③❛❧❡➺→ ♦❞ ❢✉♥❦❝❥✐ ♣♦❞❝❛➟❦♦✇❡❥✱ ❛ ❥❡❞②♥✐❡



✽✷ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

♦❞ ✇②❜%❛♥❡❥ ♠❡+♦❞② ❦✇❛❞%❛+✉%②✳ ❑♦%③②1+❛❥→❝ ③ ♣♦✇②➺1③❡❥ ❛♣%♦❦1②♠❛❝❥✐✱ ❝③➟♦♥

❝❛➟❦♦✇② ✇②1+➛♣✉❥→❝② ✇ %:✇♥❛♥✐❛❝❤ ✭✺✳✶✮ ♠♦➺♥❛ ❛♣%♦❦1②♠♦✇❛➣ ✇ ♥❛1+➛♣✉❥→❝②

1♣♦1:❜✿

λ

∫ B

A
K(t, τ)φ(τ) ❞τ ≈ λ

n
∑

j=1

wjK(t, τj)φ(τj) = ψ(t). ✭✺✳✺✮

◆❛❧❡➺② ③✇-.❝✐➣ ✉✇❛❣➛✱ ➺❡ ♣♦✇②➺8③❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ③♦8;❛➟❛ ③❞②8❦-❡;②③♦✇❛♥❛ ✇③❣❧➛✲

❞❡♠ ;②❧❦♦ ❥❡❞♥❡❥ ③♠✐❡♥♥❡❥ τ ✳ ❉②8❦-❡;②③❛❝❥➛ ❧✐♥✐♦✇❡❣♦ -.✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♣✐❡-✲
✇8③❡❣♦ -③➛❞✉

✶

✭✺✳✺✮ ✇③❣❧➛❞❡♠ ❞-✉❣✐❡❥ ③♠✐❡♥♥❡❥ t ♠♦➺♥❛ ♣-③❡♣-♦✇❛❞③✐➣ 8;♦8✉❥→❝
♠❡"♦❞➛ ❦♦❧♦❦❛❝❥✐✱ ❦;.-❛ ✇②♠❛❣❛✱ ❜② ❛♣-♦❦8②♠❛❝❥❛ ❝③➟♦♥✉ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ❢✉♥❦❝❥→ ψ(t)
❜②➟❛ -.✇♥❛ ❢✉♥❦❝❥✐ f(t) ;②❧❦♦ ✇ ♣❡✇♥②♠ ❞②8❦-❡;♥②♠ ③❜✐♦-③❡ ♣✉♥❦;.✇ t1, . . . , tm
♥❛③②✇❛♥②❝❤ ♣✉♥❦;❛♠✐ ❦♦❧♦❦❛❝❥✐✿

ψ(ti) = f(ti) ❞❧❛ i = 1, . . . ,m. ✭✺✳✻✮

❉②8❦-❡;②③❛❝❥➛ ♣-③❡♣-♦✇❛❞③❛ 8✐➛ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ✇③❣❧➛❞❡♠ ③♠✐❡♥♥②❝❤ τ ✐ t 8;♦8✉✲
❥→❝ ❦♦❧❡❥♥♦ ❥❡❞♥→ ③ ✇②❜-❛♥②❝❤ ♠❡;♦❞ ❦✇❛❞-❛;✉-② ♥✉♠❡-②❝③♥❡❥✱ ♥♣✳ ♠❡;♦❞➛

;-❛♣❡③.✇✱ ♦-❛③ ♠❡;♦❞➛ ❦♦❧♦❦❛❝❥✐✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ -.✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♣✐❡-✇8③❡❣♦

-③➛❞✉✱ -♦③♠✐❡8③❝③❡♥✐❡ ✇➛③➟.✇ ❦✇❛❞-❛;✉-② τj ✐ ♣✉♥❦;.✇ ❦♦❧♦❦❛❝❥✐ ti ♠♦➺❡ ❜②➣

♥✐❡③❛❧❡➺♥❡ ♦-❛③ ❧✐❝③❜❛ ✇➛③➟.✇ ❦✇❛❞-❛;✉-② n ♥✐❡ ♠✉8✐ ❜②➣ -.✇♥❛ ❧✐❝③❜✐❡ ♣✉♥❦✲

;.✇ ❦♦❧♦❦❛❝❥✐ m✱ ❝❤♦➣ ♥✐❡ ♣♦✇✐♥♥❛ ❜②➣ ♦❞ ♥✐❡❥ ♠♥✐❡❥8③❛✱ ;③♥✳ m ≥ n✳ ❉❧❛ ✉♣✲

-♦8③❝③❡♥✐❛ ❞❛❧8③②❝❤ -♦③✇❛➺❛➠ ♣-③②❥♠✐❥♠②✱ ➺❡ ❧✐❝③❜❛ ♣✉♥❦;.✇ ❦♦❧♦❦❛❝❥✐ ✐ ✇➛③➟.✇

❦✇❛❞-❛;✉-② ❥❡8; 8♦❜✐❡ -.✇♥❛✱ n = m✱ ♦-❛③ ❞♦❞❛;❦♦✇♦ ③❛➟.➺♠②✱ ➺❡ 8→ ♦♥❡

-.✇♥♦♠✐❡-♥✐❡ -♦③➟♦➺♦♥❡ ♥❛ ♣-③❡❞③✐❛❧❡ ❞②8❦-❡;②③❛❝❥✐ τi = ti = A+hi, i = 1, . . . , n
❣❞③✐❡ h = (B − A)/(n − 1)✳ ❙;♦8✉❥→❝ ♠❡;♦❞➛ ❦♦❧♦❦❛❝❥✐✱ -.✇♥❛♥✐❡ ✭✺✳✶❛✮ ♠♦➺♥❛
③❛♣✐8❛➣ ✇ ♥❛8;➛♣✉❥→❝❡❥ ♣♦8;❛❝✐✿

λ
n

∑

j=1

wjK(ti, τj)φ(τj) = f(ti) ❞❧❛ i = 1, . . . , n. ✭✺✳✼✮

M♦✇②➺8③❛ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ❥❡8; ✉❦➟❛❞❡♠ n ❞②8❦-❡;♥②❝❤ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ -.✇♥❛➠ ✇ n ③♠✐❡♥✲

♥②❝❤✱ ❦;.-❡ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐8❛➣ ✇ ❢♦-♠✐❡ ♠❛❝✐❡-③♦✇❡❥✿











K(t1, τ1) K(t1, τ2) · · · K(t1, τn)
K(t2, τ1) K(t2, τ2) · · · K(t2, τn)

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

K(tn, τ1) K(tn, τ2) · · · K(tn, τn)





















w1φ(τ1)
w2φ(τ2)

✳

✳

✳

wnφ(τn)











=











f(t1)
f(t2)
✳

✳

✳

f(tn)











✭✺✳✽✮

✶

❉②"❦$❡&②③❛❝❥➛ $,✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ❞$✉❣✐❡❣♦ $③➛❞✉ ✭✺✳✶❜✮ ♠♦➺♥❛ ♣$③❡♣$♦✇❛❞③✐➣ ✇ "♣♦",❜

❝❛➟❦♦✇✐❝✐❡ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥②✳



✺✳✶ ▲✐♥✐♦✇❡ )*✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡ ✽✸

❧✉❜✱ ✇ ♣♦'(❛❝✐ ③❛❣.❡❣♦✇❛♥❡❥✱ ❥❛❦♦

Ax = b ✭✺✳✾✮

❣❞③✐❡ ❡❧❡♠❡♥(② ♠❛❝✐❡.③② A ♦.❛③ ✇❡❦(♦.;✇ x ✐ b ❞❛♥❡ '→ ♣.③❡③✿

aij = K(ti, τj)
xj = wjφ(τj)
bi = f(ti)







❞❧❛ i, j = 1, . . . , n. ✭✺✳✶✵✮

✺✳✶✳✷✳✶ ❘%➺♥✐❝♦✇❛ ♣♦./❛➣ ❥→❞4❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦

@.③❡❞'(❛✇✐♦♥② ♣♦✇②➺❡❥ '♣♦';❜ ❞②'❦.❡(②③❛❝❥✐ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ .;✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤

③♦'(❛➟ ♣.③❡♣.♦✇❛❞③♦♥② ❞❧❛ ♦❣;❧♥❡❥ ♣♦'(❛❝✐ ❥→❞.❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ K(t, τ)✳ ❲ ❞❛❧✲

'③❡❥ ❝③➛➧❝✐ .♦③❞③✐❛➟✉ .♦③♣❛(.③②♠② ✇➟❛➧❝✐✇♦➧❝✐ ✐ ③❛❧❡(② ❞②'❦.❡(②③❛❝❥✐ .;✇♥❛♥✐❛

❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♣♦'✐❛❞❛❥→❝❡❣♦ ❥→❞.♦ ❝❛➟❦♦✇❡ ✇ ♣♦'(❛❝✐ .;➺♥✐❝♦✇❡❥✱ (♦ ❥❡'( ③❛❧❡➺♥❡

❥❡❞②♥✐❡ ♦❞ .;➺♥✐❝② ③♠✐❡♥♥②❝❤ t ✐ τ ✿

K(t, τ) = h(t− τ). ✭✺✳✶✶✮

❚❛❦❛ ♣♦'(❛➣ ❥→❞.❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♣♦❥❛✇✐❛ '✐➛ ③✇②❦❧❡ ✇ .;✇♥❛♥✐❛❝❤ ♠♦❞❡❧✉❥→❝②❝❤

③❛❝❤♦✇❛♥✐❡ '③❡.♦❦✐❡❥ ❦❧❛'② ✉❦➟❛❞;✇ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ ♥✐❡③♠✐❡♥♥②❝❤ ✇ ❝③❛'✐❡ ✭❛♥❣✳ ❧✐♥❡❛.

(✐♠❡ ✐♥✈❛.✐❛♥(✱ ▲❚■✮✳ ❲ '③❝③❡❣;❧♥♦➧❝✐ (❛❦→ ♣♦'(❛➣ ♣♦'✐❛❞❛❥→ (❡➺ .;✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❛✮

✐ ✭✷✳✶✾❜✮✱ ✇②♣.♦✇❛❞③♦♥❡ ✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✷ ✐ ♦❦.❡➧❧❛❥→❝❡ ♣'❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡ p0(t)
♠♦❞❡❧✉❥→❝❡ .;✇♥♦✇❛➺♥✐❡ ✉'③❦♦❞③❡♥✐❡ ✐ ③♠✐❛♥➛ ♠❛'② ❦♦♥'(.✉❦❝❥✐ .❡❢❡.❡♥❝②❥♥❡❥✱

♦.❛③ .;✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✷✮✱ ❦(;.❡ ♦♣✐'✉❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ .❡③②❞✉❛❧♥→ ❦♦♥'(.✉❦❝❥✐ u❘(t)✳
❙(♦'✉❥→❝ ♣.♦❝❡❞✉.➛ ♦♣✐'❛♥→ ✇ ♣♦♣.③❡❞♥✐♠ ♣❛.❛❣.❛✜❡✱ .;✇♥❛♥✐❡ ❝❛➟❦♦✇❡ ♦ ❥→✲

❞.③❡ ❝❛➟❦♦✇②♠ ✇ ♣♦'(❛❝✐ .;➺♥✐❝♦✇❡❥ h(t − τ) ♠♦➺♥❛ '♣.♦✇❛❞③✐➣ ❞♦ ✉❦➟❛❞✉

.;✇♥❛➠ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ ③❛♣✐'❛♥②❝❤ ✇ ❢♦.♠✐❡ ♠❛❝✐❡.③♦✇❡❥ ✭✺✳✾✮✱ ✇ ❦(;.②♠ ♠❛❝✐❡.③

✇'♣;➟❝③②♥♥✐❦;✇ A ♣♦'✐❛❞❛ ❝❤❛.❛❦(❡.②'(②❝③♥→ '(.✉❦(✉.➛ ♣.③❡❦→(♥✐♦✇→✿

A =



















h0 h−1 h−2 · · · h2−n h1−n
h1 h0 h−1 · · · h3−n h2−n
h2 h1 h0 · · · h4−n h3−n
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

hn−2 hn−3 hn−4 · · · h0 hn−1
hn−1 hn−2 hn−3 · · · h1 h0



















. ✭✺✳✶✷✮

▼❛❝✐❡.③❡ ♦ '(.✉❦(✉.③❡ ♠❛❝✐❡.③② ✭✺✳✶✷✮ '→ ♥❛③②✇❛♥❡ ♠❛❝✐❡.③❛♠✐ ❚♦❡♣❧✐(③❛✳ ❚❡❣♦

(②♣✉ ♠❛❝✐❡.③❡ ♣♦'✐❛❞❛❥→ '(❛➟❡ ✇❛.(♦➧❝✐ ♥❛ ♣.③❡❦→(♥②❝❤✱ ❛ ✇❛.(♦➧❝✐ ✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥(;✇

③❛❧❡➺→ ❥❡❞②♥✐❡ ♦❞ .;➺♥✐❝② ✐♥❞❡❦';✇✱ (♦ ❥❡'( hij = hi−j ❞❧❛ i, j = 1, . . . , n✳ ◆❛❧❡➺②



✽✹ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

③❛③♥❛❝③②➣✱ ➺❡ ✉③②*❦❛♥✐❡ ❞②*❦.❡/♥❡❥ ❢♦.♠② ❥→❞.❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♦ */.✉❦/✉.③❡ ♠❛❝✐❡.③②

❚♦❡♣❧✐/③❛ ❥❡*/ ✉③❛❧❡➺♥✐♦♥❡ ♦❞ ❞✇;❝❤ ❝③②♥♥✐❦;✇✿ ✭✶✮ ❥→❞.♦ ❝❛➟❦♦✇❡ ♠✉*✐ ♣♦*✐❛❞❛➣

♣♦*/❛➣ .;➺♥✐❝♦✇→ h(t − τ)✱ ✭✷✮ ✇➛③➟② ❦✇❛❞.❛/✉.② ✐ ♣✉♥❦/② ❦♦❧♦❦❛❝❥✐ ♠✉*③→ ❜②➣

.;✇♥♦♠✐❡.♥✐❡ .♦③➟♦➺♦♥❡ ✇ ♣.③❡❞③✐❛❧❡ ❞②*❦.❡/②③❛❝❥✐ ✭❝♦ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ③❛*/♦*♦✇❛♥✐❡

♥❛ ❡/❛♣✐❡ ❦✇❛❞.❛/✉.② ♠❡/♦❞ ◆❡✇/♦♥❛✕❈♦/❡*❛✮✳

❯❦➟❛❞② ♠❡❝❤❛♥✐❝③♥❡ .♦③✇❛➺❛♥❡ ✇ ♥✐♥✐❡❥*③❡❥ ♣.❛❝② *→ ♣.③②❝③②♥♦✇❡✳ ❉❧❛ /❛✲

❦✐❝❤ ✉❦➟❛❞;✇ ❥→❞.♦ ❝❛➟❦♦✇❡ h(t − τ) ❞❧❛ t < τ ♣.③②❥♠✉❥❡ ✇❛./♦➧❝✐ ③❡.♦✇❡✱

❛ ♠❛❝✐❡.③ ❚♦❡♣❧✐/③❛ ❜➛❞→❝❛ ❥❡❣♦ ③❞②*❦.❡/②③♦✇❛♥→ ✇❡.*❥→ .❡❞✉❦✉❥❡ *✐➛ ❞♦ ♣♦*/❛❝✐

❞♦❧♥♦/.;❥❦→/♥❡❥✿

A =



















h0 0 0 · · · 0 0
h1 h0 0 · · · 0 0
h2 h1 h0 · · · 0 0
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

hn−2 hn−3 hn−4 · · · h0 0
hn−1 hn−2 hn−3 · · · h1 h0



















. ✭✺✳✶✸✮

❲❛➺♥→ ♥✉♠❡.②❝③♥→ ③❛❧❡/→ ❞②*❦.❡/♥❡❣♦ ❥→❞.❛ .;✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♦ */.✉❦/✉.③❡

♠❛❝✐❡.③② ❚♦❡♣❧✐/③❛ ❥❡*/ ♠♦➺❧✐✇♦➧➣ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ✐❧♦❝③②♥✉ ❥→❞.❛ ✐ ❞♦✇♦❧♥❡❣♦ ✇❡❦✲

/♦.❛ ✇ ❝③❛*✐❡ ❦.;/*③②♠ ♥✐➺ ❦✇❛❞.❛/♦✇②✱ ❝♦ ③♦*/❛♥✐❡ ♦♠;✇✐♦♥❡ ✇ ❞❛❧*③❡❥ ❝③➛➧❝✐

.♦③❞③✐❛➟✉✱ ✇ ❛❦❛♣✐❝✐❡ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥②♠ ✐/❡.❛❝②❥♥②♠ ♠❡/♦❞♦♠ .❡❣✉❧❛.②③✉❥→❝②♠✳

✺✳✷ ❘♦③❦➟❛❞ ♠❛❝✐❡.③② ✇❡❞➟✉❣ ✇❛.3♦➧❝✐ 5③❝③❡❣6❧♥②❝❤

O♦❝③→/❦✐ ♠❡/♦❞② ③♥❛♥❡❥ ❞③✐➧ ❥❛❦♦ .♦③❦➟❛❞ ♠❛❝✐❡.③② ✇❡❞➟✉❣ ✇❛./♦➧❝✐ *③❝③❡❣;❧✲

♥②❝❤ ❧✉❜ ♦*♦❜❧✐✇②❝❤ ✭❛♥❣✳ *✐♥❣✉❧❛. ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦*✐/✐♦♥✱ ❙❱❉✮ *✐➛❣❛❥→ ❧❛/

*✐❡❞❡♠❞③✐❡*✐→/②❝❤ ❳■❳ ✇✐❡❦✉✱ ❦✐❡❞② /♦ ✇ ✶✽✼✸ .✳ ✇➟♦*❦✐ ♠❛/❡♠❛/②❦ ❊✉❣❡♥✐♦ ❇❡❧✲

/.❛♠✐ ♦♣✉❜❧✐❦♦✇❛➟ ♣✐❡.✇*③→ ♣.❛❝➛ ❞♦/②❝③→❝→ /❡❣♦ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❛ ❬✶✹✶❪✳

❲ ♣;➵♥✐❡❥*③②❝❤ ❧❛/❛❝❤ .♦③❦➟❛❞ /❡♥ ❜②➟ ✇✐❡❧♦❦.♦/♥✐❡ ✐ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ✇②♣.♦✇❛❞③❛♥②

♣.③❡③ ♠❛/❡♠❛/②❦;✇ /❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ❈❛♠✐❧❧❡ ❏♦.❞❛♥ ❬✶✹✷✱ ✶✹✸❪✱ ❏❛♠❡* ❏♦*❡♣❤

❙②❧✈❡*/❡. ❬✶✹✹✕✶✹✻❪✱ ❊.❤❛.❞ ❙❝❤♠✐❞/ ❬✶✹✼❪ ✐ ❍❡.♠❛♥♥ ❲❡②❧ ❬✶✹✽❪✳ ❉♦❞❛/❦♦✇❡

✐♥❢♦.♠❛❝❥➛ ♥❛ /❡♠❛/ ❤✐*/♦.✐✐ .♦③❦➟❛❞✉ ✇.❛③ ③ ❦.;/❦✐♠ ♦♠;✇✐❡♥✐❡♠ ❝②/♦✇❛♥②❝❤

♣✉❜❧✐❦❛❝❥✐ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣.❛❝② ❬✶✹✾❪✳ ❖❜❡❝♥✐❡ ♠❡/♦❞❛ ❙❱❉ ❥❡*/ *③❡.♦❦♦

*/♦*♦✇❛♥❛ ✇ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❛❝❤ ♦❞✇.♦/♥②❝❤ ✇ ❝❡❧✉ ♥✉♠❡.②❝③♥❡❣♦ ♦❜❧✐❝③❛♥✐❛ ♦❞✇.♦/✲

♥♦➧❝✐ ➵❧❡ ✉✇❛.✉♥❦♦✇❛♥②❝❤ ♠❛❝✐❡.③②✳

■*/♦/→ .♦③❦➟❛❞✉ ✇❡❞➟✉❣ ✇❛./♦➧❝✐ *③❝③❡❣;❧♥②❝❤ ❥❡*/ ❢❛❦/✱ ➺❡ ❦❛➺❞→ .③❡❝③②✇✐*/→

✷

♠❛❝✐❡.③ A ♦ ✇②♠✐❛.③❡m×n♠♦➺♥❛ ✇ ♥❛*/➛♣✉❥→❝② *♣♦*;❜ ♣.③❡❞*/❛✇✐➣ ✇ ♣♦*/❛❝✐

✷

❆♥❛❧♦❣✐❝③♥② ,♦③❦➟❛❞ ✐01♥✐❡❥❡ ,4✇♥✐❡➺ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ♠❛❝✐❡,③② ③❡0♣♦❧♦♥❡❥✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ③❡✲

0♣♦❧♦♥②♠✱ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐❛❝❤ ✭✺✳✶✹✮ ✐ ✭✺✳✶✺✮ ♥❛❧❡➺② ❥❡❞♥❛❦ ✉✇③❣❧➛❞♥✐➣ ♠❛❝✐❡,③❡ ❤❡,♠✐1♦✇0❦✐❡

③❛♠✐❛01 1,❛♥0♣♦♥♦✇❛♥②❝❤✳



✺✳✷ ❘♦③❦➟❛❞ ♠❛❝✐❡.③② ✇❡❞➟✉❣ ✇❛.3♦➧❝✐ 5③❝③❡❣6❧♥②❝❤ ✽✺

✐❧♦❝③②♥✉ ()③❡❝❤ ♠❛❝✐❡)③②✿

A = UΣV❚ =

min(m,n)
∑

i=1

uiσiv
❚

i , ✭✺✳✶✹✮

❣❞③✐❡ U = [u1,u1, . . . ,um] ❥❡8( ♠❛❝✐❡)③→ ❦✇❛❞)❛(♦✇→ ♦ ✇②♠✐❛)③❡m×m✱ ♠❛❝✐❡)③

V = [v1,v1, . . . ,vn] ♠❛ ✇②♠✐❛) n × n ♦)❛③ ♦❜✐❡ (❡ ♠❛❝✐❡)③❡ 8→ ♠❛❝✐❡)③❛♠✐

♦)(♦❣♦♥❛❧♥②♠✐✱ (♦ ③♥❛❝③② 8♣❡➟♥✐❛❥→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣

U❚U = I V❚V = I, ✭✺✳✶✺✮

❣❞③✐❡ I ❥❡8( ♠❛❝✐❡)③→ ❥❡❞♥♦8(❦♦✇→ ♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♠ ✇②♠✐❛)③❡✳ ❑♦❧✉♠♥② ♠❛❝✐❡)③②

U ✐ V ③❛✇✐❡)❛❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❧❡✇♦8()♦♥♥❡ ✐ ♣)❛✇♦8()♦♥♥❡ ✇❡❦(♦)② 8③❝③❡❣D❧♥❡

✭♦8♦❜❧✐✇❡✮ ♠❛❝✐❡)③② A✱ ♥❛(♦♠✐❛8( Σ ❥❡8( ♠❛❝✐❡)③→ ❞✐❛❣♦♥❛❧♥→✱ (♦ ❥❡8(

Σ = ❞✐❛❣

(

σ1, σ2, . . . , σmin(m,n)

)

, ✭✺✳✶✻✮

❣❞③✐❡ σi 8→ ♥❛③②✇❛♥❡ ✇❛)(♦➧❝✐❛♠✐ 8③❝③❡❣D❧♥②♠✐ ✭♦8♦❜❧✐✇②♠✐✮ ♠❛❝✐❡)③②

A ✐ ③✇②❝③❛❥♦✇♦ 8→ ✉♣♦)③→❞❦♦✇❛♥❡ ✇ 8♣♦8D❜ ♥✐❡)♦8♥→❝②✱

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σmin(m,n) ≥ 0✳

❲ ✇②♣❛❞❦✉ ♠❛❝✐❡)③② ♦()③②♠❛♥②❝❤ ✇ ♣)♦❝❡8✐❡ ❞②8❦)❡(②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡)②❝③♥❡❥

❧✐♥✐♦✇②❝❤ )D✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ♣✐❡)✇8③❡❣♦ )③➛❞✉✱ (❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ♠❛❝✐❡)③ ✇②8(➛♣✉❥→❝❛

✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✽✮ ❧✉❜✱ ❞❧❛ )D➺♥✐❝♦✇②❝❤ ❥→❞❡) ❝❛➟❦♦✇②❝❤✱ ✭✺✳✶✷✮✱ ✐❝❤ ✇❡❦(♦)②

8③❝③❡❣D❧♥❡ ui✱ vi ♦)❛③ ✇❛)(♦➧❝✐ 8③❝③❡❣D❧♥❡ σi ♣♦8✐❛❞❛❥→ ♣❡✇♥❡ ❝❤❛)❛❦(❡)②8(②❝③♥❡

❝❡❝❤② ❬✶✸✵✱ ✶✺✵❪✿ ✇)❛③ ③❡ ✇③)♦8(❡♠ ✐♥❞❡❦8✉ i

❼ ✇❛)(♦➧❝✐ 8③❝③❡❣D❧♥❡ σi ❞→➺→ ❞♦ ③❡)❛

✸

❜❡③ ✇②)❛➵♥❡❥ ♣)③❡)✇② ✇ 8✇♦✐♠ 8♣❡❦✲

()✉♠✱

❼ ✇③)❛8(❛ ❧✐❝③❜❛ ③♠✐❛♥ ③♥❛❦D✇ ❡❧❡♠❡♥(D✇ ✇❡❦(♦)D✇ 8③❝③❡❣D❧♥②❝❤ ui ✐ vi✳

Q✐❡)✇8③❛ ③ ♣♦✇②➺8③②❝❤ ❝❡❝❤ ❥❡8( ③✇✐→③❛♥❛ ③ ✐♥❤❡)❡♥(♥②♠ ③➟②♠ ✉✇❛)✉♥❦♦✇❛♥✐❡♠

♥✉♠❡)②❝③♥②♠ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ )D✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ♣✐❡)✇8③❡❣♦ )③➛❞✉ ③ ❝✐→❣➟②♠ ❥→❞)❡♠✱

❛ ❞)✉❣❛ ✖ ③ (✇✐❡)❞③❡♥✐❡♠ ❘✐❡♠❛♥♥❛✕▲❡❜❡8❣✉❡✬❛ ✐ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✺✳✸✮✳

✺✳✷✳✶ ❉②&❦(❡*♥② ✇❛(✉♥❡❦ /✐❝❛(❞❛

❩❛ ♣♦♠♦❝→ )♦③❦➟❛❞✉ ✇❡❞➟✉❣ ✇❛)(♦➧❝✐ 8③❝③❡❣D❧♥②❝❤ ✭✺✳✶✹✮✱ ③❞②8❦)❡(②③♦✇❛♥→

✇❡)8❥➛ ✭✺✳✾✮ )D✇♥❛♥✐❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐8❛➣ ✇ ♥❛8(➛♣✉❥→❝❡❥ ♣♦8(❛❝✐✿

Ax =

min(m,n)
∑

i=1

uiσi
(

v❚i x
)

= b. ✭✺✳✶✼✮

✸

❲ ✇②♣❛❞❦✉ ♦❜❧✐❝③❡➠ ♥✉♠❡4②❝③♥②❝❤✿ ❞♦ ✇❛47♦➧❝✐ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡❥ ♣4❡❝②③❥✐ ❛4②7♠❡7②❦✐ ③♠✐✲

❡♥♥♦♣4③❡❝✐♥❦♦✇❡❥✳



✽✻ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

❲ ③❛❞❛♥✐❛❝❤ ✇♣*♦,-✱ ✇*❛③ ③❡ ✇③*♦,-❡♠ ✇❛*-♦➧❝✐ ✐♥❞❡❦,✉ i✱ ✐❧♦❝③②♥ ✇❡❦-♦*❛
,③❝③❡❣7❧♥❡❣♦ ui ✐ ✇,♣7➟❝③②♥♥✐❦❛ v❚i x ♠❛ ❝♦*❛③ ♠♥✐❡❥,③② ✉❞③✐❛➟ ✇ ✇❡❦-♦*③❡

b ③❛ ,♣*❛✇→ ❝♦*❛③ ♠♥✐❡❥,③②❝❤ ✇❛*-♦➧❝✐ ,③❝③❡❣7❧♥②❝❤ σi✳ ❖❞♠✐❡♥♥→ ,②-✉❛❝❥➛
♠♦➺♥❛ ♥❛-♦♠✐❛,- ③❛♦❜,❡*✇♦✇❛➣ ✇ ③❛❞❛♥✐❛❝❤ ♦❞✇*♦-♥②❝❤✳ ❲②❦♦*③②,-✉❥→❝ ❢❛❦-✱

➺❡ ❧❡✇♦,-*♦♥♥❡ ✐ ♣*❛✇♦,-*♦♥♥❡ ✇❡❦-♦*② ,③❝③❡❣7❧♥❡ ui ✐ vi -✇♦*③→ ❜❛③② ♦*-♦♥♦*✲

♠❛❧♥❡✱ ♣❛-*③ ✭✺✳✶✺✮✱ ♥✐❡③♥❛♥② ✇❡❦-♦* x ♠♦➺♥❛ ✇②*❛③✐➣ ♣*③❡❦,③-❛➟❝❛❥→❝ *7✇✲

♥❛♥✐❡ ✭✺✳✶✼✮ ❞♦ ♥❛,-➛♣✉❥→❝❡❥ ♣♦,-❛❝✐✿

x =

min(m,n)
∑

i=1

u❚i b

σi
vi. ✭✺✳✶✽✮

❩ ♣♦✇②➺,③❡❣♦ *7✇♥❛♥✐❛ ✇②♥✐❦❛✱ ➺❡ ③♥❛❝③→❝② ✇♣➟②✇ ♥❛ *♦③✇✐→③❛♥✐❡ x

♠♦❣→ ♠✐❡➣ -❡ ✇❛*-♦➧❝✐ ,③❝③❡❣7❧♥❡✱ ❞❧❛ ❦-7*②❝❤ ③❛❝❤♦❞③✐ σi ≪ |u❚i b|✳ ❖❜,❡*✇❛❝❥❛
-❛ ❞♦♣*♦✇❛❞③✐➟❛ ❞♦ ,❢♦*♠✉➟♦✇❛♥✐❛ -③✇✳ ❞②"❦$❡&♥❡❣♦ ✇❛$✉♥❦✉ -✐❝❛$❞❛ ❬✶✺✶❪✱

✇❡❞➟✉❣ ❦-7*❡❣♦ ✉③②,❦❛♥✐❡ ✇✐❛*②❣♦❞♥❡❣♦ ✭♥✉♠❡*②❝③♥✐❡ ③*❡❣✉❧❛*②③♦✇❛♥❡❣♦✮

*♦③✇✐→③❛♥✐❛ ❥❡,- ♠♦➺❧✐✇❡✱ ❥❡➧❧✐ ❞❧❛ ♥✉♠❡*②❝③♥✐❡ ♥✐❡③❡*♦✇②❝❤

✹

✇❛*-♦➧❝✐ ,③❝③❡❣7❧✲

♥②❝❤

σi > ǫ✱ ✇,♣7➟❝③②♥♥✐❦✐ |u❚i b| ③❜✐❡❣❛❥→ ❞♦ ③❡*❛ ,③②❜❝✐❡❥ ♥✐➺ ✇❛*-♦➧❝✐ ,③❝③❡❣7❧♥❡ σi✳
◆❛❧❡➺② ③✇*7❝✐➣ ✉✇❛❣➛✱ ➺❡ ❞②,❦*❡-♥② ✇❛*✉♥❡❦ N✐❝❛*❞❛ ❥❡,- ❥❡❞②♥✐❡ ✇❛*✉♥❦✐❡♠

❦♦♥✐❡❝③♥②♠✳ ❏❡❣♦ ♣✐❡*✇♦✇③♦*❡♠ ❥❡,- ✭❦♦♥✐❡❝③♥② ✐ ✇②,-❛*❝③❛❥→❝②✮

✇❛$✉♥❡❦ -✐❝❛$❞❛ ❬✶✺✶❪✱ ,❢♦*♠✉➟♦✇❛♥② ♣✐❡*✇♦-♥✐❡ ❞❧❛ *7✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ♣✐❡*✲

✇,③❡❣♦ *③➛❞✉ ✭✺✳✶❛✮ ③ ❝✐→❣➟②♠ ❥→❞*❡♠ K(t, τ)✿ ❝❛➟❦♦✇❛❧♥❡ ③ ❦✇❛❞*❛-❡♠
*♦③✇✐→③❛♥✐❡ -❛❦✐❡❣♦ *7✇♥❛♥✐❛ ✐,-♥✐❡❥❡ ✇-❡❞② ✐ -②❧❦♦ ✇-❡❞②✱ ❥❡➧❧✐

∞
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

(ui,b)

σi

∣

∣

∣

∣

2

<∞, ✭✺✳✶✾✮

❣❞③✐❡ σi ❥❡,- ♥✐❡③❡*♦✇→ ✇❛*-♦➧❝✐→ ,③❝③❡❣7❧♥→ ❥→❞*❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ K(t, τ)✱
ui ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝→ ❥❡❥ ❧❡✇♦,-*♦♥♥→ ❢✉♥❦❝❥→ ,③❝③❡❣7❧♥→✱ ❛ (·, ·) ♦③♥❛❝③❛ ✐❧♦❝③②♥
,❦❛❧❛*♥②✳ ❲❛*✉♥❡❦ N✐❝❛*❞❛ ✇②❦♦*③②,-✉❥❡ *♦③✇✐♥✐➛❝✐❡ ❥→❞*❛ ❝❛➟❦♦✇❡❣♦ ✇❡❞➟✉❣

✇❛*-♦➧❝✐ ,③❝③❡❣7❧♥②❝❤ ✭❛♥❣✳ ,✐♥❣✉❧❛* ✈❛❧✉❡ ❡①♣❛♥,✐♦♥✱ ❙❱❊✮✱ ❦-7*❡ ❥❡,- ♦♣❡*✲

❛❝❥→ ❝❛➟❦♦✇✐❝✐❡ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥→ ❞♦ *♦③❦➟❛❞✉ ♠❛❝✐❡*③② ✇❡❞➟✉❣ ✇❛*-♦➧❝✐ ,③❝③❡❣7❧✲

♥②❝❤ ❬✶✷✾✱ ✶✸✷❪✳

❉②,❦*❡-♥② ✇❛*✉♥❡❦ N✐❝❛*❞❛ ✇②♠❛❣❛✱ ❜② ✇❛*-♦➧❝✐ |u❚i b| ♠❛❧❛➟② ,③②❜❝✐❡❥ ♥✐➺
✇❛*-♦➧❝✐ σi✳ ◆❛❧❡➺② ③❛③♥❛❝③②➣✱ ➺❡ ❞②,❦*❡-♥② ✇❛*✉♥❡❦ N✐❝❛*❞❛ ❞♦-②❝③② ❞♦❦➟❛❞✲
♥❡❣♦ ✇❡❦-♦*❛ ♣*❛✇❡❥ ,-*♦♥② b✱ ③❛✇✐❡*❛❥→❝❡❣♦ ❥❡❞②♥✐❡ ❞❛♥❡ ❢❛❦-②❝③♥❡ ✐ ♥✐❡♦✲

❜❛*❝③♦♥❡❣♦ ➺❛❞♥②♠✐ ③❛❜✉*③❡♥✐❛♠✐✳ ❲ ♣*❛❦-②❝❡ -❛❦❛ ♣♦,-❛➣ ✇❡❦-♦*❛ b ③✇②❦❧❡

✹

◆✉♠❡&②❝③♥✐❡ ♥✐❡③❡&♦✇②❝❤✱ 0♦ ③♥❛❝③② ✇✐➛❦4③②❝❤ ♦❞ ♣❡✇♥❡❥ ♣&♦❣♦✇❡❥ ✇❛&0♦➧❝✐ ǫ ③❛❧❡➺♥❡❥

♦❞ ♣&❡❝②③❥✐ ✇②❦♦&③②40②✇❛♥❡❥ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ❛&②0♠❡0②❦✐ ③♠✐❡♥♥♦♣&③❡❝✐♥❦♦✇❡❥✳



✺✳✷ ❘♦③❦➟❛❞ ♠❛❝✐❡.③② ✇❡❞➟✉❣ ✇❛.3♦➧❝✐ 5③❝③❡❣6❧♥②❝❤ ✽✼

❥❡"# ❥❡❞♥❛❦ ♥✐❡③♥❛♥❛✱ ❛ ✇❡❦#♦- ❞♦"#➛♣♥② ❥❡"# ✇ ♣♦"#❛❝✐ ♦❜❛-❝③♦♥❡❥ ♣❡✇♥②♠✐

③❛❜✉-③❡♥✐❛♠✐ ✇②♥✐❦❛❥→❝②♠✐ ♥♣✳ ③ ♥✐❡❞♦"❦♦♥❛➟♦➧❝✐ ♣-③②-③→❞9✇ ♣♦♠✐❛-♦✇②❝❤

✭"③✉♠ ♣♦♠✐❛-♦✇②✮ ❧✉❜ ③✇✐→③❛♥②♠✐ ③❡ "❦♦➠❝③♦♥→ ♣-❡❝②③❥→ ❛-②#♠❡#②❦✐ ③♠✐❡♥♥♦✲

♣-③❡❝✐♥❦♦✇❡❥ ✭❜➟➛❞② ♥✉♠❡-②❝③♥❡✮✳ ❲ #❛❦✐♠ ✇②♣❛❞❦✉ ✇❛-#♦➧❝✐ ✐❧♦❝③②♥✉ |u❚i b|
❞→➺→ ❞♦ ♣♦③✐♦♠✉ ③❛❦➟9❝❡➠ ✇ ✇❡❦#♦-③❡ b✱ -♦③✇✐→③❛♥✐❡ ♦#-③②♠❛♥❡ ❜❡③♣♦➧-❡❞♥✐♦

♥❛ ♣♦❞"#❛✇✐❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✶✽✮ ❥❡"# ♥✐❡✇✐❛-②❣♦❞♥❡✱ ❛ -♦③✇✐→③❛♥✐❛ ✇✐❛-②❣♦❞♥❡❣♦

♠♦➺♥❛ "③✉❦❛➣ "#♦"✉❥→❝ #❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡-②❝③♥❡❥ -❡❣✉❧❛-②③❛❝❥✐ ♣-③❡❞"#❛✇✐♦♥❡ ✇ ❞❛❧✲

"③❡❥ ❝③➛➧❝✐ -♦③❞③✐❛➟✉✳

◆❛ -②"✳ ✺✳✶ ③✐❧✉"#-♦✇❛♥♦ ❞②"❦-❡#♥② ✇❛-✉♥❡❦ H✐❝❛-❞❛ ♦-❛③ ✇♣➟②✇ ③❛❜✉-③❡➠

✇❡❦#♦-❛ ♣-❛✇❡❥ "#-♦♥② ♣-③② ✇②❦♦-③②"#❛♥✐✉ ♥✉♠❡-②❝③♥❡❣♦ ♣-③②❦➟❛❞✉ ③❛❞❛♥✐❛

♦❞✇-♦#♥❡❣♦✱ ✇ ❦#9-②♠ ♣♦"③✉❦✐✇❛♥❛ ❥❡"# "✐➟❛ ✇②♠✉"③❛❥→❝❛ ✉❦➟❛❞ ♦ ❥❡❞♥②♠ "#♦♣✲

♥✐✉ "✇♦❜♦❞②✳ ❲ ♣-③❡♣-♦✇❛❞③♦♥②❝❤ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ♣-③②❥➛#♦ ♥❛"#➛♣✉❥→❝❡ ✇❛-#♦➧❝✐

❧✐❝③❜♦✇❡ ♣❛-❛♠❡#-9✇ ✉❦➟❛❞✉ ♠❡❝❤❛♥✐❝③♥❡❣♦✿ "③#②✇♥♦➧➣ "♣-➛➺②♥② ✾ ◆✴♠✱ ♠❛"❛

✶ ❦❣ ✐ ✇"♣9➟❝③②♥♥✐❦ #➟✉♠✐❡♥✐❛ ❧❡♣❦✐❡❣♦ ✵✳✻ ◆"✴♠✳ H♦♥❛❞#♦ ③❛➟♦➺♦♥♦ ③❡-♦✇❡

✇❛-✉♥❦✐ ♣♦❝③→#❦♦✇❡ ✇ ❝❤✇✐❧✐ t = 0 ♦-❛③ ✐❞❡♥#②✜❦♦✇❛♥❡ ✇②♠✉"③❡♥✐❡ ✇ ♣♦"#❛❝✐

❡

−t sinπt✳ ❆♥❛❧✐#②❝③♥→ ♣♦"#❛➣ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣-③❡♠✐❡"③❝③❡♥✐♦✇❡❥ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡❥

#❛❦✐❡♠✉ ✇②♠✉"③❡♥✐✉ ♦❜❧✐❝③♦♥♦ ♣-③② ✇②❦♦-③②"#❛♥✐✉ "③❡-♦❦♦ ③♥❛♥❡❥ ♦❣9❧♥❡❥

♣♦"#❛❝✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✉❦➟❛❞✉ ♦ ❥❡❞♥②♠ "#♦♣♥✐✉ "✇♦❜♦❞② ♥❛ ❞♦✇♦❧♥❡ ✇②♠✉"③❡✲

♥✐❡ ❬✶✺✷❪✳ ❖❞♣♦✇✐❡❞➵ ✉❦➟❛❞✉ ❥❡"# "♣❧♦#❡♠ ✇②♠✉"③❡♥✐❛ ✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐♠♣✉❧"♦✇❡❥

✉❦➟❛❞✉ ✭♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♥❛ ✇②♠✉"③❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧"♦✇❡ ♦♣✐"❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥→ ❞❡❧#② ❉✐-❛❝❛✮✱ ❝♦

✇ ♣♦"#❛❝✐ ③❞②"❦-❡#②③♦✇❛♥❡❥ ♣-③②❥♠✉❥❡ ♣♦"#❛➣ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✾✮✱ ❣❞③✐❡ ✇❡❦#♦- b

❥❡"# ③❞②"❦-❡#②③♦✇❛♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ❦♦♥"#-✉❦❝❥✐✱ ✇❡❦#♦- x ❥❡"# ③❞②"❦-❡#②③♦✇❛♥②♠

✇②♠✉"③❡♥✐❡♠✱ ❛ ♠❛❝✐❡-③ A ♠❛ ♣♦"#❛➣ ❞♦❧♥♦#-9❥❦→#♥❡❥ ♠❛❝✐❡-③② ❚♦❡♣❧✐#③❛ ✭✺✳✶✸✮

✐ ❥❡"# "❦♦♥"#-✉♦✇❛♥❛ ③ ❞②"❦-❡#♥❡❥ ♣♦"#❛❝✐ ✐♠♣✉❧"♦✇❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥"#-✉❦❝❥✐✳

❩❛"#♦"♦✇❛♥♦ ❞②"❦-❡#②③❛❝❥➛ ♣-③❡❞③✐❛➟✉ ❝③❛"♦✇❡❣♦ ♦ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✶✺ " ③ ♦❦-❡"❡♠

♣-9❜❦♦✇❛♥✐❛ -9✇♥②♠ ∆t = 0.05 "✳ ◆❛ -②"✳ ✺✳✶ ③❡"#❛✇✐♦♥♦ ❞✇❛ ✇②❦-❡"② H✐❝❛-❞❛✱

♣-③② ❝③②♠ ✇❛-#♦➧❝✐ ♥❛ ✇②❦-❡"✐❡ -②"✳ ✺✳✶❛ ③♦"#❛➟② ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ❞❧❛ ❞♦❦➟❛❞♥❡❣♦

✇❡❦#♦-❛ b✱ ♥❛#♦♠✐❛"# ♥❛ -②"✳ ✺✳✶❜ ✇❡❦#♦- b ③❛✇✐❡-❛ ✶✪ "③✉♠✉✳ ❉♦❦➟❛❞♥② ✇❡❦#♦-

♣-❛✇❡❥ "#-♦♥② ✭-②"✳ ✺✳✶✮ "♣❡➟♥✐❛ ❞②"❦-❡#♥② ✇❛-✉♥❡❦ H✐❝❛-❞❛ ✭❝③❡-✇♦♥❛ ❦-③②✇❛

♠❛ ❝❤❛-❛❦#❡- ♠❛❧❡❥→❝②✮✳ ❲✐❞♦❝③♥② -♦③-③✉# ✇❛-#♦➧❝✐ |u❚i b| ♥❛ -②"✳ ✺✳✶❜ ✭❦-③②✇❛

❝③❛-♥❛✮ ❥❡"# "♣♦✇♦❞♦✇❛♥② ③❛❜✉-③❡♥✐❛♠✐ ♦❜❡❝♥②♠✐ ✇ ✇❡❦#♦-③❡ b✳ ❉♦❞❛#❦♦✇♦

♠♦➺♥❛ ③❛♦❜"❡-✇♦✇❛➣✱ ➺❡ ♣♦❝③→✇"③② ♦❞ ♣❡✇♥❡❥ ✇❛-#♦➧❝✐ ✐♥❞❡❦"✉ i✱ #-❡♥❞ ❞❧❛

✇❛-#♦➧❝✐ |u❚i b]/σi ✭❦-③②✇❛ ❝③❡-✇♦♥❛✮ ❥❡"# ♥❛ -②"✳ ✺✳✶❜ -♦"♥→❝②✱ ❝♦ ♠❛ ③✇✐→③❡❦

③ ✇❝✐→➺ ♠❛❧❡❥→❝②♠✐ ✇❛-#♦➧❝✐❛♠✐ ♦"♦❜❧✐✇②♠✐ σi ✭❦-③②✇❛ ♥✐❡❜✐❡"❦❛✮ ♦-❛③ "#❛❜✐✲

❧✐③❛❝❥→ ✇"♣9➟❝③②♥♥✐❦❛ |u❚i b| ✭❦-③②✇❛ ❝③❛-♥❛✮ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ✇②③♥❛❝③♦♥②♠ ♣-③❡③

③❛❜✉-③❡♥✐❛✳ ❘♦③✇✐→③❛♥✐❡ x ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ✇♣-♦"# ♥❛ ♣♦❞"#❛✇✐❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✶✽✮

✐ ❞❛♥②❝❤ ♣-③❡❞"#❛✇✐♦♥②❝❤ ♥❛ -②"✳ ✺✳✶❜ ❥❡"# ♥✐❡✇✐❛-②❣♦❞♥❡✱ ❣❞②➺ ❥❡"# ③❞♦♠✐✲

♥♦✇❛♥❡ ♣-③❡③ ❡❢❡❦# ③❛❜✉-③❡➠ ✇ ✇❡❦#♦-③❡ b✳



✽✽ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

✭❛✮ ❉♦❦➟❛❞♥② ✇❡❦-♦. b ✭❜✮ ❲❡❦-♦. b ③ 2③✉♠❡♠ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ✶✪

❋✐❣✉.❡ ✺✳✶✳✿ ❲②❦$❡&② '✐❝❛$❞❛ ✇ ♣$③②❦➟❛❞♦✇②♠ ③❛❞❛♥✐✉ ♦❞✇$♦4♥②♠ ✐❞❡♥4②✜❦❛❝❥✐

&✐➟② ✇②♠✉&③❛❥→❝❡❥ ✉❦➟❛❞ ♦ ❥❡❞♥②♠ &4♦♣♥✐✉ &✇♦❜♦❞②

✺✳✸ ▼❡%♦❞② )❡❣✉❧❛)②③❛❝❥✐

▼❡4♦❞② ♥✉♠❡$②❝③♥❡❥ $❡❣✉❧❛$②③❛❝❥✐ $♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♣♦③✇❛❧❛❥→ ♥❛ ✉③②&❦❛♥✐❡ ♣$③②✲

❜❧✐➺♦♥②❝❤ $♦③✇✐→③❛➠✱ ❦4A$❡ ❝❤❛$❛❦4❡$②③✉❥→ &✐➛ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐→ ❣➟❛❞❦♦➧❝✐→ ✐ &4❛❜✐❧✲

♥♦➧❝✐→ ♥❛ ③❛❜✉$③❡♥✐❛ ❞❛♥②❝❤ ✇❡❥➧❝✐♦✇②❝❤✳ ❖❣A❧♥→ ✐❞❡→ 4❛❦✐❝❤ ♠❡4♦❞ ❥❡&4 ❞→➺❡♥✐❡

❞♦ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❛ ✇ $♦③✇✐→③❛♥✐✉ x ❥❡❞②♥✐❡ ✐♥❢♦$♠❛❝❥✐ ✐&4♦4♥②❝❤ ✭♦ ✇②&♦❦✐♠ &4♦✲

&✉♥❦✉ &②❣♥❛➟✉ ❞♦ &③✉♠✉✮ ✐ ♣♦♠✐♥✐➛❝✐❛ ✐♥❢♦$♠❛❝❥✐ ♣♦③♦&4❛➟②❝❤ ❧✉❜ ③♠♥✐❡❥&③❡♥✐❛

✐❝❤ ✇♣➟②✇✉ ♥❛ ❦♦➠❝♦✇❡ $♦③✇✐→③❛♥✐❡✳ ❖❣A❧♥→ ♣♦&4❛➣ $♦③✇✐→③❛♥✐❛ &4♦&♦✇❛♥→

✇ ♠❡4♦❞❛❝❤ $❡❣✉❧❛$②③✉❥→❝②❝❤ ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐&❛➣ ✇ ❢♦$♠✐❡ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❥ ❞♦ ✭✺✳✶✽✮

✇ ♥❛&4➛♣✉❥→❝② &♣♦&A❜✿

x =

min(m,n)
∑

i=1

γi
u❚i b

σi
vi, ✭✺✳✷✵✮

❣❞③✐❡ γi &→ ♣❡✇♥②♠✐ ✇&♣A➟❝③②♥♥✐❦❛♠✐ ✇❛❣♦✇②♠✐✱ ❦4A$②❝❤ ✇❛$4♦➧➣ ❥❡&4 ✉③❛✲

❧❡➺♥✐♦♥❛ ♦❞ ♣$③②❥➛4❡❥ ♠❡4♦❞② $❡❣✉❧❛$②③✉❥→❝❡❥✳ ❲ ♦❣A❧♥♦➧❝✐ ♠❡4♦❞② $❡❣✉❧❛$②③✉✲

❥→❝❡ ♠♦➺♥❛ ♣♦❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ ♠❡4♦❞② ❜❡③♣♦➧$❡❞♥✐❡ ♦$❛③ ✐4❡$❛❝②❥♥❡✳

✺✳✸✳✶ ▼❡&♦❞② ❜❡③♣♦➧.❡❞♥✐❡

▼❡"♦❞❛ ❚❙❱❉✳ ❏❡❞♥→ ③ ♥❛❥♣$♦&4&③②❝❤ ♠❡4♦❞ $❡❣✉❧❛$②③✉❥→❝②❝❤✱ ❛ ③❛$❛③❡♠

♥❛❥❜❛$❞③✐❡❥ ✐♥4✉✐❝②❥♥→✱ ❥❡&4 ♠❡4♦❞❛ ♥❛③②✇❛♥❛ ✇ ❥➛③②❦✉ ❛♥❣✐❡❧&❦✐♠ 4$✉♥❝❛4❡❞

&✐♥❣✉❧❛$ ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦&✐4✐♦♥ ✭❚❙❱❉✮✱ ❝♦ ♥❛ ❥➛③②❦ ♣♦❧&❦✐ ♠♦➺♥❛ ♣$③❡➟♦➺②➣ ❥❛❦♦

♠❡4♦❞❛ ♦❜❝✐➛❝✐❛ $♦③❦➟❛❞✉ ✇❡❞➟✉❣ ✇❛$4♦➧❝✐ &③❝③❡❣A❧♥②❝❤✳ ❲ ♠❡4♦❞③✐❡ 4❡❥



✺✳✸ ▼❡%♦❞② )❡❣✉❧❛)②③❛❝❥✐ ✽✾

✇!♣#➟❝③②♥♥✐❦✐ ✇❛❣♦✇❡ γ❚❙❱❉i ♣/③②❥♠✉❥→ ❥❡❞♥→ ③ ❞✇#❝❤ ✇❛/6♦➧❝✐✱ ✵ ❧✉❜ ✶✱ ③❣♦❞✲

♥✐❡ ③ ♣♦♥✐➺!③→ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→✿

γ❚❙❱❉i =

{

1 ❞❧❛ i ≤ k,
0 ❞❧❛ i > k,

✭✺✳✷✶✮

❣❞③✐❡ k ❥❡!6 ♣❡✇♥→ ❧✐❝③❜→ ❝❛➟❦♦✇✐6→ ③ ③❛❦/❡!✉ 1 ≤ k ≤ min(m,n)✳ ❲ /❡③✉❧6❛✲

❝✐❡ ♦!6❛6❡❝③♥❡ /♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❥❡!6 ♦❜❧✐❝③❛♥❡ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ♣✐❡/✇♦6♥→ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✺✳✶✽✮✱

✇ ❦6#/❡❥ ❥❡❞♥❛❦ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛ !✐➛ ❥❡❞②♥✐❡ ♣✐❡/✇!③②❝❤ k ❞♦!6❛6❡❝③♥✐❡ ❞✉➺②❝❤

✇❛/6♦➧❝✐ !③❝③❡❣#❧♥②❝❤✳ ❩❛❧❡6→ ♠❡6♦❞② ❚❙❱❉ ❥❡!6 ❥❡❥ ✐♥6✉✐❝②❥♥② ❝❤❛/❛❦6❡/ ♦/❛③

♠♦➺❧✐✇♦➧➣ !③②❜❦✐❡❥ ❛♥❛❧✐③② /♦③✇✐→③❛♥✐❛ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✇❛/6♦➧❝✐ ❧✐❝③❜② k✱ ❜❡③
❦♦♥✐❡❝③♥♦➧❝✐ ❦❛➺❞♦/❛③♦✇❡❣♦ ♣/③❡♣/♦✇❛❞③❛♥✐❛ /♦③❦➟❛❞✉ ♠❛❝✐❡/③② A✳ ◆✐❡♠♥✐❡❥

❦♦!③6

♥✉♠❡/②❝③♥② ③✇✐→③❛♥② ③ ♣♦❝③→6❦♦✇②♠ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❡♠ /♦③❦➟❛❞✉ ❙❱❉ ❥❡!6 ♥❛ 6②❧❡

❞✉➺②✱ ③✇➟❛!③❝③❛ ❞❧❛ ♠❛❝✐❡/③② ♦ ③♥❛❝③♥②❝❤ ✇②♠✐❛/❛❝❤✱ ➺❡ ✇ ♣/❛❦6②❝❡ ♣/❡❢❡/♦✇❛♥❡

!→ ✐♥♥❡ ♠❡6♦❞② /❡❣✉❧❛/②③❛❝❥✐✱ 6❛❦✐❡ ❥❛❦ ♥♣✳ /❡❣✉❧❛/②③❛❝❥❛ ❚✐❝❤♦♥♦✇❛✳

❘❡❣✉❧❛&②③❛❝❥❛ ❚✐❝❤♦♥♦✇❛ ❥❡!6 ❥❡❞♥→ ③ ♥❛❥❝③➛➧❝✐❡❥ !6♦!♦✇❛♥②❝❤ ♠❡6♦❞ /❡❣✲

✉❧❛/②③❛❝❥✐ ❜❡③♣♦➧/❡❞♥✐❡❥✳ ❲②♣/♦✇❛❞③♦♥❛ ③♦!6❛➟❛ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♣/③❡③ ❆♥❞/✐❡❥❛ ❚✐✲

❝❤♦♥♦✇❛ ❬✶✺✸❪ ✐ ❉❛✈✐❞❛ U❤✐❧❧✐♣!❛ ❬✶✺✹❪✳ ▼❡6♦❞❛ 6❛ /♦③!③❡/③❛ ♠❡6♦❞➛ ♥❛❥♠✲

♥✐❡❥!③②❝❤ ❦✇❛❞/❛6#✇ ♦ ❞♦❞❛6❦♦✇② ❝③➟♦♥ /❡❣✉❧❛/②③✉❥→❝②✿ ③❛ ✭③/❡❣✉❧❛/②③♦✇❛♥❡

♥✉♠❡/②❝③♥✐❡✮ /♦③✇✐→③❛♥✐❡ /#✇♥❛♥✐❛ ✭✺✳✾✮ ♣/③②❥♠✉❥❡ !✐➛ ✇❡❦6♦/ x ♠✐♥✐♠❛❧✐③✉✲

❥→❝② ✇❛➺♦♥→ !✉♠➛ ❦✇❛❞/❛6#✇ ♥♦/♠② !✇♦❥❡❥ ✐ ♥♦/♠② /❡③②❞✉✉♠ /#✇♥❛♥✐❛✿

x = argmin
x

{

‖Ax− b‖2 + λ2‖x‖2
}

, ✭✺✳✷✷✮

❣❞③✐❡ λ ❥❡!6 ♣❡✇♥→ ❧✐❝③❜→ ❞♦❞❛6♥✐→ ③✇❛♥→ ♣❛/❛♠❡6/❡♠ /❡❣✉❧❛/②③✉❥→❝②♠✳ ❈③➟♦♥

/❡❣✉❧❛/②③✉❥→❝② λ2‖x‖2 ✇②♠✉!③❛ ♦❣/❛♥✐❝③❡♥✐❡ ♥♦/♠② ③/❡❣✉❧❛/②③♦✇❛♥❡❣♦

/♦③✇✐→③❛♥✐❛ x ✐ ✖ ✇ ♣/❛❦6②❝❡ ✖ ③❛♣❡✇♥✐❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐→ ❥❡❣♦ ❣➟❛❞❦♦➧➣✳ ▼♦➺♥❛

✇②❦❛③❛➣✱ ➺❡ ♠❡6♦❞❛ ❚✐❝❤♦♥♦✇❛ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ♥❛!6➛♣✉❥→❝❡❥ ♣♦!6❛❝✐ ✇!♣#➟❝③②♥♥✐❦#✇

✇❛❣♦✇②❝❤ ✇②!6➛♣✉❥→❝②❝❤ ✇ ♦❣#❧♥❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✷✵✮✿

γλi =
σ2i

σ2i + λ2
≈

{

1 ❞❧❛ σi ≫ λ,
0 ❞❧❛ σi ≪ λ.

✭✺✳✷✸✮

❲ ♦❞/#➺♥✐❡♥✐✉ ♦❞ ♠❡6♦❞② ❚❙❱❉✱ ❢✉♥❦❝❥❛ ✇❛❣♦✇❛ ✇ ♠❡6♦❞③✐❡ ❚✐❝❤♦♥♦✇❛ ♣/③②❥✲

♠✉❥❡ ✇❛/6♦➧❝✐ ♣♦➧/❡❞♥✐❡ ♠✐➛❞③② !❦/❛❥♥②♠✐ ✇❛/6♦➧❝✐❛♠✐ ✶ ✐ ✵✳ ❲♣➟②✇ ✇❛/6♦➧❝✐

♣❛/❛♠❡6/✉ /❡❣✉❧❛/②③✉❥→❝❡❣♦ λ ♥❛ /♦③✇✐→③❛♥✐❡ x ♠♦➺♥❛ ♣/③❡➧❧❡❞③✐➣ ❛♥❛❧✐③✉❥→❝

❞✇❛ !❦/❛❥♥❡ ♣/③②♣❛❞❦✐✿ ❣❞② λ → ∞✱ ♦❜❧✐❝③♦♥❡

/♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❥❡!6 ③❞♦♠✐♥♦✇❛♥❡ ♣/③❡③ ❝③➟♦♥ /❡❣✉❧❛/②③✉❥→❝② ✐ x → 0✱ ♥❛6♦♠✐✲
❛!6 ❣❞② λ → 0✱ 6♦ ♦❜❧✐❝③♦♥❡ /♦③✇✐→③❛♥✐❡ !6❛❥❡ !✐➛ ③❞♦♠✐♥♦✇❛♥❡ ♣/③❡③ ✇♣➟②✇
③❛❜✉/③❡➠ ❞❛♥②❝❤ ✇❡❥➧❝✐♦✇②❝❤ ✐ ✇ /❡③✉❧6❛❝✐❡ ❜❡③✉➺②6❡❝③♥❡✳



✾✵ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

✺✳✸✳✷ ▼❡&♦❞② ✐&❡+❛❝②❥♥❡

▼❡"♦❞❛ ▲❛♥❞✇❡❜❡*❛✳ ❍✐"#♦%②❝③♥✐❡ ♣✐❡%✇"③→ ♠❡#♦❞→ ✐#❡%❛❝②❥♥❡❥ %❡❣✉❧❛%②③❛✲

❝❥✐ ♥✉♠❡%②❝③♥❡❥ ❥❡"# ♣%❛✇❞♦♣♦❞♦❜♥✐❡ "#❛❝❥♦♥❛%♥❛ ♠❡#♦❞❛ ✐#❡%❛❝②❥♥❛ ▲❛♥❞✇❡✲

❜❡%❛ ❬✶✺✺❪✳ =%③②❥♠✉❥→❝ ✇❡❦#♦% ♣♦❝③→#❦♦✇② x(0) = 0✱ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ♥❛ ❦♦❧❡❥♥❡ ♣%③②✲
❜❧✐➺❡♥✐❛ %♦③✇✐→③❛♥✐❛ x(k)

♠♦➺♥❛ ③❛♣✐"❛➣ ✇ ♣♦"#❛❝✐✿

x(k) = x(k−1) + ωA❚

(

b−Ax(k−1)
)

, j = 1, 2, 3, . . . , ✭✺✳✷✹✮

❣❞③✐❡ ω ❥❡"# ❞♦❞❛#♥✐→ ❧✐❝③❜→ ③ ♣%③❡❞③✐❛➟✉ 0 < ω < 2/‖A❚A‖ = 2/σ21✳ ▼❡#♦❞❛
▲❛♥❞✇❡❜❡%❛ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ♥❛"#➛♣✉❥→❝❡❥ ♣♦"#❛❝✐ ✇"♣K➟❝③②♥♥✐❦K✇ ✇❛❣♦✇②❝❤ ✇②"✲

#➛♣✉❥→❝②❝❤ ✇ ♦❣K❧♥❡❥ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✷✵✮✿

γ
(k)
i = 1−

(

1− ωσ2i
)k ≈

{

1i ❞❧❛ σ2i ≫ 1/ω,
kωσ2i ❞❧❛ σ2i ≪ 1/ω.

✭✺✳✷✺✮

❲ ♣%③②♣❛❞❦✉ ♠❡#♦❞ ✐#❡%❛❝②❥♥②❝❤ ✐♥#❡♥"②✇♥♦➧➣ %❡❣✉❧❛%②③❛❝❥✐ ♠❛❧❡❥❡ ✇%❛③ ③❡

✇③%♦"#❡♠ ❧✐❝③❜② ✐#❡%❛❝❥✐ k✿ ❝③②♠ ✇✐➛❝❡❥ ✐#❡%❛❝❥✐✱ #②♠ ✇✐➛❝❡❥ ♠❛➟②❝❤ ✇❛%#♦➧❝✐

"③❝③❡❣K❧♥②❝❤ ❥❡"# ✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥②❝❤ ✇ ♦❜❧✐❝③♦♥②♠ %♦③✇✐→③❛♥✐✉✳

❙#❛❝❥♦♥❛%♥❡ ♠❡#♦❞② ✐#❡%❛❝②❥♥❡✱ ❞♦ ❦#K%②❝❤ ♥❛❧❡➺② ♠❡#♦❞❛ ▲❛♥❞✇❡❜❡%❛✱ "→

%③❛❞❦♦ ✉➺②✇❛♥❡ ✇ ♣%❛❦#②❝❡ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ %❡❧❛#②✇♥✐❡ ✇♦❧♥→ ③❜✐❡➺♥♦➧➣ x(k)
❞♦

%♦③✇✐→③❛♥✐❛ ❞♦❦➟❛❞♥❡❣♦✳

▼❡"♦❞❛ ❈●▲❙✳ ▼❡#♦❞→ ✐#❡%❛❝②❥♥→ ♦❞③♥❛❝③❛❥→❝→ "✐➛ "③②❜"③→ ③❜✐❡➺♥♦➧❝✐→

%♦③✇✐→③❛♥✐❛ ❥❡"# ♠❡#♦❞❛ ❣%❛❞✐❡♥#K✇ "♣%③➛➺♦♥②❝❤ ♥❛❥♠♥✐❡❥"③②❝❤ ❦✇❛❞%❛#K✇ ✭❛♥❣✳

❝♦♥❥✉❣❛#❡ ❣%❛❞✐❡♥# ❧❡❛"# "P✉❛%❡"✱ ❈●▲❙✮ ❬✶✸✷✱ ✶✺✻❪✳ ▼❡#♦❞❛ #❛ ❥❡"# ✇❛%✐❛♥#❡♠

♠❡#♦❞② ❣%❛❞✐❡♥#K✇ "♣%③➛➺♦♥②❝❤ ✭❛♥❣✳ ❝♦♥❥✉❣❛#❡ ❣%❛❞✐❡♥#✱ ❈●✮✱ ✇ ❦#K%②♠ ③❛✲

♠✐❛"# ❞♦ %K✇♥❛♥✐❛ ✭✺✳✾✮ ❥❡"# ♦♥❛ ③❛"#♦"♦✇❛♥❛ ❞♦ %♦③✇✐→③❛♥✐❛ %K✇♥❛♥✐❛ ♥♦%♠❛❧✲

♥❡❣♦ A❚Ax = A❚b✳ ❩♥❛❧❡③✐❡♥✐❡ ♣♦"#❛❝✐ ❥❛✇♥❡❥ ✇"♣K➟❝③②♥♥✐❦K✇ ✇❛❣♦✇②❝❤ γ
(k)
i

❞❧❛ ♠❡#♦❞② ❈●▲❙ "♣%❛✇✐❛ "♣♦%❡ #%✉❞♥♦➧❝✐✱ ❣❞②➺ ♠❡#♦❞❛ #❛ ❥❡"# ♠❡#♦❞→ ♥✐❡"✲

#❛❝❥♦♥❛%♥→ ✐ ✇❛%#♦➧➣ γ
(k)
i ③❛❧❡➺② ♥✐❡❧✐♥✐♦✇♦ ③❛%K✇♥♦ ♦❞ ✇❡❦#♦%❛ ♣%❛✇❡❥ "#%♦♥②

b✱ ❥❛❦ ✐ ♦❞ ✇❛%#♦➧❝✐ "③❝③❡❣K❧♥②❝❤ σi❀ ♥✐❡♠♥✐❡❥ ③♥❛♥❛ ❥❡"# ♥❛"#➛♣✉❥→❝❛ ♦❣K❧♥❛
③❛❧❡➺♥♦➧➣ ❬✶✸✵✱ ✶✸✶❪✿

γ
(k)
i ≈

{

1 ❞❧❛ ❞✉➺②❝❤ ✇❛%#♦➧❝✐ σi,
O(σ2i ) ❞❧❛ ♠❛➟②❝❤ ✇❛%#♦➧❝✐ σi.

✭✺✳✷✻✮

❖❣K❧♥→ ♣♦"#❛➣ ❛❧❣♦%②#♠✐❝③♥→ ♠❡#♦❞② ❈●▲❙ ♠♦➺♥❛ ♣%③❡❞"#❛✇✐➣ ✇ ♥❛"#➛♣✉❥→❝②

"♣♦"K❜✿

x(0) = 0
r(0) = b−Ax



✺✳✸ ▼❡%♦❞② )❡❣✉❧❛)②③❛❝❥✐ ✾✶

d(0) = A❚r(0)

❢♦" k = 1, 2, . . .

α(k) = ‖A❚r(k−1)‖2

‖Ad
(k−1)‖2

x(k) = x(k−1) + α(k)d(k−1)

r(k) = x(k−1) − α(k)Ad(k−1)

β(k) = ‖A❚r(k)‖2

‖A❚r(k−1)‖2

d(k) = A❚r(k) + β(k)d(k−1)

❡♥❞ ❢♦"

✺✳✸✳✷✳✶ ❙③②❜❦✐❡ ♠♥♦➺❡♥✐❡ ♠❛❝✐❡2③② ❚♦❡♣❧✐6③❛ ♣2③❡③ ✇❡❦6♦2

❲ ❦❛➺❞②♠ ❦'♦❦✉ ✐+❡'❛❝②❥♥②♠ ♠❡+♦❞② ❈●▲❙ ♥❛❥❦♦4③+♦✇♥✐❡❥4③→ ♥✉♠❡'②❝③♥✐❡

♦♣❡'❛❝❥→ ❥❡4+ ❞✇✉❦'♦+♥❡ ♠♥♦➺❡♥✐❡ ♠❛❝✐❡'③② ♣'③❡③ ✇❡❦+♦'✱ Ad ✐ A❚r✳

❲ '♦③✇❛➺❛♥②❝❤ +✉+❛❥ ③❛❞❛♥✐❛❝❤✱ ♣♦✇4+❛➟②❝❤ ✇ ✇②♥✐❦✉ ❞②4❦'❡+②③❛❝❥✐ ♠❡+♦❞→

❦✇❛❞'❛+✉'② ♥✉♠❡'②❝③♥❡❥ ❧✐♥✐♦✇②❝❤ '>✇♥❛➠ ❝❛➟❦♦✇②❝❤ ③ ❥→❞'❡♠ '>➺♥✐❝♦✇②♠✱

♦❜✐❡ ♠❛❝✐❡'③❡ A ✐ A❚

4→ ♠❛❝✐❡'③❛♠✐ ♦ 4+'✉❦+✉'③❡ ❜❧♦❦♦✇❡❥✱ ❣❞③✐❡ ❦❛➺❞❛ ③ ♣♦❞✲

♠❛❝✐❡'③② ♠❛ 4+'✉❦+✉'➛ ♠❛❝✐❡'③② ❚♦❡♣❧✐+③❛ ✭✺✳✶✷✮❀ 4+'✉❦+✉'❛ ♣'③②❦➟❛❞♦✇❡❥ +❛❦✐❡❥

♠❛❝✐❡'③② ③♦4+❛➟❛ ③✐❧✉4+'♦✇❛♥❛ ♥❛ '②4✳ ✻✳✼✳

❑♦4③+ ♥✉♠❡'②❝③♥② ❜❡③♣♦➧'❡❞♥✐❡❣♦ ♠♥♦➺❡♥✐❛ ♠❛❝✐❡'③② A ♦ ✇②♠✐❛'③❡ n× n
♣'③❡③ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝② ❥❡❥ ✇②♠✐❛'❡♠ ✇❡❦+♦' x ✇②♥♦4✐ O(n2)✳ ❚②♠❝③❛4❡♠ ❞❧❛
♠❛❝✐❡'③② ♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡❥ 4+'✉❦+✉'③❡✱ ♣'③② ✇②❦♦'③②4+❛♥✐✉ 4③②❜❦✐❡❥ +'❛♥4❢♦'♠❛✲

❝❥✐ ❋♦✉'✐❡'❛ ✭❋❋❚✮✱ ❞③✐❛➟❛♥✐❡ +♦ ♠♦➺♥❛ ✇②❦♦♥❛➣ ✇ ❝③❛4✐❡ ③♥❛❝③♥✐❡ ❦'>+4③②♠✱

+♦ ❥❡4+ O(n logk n)✱ ❣❞③✐❡ k ❥❡4+ ♣❡✇♥→ ❧✐❝③❜→ ♥❛❧❡➺→❝→ ❞♦ ♣'③❡❞③✐❛➟✉ [0, 2]✳ ❩❛✲
4+♦4♦✇❛♥✐❡ ❛❧❣♦'②+♠✉ 4③②❜❦✐❡❣♦ ♠♥♦➺❡♥✐❛ ✇ ❛❧❣♦'②+♠❛❝❤ ✐+❡'❛❝②❥♥②❝❤✱ +❛❦✐❝❤

❥❛❦ ♥❛ ♣'③②❦➟❛❞ ❛❧❣♦'②+♠ ❈●▲❙✱ ✇②♠❛❣❛❥→❝②❝❤ ✇✐❡❧♦❦'♦+♥❡❣♦ ♠♥♦➺❡♥✐❛ ✉4✲

+'✉❦+✉'②③♦✇❛♥②❝❤ ♠❛❝✐❡'③② ♣'③❡③ ✇❡❦+♦'✱ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ③♥❛❝③→❝❡ 4❦'>❝❡♥✐❡ ❝③❛4✉

♦❜❧✐❝③❡➠ ♦'❛③ ③♠♥✐❡❥4③❡♥✐❡ ✇②♠❛❣❛➠ ❝♦ ❞♦ ③❛4♦❜>✇ 4♣'③➛+♦✇②❝❤✳

S'③❡➧❧❡❞➵♠② ❛❧❣♦'②+♠ 4③②❜❦✐❡❣♦ ♠♥♦➺❡♥✐❛ ♥❛ ♣'③②❦➟❛❞③✐❡ ♠❛❝✐❡'③② ❝②❦✲

❧✐❝③♥❡❥ C ♦ ✇②♠✐❛'③❡ n × n ♠♥♦➺♦♥❡❥ ♣'③❡③ ❞♦✇♦❧♥② ✇❡❦+♦' x ♦ ❞➟✉❣♦➧❝✐ n✳
▼❛❝✐❡'③ ❝②❦❧✐❝③♥❛ ✭❛♥❣✳ ❝✐'❝✉❧❛♥+ ♠❛+'✐①✮ ❥❡4+ 4③❝③❡❣>❧♥→ ♦❞♠✐❛♥→ ♠❛❝✐❡'③②

❚♦❡♣❧✐+③❛✱ ❦+>'❛ ♣♦4✐❛❞❛ ♥❛4+➛♣✉❥→❝→ 4+'✉❦+✉'➛ ❬✶✺✼❪✿

C =















c0 c1 c2 . . . cn−1
cn−1 c0 c1 . . . cn−2
cn−2 cn−1 c0 . . . cn−3
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

c1 c2 cn−1 . . . c0















. ✭✺✳✷✼✮



✾✷ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

❊❧❡♠❡♥%② ♠❛❝✐❡*③② ❝②❦❧✐❝③♥❡❥ .♣❡➟♥✐❛❥→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣

cij = cj−i mod n ❞❧❛ 0 ≤ i, j < n. ✭✺✳✷✽✮

◆❛❧❡➺② ③✇/0❝✐➣ ✉✇❛❣➛✱ ➺❡ ♠❛❝✐❡/③ ❝②❦❧✐❝③♥→ ♠♦➺♥❛ ✉=✇♦/③②➣ ③ ♣✐❡/✇?③❡❣♦ ❥❡❥

✇✐❡/?③❛ ♣♦♣/③❡③ ❝②❦❧✐❝③♥❡ ♣/③❡?✉♥✐➛❝✐❡ ❣♦ ✇ ❦♦❧❡❥♥②❝❤ ✇✐❡/?③❛❝❤ ♦ ❥❡❞♥→ ♣♦③②❝❥➛

✇ ♣/❛✇♦✳

❋✉♥❞❛♠❡♥=❛❧♥→ ❝❡❝❤→ ♠❛❝✐❡/③② ❝②❦❧✐❝③♥②❝❤ ❥❡?= ❢❛❦=✱ ➺❡ ❦❛➺❞→ ♠❛❝✐❡/③ ❝②❦✲

❧✐❝③♥→ ♠♦➺♥❛ ③❞✐❛❣♦♥❛❧✐③♦✇❛➣ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠❛❝✐❡/③② ❋♦✉/✐❡/❛✱ =♦ ❥❡?= ?=♦?✉❥→❝

③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

C = F−1ΣF, ✭✺✳✷✾✮

❣❞③✐❡ F ❥❡?= ♠❛❝✐❡/③→ ❋♦✉/✐❡/❛ ♦ ✇②♠✐❛/③❡ n×n✱ =♦ ❥❡?= ♠❛❝✐❡/③→✱ ❦=0/❡❥ ❡❧❡♠❡♥=②
?→ ❦♦❧❡❥♥②♠✐ ♣✐❡/✇✐❛?=❦❛♠✐ ③ ❥❡❞♥♦➧❝✐ ❦♦❧❡❥♥②❝❤ /③➛❞0✇✱

Fjk =
1√
n
e2π✐jk/n, 0 ≤ j, k < n. ✭✺✳✸✵✮

▼❛❝✐❡/③ Σ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✷✾✮ ❥❡?= ♠❛❝✐❡/③→ ❞✐❛❣♦♥❛❧♥→✱ ❛ ❡❧❡♠❡♥=② ♥❛ ❥❡❥

♣/③❡❦→=♥❡❥ ?→ ✇❛/=♦➧❝✐❛♠✐ ?③❝③❡❣0❧♥②♠✐ ♠❛❝✐❡/③②C✳ ▼❛❝✐❡/③Σ ?♣❡➟♥✐❛ ♥❛?=➛♣✉✲

❥→❝→ ♣/♦?=→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ❬✶✺✼❪✿

Σ = ❞✐❛❣ (Fc) , ✭✺✳✸✶✮

❣❞③✐❡ c ❥❡?= ♣✐❡/✇?③②♠ ✇✐❡/?③❡♠ ♠❛❝✐❡/③② C✳

❙③❡/♦❦♦ ③♥❛♥❡ ❛❧❣♦/②=♠② ?③②❜❦✐❡❥ =/❛♥?❢♦/♠❛❝❥✐ ❋♦✉/✐❡/❛✱ ♣♦♣/③❡③ ✇②❦♦✲

/③②?=❛♥✐❡ ?=/✉❦=✉/② ♠❛❝✐❡/③② ❋♦✉/✐❡/❛✱ ♣♦③✇❛❧❛❥→ ♥❛ ♣/③❡♠♥♦➺❡♥✐❡ ♠❛❝✐❡/③②

F ✭♦/❛③ F−1✮ ♣/③❡③ ❞♦✇♦❧♥② ✇❡❦=♦/ x ✇ ❝③❛?✐❡ O(n log n)✱ ❝♦ ❥❡?= /0✇♥♦✇❛➺♥❡

♦❜❧✐❝③❡♥✐✉ ❥❡❣♦ ❞②?❦/❡=♥❡❥ ✭♦❞✇/♦=♥❡❥✮ =/❛♥?❢♦/♠❛=② ❋♦✉/✐❡/❛ ❬✶✺✽❪✳ ◆❛ ♣♦❞✲

?=❛✇✐❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✷✾✮ ✐ ✭✺✳✸✶✮ ♠♦➺♥❛ ✇②❦❛③❛➣✱ ➺❡ ✇ =②♠ ?❛♠②♠ ❝③❛?✐❡ ❥❡?=

♠♦➺❧✐✇❡ ♣/③❡♠♥♦➺❡♥✐❡ ♣/③❡③ ❞♦✇♦❧♥② ✇❡❦=♦/ ❦❛➺❞❡❥ ♠❛❝✐❡/③② ❝②❦❧✐❝③♥❡❥ C✳

❲ =②♠ ❝❡❧✉ ③❛✉✇❛➺♠②✱ ➺❡

Cx = F−1ΣFx = F−1(Fc � Fx), ✭✺✳✸✷✮

❣❞③✐❡ ?②♠❜♦❧ � ♦③♥❛❝③❛ ✐❧♦❝③②♥ ❍❛❞❛♠❛/❞❛ ✭✐❧♦❝③②♥ ♣♦ ✇?♣0➟/③➛❞♥②❝❤✮✳ ❩ ③❛✲

❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✸✷✮ ✇②♥✐❦❛❥→ =/③② ✇❛➺♥❡ ✇♥✐♦?❦✐✿

✶✳ ❖♣❡/❛❝❥➛ ♠♥♦➺❡♥✐❛ ♠❛❝✐❡/③② ❋♦✉/✐❡/❛ ♣/③❡③ ✇❡❦=♦/ ♠♦➺♥❛ ♣/③❡♣/♦✇❛❞③✐➣

✇ ❝③❛?✐❡O(n log n) ③❛♠✐❛?=O(n2)✱ ❛ ③❛=❡♠ ❝③❛? ♠♥♦➺❡♥✐❛ ❦❛➺❞❡❥ ♠❛❝✐❡/③②

❝②❦❧✐❝③♥❡❥ ♣/③❡③ ❞♦✇♦❧♥② ✇❡❦=♦/ ✇②♥♦?✐ =❡➺ O(n log n)✳

✷✳ ❉♦ ♣/③❡♣/♦✇❛❞③❡♥✐❛ ♠♥♦➺❡♥✐❛ ✇②♠❛❣❛♥❛ ❥❡?= ③♥❛❥♦♠♦➧➣ =②❧❦♦ ♣✐❡/✇?③❡❥

❦♦❧✉♠♥② ♠❛❝✐❡/③② ❝②❦❧✐❝③♥❡❥✳ ❉③✐➛❦✐ =❡♠✉ ✇ ♣❛♠✐➛❝✐ ❦♦♠♣✉=❡/❛ ♥✐❡ =/③❡❜❛

♣/③❡❝❤♦✇②✇❛➣ ♣❡➟♥❡❥ ♠❛❝✐❡/③② C✳



✺✳✹ ❖♣%②♠❛❧♥❛ ✇❛,%♦➧➣ ♣❛,❛♠❡%,✉ ,❡❣✉❧❛,②③❛❝❥✐ ✾✸

✸✳ ▼♥♦➺❡♥✐❡ ♠❛❝✐❡+③② ❝②❦❧✐❝③♥❡❥ ♣+③❡③ ✇❡❦3♦+✱ ♣♦③❛ ♦♣❡+❛❝❥❛♠✐ ❋❋❚

✐ ♦❞✇+♦3♥❡❥ ❋❋❚✱ 8♣+♦✇❛❞③❛ 8✐➛ ❞♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡❣♦ ♠♥♦➺❡♥✐❛ ❡❧❡♠❡♥3;✇

✇❡❦3♦+❛ Fc ♣+③❡③ ❡❧❡♠❡♥3② ✇❡❦3♦+❛ Fx ✭✐❧♦❝③②♥ ❍❛❞❛♠❛+❞❛✮✳

❙3+✉❦3✉+❛ ♠❛❝✐❡+③② ❚♦❡♣❧✐3③❛ +;➺♥✐ 8✐➛ ♦❞ 83+✉❦3✉+② ♠❛❝✐❡+③② ❝②❦❧✐❝③♥❡❥

✐ ❜❡③♣♦➧+❡❞♥✐❡ 8❦♦+③②83❛♥✐❡ ③ ♣+③②3♦❝③♦♥❡❥ ✇②➺❡❥ ♣+♦❝❡❞✉+② ♠♥♦➺❡♥✐❛ ♠❛❝✐❡+③②

♣+③❡③ ✇❡❦3♦+ ❞♦♣+♦✇❛❞③✐➟♦❜② ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♠❛❝✐❡+③② ❚♦❡♣❧✐3③❛ ❞♦ ✉③②8❦❛♥✐❛ ❜➟➛❞✲

♥②❝❤ ✇②♥✐❦;✇✳ ◆✐❡♠♥✐❡❥ ❦❛➺❞→ ♠❛❝✐❡+③ A ♦ 83+✉❦3✉+③❡ ❚♦❡♣❧✐3③❛ ✭✺✳✶✷✮ ✐ ✇②♠✐✲

❛+③❡ n×n ♠♦➺♥❛ ③❛♥✉+③②➣ ✇ ✇✐➛❦8③❡❥ ♠❛❝✐❡+③② ❝②❦❧✐❝③♥❡❥ ♦ ✇②♠✐❛+③❡ 2n× 2n✱
❦3;+❛ ✖ ③❛♣✐8❛♥❛ ✇ ❢♦+♠✐❡ ❜❧♦❦♦✇❡❥ ✖ ♠❛ ♥❛83➛♣✉❥→❝→ 83+✉❦3✉+➛ ❬✶✺✾❪✿

C2n =

[

A Bn

Bn A

]

, ✭✺✳✸✸✮

❣❞③✐❡

Bn =



















0 hn−1 . . . h2 h1
h1−n 0 hn−1 . . . h2
✳

✳

✳ h1−n 0
✳

✳

✳

✳

✳

✳

h−2 . . .
✳

✳

✳

✳

✳

✳ hn−1

h−1 h−2
✳

✳

✳ h1−n 0



















. ✭✺✳✸✹✮

■❧♦❝③②♥ ♠❛❝✐❡+③② ❚♦❡♣❧✐3③❛ A ♣+③❡③ ❞♦✇♦❧♥② ✇❡❦3♦+ x ♠♦➺♥❛ ♦❜❧✐❝③②➣ ✇ ❝③❛8✐❡

O(n log n) ♣+③② ✇②❦♦+③②83❛♥✐✉ ❝②❦❧✐❝③♥❡❥ 83+✉❦3✉+② 3❛❦ ✉3✇♦+③♦♥❡❥ ♠❛❝✐❡+③②C2n✳

❲ 3②♠ ❝❡❧✉ ♥❛❧❡➺② 8❦♦+③②83❛➣ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✺✳✸✷✮✱ ❜② ♦❜❧✐❝③②➣ ✐❧♦❝③②♥

[

A Bn

Bn A

] [

x

0

]

=

[

Ax

Bnx

]

. ✭✺✳✸✺✮

U✐❡+✇8③❛ ♣♦➟♦✇❛ ✇❡❦3♦+❛ ✇②♥✐❦♦✇❡❣♦ ③❛✇✐❡+❛ ♣♦8③✉❦✐✇❛♥② ✐❧♦❝③②♥Ax✱ ♣♦❞❝③❛8

❣❞② ❥❡❣♦ ❞+✉❣❛ ♣♦➟♦✇❛ ❥❡83 ♣♦♠✐❥❛♥❛ ❥❛❦♦ ✉❜♦❝③♥② ♣+♦❞✉❦3 ♣+♦❝❡❞✉+② 8③②❜❦✐❡❣♦

♠♥♦➺❡♥✐❛ ♠❛❝✐❡+③② A ♣+③❡③ ✇❡❦3♦+ x✳ ◆❛❧❡➺② ③✇+;❝✐➣ ✉✇❛❣➛✱ ➺❡ ❞❧❛ ♠❛❝✐❡+③②

❚♦❡♣❧✐3③❛ ♦ 83+✉❦3✉+③❡ ❞♦❧♥♦3+;❥❦→3♥❡❥ ✭✺✳✶✸✮ ♣✐❡+✇8③❛ ❦♦❧✉♠♥❛ ♠❛❝✐❡+③② Bn

③❛✇✐❡+❛ 8❛♠❡ ③❡+❛✳

✺✳✹ ❖♣%②♠❛❧♥❛ ✇❛,%♦➧➣ ♣❛,❛♠❡%,✉ ,❡❣✉❧❛,②③❛❝❥✐

❏❛❦ ✇8♣♦♠♥✐❛♥♦ ✇ ♥✐♥✐❡❥8③②♠ +♦③❞③✐❛❧❡✱ ♠❡3♦❞② +❡❣✉❧❛+②③✉❥→❝❡ ♣♦③✇❛❧❛❥→

✇②③♥❛❝③②➣ +♦③✇✐→③❛♥✐❡ ③❛❞❛➠ ➵❧❡ ✉✇❛+✉♥❦♦✇❛♥②❝❤ ❝❤❛+❛❦3❡+②③✉❥→❝❡ 8✐➛ ✇✐➛❦✲

8③→ 83❛❜✐❧♥♦➧❝✐→ ♦+❛③ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐→ ❣➟❛❞❦♦➧❝✐→✳ ❏❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ 3+③❡❜❛ ③❛③♥❛❝③②➣✱ ➺❡



✾✹ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

✇ ♣"♦❝❡&✐❡ "❡❣✉❧❛"②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡"②❝③♥❡❥ 1"❛❝♦♥❛ ❥❡&1 ♣❡✇♥❛ ❝③➛➧➣ ✐♥❢♦"♠❛❝❥✐✳ ❉❧❛1✲

❡❣♦ ✐&1♦1♥② ❥❡&1 ♦♣1②♠❛❧♥② ❞♦❜;" ♣❛"❛♠❡1"✉ "❡❣✉❧❛"②③✉❥→❝❡❣♦✱ ❦1;"② ③ ❥❡❞♥❡❥

&1"♦♥② ♣♦③✇♦❧✐ ♥❛ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❡ ✇ ♦❜❧✐❝③♦♥②♠ "♦③✇✐→③❛♥✐✉ ❥❛❦ ♥❛❥✇✐➛❦&③❡❥ ✐❧♦➧❝✐

✐&1♦1♥❡❥ ✐♥❢♦"♠❛❝❥✐✱ ❛ ③ ❞"✉❣✐❡❥ &1"♦♥② ♦❣"❛♥✐❝③② ♥✐❡♣♦➺→❞❛♥② ✇♣➟②✇ ③❛❜✉"③❡➠

♥❛ 1♦ "♦③✇✐→③❛♥✐❡✳ ■♥♥②♠✐ &➟♦✇②✱ "♦③✇✐→③❛♥✐❡ ✉③②&❦❛♥❡ ✇ ✇②♥✐❦✉ ③❛&1♦&♦✇❛✲

♥✐❛ ♠❡1♦❞② "❡❣✉❧❛"②③✉❥→❝❡❥ ♦❜❛"❝③♦♥❡ ❥❡&1 ❜➟➛❞❡♠ "❡❣✉❧❛"②③❛❝❥✐✱ ❦1;"② ❥❡&1 1②♠

✇✐➛❦&③②✱ ✐♠ "♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❥❡&1 &✐❧♥✐❡❥ "❡❣✉❧❛"②③♦✇❛♥❡✱ ♦"❛③ ❜➟➛❞❡♠ ③❛❜✉"③❡♥✐❛✱

❦1;"② "♦➧♥✐❡ ✇"❛③ ③ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❡♠ ✇ "♦③✇✐→③❛♥✐✉ ❝♦"❛③ ✇✐➛❦&③❡❥ ✐❧♦➧❝✐ ③❛❜✉"③❡➠✱

❛ ✇✐➛❝ ❦1;"② ❥❡&1 1②♠ ✇✐➛❦&③②✱ ✐♠ "♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❥❡&1 &➟❛❜✐❡❥ "❡❣✉❧❛"②③♦✇❛♥❡✳

❇➟→❞ $❡❣✉❧❛$②③❛❝❥✐ ✐ ❜➟→❞ ③❛❜✉$③❡♥✐❛✳ C"③② ③♥❛♥②♠ ❞♦❦➟❛❞♥②♠ "♦③✇✐→③❛✲

♥✐✉ "♦③✇❛➺❛♥❡❣♦ ♣"♦❜❧❡♠✉ ✭❜❡③ ③❛❜✉"③❡➠✮✱ ♠♦➺❧✐✇❡ ❥❡&1 ♦&③❛❝♦✇❛♥✐❡ ✇❛"1♦➧❝✐

❜➟➛❞✉ "❡❣✉❧❛"②③❛❝❥✐ ♦"❛③ ❜➟➛❞✉ ③❛❜✉"③❡♥✐❛ ✐ ♥❛ 1❡❥ ♣♦❞&1❛✇✐❡ ✇②❜;" ♦♣1②♠❛❧✲

♥❡❥ ✇❛"1♦➧❝✐ ♣❛"❛♠❡1"✉ "❡❣✉❧❛"②③✉❥→❝❡❣♦✳ ❖❜❛ ❜➟➛❞② ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❛♥❛❧✐③♦✇❛♥❡❣♦

✇❝③❡➧♥✐❡❥✱ ♣"③②❦➟❛❞♦✇❡❣♦ ♣"♦❜❧❡♠✉ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥✐ &✐➟② ✇②♠✉&③❛❥→❝❡❥ ✉❦➟❛❞ ♦ ❥❡❞✲

♥②♠ &1♦♣♥✐✉ &✇♦❜♦❞② ✇②③♥❛❝③②♠② &1♦&✉❥→❝ ♠❡1♦❞➛ ❚❙❱❉✳ ❩❛➟;➺♠②✱ ➺❡ ❥❡✲

❞②♥✐❡ ♣"❛✇❛ &1"♦♥❛ ";✇♥❛♥✐❛ ✭✺✳✾✮ ♦❜❛"❝③♦♥❛ ❥❡&1 ③❛❜✉"③❡♥✐❛♠✐ ✇②♥✐❦❛❥→❝②♠✐

③ ♥✐❡❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✉"③→❞③❡➠ ♣♦♠✐❛"♦✇②❝❤✱

b = Ax❡①❛❝$ + e. ✭✺✳✸✻✮

❈❛➟❦♦✇✐1② ❜➟→❞ ♦❜❧✐❝③♦♥❡❣♦ "♦③✇✐→③❛♥✐❛ xλ ♠♦➺♥❛ ♦❜❧✐❝③②➣ ❥❛❦♦ ";➺♥✐❝➛ ♠✐➛❞③②

"♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ ❞♦❦➟❛❞♥②♠ x❡①❛❝$

❛ ♦❜❧✐❝③♦♥②♠ "♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ ♣"③②❜❧✐➺♦♥②♠ xλ✳

❙1♦&✉❥→❝ ✭✺✳✷✵✮✱ ✭✺✳✷✶✮ ✐ ✭✺✳✶✹✮✱

x❡①❛❝$ − xλ = x❡①❛❝$ −Vγ❚❙❱❉Σ−1U❚b

= x❡①❛❝$ −Vγ❚❙❱❉Σ−1U❚Ax❡①❛❝$ −Vγ❚❙❱❉Σ−1U❚e

=
(

I−Vγ❚❙❱❉Σ−1U❚UΣV❚

)

x❡①❛❝$ −Vγ❚❙❱❉Σ−1U❚e

= V
(

I− γ❚❙❱❉

)

V❚x❡①❛❝$ −Vγ❚❙❱❉Σ−1U❚e. ✭✺✳✸✼✮

C✐❡"✇&③② ❝③➟♦♥ ✇ ♣♦✇②➺&③②♠ ";✇♥❛♥✐✉ ✉1♦➺&❛♠✐❛♥② ❥❡&1 ③ ❜➟➛❞❡♠ ♠❡1♦❞② "❡❣✲

✉❧❛"②③✉❥→❝❡❥ ∆x
)❡❣

✱ ♥❛1♦♠✐❛&1 ❞"✉❣✐ ✖ ③ ❜➟➛❞❡♠ ③❛❜✉"③❡♥✐❛ ∆x
♣❡)

✳ ❯✇③❣❧➛❞♥✐✲

❛❥→❝ ♣♦&1❛➣ ✭✺✳✷✶✮ ✇&♣;➟❝③②♥♥✐❦;✇ ✇❛❣♦✇②❝❤ ♠❡1♦❞② ❚❙❱❉✱ ✇②"❛➺❡♥✐❛ ♥❛ ♦❜❛

❜➟➛❞② ♠♦➺♥❛ ③❛♣✐&❛➣ ♥❛&1➛♣✉❥→❝♦✿

∆x
)❡❣

=

n
∑

i=k+1

(

v❚

i x
❡①❛❝$

)

vi, ∆x
♣❡)

=

k
∑

i=1

u❚e

σi
vi. ✭✺✳✸✽✮

◆❛ "②&✳ ✺✳✷ ♣"③❡❞&1❛✇✐♦♥♦ ✇❛"1♦➧❝✐ ♥♦"♠ ♦❜✉ ❜➟➛❞;✇ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ❞❧❛

"♦③✇❛➺❛♥❡❣♦ ✇❝③❡➧♥✐❡❥ ♣"③②❦➟❛❞♦✇❡❣♦ ♣"♦❜❧❡♠✉ ♥✉♠❡"②❝③♥❡❣♦ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞



✺✳✹ ❖♣%②♠❛❧♥❛ ✇❛,%♦➧➣ ♣❛,❛♠❡%,✉ ,❡❣✉❧❛,②③❛❝❥✐ ✾✺

❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✳✿ ❇➟→❞ %❡❣✉❧❛%②③❛❝❥✐ ✐ ❜➟→❞ ③❛❜✉%③❡♥✐❛ ✇ ♣%③②❦➟❛❞♦✇②♠ ③❛❞❛♥✐✉

♦❞✇%♦7♥②♠ ✐❞❡♥7②✜❦❛❝❥✐ 9✐➟② ✇②♠✉9③❛❥→❝❡❥ ✉❦➟❛❞ ♦ ❥❡❞♥②♠ 97♦♣♥✐✉ 9✇♦❜♦❞②

✇❛%7♦➧❝✐ ♣❛%❛♠❡7%✉ k✳ <✉♥❦7 ♣%③❡❝✐➛❝✐❛ ❦%③②✇②❝❤ ❥❡97 ✉7♦➺9❛♠✐❛♥② ③ ❥❡❣♦ ♦♣✲

7②♠❛❧♥→ ✇❛%7♦➧❝✐→✱ ❣❞②➺ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❡ ✇ %♦③✇✐→③❛♥✐✉ ❥❛❦ ♥❛❥✇✐➛❦✲

9③❡❥ ✐❧♦➧❝✐ ✐♥❢♦%♠❛❝❥✐✱ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ♥✐❡ ❞♦♣✉9③❝③❛❥→❝ ❞♦ ③❞♦♠✐♥♦✇❛♥✐❛ %♦③✇✐→③❛✲

♥✐❛ ♣%③❡③ ③❛❜✉%③❡♥✐❡✳ <%❛❦7②❝③♥❡ ③❛97♦9♦✇❛♥✐❡ ♣♦✇②➺9③❡❥ ♠❡7♦❞② ❥❡97 ♠♦❝♥♦

♦❣%❛♥✐❝③♦♥❡ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ ♥✐❡③♥❛❥♦♠♦➧➣ ③❛%D✇♥♦ ❞♦❦➟❛❞♥❡❣♦ %♦③✇✐→③❛♥✐❛ x❡①❛❝$

%♦③✇❛➺❛♥❡❣♦ ♣%♦❜❧❡♠✉✱ ❥❛❦ ✐ ③❛❜✉%③❡➠ e ✇❡❦7♦%❛ ♣%❛✇❡❥ 97%♦♥②✳ ❉♦ 7❡❥ ♣♦%② ♥✐❡

♦♣%❛❝♦✇❛♥♦ ✉♥✐✇❡%9❛❧♥❡❥ ♠❡7♦❞② ✇②③♥❛❝③❛♥✐❛ ♦♣7②♠❛❧♥❡❥ ✇❛%7♦➧❝✐ ♣❛%❛♠❡7%✉

%❡❣✉❧❛%②③❛❝❥✐✱ ❦7D%→ ♠♦➺♥❛ ❜② 97♦9♦✇❛➣ ❞♦ ✇9③②97❦✐❝❤ ♠❡7♦❞ ✐ 7②♣D✇ ③❛❞❛➠

➵❧❡ ✉✇❛%✉♥❦♦✇❛♥②❝❤✳ <%③❡❣❧→❞ ♠❡7♦❞ 97♦9♦✇❛♥②❝❤ ✇ ♣%❛❦7②❝❡ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣

✇ ♣%❛❝❛❝❤ ❬✶✻✵✕✶✻✷❪✳ <♦♥✐➺❡❥ ♦♣✐9❛♥♦ ♠❡7♦❞➛ ❦%③②✇❡❥ ▲✱ ❦7D%❛ ❥❡97 ❥❡❞♥→ ③ ♥❛✲

❥❝③➛➧❝✐❡❥ 97♦9♦✇❛♥②❝❤ ♠❡7♦❞ ♦♣7②♠❛❧♥❡❣♦ ❞♦❜♦%✉ ♣❛%❛♠❡7%✉

%❡❣✉❧❛%②③✉❥→❝❡❣♦ ❬✶✻✸❪✳ ❆♥❛❧✐③❛ ③❛97♦9♦✇❛♥✐❛ 7❡❥ ♠❡7♦❞② ③♦97❛♥✐❡ ♦❣%❛♥✐❝③♦♥❛ ❞♦

✇②③♥❛❝③❡♥✐❛ ♦♣7②♠❛❧♥❡❣♦ ♣❛%❛♠❡7%✉ λ ✇ ♠❡7♦❞③✐❡ %❡❣✉❧❛%②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡%②❝③♥❡❥

❚✐❝❤♦♥♦✇❛✱ ❥❡❞♥❛❦ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ♠♦➺♥❛ 97♦9♦✇❛➣ %D✇♥✐❡➺ ✇ ✐♥♥②❝❤

♠❡7♦❞❛❝❤✿ ❞♦ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❛ ❧✐❝③❜② k ✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥②❝❤ ✇❛%7♦➧❝✐ 9③❝③❡❣D❧♥②❝❤

✇ ♠❡7♦❞③✐❡ ❚❙❱❉✱ ❧✐❝③❜② ✐7❡%❛❝❥✐ ✇ ♠❡7♦❞③✐❡ ❈●▲❙ ✐7❞✳

▼❡"♦❞❛ ❦'③②✇❡❥ ▲✳ ◆❛③✇❛ ♠❡7♦❞② ③✇✐→③❛♥❛ ❥❡97 ③ ❣%❛✜❝③♥→ %❡♣%❡③❡♥7❛❝❥→

♥♦%♠② %♦③✇✐→③❛♥✐❛ ‖x‖ ✐ ♥♦%♠② %❡③②❞✉✉♠ ‖Ax− b‖ ✇ ❢✉♥❦❝❥✐ ♣❛%❛♠❡7%✉ %❡❣✲

✉❧❛%②③✉❥→❝❡❣♦ ❚✐❝❤♦♥♦✇❛ λ✱ ♣❛7%③ ✭✺✳✷✷✮✳ ❚❛❦ ✉7✇♦%③♦♥❛ ❦%③②✇❛✱ ✇ 9❦❛❧✐ ❧♦❣✲

❛%②7♠✐❝③♥❡❥✱ 9✇♦✐♠ ❦9③7❛➟7❡♠ ③✇②❦❧❡ ♣%③②♣♦♠✐♥❛ ❧✐7❡%➛ ✏▲✑✳ ❚②♣♦✇→ ❦%③②✇→



✾✻ ✺✳ ❚❡❝❤♥✐❦✐ ♥✉♠❡+②❝③♥❡

λ
♦♣"

η

ζ

log ‖Ax− b‖

lo
g
‖x
‖

λ > λ
♦♣"

λ < λ
♦♣"

❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✳✿ ●"❛✜❝③♥❛ "❡♣"❡③❡♥*❛❝❥❛ ❦"③②✇❡❥ ▲

♣♦❦❛③❛♥♦ ♥❛ "②1✳ ✺✳✸✳ ❑"③②✇→ ▲ ♣♦❦❛③❛♥→ ♥❛ "②1✳ ✺✳✸ ♠♦➺♥❛ ♣♦❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ ❞✇✐❡

❝③➛➧❝✐✳ ❈③➛➧❝✐ *❡ ③♦1*❛➟② ③❛③♥❛❝③♦♥❡ ❦♦❧♦"❡♠ ❝③❡"✇♦♥②♠ ✐ ♥✐❡❜✐❡1❦✐♠✱ ❛ ♣✉♥❦*

❞③✐❡❧→❝② ❦"③②✇→ ③✇❛♥② ❥❡1* ♥❛"♦➺♥✐❦✐❡♠ ❦"③②✇❡❥ ✐ ❥❡1* ✉*♦➺1❛♠✐❛♥② ③ ♦♣*②♠❛❧♥→

✇❛"*♦➧❝✐→ ♣❛"❛♠❡*"✉ "❡❣✉❧❛"②③✉❥→❝❡❣♦ λ
♦♣"

✳ ❑♦❧♦"❡♠ ❝③❡"✇♦♥②♠ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ ♣✐✲

♦♥♦✇② ❢"❛❣♠❡♥* ❦"③②✇❡❥✱ ❞❧❛ ❦*G"❡❣♦ λ < λ
♦♣"

✳ ❲ *②♠ ♦❜1③❛"③❡ ✇✐➛❦1③② ♥❛❝✐1❦

♣♦➟♦➺♦♥② ❥❡1* ♥❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥➛ ✇❛"*♦➧❝✐ ♥♦"♠② "❡③②❞✉✉♠ ‖Ax− b‖ ♥✐➺ ♥♦"♠②

"♦③✇✐→③❛♥✐❛ ‖x‖✳ ◆❛*♦♠✐❛1* ❦♦❧♦"❡♠ ♥✐❡❜✐❡1❦✐♠ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ ♦❜1③❛"✱ ❞❧❛ ❦*G"❡❣♦

λ > λ
♦♣"

✳ ❲ *②♠ ♦❜1③❛"③❡ ♥♦"♠❛ "♦③✇✐→③❛♥✐❛ ‖x‖ ❥❡1* 1✐❧♥✐❡❥ ♠✐♥✐♠❛❧✐③♦✇❛♥❛

♥✐➺ ♥♦"♠❛ "❡③②❞✉✉♠ ‖Ax− b‖✳
❲ ♣"③②♣❛❞❦✉ ❞✉➺②❝❤ ③❛❞❛➠ ♣♦1③✉❦✐✇❛♥✐❡ ♥❛"♦➺♥✐❦❛ ❦"③②✇❡❥ ✇ 1♣♦1G❜

❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐✱ ❝③②❧✐ ♣"③❡③ ✇✐❡❧♦❦"♦*♥❡ "♦③✇✐→③❛♥✐❡ ♣"♦❜❧❡♠✉ ❞❧❛ "G➺♥②❝❤

✇❛"*♦➧❝✐ λ ✇ ❝❡❧✉ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❛ ❥❡❥ ♦❣G❧♥❡❥ ❣"❛✜❝③♥❡❥ ♣♦1*❛❝✐✱ ❥❡1* ♥✐❡♣"❛❦*②❝③♥②✳

❆✉*♦"③② ♣"❛❝② ❬✶✻✵❪ ♣"♦♣♦♥✉❥→ ✉③♥❛♥✐❡ ③❛ ♥❛"♦➺♥✐❦ ❦"③②✇❡❥ ▲ ♣✉♥❦*✉✱ ❦*G"②

♣♦1✐❛❞❛ ♥❛❥✇✐➛❦1③→ ❦"③②✇✐③♥➛ κ❀ ♣"③❡❣❧→❞ ✐♥♥②❝❤ ♠❡*♦❞ ✇②③♥❛❝③❛♥✐❛ ♥❛"♦➺♥✐❦❛

❦"③②✇❡❥ ▲ ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣"❛❝② ❬✶✻✹❪✳ ❑"③②✇✐③♥➛ κ(λ) ❦"③②✇❡❥ ▲ ✇ 1❦❛❧✐ ❧♦❣✲

❛"②*♠✐❝③♥❡❥✱ ✇ ♣✉♥❦❝✐❡ (η(λ), ζ(λ)) ♠♦➺♥❛ ♦❜❧✐❝③②➣ ♥❛1*➛♣✉❥→❝♦ ❬✶✻✺❪✿

κ(λ) = 2
ζη

ζ ′
λ2ζ ′η + 2λζη + λ4ζζ ′

[λ2ζ2 + η2]3/2
. ✭✺✳✸✾✮



✺✳✹ ❖♣%②♠❛❧♥❛ ✇❛,%♦➧➣ ♣❛,❛♠❡%,✉ ,❡❣✉❧❛,②③❛❝❥✐ ✾✼

❩♠✐❡♥♥❡ ζ ✐ η ✇②'(➛♣✉❥→❝❡ ✇ ♣♦✇②➺'③②♠ ✇③♦2③❡ '→ ✇'♣3➟2③➛❞♥②♠✐ ❦2③②✇❡❥ ▲✱

ζ(λ) = ‖x‖2, η(λ) = ‖Ax− b‖2, ✭✺✳✹✵✮

✐ '→ ③❛③✇②❝③❛❥ ❞♦'(➛♣♥❡ ❜❡③♣♦➧2❡❞♥✐♦ ✇ ♣2③❡❝✐✇✐❡➠'(✇✐❡ ❞♦ ✇❛2(♦➧❝✐ ♣♦❝❤♦❞♥❡❥

ζ ′ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣❛2❛♠❡(2✉ λ✳ F♦❝❤♦❞♥❛ (❛ ❞❛♥❛ ❥❡'( ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ❬✶✻✺❪✿

ζ ′ =
4

λ
x❚z, ✭✺✳✹✶✮

❣❞③✐❡ ✇❡❦(♦2 z 23✇♥② ❥❡'(✿

z =
[

A❚A+ λ2I
]−1

A❚ [Ax− b] . ✭✺✳✹✷✮

F♦✇②➺'③❡ 23✇♥❛♥✐❡ ♠♦➺♥❛ ♣2③❡❢♦2♠✉➟♦✇❛➣ ✐ ✇②2❛③✐➣ ✇❡❦(♦2 z ✇ ✇②❣♦❞♥✐❡❥'③❡❥

♥✉♠❡2②❝③♥✐❡ ♣♦'(❛❝✐ 2♦③✇✐→③❛♥✐❛ ♥❛'(➛♣✉❥→❝❡❣♦ ♣2♦❜❧❡♠✉ ♥❛❥♠♥✐❡❥'③②❝❤

❦✇❛❞2❛(3✇✿

z = argmin
z

∥

∥

∥

∥

[

A

λI

]

z−
[

Ax− b

0

]
∥

∥

∥

∥

2

. ✭✺✳✹✸✮

▼❡(♦❞❛ ❦2③②✇❡❥ ▲ ♣♦'✐❛❞❛ ♣❡✇♥❡ ♦❣2❛♥✐❝③❡♥✐❛✱ ❦(32❡ ♠♦❣→ ♣2♦✇❛❞③✐➣ ❞♦

❜➟➛❞♥❡❣♦ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❛ ♦♣(②♠❛❧♥❡❥ ✇❛2(♦➧❝✐ ♣❛2❛♠❡(2✉ λ
♦♣#

✳ ❚❛❦✐ ♣2③②♣❛❞❡❦

♠♦➺❡ ♠✐❡➣ ♠✐❡❥'❝❡ ♥❛ ♣2③②❦➟❛❞ ✇(❡❞②✱ ❣❞② ♣2❛✇❛ '(2♦♥❛ 23✇♥❛♥✐❛ ✭✺✳✾✮✱ ❝③②❧✐

✇❡❦(♦2 b✱ ♥✐❡ ❥❡'( ♦❜❛2❝③♦♥❛ '③✉♠❡♠ ♣♦♠✐❛2♦✇②♠ ❬✶✸✷❪✳ ❲✐➛❝❡❥ ✐♥❢♦2♠❛❝❥✐ ♦

♦❣2❛♥✐❝③❡♥✐❛❝❤ ♠❡(♦❞② ♠♦➺♥❛ ③♥❛❧❡➵➣ ✇ ♣2❛❝② ❬✶✻✻❪✳
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✻✳✶✳✶ ❑♦♥&'(✉❦❝❥❛
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✇♥②❝❤ ❦♦♥%.)✉❦❝❥✐ ✇%♣♦)❝③②❝❤ ✇ ❝③.❡)❡❝❤ %❦)❛❥♥②❝❤ ✇➛③➟❛❝❤ ③❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ✇

♣➟❛%③❝③②➵♥✐❡ ❣C)♥❡❣♦ ♣❛%❛✳ ❲ ♠♦❝♦✇❛♥✐❛❝❤ ③❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ♥❛ ❧❡✇②♠ ❦♦➠❝✉

✇➛③➟② ③♦%.❛➟② .❛❦ ✉.✇✐❡)❞③♦♥❡✱ ❜② ♦❞❡❜)❛➣ ♠♦➺❧✐✇♦➧➣ ♣)③❡♠✐❡%③❝③❛♥✐❛ %✐➛ ✇

.)③❡❝❤ ♦).♦❣♦♥❛❧♥②❝❤ ❦✐❡)✉♥❦❛❝❤✳ ◆❛.♦♠✐❛%. ✇➛③➟② ♣♦ ♣)③❡❝✐✇♥❡❥ %.)♦♥✐❡ ③♦%.❛➟②



∆M

∆K = 0

N1 N2 N3

ü (t)
f(t)



✻✳✶ ❙$❛♥♦✇✐*❦♦ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡ ✶✵✶

N1
N2

N3

f(t)

❝③✉❥♥✐❦

①

①

↔

↔

❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✳✿ ❙❝❤❡♠❛- .-❛♥♦✇✐.❦❛ ❜❛❞❛✇❝③❡❣♦ ✇ ③❛❞❛♥✐✉ ✐❞❡♥-②✜❦❛❝❥✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐

✇②❜6❛♥②❝❤ ♠❛. ✇➛③➟♦✇②❝❤

♠❛.② ✐ ❧✐❝③❜❛ ③❛♠♦♥-♦✇❛♥②❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦;✇ ❜②➟② 6;➺♥❡ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ♣6③②❥➛-❡❣♦

.❝❡♥❛6✐✉.③❛✳ ?♦♠✐❛6② ✇②❦♦♥❛♥♦ ❞❧❛ ✸✵ ♥❛.-➛♣✉❥→❝②❝❤ .❝❡♥❛6✐✉.③② ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✿

❼ ✶✷ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛.② ✇➛③➟♦✇❡❥✿

❲ ❦❛➺❞②♠ ③ -6③❡❝❤ ✇➛③➟;✇ N1✱ N2 ✐ N3 ❦♦❧❡❥♥♦ ♣6③②-✇✐❡6❞③❛♥♦ ❥❡❞♥→

③ ❝③-❡6❡❝❤ ♠❛. ✶✳✸✺✺ ❦❣✱ ✷✳✽✺✺ ❦❣✱ ✸✳✽✺✺ ❦❣ ✐ ✺✳✸✺✺ ❦❣✳

❼ ✶✽ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❞✇;❝❤ ♠❛. ✇➛③➟♦✇②❝❤✿

❲ ❦❛➺❞❡❥ ③ -6③❡❝❤ ♣❛6 ✇➛③➟;✇ {N1✱ N2}✱ {N1✱ N3} ✐ {N2✱ N3} ❦♦❧❡✲

❥♥♦ ♣6③②-✇✐❡6❞③❛♥♦ ❥❡❞♥→ ③ .③❡➧❝✐✉ ♣❛6 ♦❞✇❛➺♥✐❦;✇ ♦ ♠❛.❛❝❤ {✶✳✸✺✺ ❦❣✱

✶✳✸✽✽ ❦❣}✱ {✷✳✽✺✺ ❦❣✱ ✶✳✸✽✽ ❦❣}✱ {✶✳✸✺✺ ❦❣✱ ✷✳✽✽✽ ❦❣}✱ {✷✳✽✺✺ ❦❣✱ ✷✳✽✽✽ ❦❣}✱
{✶✳✸✺✺ ❦❣✱ ✸✳✽✽✽ ❦❣} ✐ {✷✳✽✺✺ ❦❣✱ ✸✳✽✽✽ ❦❣}✳

?♦❞❛♥❡ ♣♦✇②➺❡❥ ✇❛6-♦➧❝✐ .→ ❝❛➟❦♦✇✐-②♠✐ ♠❛.❛♠✐ ❞♦❞❛♥②♠✐✱ ❛ ③❛-❡♠ ♣♦③❛

♠❛.❛♠✐ ♦❞✇❛➺♥✐❦;✇ ③❛✇✐❡6❛❥→ 6;✇♥✐❡➺ ♠❛.② ❡❧❡♠❡♥-;✇ ♠♦❝✉❥→❝②❝❤✳

❩❛.-♦.♦✇❛♥❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ ♠♦❣→ ✐.-♦-♥✐❡ ③♠✐❡♥✐➣ ❧♦❦❛❧♥→ ❞②♥❛♠✐❦➛ ❦♦♥.-6✉❦❝❥✐

✇ .✇♦✐♠ ♦-♦❝③❡♥✐✉✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ ③❛✇✐❡6❛❥→ .✐➛ ✇ ③❛❦6❡.✐❡ ♣♦♠✐➛❞③② ✶✵✵✪ ❛ ✹✵✵✪

♠❛.② ❦♦♥.-6✉❦❝❥✐ ❜❡③♣♦➧6❡❞♥✐♦ ♣♦✇✐→③❛♥❡❥ ③ ♠♦❞②✜❦♦✇❛♥②♠✐ ✇➛③➟❛♠✐ ✭-❥✳ ♠❛.❛

✇➟❛.♥❛ ♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❣♦ ✇➛③➟❛ ✇6❛③ ③ ♣♦➟♦✇→ ♠❛.② .③❡➧❝✐✉ ❡❧❡♠❡♥-;✇ ➟→❝③→❝②❝❤✱

✇②♥♦.✐ ✶✳✸✺✺ ❦❣✮✳ ❩ ❞6✉❣✐❡❥ .-6♦♥②✱ ✇ ♣♦6;✇♥❛♥✐✉ ❞♦ ❝❛➟❦♦✇✐-❡❥ ♠❛.② ❦♦♥.-6✉❦❝❥✐

♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ✭✸✷ ❦❣✮✱ ✇③❣❧➛❞♥❡ ❝❛➟❦♦✇✐-❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ ♠❛.② .→ ③♥❛❝③♥✐❡

♠♥✐❡❥.③❡ ✐ ③❛✇✐❡6❛❥→ .✐➛ ✇ ③❛❦6❡.✐❡ ♣♦♠✐➛❞③② ✹✳✷✪ ❛ ✷✶✳✶✪✳

✻✳✶✳✸ ▼♦❞②✜❦❛❝❥❛ -③/②✇♥♦➧❝✐ ❡❧❡♠❡♥/✉

❉6✉❣✐♠ ♣6③❡-❡.-♦✇❛♥②♠ -②♣❡♠ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❜❛❞❛♥❡❥ ❦♦♥.-6✉❦❝❥✐ ❥❡.- ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥❛ .③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥ ✇②❜6❛♥❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥-✉ ➟→❝③→❝❡❣♦✳ ❩♠✐❛♥❛

.③-②✇♥♦➧❝✐ ✇②❜6❛♥②❝❤ ❡❧❡♠❡♥-;✇ ❦♦♥.-6✉❦❝②❥♥②❝❤ ❥❡.- -②♣❡♠ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❜❛6❞③♦



✶✵✷ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

f(t)
❝③✉❥♥✐❦

①

①

↔

↔

❋✐❣✉'❡ ✻✳✸✳✿ ❙❝❤❡♠❛- .-❛♥♦✇✐.❦❛ ❜❛❞❛✇❝③❡❣♦ ✇ ③❛❞❛♥✐✉ ✐❞❡♥-②✜❦❛❝❥✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐

.③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥ ✇②❜7❛♥❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥-✉

❝③➛.-♦ ✇②❦♦7③②.-②✇❛♥②♠ ✇ ❧✐-❡7❛-✉7③❡ ✇ ❝❡❧✉ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ✉.③❦♦❞③❡➠ ❦♦♥✲

.-7✉❦❝❥✐ ✐♥➺②♥✐❡7.❦✐❝❤ ♦7❛③ -❡.-♦✇❛♥✐❛ ♠❡-♦❞ ✐❝❤ ✐❞❡♥-②✜❦❛❝❥✐✳

❖❣?❧♥② .❝❤❡♠❛- ✇❡7.❥✐ .-❛♥♦✇✐.❦❛✱ ♥❛ ❦-?7❡❥ ♣7③❡♣7♦✇❛❞③♦♥♦ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡

-❡.-② ✐❞❡♥-②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② .③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥ ✇②❜7❛♥❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥-✉✱ ♣♦❦❛③❛♥♦

♥❛ 7②.✳ ✻✳✸✳ ◆❛ .❝❤❡♠❛❝✐❡ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ ♣♦➟♦➺❡♥✐❡ ❡❧❡♠❡♥-✉ ♦ ❞②.❦7❡-♥✐❡ ③♠✐❡♥✲

♥❡❥ .③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥✱ ❝③✉❥♥✐❦ ♠✐❡7③→❝② ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ü▼(t) ❦♦♥.-7✉❦❝❥✐ ✐ ♠✐❡❥.❝❡

♣7③②➟♦➺❡♥✐❛ -❡.-♦✇❡❣♦ ✇②♠✉.③❡♥✐❛ f(t)✳

◆❛ ♣♦-7③❡❜② ❜❛❞❛➠ ③❛♣7♦❥❡❦-♦✇❛♥♦ ✐ ✇②❦♦♥❛♥♦ ❡❧❡♠❡♥- ♦ ❞②.❦7❡-♥✐❡ ③♠✐❡♥✲

♥❡❥ .③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥ ♣7③❡❞.-❛✇✐♦♥② ♥❛ 7②.✳ ✻✳✹✳ ❊❧❡♠❡♥- -❡♥ .❦➟❛❞❛ .✐➛ ③ ❞✇?❝❤

❝③➛➧❝✐ ♣♦➟→❝③♦♥②❝❤ ③❡ .♦❜→ ③❛ ♣♦➧7❡❞♥✐❝-✇❡♠ -7③❡❝❤ ❛❧✉♠✐♥✐♦✇②❝❤ ♣7♦.-♦♣❛❞➟♦➧✲

❝✐❡♥♥②❝❤ ❜❧♦❝③❦?✇✳ ❑❛➺❞❛ ③ ❞✇?❝❤ ❝③➛➧❝✐ ❥❡.- ♠♦❝♦✇❛♥❛ ❞♦ ❜❧♦❝③❦?✇ ③❛ ♣♦➧7❡❞✲

♥✐❝-✇❡♠ ❞✇?❝❤ ➧7✉❜ ▼✹✳ ❙③-②✇♥♦➧➣ ♦.✐♦✇❛ ❡❧❡♠❡♥-✉ ❥❡.- 7❡❣✉❧♦✇❛♥❛ ♣♦♣7③❡③

③♠✐❛♥➛ ♣♦➟♦➺❡♥✐❛ ❜❧♦❝③❦?✇✿ ③✇✐➛❦.③❡♥✐❡ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ❜❧♦❝③❦?✇ ♦❞ ♦.✐ ❡❧❡♠❡♥-✉

.❦✉-❦✉❥❡ ③♠♥✐❡❥.③❡♥✐❡♠ .③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥ ❡❧❡♠❡♥-✉✳ ❲ ❝❡❧✉ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❛ 7③❡❝③②✲

✇✐.-②❝❤ ✇❛7-♦➧❝✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ .③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥✱ ❡❧❡♠❡♥- ③♦.-❛➟ ♣♦❞❞❛♥② ♦.✲

✐♦✇❡♠✉ ➧❝✐.❦❛♥✐✉ ✐ 7♦③❝✐→❣❛♥✐✉ ♥❛ .-❛♥♦✇✐.❦✉ ❜❛❞❛✇❝③②♠✳ ❲ ❝③❛.✐❡ ❜❛❞❛➠

♣7③❡♣7♦✇❛❞③♦♥♦ ♣♦♠✐❛7 ♦❞❦.③-❛➟❝❡♥✐❛ ➧7♦❞❦♦✇❡❥ ❝③➛➧❝✐ ❡❧❡♠❡♥-✉ ♣♦❞ ✇♣➟②✇❡♠

.✐➟② ♦.✐♦✇❡❥ ❞③✐❛➟❛❥→❝❡❥ ♥❛ ❡❧❡♠❡♥-✱ ♣7③② ✇②❦♦7③②.-❛♥✐✉ ❡❦.-❡♥.♦♠❡-7✉ ♦.✐♦✇❡❣♦

▼❚❙ ✻✸✹✳✷✺❋✲✷✹ ❬✶✻✽❪✳ ◆❛ ♣♦❞.-❛✇✐❡ ③❛7❡❥❡.-7♦✇❛♥②❝❤ ❞❛♥②❝❤ ✇②③♥❛❝③♦♥♦ .③✲

-②✇♥♦➧➣ ♦.✐♦✇→ ❡❧❡♠❡♥-✉✱ 7♦③✉♠✐❛♥→ ❥❛❦♦ ❡❦✇✐✇❛❧❡♥- .③-②✇♥♦➧❝✐ ♦.✐♦✇❡❥ ♣7➛-❛

✇②7❛➺♦♥② ❥❛❦♦ ✐❧♦❝③②♥ ♠♦❞✉➟✉ ❨♦✉♥❣❛ E ✐ ♣♦❧❛ ♣7③❡❦7♦❥✉ ♣♦♣7③❡❝③♥❡❣♦ A✳

❖❜❧✐❝③❡♥✐❛ ✇②❦♦♥❛♥♦ ♣7③② ③❛➟♦➺❡♥✐✉✱ ➺❡ ♦❞❦.③-❛➟❝❡♥✐❛ ❝③➛➧❝✐ .❦➟❛❞♦✇②❝❤ ✇②❦♦✲

♥❛♥②❝❤ ③ 7✉7② ❛❧✉♠✐♥✐♦✇❡❥ ♦ ➧7❡❞♥✐❝② ③❡✇♥➛-7③♥❡❥ ✸✵ ♠♠ ✐ ❣7✉❜♦➧❝✐ ➧❝✐❛♥❦✐

✻ ♠♠ .→ ♣♦♠✐❥❛❧♥✐❡ ♠❛➟❡✳ ❲②③♥❛❝③♦♥→ .③-②✇♥♦➧➣ ♦.✐♦✇→ ❡❧❡♠❡♥-✉ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐

♦❞ ♣♦➟♦➺❡♥✐❛ ❜❧♦❝③❦?✇ ♣7③❡❞.-❛✇✐♦♥♦ ✇ -❛❜❡❧✐ ✻✳✶ ✐ ③✐❧✉.-7♦✇❛♥♦ ♥❛ 7②.✳ ✻✳✺✳



m

z



✶✵✹ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

❋✐❣✉'❡ ✻✳✺✳✿ ❊❦#♣❡&②♠❡♥*❛❧♥✐❡ ✇②③♥❛❝③♦♥❛ #③*②✇♥♦➧➣ ♦#✐♦✇❛ ❡❧❡♠❡♥*✉ ✇ ③❛✲

❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ♣♦➟♦➺❡♥✐❛ ❜❧♦❝③❦:✇

❲ ❝❡❧✉ ✐♠✐*❛❝❥✐ ✉❞❡&③❡➠ ♥✐❡#♣&➛➺②#*②❝❤ ✇②❦♦&③②#*❛♥♦ ✇❡&#❥➛ #*❛♥♦✇✐#❦❛

♣&③❡❞#*❛✇✐♦♥→ ♥❛ &②#✳ ✻✳✷✳ ❯❞❡&③❡♥✐❛ ✐♠✐*♦✇❛♥♦ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2 ✐ N3✱ ✇ ❦❛➺❞②♠

③ ♥✐❝❤ ❦♦❧❡❥♥♦ ♣&③②♠♦❝♦✇②✇❛♥♦ ✐ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠➟♦*❦❛ ♠♦❞❛❧♥❡❣♦ ✉❞❡&③❛♥♦

✇ ❦✐❡&✉♥❦✉ ♣✐♦♥♦✇②♠ ✭❦✐❡&✉♥❡❦ z✮ ♦❞✇❛➺♥✐❦✐ ♦ ♠❛#✐❡ ✶✳✸✽✽ ❦❣✱ ✷✳✽✽✽ ❦❣✱ ✸✳✽✽✽ ❦❣

✐ ✺✳✸✺✺ ❦❣✳ ❲ ❝❡❧✉ ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ ♣❛&❛♠❡*&:✇ m ✐ vz ✐♠✐*♦✇❛♥❡❣♦ ✉❞❡&③❡♥✐❛

♥✐❡#♣&➛➺②#*❡❣♦ ✇②❦♦&③②#*❛♥♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ♣&③❡♠✐❡#③❝③❡♥✐♦✇→ ✇ ❦✐❡&✉♥❦✉ z ♦❜❧✐❝✲

③♦♥→ ✇❡✇♥➛*&③♥✐❡ ♣&③❡③ #②#*❡♠ ❛❦✇✐③②❝❥✐ ❞❛♥②❝❤ ♥❛ ♣♦❞#*❛✇✐❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③✉✲

❥♥✐❦❛ ♣&③②#♣✐❡#③❡➠ ♣&③②*✇✐❡&❞③♦♥❡❣♦ ✇ ✉❞❡&③❛♥②♠ ✇➛➵❧❡✳

✻✳✶✳✺ ❯❦➟❛❞ ♣♦♠✐❛-♦✇②

❲②♠✉#③❡♥✐❛ ❡❦#♣❡&②♠❡♥*❛❧♥❡ ♠✐❛➟② ❝❤❛&❛❦*❡& O✉❛#✐ ✐♠♣✉❧#♦✇② ✐ ❜②➟② ❣❡♥✲

❡&♦✇❛♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠➟♦*❦❛ ♠♦❞❛❧♥❡❣♦ ❇&Q❡❧ ✫ ❑❥T& ✭*②♣ ✽✷✵✷✮ ③ ✇❜✉❞♦✇❛♥②♠

❝③✉❥♥✐❦✐❡♠ #✐➟② ✭*②♣ ✽✷✵✵✮ ✐ #*❛♥❞❛&❞♦✇→ ❦♦➠❝:✇❦→ ③ *✇♦&③②✇❛ #③*✉❝③♥❡❣♦✳ ❚②✲

♣♦✇② ♣&③❡❜✐❡❣ ❝③❛#♦✇② ✇②♠✉#③❡♥✐❛ ③♦#*❛➟ ③✐❧✉#*&♦✇❛♥② ♥❛ &②#✳ ✻✳✻✳

❲ ♣&♦❝❡#✐❡ ❜✉❞♦✇② ♥✐❡♣❛&❛♠❡*&②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ❦♦♥#*&✉❦❝❥✐ ♦&❛③ ✐❞❡♥*②✲

✜❦❛❝❥✐ ❥❡❣♦ ③♠✐❛♥✱ ♣♦③❛ ♠➟♦*❦✐❡♠ ♠♦❞❛❧♥②♠ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→❝②♠ ♣♦♠✐❛& ✇❛&*♦➧❝✐

#✐➟② ✇②♠✉#③❡♥✐❛✱ ✇②❦♦&③②#*❛♥♦ ❥❡❞②♥✐❡ ♣&③②#♣✐❡#③❡♥✐♦♠✐❡&③❡✳ ❙②❣♥❛➟②



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✵✺

❋✐❣✉'❡ ✻✳✻✳✿ ❚②♣♦✇② ♣&③❡❜✐❡❣ ❝③❛.♦✇② ✇②♠✉.③❡♥✐❛ ♠➟♦3❦✐❡♠ ♠♦❞❛❧♥②♠

③ ❝③✉❥♥✐❦8✇ ❜②➟② &❡❥❡.3&♦✇❛♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ .②.3❡♠✉ :❯▲❙❊ ✜&♠② ❇&A❡❧ ✫ ❑❥D&✱

♣&8❜❦♦✇❛♥❡ ③ ❝③➛.3♦3❧✐✇♦➧❝✐→ ✻✺✳✺ ❦❍③ ✭③❛❞❛♥✐❛ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② ♠❛.② ✐ ✉❞✲

❡&③❡♥✐❛ ♥✐❡.♣&➛➺②.3❡❣♦✮ ❧✉❜ ✺✶✳✷ ❦❍③ ✭③❛❞❛♥✐❡ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② .③3②✇♥♦➧❝✐✮

✐ ③❛♣✐.②✇❛♥❡ ♥❛ .3❛❝❥♦♥❛&♥② ❦♦♠♣✉3❡& :❈ ✇ ❝❡❧✉ ❞❛❧.③❡❥ ❛♥❛❧✐③②✳ ❙②.3❡♠ ♣♦✲

♠✐❛&♦✇② ✇❡✇♥➛3&③♥✐❡ ♣♦❞✇8❥♥✐❡ ❝❛➟❦♦✇❛➟ .②❣♥❛➟ ③ ♣&③❡.♣✐❡.③❡♥✐♦♠✐❡&③② ✇ ❝❡❧✉

✉③②.❦❛♥✐❛ ✇❛&3♦➧❝✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ♣&③❡♠✐❡.③❝③❡➠✳ ❑❛➺❞② ♣♦♠✐❛& ♣♦✇3❛&③❛♥♦

❝③3❡&♦❦&♦3♥✐❡✱ &❡❥❡.3&♦✇❛♥♦ ❝③3❡&② ♣&③❡❜✐❡❣✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✐ ❥❡ ✉➧&❡❞♥✐❛♥♦ ✇ ❝❡❧✉

③♠♥✐❡❥.③❡♥✐❛ ♥❡❣❛3②✇♥②❝❤ ❡❢❡❦38✇ .③✉♠✉ ♣♦♠✐❛&♦✇❡❣♦✳ ❲ ❦❛➺❞②♠ ✇②♣❛❞❦✉ &❡✲

❥❡.3&♦✇❛♥♦ ♣&③❡❜✐❡❣✐ ✇ ♣♦♥❛❞ 15 000 ❦&♦❦❛❝❤ ❝③❛.♦✇②❝❤✱ ❝♦ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♦ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❦♦➟♦ ✷✸✵ ♠. ❧✉❜ ✼✳✷ ♦❦&❡.8✇ ♣♦❞.3❛✇♦✇②❝❤ ❞&❣❛➠ ✇➟❛.✲

♥②❝❤ ✭✸✶✳✺ ❍③✮ ✇ ③❛❞❛♥✐❛❝❤ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ♠❛.② ✐ ✉❞❡&③❡♥✐❛ ♥✐❡.♣&➛➺②.3❡❣♦ ♦&❛③

♦❦♦➟♦ ✷✾✵ ♠. ❧✉❜ ✾✳✷ ♦❦&❡.8✇ ✇ ③❛❞❛♥✐✉ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② .③3②✇♥♦➧❝✐✳

✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1②

❲ 3❡❥ ❝③➛➧❝✐ &♦③❞③✐❛➟✉ ③❛♠✐❡.③❝③♦♥♦ ✐ ♦♠8✇✐♦♥♦ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ♠❛.

♦❞✇❛➺♥✐❦8✇ ③❛♠♦❝♦✇❛♥②❝❤ ❞♦ ❦♦♥.3&✉❦❝❥✐✳ ■❞❡♥3②✜❦❛❝❥➛ ♣&③❡♣&♦✇❛❞③♦♥♦ ♥✐❡③❛✲

❧❡➺♥✐❡ ♣&③② ✇②❦♦&③②.3❛♥✐✉ ③❛&8✇♥♦ .❢♦&♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛.✉✱ ❥❛❦ ✐ ✇

❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛❀ ✇ ♦❜✉ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ③❛.3♦.♦✇❛♥♦ 3❡ .❛♠❡ ❞❛♥❡ ✇❡❥➧❝✐♦✇❡

.❦➟❛❞❛❥→❝❡ .✐➛ ♥❛ ♥✐❡♣❛&❛♠❡3&②❝③♥② ❡❦.♣❡&②♠❡♥3❛❧♥② ♠♦❞❡❧ ❦♦♥.3&✉❦❝❥✐ ♦&❛③

.❝❡♥❛&✐✉.③❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛.②✱ ❝♦ ✉♠♦➺❧✐✇✐➟♦ ♣♦&8✇♥❛♥✐❡ ✇②♥✐❦8✇✳



✶✵✻ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

✻✳✷✳✵✳✶ ❉❛♥❡ ♣♦♠✐❛-♦✇❡

❲ ❝❡❧✉ ♣&③❡♣&♦✇❛❞③❡♥✐❛ ♣&♦❝❡.✉ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ③❡❜&❛♥♦ ❞❛♥❡ ♣♦♠✐❛&♦✇❡

/✇♦&③→❝❡ ♥✐❡♣❛&❛♠❡/&②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ❦♦♥./&✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✱ ③&❡❞✉❦♦✇❛♥②

✇③❣❧➛❞❡♠ ✇➛③➟;✇ N1✱ N2 ✐ N3 ✭❧♦❦❛❧✐③❛❝❥❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✮✱ ❝③✉❥♥✐❦❛ ✐ ♣✉♥❦/✉

♣&③②➟♦➺❡♥✐❛ ✇②♠✉.③❡♥✐❛ /❡./♦✇❡❣♦ f(t)✳ ◆✐❡♣❛&❛♠❡/&②❝③♥② ♠♦❞❡❧✱ ③❣♦❞♥✐❡
③ ♠❡/♦❞♦❧♦❣✐→ ♣&③❡❞./❛✇✐♦♥→ ✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✷✱ .❦➟❛❞❛➟ .✐➛ ③ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥./&✉❦❝❥✐

x▲(t) ✐ u▲(t) ♥❛ ✇②♠✉.③❡♥✐❡ /❡./♦✇❡ ♦&❛③ ③ ♠❛❝✐❡&③② ✇♣➟②✇✉ ✭C✉❛.✐ ✐♠♣✉❧✲
.♦✇②❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥./&✉❦❝❥✐✮ D①(t) ✐ D(t)❀ ❝③➛./♦/❧✐✇♦➧➣ ♦&❛③ ❝③❛.
♣&;❜❦♦✇❛♥✐❛ ♣♦❞❛♥♦ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✻✳✶✳✺✳ ❲ ♣&♦❝❡.✐❡ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛.✉

✇②❦♦&③②./❛♥♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣&③❡♠✐❡.③❝③❡♥✐♦✇❡❀ ❛♥❛❧✐③❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

③♦./❛➟❛ ✇②❦♦♥❛♥❛ ♣&③② ✉➺②❝✐✉ ❜❡③♣♦➧&❡❞♥✐♦ ♠✐❡&③♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

♣&③②.♣✐❡.③❡♥✐♦✇②❝❤✳ ❘②.✉♥❡❦ ✻✳✼ ✐❧✉./&✉❥❡ ❜❧♦❦♦✇→ ./&✉❦/✉&➛ ♠❛❝✐❡&③② A ✇②.✲

/➛♣✉❥→❝❡❥ ✇ ✭✷✳✷✹✮ ✐ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡❥ ♣&③②♣❛❞❦♦✇✐ ❥❡❞♥♦❝③❡.♥❡❥ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐

❞✇;❝❤ ♠❛. ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N3❀ ❦❛➺❞❛ ♣♦❞♠❛❝✐❡&③ .❦➟❛❞♦✇❛ ❥❡./ ✇②♠✐✲

❛&✉ 15 000× 15 000 ✭❧✐❝③❜❛ ♣&;❜❡❦ ❝③❛.♦✇②❝❤ ✇ &❡❥❡./&♦✇❛♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✮✱ ♠❛
♣♦./❛➣ ❞♦❧♥♦/&;❥❦→/♥❡❥ ♠❛❝✐❡&③② /②♣✉ ❚♦❡♣❧✐/③❛ ✐ &❡♣&❡③❡♥/✉❥❡ ③❞②.❦&❡/②③♦✇❛♥→

♣♦./❛➣ ♦♣❡&❛/♦&❛ .♣❧♦/✉✳

✻✳✷✳✵✳✷ ❲②♠✉2③❡♥✐❡ 4❡24♦✇❡

❲②♠✉.③❡♥✐❡ /❡./♦✇❡ f(t) ✇ ③❛➟♦➺❡♥✐✉ ♣♦✇✐♥♥♦ ♠✐❡➣ ♠♦➺❧✐✇✐❡ .③❡&♦❦♦♣❛.✲
♠♦✇② ❝❤❛&❛❦/❡&✱ ❜② ✇③❜✉❞③✐➣ ✇✐❡❧❡ ❢♦&♠ ❞&❣❛➠ ✇➟❛.♥②❝❤ ❜❛❞❛♥❡❥ ❦♦♥./&✉❦❝❥✐✳

❚❡♦&❡/②❝③♥✐❡✱ /❛❦✐ ❝❤❛&❛❦/❡& ♠❛ ✐❞❡❛❧♥❡ ✇②♠✉.③❡♥✐❡ ✐♠♣✉❧.♦✇❡✱ ❦/;&❡❣♦ ③ ♦❝③②✲

✇✐./②❝❤ ✇③❣❧➛❞;✇ ♥✐❡ ♠♦➺♥❛ ❥❡❞♥❛❦ ③❛./♦.♦✇❛➣ ✇ ♣&❛❦/②❝❡ ❡❦.♣❡&②♠❡♥/❛❧♥❡❥✳

❩ /❡❣♦ ♣♦✇♦❞✉ ✇ ♣&♦❝❡.✐❡ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛.✉ ✇②❦♦&③②./❛♥♦ ✇ &♦❧✐

✇②♠✉.③❡♥✐❛ /❡./♦✇❡❣♦ ❡❦.♣❡&②♠❡♥/❛❧♥❡ C✉❛.✐ ✐♠♣✉❧.♦✇❡ ✇②♠✉.③❡♥✐❡ ♠➟♦/❦✐❡♠

♠♦❞❛❧♥②♠✳ ❆♥❛❧✐③❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✉♠♦➺❧✐✇✐➟❛ ♥❛/♦♠✐❛./ ✇✐❛&②❣♦❞♥❡

♦❞/✇♦&③❡♥✐❡ ✭✇ ♦❜.③❛&③❡ ✇✐❛&②❣♦❞♥♦➧❝✐ /&❛♥.❢♦&♠❛/②✱ ♣❛/&③ ❈③➛➧➣ ✹✳✷✳✹✮

✇②♠✉.③❡♥✐❛ ❝③②./♦ ✐♠♣✉❧.♦✇❡❣♦ ✐ ✇②❦♦&③②./❛♥✐❡ ❣♦ ✇ ♣&♦❝❡.✐❡ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐✳

✻✳✷✳✶ ❙❝❡♥❛)✐✉,③❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛,②

❘♦③✇❛➺♦♥♦ /&③② .❝❡♥❛&✐✉.③❡✱ ③❛❦➟❛❞❛❥→❝❡ &;➺♥→ ❧✐❝③❜➛ ♦❞✇❛➺♥✐❦;✇ ♦ ♥✐❡③✲

♥❛♥②❝❤ ♠❛.❛❝❤ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ♣♦❞❧❡❣❛❥→❝②❝❤ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐✿ ♦❞ ❥❡❞♥❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛

❞♦ /&③❡❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦;✇✳ ■❞❡♥/②✜❦❛❝❥➛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♣&③❡♣&♦✇❛❞③♦♥♦

♣♦♠②➧❧♥✐❡ ✇❡ ✇.③②./❦✐❝❤ .❝❡♥❛&✐✉.③❛❝❤✱ ♣♦❞❝③❛. ❣❞② ✇✐❛&②❣♦❞♥❛ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥❛

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛.✉ ♠♦➺❧✐✇❛ ❜②➟❛ ❥❡❞②♥✐❡ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛

♦&❛③✱ ❝③➛➧❝✐♦✇♦✱ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❞✇;❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦;✇ ✭✉♠✐❡.③❝③♦♥②❝❤ ✇ .❦&❛❥♥②❝❤

✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N3 ❧✉❜ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2 ✐ N3✮✳



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✵✼

❋✐❣✉'❡ ✻✳✼✳✿ ❇❧♦❦♦✇❛ '()✉❦(✉)❛ ♠❛❝✐❡)③② A✱ ♣❛()③ ✭✷✳✷✹✮✳ ▼❛❝✐❡)③ ♣)③②❦➟❛❞♦✇❛✱

♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ♣)③②♣❛❞❦♦✇✐ ✐❞❡♥(②✜❦❛❝❥✐ ❞✇>❝❤ ♠❛' ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N3✱

♣❛()③ ❈③➛➧➣ ✻✳✷✳✶✳✷

✻✳✷✳✶✳✶ $♦❥❡❞②♥❝③❛ ♠❛/❛ ✇➛③➟♦✇❛

F✐❡)✇'③②♠ ✐ ♥❛❥♣)♦'('③②♠ '❝❡♥❛)✐✉'③❡♠ ❥❡'( ✐❞❡♥(②✜❦❛❝❥❛ ♠❛'②

♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛ ♣)③②♠♦❝♦✇❛♥❡❣♦ ✇ ✇②❜)❛♥②♠ ✇➛➵❧❡ ❦♦♥'()✉❦❝❥✐✱ ♣)③②

③❛➟♦➺❡♥✐✉✱ ➺❡ ♠✐❡❥'❝❡ ❥❡❣♦ ♠♦❝♦✇❛♥✐❛ ❥❡'( ③♥❛♥❡✳ ❲ )♦③♣❛()②✇❛♥②♠ '❝❡♥❛)✲

✐✉'③✉ ✉➺②(♦ ❝③(❡)❡❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦>✇ ♦ )>➺♥②❝❤ ♠❛'❛❝❤✱ ❦(>)②❝❤ ✇❛)(♦➧❝✐ ♣♦❞❛♥♦

✇ (❛❜❡❧✐ ✻✳✷✳ ❑❛➺❞② ③ ♦❞✇❛➺♥✐❦>✇ ❜②➟ ❦♦❧❡❥♥♦ ♠♦♥(♦✇❛♥② ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1✱ N2

✐ N3✱ ♣❛()③ )②'✳ ✻✳✷❀ ✇ )❡③✉❧(❛❝✐❡ ♦()③②♠❛♥♦ ✶✷ )>➺♥②❝❤ ♣)③②♣❛❞❦>✇ ✐❞❡♥(②✲

✜❦❛❝❥✐✳ ❲ ❦❛➺❞②♠ ③ ♣)③②♣❛❞❦>✇ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ③❛)❡❥❡'()♦✇❛♥❛ ③♦'(❛➟❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵

❦♦♥'()✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ u▼(t) ♥❛ ✇②♠✉'③❡♥✐❡ (❡'(♦✇❡ f(t)✳

✻✳✷✳✶✳✷ ❉✇✐❡ ♠❛/② ✇➛③➟♦✇❡

❙❝❡♥❛)✐✉'③ ③❛❦➟❛❞❛ ✐❞❡♥(②✜❦❛❝❥➛ ❞✇>❝❤ ♠❛' ❞♦❞❛♥②❝❤ ✭♦❞✇❛➺♥✐❦>✇✮ ❥❡❞✲

♥♦❝③❡➧♥✐❡ ③❛♠♦❝♦✇❛♥②❝❤ ✇ ❞✇>❝❤ )>➺♥②❝❤ ✇➛③➟❛❝❤ ❦♦♥'()✉❦❝❥✐❀ (❛❦ ❥❛❦ ♣♦♣)③❡❞✲



✶✵✽ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳✿ ▼♦❞②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛/② ✇➛③➟♦✇❡❥✿ ♠❛/② ♦❞✇❛➺♥✐❦5✇

▼❛/❛ 67♦❝❡♥8 ♠❛/②

▲♣✳ ❖③♥❛❝③❡♥✐❡

❬❦❣❪ ❦♦♥/87✉❦❝❥✐ ❬✪❪

✶ M1 ✶✳✸✺✺ ✹✳✷

✷ M2 ✷✳✽✺✺ ✽✳✾

✸ M3 ✸✳✽✺✺ ✶✷✳✵

✹ M4 ✺✳✸✺✺ ✶✻✳✼

♥✐♦ ③❛➟♦➺♦♥♦✱ ➺❡ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥❛ ♦❞✇❛➺♥✐❦:✇ ♥❛ ❦♦♥;<=✉❦❝❥✐ ❥❡;< ③♥❛♥❛✳ ?=③❡<❡;<♦✇❛♥♦

✇;③②;<❦✐❡ <=③② ♠♦➺❧✐✇❡ ♣=③②♣❛❞❦✐ ♠♦❝♦✇❛♥✐❛ ♣❛= ♦❞✇❛➺♥✐❦:✇ ✇ <=③❡❝❤

=♦③✇❛➺❛♥②❝❤ ✇➛③➟❛❝❤✿ ♠♦❝♦✇❛♥♦ ❥❡ ③❛=:✇♥♦ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ ;→;✐❛❞✉❥→❝②❝❤ ✭N1 ✐ N2

♦=❛③ N2 ✐ N3✮✱ ❥❛❦ ✐ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ ;❦=❛❥♥②❝❤ ✭N1 ✐ N3✮✳ ❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥✐ ③♥❛❝③♥✐❡

;✐➛ =:➺♥✐→ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ❞③✐❡❞③✐♥②✱ ✇ ❦<:=❡❥ ❥→ ♣=③❡♣=♦✇❛❞③♦♥♦✿ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉

♥❛ ;③✉♠ ♣♦♠✐❛=♦✇② ♦=❛③ ✐♥❤❡=❡♥<♥✐❡ ③➟❡ ✉✇❛=✉♥❦♦✇❛♥✐❡ ♥✉♠❡=②❝③♥❡✱ ❜➟➛❞②

✇②♥✐❦:✇ ♦<=③②♠❛♥②❝❤ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛;✉ ❜②➟② ③♥❛❝③→❝♦ ✇②➺;③❡ ♥✐➺ ❜➟➛❞②

✇②♥✐❦:✇ ♦<=③②♠❛♥②❝❤ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ❣❞③✐❡ ✇ ♣=♦❝❡;✐❡ ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥✐

✇②❦♦=③②;<❛♥♦ ❥❡❞②♥✐❡ ♣❡✇♥→ ❧✐❝③❜➛ ♣♦❝③→<❦♦✇②❝❤ ❧✐♥✐✐ ;♣❡❦<=❛❧♥②❝❤ ✭♦❞♣♦✇✐❛❞❛✲

❥→❝②❝❤ ❧✐;<❦♦♠ ❣➟:✇♥②♠ ✇②♠✉;③❡➠ ♠➟♦<❦✐❡♠ ♠♦❞❛❧♥②♠✮✱ ❝♦ ❡❢❡❦<②✇♥✐❡ ③✇✐➛❦✲

;③②➟♦ ;<♦;✉♥❡❦ ✉➺②<❡❝③♥❡❣♦ ;②❣♥❛➟✉ ❞♦ ;③✉♠✉✳

❲ ❦❛➺❞②♠ =♦③✇❛➺❛♥②♠ ✇②♣❛❞❦✉ ✭<❥✳ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ♣❛=② ♠♦❞②✜❦♦✇❛♥②❝❤

✇➛③➟:✇✮ ♣=③❡<❡;<♦✇❛♥♦ ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥➛ ❝③<❡=♥❛;<✉ ❦♦♠❜✐♥❛❝❥✐ ♠❛; ❞♦❞❛♥②❝❤✿

❼ ;③❡➧❝✐✉ ♣❛= ♠❛; ♥✐❡③❡=♦✇②❝❤ ✭♠♦❝♦✇❛♥✐❡ ❞✇:❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦:✇✮✱

❼ ❝③<❡=❡❝❤ ♣❛= ♠❛;✱ ✇ ❦<:=②❝❤ ♣✐❡=✇;③❛ ♠❛;❛ ❥❡;< ③❡=♦✇❛ ✭♠♦❝♦✇❛♥✐❡ ♣♦✲

❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛✮✱

❼ ❝③<❡=❡❝❤ ♣❛= ♠❛;✱ ✇ ❦<:=②❝❤ ❞=✉❣❛ ♠❛;❛ ❥❡;< ③❡=♦✇❛ ✭♠♦❝♦✇❛♥✐❡ ♣♦❥❡✲

❞②♥❝③❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛✮✳

❲❛=<♦➧❝✐ ♠❛; ♠♦❝♦✇❛♥②❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦:✇ ;→ ③❣♦❞♥❡ ③ ❞❛♥②♠✐ ③❛♠✐❡;③❝③♦♥②♠✐

✇ <❛❜❡❧✐ ✻✳✸✳ ❉♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥✐ ♦❝❡♥✐♦♥♦ ♦;♦❜♥♦ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ③ ❞♦❞❛♥②❝❤

♠❛;✳ ❇② ✉♠♦➺❧✐✇✐➣ ♦❝❡♥➛ ♣=③② ✉➺②❝✐✉ ❜➟➛❞✉ ✇③❣❧➛❞♥❡❣♦ =:✇♥✐❡➺ ✇ ✇②♣❛❞❦✉

③❡=♦✇②❝❤ ♠❛; ❞♦❞❛♥②❝❤ ✭♠♦❞②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❥❡❞②♥✐❡ ❥❡❞♥②♠ ✇➛➵❧❡ ③ =♦③✇❛➺❛♥❡❥

♣❛=② ✇➛③➟:✇✮✱ ❜➟→❞ ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥✐ ♦❞♥♦;③♦♥♦ ❞♦ ❝❛➟❦♦✇✐<❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛;② ❦♦♥✲

;<=✉❦❝❥✐✱ <♦ ❥❡;< ✇②❦♦=③②;<❛♥♦ ♥❛;<➛♣✉❥→❝→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣✿

ǫi :=
m③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❛

i −m❞♦❞❛♥❛

i
∑

i |m❞♦❞❛♥❛

i | , ✭✻✳✶✮

❣❞③✐❡ ǫi ♦③♥❛❝③❛ ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥✐ ♠❛;② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ✇➛➵❧❡ i✲<②♠✱



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✵✾

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳✿ ❑♦♠❜✐♥❛❝❥❡ ♠❛+ ♦❞✇❛➺♥✐❦0✇ ♠♦❝♦✇❛♥②❝❤ ✇ 34③❡❝❤ ♣❛4❛❝❤ ✇➛③➟0✇✱

♦③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✏❲➛③❡➟ ❆✑ ✐ ✏❲➛③❡➟ ❇✑ ✭N1 ✐ N3✱ N1 ✐ N2 ♦4❛③ N2

✐ N3✮✱ ✇4❛③ ③ 4❡❧❛3②✇♥→ ✇❛43♦➧❝✐→ +✉♠❛4②❝③♥❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♦❞♥✐❡+✐♦♥→ ❞♦ ♠❛+②

❝❛➟❡❥ ❦♦♥+34✉❦❝❥✐

❲➛③❡➟ ❆ ❲➛③❡➟ ❇ F4♦❝❡♥3 ♠❛+②

▲♣✳

❬❦❣❪ ❬❦❣❪ ❦♦♥+34✉❦❝❥✐ ❬✪❪

✶ ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✽ ✽✳✻

✷ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽ ✶✸✳✸

✸ ✶✳✸✺✺ ✷✳✽✽✽ ✶✸✳✸

✹ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽ ✶✼✳✾

✺ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽ ✶✻✳✹

✻ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽ ✷✶✳✶

✼ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✹✳✷

✽ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✽✳✾

✾ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✷✳✵

✶✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✻✳✼

✶✶ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✹✳✷

✶✷ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✽✳✾

✶✸ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✶✷✳✵

✶✹ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✶✻✳✼

m③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❛

i ❥❡+3 ③✐❞❡♥3②✜❦♦✇❛♥→ ♠❛+→ ❞♦❞❛3❦♦✇❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛✱ ❛ m❞♦❞❛♥❛

i

❥❡+3 4③❡❝③②✇✐+3→ ♠♦❞②✜❦❛❝❥→ ♠❛+②✳

✻✳✷✳✶✳✸ ❚&③② ♠❛+② ✇➛③➟♦✇❡

❙❝❡♥❛4✐✉+③ ③❛❦➟❛❞❛ ❥❡❞♥♦❝③❡+♥→ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥➛ 34③❡❝❤ ♥✐❡③♥❛♥②❝❤ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐

♦❦4❡➧❧❛❥→❝②❝❤ ♠❛+② ❞♦❞❛♥❡ ✭♦❞✇❛➺♥✐❦✐✮ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ③❛♠♦❝♦✇❛♥❡ ✇ ✇➛③➟❛❝❤

N1✱ N2 ✐ N3✳ F♦❞❝③❛+ ❜❛❞❛➠ ♣4③❡3❡+3♦✇❛♥♦ ❡❦+♣❡4②♠❡♥3❛❧♥✐❡ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥➛ 34③②✲

❞③✐❡+3✉ ❦♦♠❜✐♥❛❝❥✐ ♠❛+ ❞♦❞❛♥②❝❤✿

❼ ✇ ❞✇✉♥❛+3✉ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ❥❡❞②♥✐❡ ♣♦❥❡❞②♥❝③❛ ♠❛+❛ ❜②➟❛ ♥✐❡③❡4♦✇❛ ✭❝③3❡4②

40➺♥❡ ♠❛+② ✇ ❦❛➺❞②♠ ③ 34③❡❝❤ ✇➛③➟0✇✮✱

❼ ✇ ♦+✐❡♠♥❛+3✉ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ❞✇✐❡ ♠❛+② ❜②➟② ♥✐❡③❡4♦✇❡ ✭+③❡➧➣ ♣4③②♣❛❞❦0✇

❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ③ 34③❡❝❤ ♣❛4 ✇➛③➟0✇✮✳

❲❛43♦➧❝✐ ♠❛+ ♠♦❝♦✇❛♥②❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦0✇ +→ ③❣♦❞♥❡ ③ ❞❛♥②♠✐ ③❛♠✐❡+③❝③♦♥②♠✐

✇ 3❛❜❡❧✐ ✻✳✹✳ ❉♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ♠❛+② ❦❛➺❞❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛ ♦❝❡♥✐♦♥♦ ♣4③②



✶✶✵ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ %,③❡❝❤ ♠❛0 ❞♦❞❛♥②❝❤✿ ❦♦♠❜✐♥❛❝❥❡ ♠❛0 ♦❞✇❛➺♥✐❦6✇ ♠♦✲

❝♦✇❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1✱ N2 ✐ N3

❲➛③❡➟ ❲➛③❡➟ ❲➛③❡➟ ❲➛③❡➟ ❲➛③❡➟ ❲➛③❡➟

▲♣✳

N1 ❬❦❣❪ N2 ❬❦❣❪ N3 ❬❦❣❪

▲♣✳

N1 ❬❦❣❪ N2 ❬❦❣❪ N3 ❬❦❣❪

✶ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✶✻ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽ ✵✳✵✵✵

✷ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✶✼ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽ ✵✳✵✵✵

✸ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✶✽ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽ ✵✳✵✵✵

✹ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✶✾ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✽✽

✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✽✽

✻ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✶ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✽✽

✼ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✷ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✽✽

✽ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✸ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✽✽

✾ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✷✹ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✽✽

✶✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✷✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✽

✶✶ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✷✻ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽

✶✷ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✷✼ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✷✳✽✽✽

✶✸ ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✽ ✵✳✵✵✵ ✷✽ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽

✶✹ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽ ✵✳✵✵✵ ✷✾ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽

✶✺ ✶✳✸✺✺ ✷✳✽✽✽ ✵✳✵✵✵ ✸✵ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽

✉➺②❝✐✉ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✻✳✶✮✱ %♦ ❥❡0% ✇ ♦❞♥✐❡0✐❡♥✐✉ ❞♦ ❝❛➟❦♦✇✐%❡❥ ♠❛0② ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✱

❝♦ ✉♠♦➺❧✐✇✐➟♦ ♦❝❡♥➛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✇③❣❧➛❞♥❡❥ ✇②♥✐❦✉ ,6✇♥✐❡➺ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♠❛0

③❡,♦✇②❝❤✳

✻✳✷✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉

❘❡❧❛%②✇♥✐❡ ✇✐❛,②❣♦❞♥❛ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉ ♠♦➺❧✐✇❛ ❜②➟❛

❥❡❞②♥✐❡ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛ ♦,❛③ ❞✇6❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦6✇ ✉♠✐❡0③❝✲

③♦♥②❝❤ ❛❧❜♦ ✇ 0❦,❛❥♥②❝❤ ✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N3✱ ❛❧❜♦ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2 ✐ N3✳

✻✳✷✳✷✳✶ $♦❥❡❞②♥❝③❛ ♠❛/❛ ✇➛③➟♦✇❛

❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③❛❧❡➺→ ♦❞ ❧✐❝③❜② ♣,6❜❡❦ ❝③❛0♦✇②❝❤ ✭❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✮

✇②❦♦,③②0%❛♥②❝❤ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤✳ ◆❛ ,②0✳ ✻✳✽ ♣,③❡❞0%❛✇✐♦♥♦ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐

♠❛0 ♣♦0③❝③❡❣6❧♥②❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦6✇ ❞❧❛ ✇0③②0%❦✐❝❤ ✶✷ ❛♥❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ♣,③②♣❛❞❦6✇

✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ❧✐❝③❜② ✇②❦♦,③②0%❛♥②❝❤ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ♣,6❜❡❦ ❝③❛0♦✇②❝❤ ✭♦❞ ✷✺✵

♣,6❜❡❦ ❞♦ ♣❡➟♥❡❥ ❧✐❝③❜② 15 000 ♣,6❜❡❦✱ ③ ❦,♦❦✐❡♠ ❝♦ ✷✺✵ ♣,6❜❡❦✮✳ ❉❧❛ ♦❞♥✐❡0✐❡♥✐❛

♥❛ ✇②❦,❡0✐❡ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ ,6✇♥✐❡➺ ❧✐❝③❜➛ ♦❦,❡06✇ ❞,❣❛➠ ♣✐❡,✇0③❡❥ ❝③➛0%♦➧❝✐ ❞,❣❛➠



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✶✶

✇➟❛#♥②❝❤ ❦♦♥#*+✉❦❝❥✐ ✭✸✶✳✺ ❍③✱ ❝♦ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ✸✶✳✼ ♠# ❧✉❜ ♦❦✳ ✷✵✽✵ ♣+@❜❦♦♠

❝③❛#♦✇②♠✮ ♦+❛③ ❞♦❦➟❛❞♥❡ ✇❛+*♦➧❝✐ ♠❛# ❞♦❞❛♥②❝❤ ✭♣♦③✐♦♠❡ ❧✐♥✐❡ ♣+③❡+②✇❛♥❡✮✳

◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✉➺②❝✐❡ ✇ ♣+♦❝❡#✐❡ ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ③❜②* ❦+@*❦✐❡❥

#❦✉*❦✉❥❡ ✉③②#❦❛♥✐❡♠ ♥✐❡✇✐❛+②❣♦❞♥②❝❤ ✇②♥✐❦@✇✱ ❝❤❛+❛❦*❡+②③✉❥→❝②❝❤ #✐➛ ❞✉➺→

③♠✐❡♥♥♦➧❝✐→ ♣+③② ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❡❥ ③♠✐❛♥✐❡ ✇②❦♦+③②#*②✇❛♥❡❥ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ❞➟✉❣♦➧❝✐

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✳ ❙*❛❜✐❧✐③❛❝❥➛ ✇②♥✐❦@✇ ❞❧❛ ✇#③②#*❦✐❝❤ ✶✷ ♣+③②♣❛❞❦@✇ ♠♦➺♥❛ ③❛♦❜✲

#❡+✇♦✇❛➣ ♣+③② ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ③❛✇✐❡+❛❥→❝❡❥ ♦❦♦➟♦ ✼✺✵✵ ♣+@❜❡❦ ✭✶✶✺ ♠#✮✳ ❲②♥✐❦✐

✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ #*❛❜✐❧✐③✉❥→ #✐➛ ✇ ♠✐❛+➛ ✇③+♦#*✉ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✭❧✐❝③❜② ♣+@❜❡❦✮❀

❝❤❛+❛❦*❡+②#*②❝③♥→ ❝❡❝❤→ ✇②♥✐❦@✇ ❥❡#* ❦♦♥#❡❦✇❡♥*♥❡ ♥✐❡❞♦#③❛❝♦✇❛♥✐❡ ♠❛#②

♦❞✇❛➺♥✐❦@✇ ✭➧+❡❞♥✐♦ ♦ ✺✳✷✪ ❞❧❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐✮✳
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❋✐❣✉%❡ ✻✳✽✳✿ ■❞❡♥*②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛#② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛#✉✿ ✇②♥✐❦

✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛♥❡❥ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

❦♦♥#*+✉❦❝❥✐✳ ❘③❡❝③②✇✐#*❡ ✇❛+*♦➧❝✐ ♠❛# ❞♦❞❛♥②❝❤ #→ ♦③♥❛❝③♦♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→

♣♦③✐♦♠②❝❤ ❧✐♥✐✐ ♣+③❡+②✇❛♥②❝❤

❲②❦+❡#② ✇❛+*♦➧❝✐ ③♥♦+♠❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✇ #❦❛❧✐ ❧♦❣❛+②*♠✐❝③♥❡❥✮

✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✇❛+*♦➧❝✐ ♠❛#② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥②♠ ✇➛➵❧❡ ♣♦❦❛③❛♥♦ ♥❛

+②#✳ ✻✳✾✳ ❚❡#*♦✇❛♥② ③❛❦+❡# ③♠✐❡♥♥♦➧❝✐ ♠❛#② ❞♦❞❛♥❡❥ ❜②➟ +@✇♥② ✵✳✷ ❦❣ ✕ ✻✳✷ ❦❣✱

❝♦ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ +❡❧❛*②✇♥✐❡ #③❡+♦❦✐❡♠✉ ③❛❦+❡#♦✇✐ ♦❞ ✵✳✻✪ ❞♦ ✶✾✳✹✪ ❝❛➟❦♦✇✐*❡❥
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✾✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉✿ ③♥♦4♠❛❧✲

✐③♦✇❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥❡ ❝❡❧✉ ♦❜❧✐❝③♦♥❡ ♣4③② ✇②❦♦4③②0%❛♥✐✉ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐

✭15 000 ❦4♦❦=✇ ❝③❛0♦✇②❝❤✮✳ ❘③❡❝③②✇✐0%❡ ✇❛4%♦➧❝✐ ♠❛0 ❞♦❞❛♥②❝❤ 0→ ♦③♥❛❝③♦♥❡

③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣✐♦♥♦✇②❝❤ ❧✐♥✐✐ ♣4③❡4②✇❛♥②❝❤

♠❛0② ❦♦♥0%4✉❦❝❥✐✳ ❲❛4%♦➧❝✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✇❡ ✇0③②0%❦✐❝❤ ♣4③②♣❛❞❦❛❝❤ ♦❜❧✐❝③♦♥♦

✇②❦♦4③②0%✉❥→❝ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥0%4✉❦❝❥✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐✱ %♦ ❥❡0% ③❛✇✐❡4❛❥→❝❡ 15 000
♣4=❜❡❦ ✭✷✸✵ ♠0✮✳ ❲0③②0%❦✐❡ ❢✉♥❦❝❥❡ ❝❡❧✉ 0→ ❣➟❛❞❦✐❡ ✐ ♠❛❥→ ✉♥✐♠♦❞❛❧♥② ❝❤❛4❛❦%❡4✱

❝♦ ✉➟❛%✇✐❛ ✐❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥➛ ♦4❛③ ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ✇③❣❧➛❞♥✐❡ ♣4♦0%→ ✐ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥→

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥➛ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ♣♦♣4③❡③ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥➛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❘③❡❝③②✇✐0%❡ ♠❛0②

♦❞✇❛➺♥✐❦=✇ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ ♣4③❡4②✇❛♥②♠✐ ❧✐♥✐❛♠✐ ♣✐♦♥♦✇②♠✐✳ ▲✐❝③❜♦✇❡ ✇❛4%♦➧❝✐

③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥②❝❤ ♠❛0 ♦❞✇❛➺♥✐❦=✇ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ③❛✲

♠✐❡0③❝③♦♥♦ ✇ %❛❜❡❧✐ ✻✳✺ ✇4❛③ ③ ❜➟➛❞❡♠ ✇③❣❧➛❞♥②♠ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐✱ ❦%=4② ♠✐❡➧❝✐➟

0✐➛ ✇ ③❛❦4❡0✐❡ ♦❞−7.2✪ ❞♦ −2.5✪ ③ ❜➟➛❞❡♠ ➧4❡❞♥✐♦❦✇❛❞4❛%♦✇②♠ 4=✇♥②♠ 5.4✪✳

◆❛ ♣♦❞0%❛✇✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧♥②❝❤ ✇❛4%♦➧❝✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♠♦➺♥❛ 0%✇✐❡4❞③✐➣✱ ➺❡ ♥❛✲

❥❧❡♣0③❡ ✐ ♥❛❥❣♦40③❡ ❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❡ ♣♦♠✐➛❞③② ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ♥✐❡♣❛4❛♠❡%4②❝③♥✐❡ ♠♦❞✲

❡❧♦✇❛♥→ ♦4❛③ ③♠✐❡4③♦♥→ ♦%4③②♠❛♥♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✇ ♣4③②♣❛❞❦❛❝❤ ♠❛0② M2 ③❛♠♦✲

❝♦✇❛♥②♠ ✇ ✇➛➵❧❡ N3 ♦4❛③ ♠❛0② M4 ③❛♠♦❝♦✇❛♥❡❥ ✇ ✇➛➵❧❡ N2✳ ❖❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡

%②♠ ♣4③②♣❛❞❦♦♠ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥0%4✉❦❝❥✐ ♣♦❦❛③❛♥♦ ♥❛ 4②0✳ ✻✳✶✵ ✐ 4②0✳ ✻✳✶✶✳ ◆❛

❦❛➺❞②♠ ③ %②❝❤ 4②0✉♥❦=✇ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ %4③② ♣4③❡❜✐❡❣✐ ❝③❛0♦✇❡✿

❼ ③♠✐❡4③♦♥❡❥ 4❡❢❡4❡♥❝②❥♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥0%4✉❦❝❥✐ ♥✐❡③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ u▲(t)✱

❼ ③♠✐❡4③♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥0%4✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ u▼(t) ♦4❛③



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✶✸

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉✿ ♠❛0❛ ❞♦✲

❞❛♥❛✱ ♠❛0❛ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❛ ✐ ✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐✳ ➅>❡❞♥✐♦❦✇❛❞>❛%♦✇②

✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇②♥✐?0➟ ✺✳✹✪

▼❛0❛ ▼❛0❛ ❇➟→❞

❲➛③❡➟

❞♦❞❛♥❛ ❬❦❣❪ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❛ ❬❦❣❪ ✇③❣❧➛❞♥② ❬✪❪

N1 ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✷✷ −2.5
N1 ✷✳✽✺✺ ✷✳✼✷✽ −4.5
N1 ✸✳✽✺✺ ✸✳✻✷✽ −5.9
N1 ✺✳✸✺✺ ✺✳✵✺✹ −5.6
N2 ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✵✹ −3.8
N2 ✷✳✽✺✺ ✷✳✼✶✸ −5.0
N2 ✸✳✽✺✺ ✸✳✻✺✸ −5.3
N2 ✺✳✸✺✺ ✺✳✶✸✷ −4.2
N3 ✶✳✸✺✺ ✶✳✷✽✼ −5.0
N3 ✷✳✽✺✺ ✷✳✻✻✻ −6.6
N3 ✸✳✽✺✺ ✸✳✺✼✼ −7.2
N3 ✺✳✸✺✺ ✹✳✾✻✼ −7.2

❼ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ♥✐❡♣❛>❛♠❡%>②❝③♥✐❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ✭✷✳✷✹✮ ✐ ✭✷✳✷✺❜✮ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

❦♦♥0%>✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ u(t) ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡❥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✳

❲ ✇②♣❛❞❦✉ ③❛>?✇♥♦ ♥❛❥❧❡♣0③❡❣♦✱ ❥❛❦ ✐ ♥❛❥❣♦>0③❡❣♦ ❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❛ ♥❛❧❡➺② ③❛✲

✉✇❛➺②➣ ✐0%♦%♥→ >?➺♥✐❝➛ ♣♦♠✐➛❞③② ③♠✐❡>③♦♥②♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐❛♠✐ ❦♦♥0%>✉❦❝❥✐ ♥✐❡③✲

♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✱ u▲(t) ✐ u▼(t)✱ ❦%?>❛ ✇②♥✐❦❛ ③ ♦❜❡❝♥♦➧❝✐ ❞♦✲

❞❛%❦♦✇❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛ ✐ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ❥❡❣♦ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥➛✳ ■0%♦%→ ♣>♦❝❡0✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐

♠❛0② ♦❞✇❛➺♥✐❦❛ ❥❡0% ❥❛❦ ♥❛❥❧❡♣0③❡ ❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ u(t)
❞♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ③♠✐❡>③♦♥❡❥ u▼(t) ❦♦♥0%>✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥✱ ❣❞③✐❡ ✐❧♦➧❝✐♦✇②

0❡♥0 ✏❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❛✑ ❥❡0% ✇②>❛➺♦♥② ✇ ❞❡✜♥✐❝❥❛❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✶✮ ❧✉❜ ③♥♦>✲

♠❛❧✐③♦✇❛♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✸✳✹✮✱ ✇②❦♦>③②0%✉❥→❝②❝❤ ➧>❡❞♥✐♦❦✇❛❞>❛%♦✇→ ♦❞❧❡❣➟♦➧➣

♣♦♠✐➛❞③② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐❛♠✐✳ ◆❛❥❧❡♣0③❡ ❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❡ ✭>②0✳ ✻✳✶✵✮

♠♦➺♥❛ ❥❛❦♦➧❝✐♦✇♦ ♦❝❡♥✐➣ ❥❛❦♦ ❜❛>❞③♦ ❞♦❜>❡ ♣♦❞ ✇③❣❧➛❞❡♠ ③❛>?✇♥♦ ❛♠♣❧✐%✉❞②✱

❥❛❦ ✐ ❝③➛0%♦➧❝✐ ♣>③②♥❛❥♠♥✐❡❥ ♣✐❡>✇0③②❝❤ ❞✇?❝❤ ♣♦0%❛❝✐ ❞>❣❛➠ ✇➟❛0♥②❝❤ ✉❦➟❛❞✉✳

❲ ✇②♣❛❞❦✉ ❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❛ >❡❧❛%②✇♥✐❡ ♥❛❥❣♦>0③❡❣♦ ✭>②0✳ ✻✳✶✶✮ ③❛✉✇❛➺②➣ ♠♦➺♥❛

❥❛❦♦➧❝✐♦✇→ ③❣♦❞♥♦➧➣ ❛♠♣❧✐%✉❞ ♦>❛③ ❝③➛0%♦➧❝✐ ♣✐❡>✇0③❡❥ ♣♦0%❛❝✐ ❞>❣❛➠ ✇➟❛0♥②❝❤

❦♦♥0%>✉❦❝❥✐✳



✶✶✹ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛
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odpowiedz obliczona Hmasa 2.67 kgL
odpowiedz zmierzona Hmasa 2.86 kgL
odpowiedz referencyjna

❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✵✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉ ✭♠❛0❛

M2 ✇ ✇➛➵❧❡ N3✱ ♥❛❥♠♥✐❡❥0③❛ ✇❛9%♦➧➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✖ ♥❛❥❧❡♣0③❡ ❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❡✮✿

♣♦9?✇♥❛♥✐❡ ③♠✐❡9③♦♥②❝❤ ✐ ♥✐❡♣❛9❛♠❡%9②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥✲

0%9✉❦❝❥✐
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odpowiedz obliczona Hmasa 5.13 kgL
odpowiedz zmierzona Hmasa 5.36 kgL
odpowiedz referencyjna

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✶✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉ ✭♠❛0❛

M4 ✇ ✇➛➵❧❡ N2✱ ♥❛❥✇✐➛❦0③❛ ✇❛9%♦➧➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✖ ♥❛❥❣♦90③❡ ❞♦♣❛0♦✇❛♥✐❡✮✿

♣♦9?✇♥❛♥✐❡ ③♠✐❡9③♦♥②❝❤ ✐ ♥✐❡♣❛9❛♠❡%9②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥✲

0%9✉❦❝❥✐



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✶✺

✻✳✷✳✷✳✷ ❉✇✐❡ ♠❛)② ✇➛③➟♦✇❡

❏❡❞♥♦❝③❡'♥→ ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥➛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛'② ✇ ❞✇3❝❤ ✇➛③➟❛❝❤ *❡'*♦✇❛♥♦

❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ③ *8③❡❝❤ ♠♦➺❧✐✇②❝❤ ♣❛8 ✇➛③➟3✇ '♣♦➧83❞ ✇➛③➟3✇ N1✱ N2 ✐ N3✳ ❲❛8*♦➧❝✐

♠❛' ♦❞✇❛➺♥✐❦3✇ ♣8③②♠♦❝♦✇②✇❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ ❜②➟② ③❣♦❞♥❡ ③ ❞❛♥②♠✐ ③❛✲

✇❛8*②♠✐ ✇ *❛❜❡❧✐ ✻✳✸✳ C♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ♣♦♣8③❡❞♥✐♠ '❝❡♥❛8✐✉'③✉✱ ③❛❦➟❛❞❛❥→❝②♠

✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥➛ ♠❛'② ❥❡❞♥❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛✱ ❜❛❞❛♥♦ ✇♣➟②✇ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥❡❥

♣♦❞❝③❛' ♦❜❧✐❝③❡➠ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♥❛ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐✳ ❖*8③②♠❛♥❡ ✇②♥✐❦✐ ♣8③❡❞✲

'*❛✇✐♦♥♦ ♥❛ 8②'✳ ✻✳✶✸ ✭♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N3✮✱ 8②'✳ ✻✳✶✹ ✭✇➛③➟② N1 ✐ N2✮

♦8❛③ 8②'✳ ✻✳✶✺ ✭✇➛③➟② N2 ✐ N3✮✳ C♦❝③→*❦♦✇❛ ❞➟✉❣♦➧➣ ✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

✇②♥♦'✐➟❛ ✼✺✵✵ ♣83❜❡❦ ✭✇②♥✐❦✐ ♦③♥❛❝③♦♥❡ ❥❛'♥②♠✐ ♣✉♥❦*❛♠✐✮ ✐ ❜②➟❛ '*♦♣♥✐♦✇♦

③✇✐➛❦'③❛♥❛ ❝♦ ✷✺✵ ♣83❜❡❦ ❛➺ ❞♦ ✇❛8*♦➧❝✐ 15 000 ✭✇②♥✐❦✐ ♦③♥❛❝③♦♥❡ ❝✐❡♠♥②♠✐

♣✉♥❦*❛♠✐✮✳ ❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ ♣8③❡♣8♦✇❛❞③♦♥②❝❤ ❞❧❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉✲

❣♦➧❝✐ ✭15 000 ♣83❜❡❦✮ ✇8❛③ ③ ✐❝❤ ❜➟➛❞❛♠✐ ✇③❣❧➛❞♥②♠✐ ♦❜❧✐❝③♦♥②♠✐ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮

③❛♠✐❡'③❝③♦♥♦ ✇ *❛❜❡❧❛❝❤ ✻✳✻✱ ✻✳✼ ✐ ✻✳✽✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳✿ ■❞❡♥*②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛'✉ ♠❛' ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ '❦8❛✲

❥♥②❝❤ N1 ✐ N3 ♣8③② ✇②❦♦8③②'*❛♥✐✉ 15 000 ♣83❜❡❦ ❝③❛'♦✇②❝❤✿ ♠❛'② ❞♦✲

❞❛♥❡ ✐ ③✐❞❡♥*②✜❦♦✇❛♥❡ ♦8❛③ ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✇❡❞➟✉❣ ✭✻✳✶✮✳ ➅8❡❞♥✐♦❦✇❛❞8❛*♦✇❡

❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ ♣♦'③❝③❡❣3❧♥②❝❤ ♠❛' ✐ ❝❛➟❦♦✇✐*❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛'②

✇②♥✐♦'➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✶✸✳✽✪ ✐ ✻✳✷✪

▼❛'② ❞♦❞❛♥❡ ❬❦❣❪ ▼❛'② ③✐❞❡♥*②✜❦♦✇❛♥❡ ❬❦❣❪ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ❬✪❪

▲♣✳

❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N3 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N3 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N3

✶ ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✽ ✶✳✸✽✼ ✶✳✶✻✽ ✶✳✷ ✲✽✳✵

✷ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽ ✸✳✵✺✹ ✶✳✵✼✷ ✹✳✼ ✲✼✳✹

✸ ✶✳✸✺✺ ✷✳✽✽✽ ✶✳✼✼✶ ✷✳✷✽✻ ✾✳✽ ✲✶✹✳✷

✹ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽ ✸✳✵✻✷ ✷✳✸✾✶ ✸✳✻ ✲✽✳✻

✺ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽ ✵✳✾✸✷ ✸✳✼✻✻ ✲✽✳✶ ✲✷✳✸

✻ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽ ✷✳✼✵✼ ✸✳✺✽✸ ✲✷✳✷ ✲✹✳✺

✼ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✹✼✺ ✲✵✳✶✶✶ ✽✳✾ ✲✽✳✷

✽ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✳✺✼✺ ✵✳✶✵✽ ✲✾✳✽ ✸✳✽

✾ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✸✳✻✶✼ ✲✵✳✵✵✸ ✲✻✳✷ ✲✵✳✶

✶✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✺✳✺✾✹ ✲✵✳✸✺✽ ✹✳✺ ✲✻✳✼

✶✶ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✵✳✸✵✼ ✶✳✵✼✻ ✷✷✳✻ ✲✷✵✳✻

✶✷ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✺✷✶ ✷✳✸✶✺ ✶✽✳✸ ✲✶✽✳✾

✶✸ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✶✳✸✶✷ ✷✳✻✼✼ ✸✹✳✵ ✲✸✵✳✻

✶✹ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✲✶✳✷✶✼ ✺✳✽✸✵ ✲✷✷✳✼ ✽✳✾



✶✶✻ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

❚❛❜❧❡ ✻✳✼✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1

✐ N2 ♣7③② ✇②❦♦7③②/%❛♥✐✉ 15 000 ♣78❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤✿ ♠❛/② ❞♦❞❛♥❡ ✐ ③✐❞❡♥%②✲

✜❦♦✇❛♥❡ ♦7❛③ ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ♦❜❧✐❝③♦♥② ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮✳ ➅7❡❞♥✐♦❦✇❛❞7❛%♦✇❡

❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦/③❝③❡❣8❧♥②❝❤ ♠❛/ ✐ ❝❛➟❦♦✇✐%❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛/②

✇②♥✐♦/➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✶✻✳✺✪ ✐ ✸✳✾✪

▼❛/② ❞♦❞❛♥❡ ❬❦❣❪ ▼❛/② ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ❬❦❣❪ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ❬✪❪

▲♣✳

❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N2 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N2 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N2

✶ ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✽ ✶✳✻✷✾ ✶✳✵✾✹ ✶✵✳✵ ✲✶✵✳✼

✷ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽ ✸✳✶✾✼ ✵✳✾✻✾ ✽✳✶ ✲✾✳✾

✸ ✶✳✸✺✺ ✷✳✽✽✽ ✷✳✶✷✸ ✷✳✵✼✶ ✶✽✳✶ ✲✶✾✳✸

✹ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽ ✸✳✾✶✽ ✶✳✼✹✼ ✶✽✳✺ ✲✶✾✳✾

✺ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽ ✶✳✵✾✽ ✸✳✾✷✽ ✲✹✳✾ ✵✳✽

✻ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽ ✷✳✺✶✽ ✸✳✾✼✷ ✲✺✳✵ ✶✳✸

✼ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✹✶✾ ✲✵✳✵✼✶ ✹✳✼ ✲✺✳✸

✽ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✽✽ ✵✳✶✶✻ ✶✳✷ ✲✹✳✶

✾ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✸✳✻✻✵ ✲✵✳✵✷✼ ✲✺✳✶ ✲✵✳✼

✶✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✺✳✽✽✹ ✲✵✳✻✵✻ ✾✳✾ ✲✶✶✳✸

✶✶ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✼✸ ✶✳✷✺✷ ✺✳✹ ✲✼✳✻

✶✷ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✻✶✽ ✷✳✷✺✽ ✷✶✳✻ ✲✷✵✳✾

✶✸ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✲✵✳✸✺✾ ✸✳✾✾✼ ✾✳✸ ✸✳✼

✶✹ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✷✳✼✸✺ ✸✳✶✷✾ ✺✶✳✶ ✲✹✶✳✻

❲②♠✐❛7 ✇②❦♦7③②/%②✇❛♥❡❥ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✷✳✷✹✮ ♠❛❝✐❡7③② A ❞❧❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ❜②➟ 78✇♥② 90 000 × 90 000✱ ❛ ❥❡❥ /%7✉❦%✉7❛ ③♦/%❛➟❛ ③✐❧✉/%7♦✇❛♥❛

♥❛ 7②/✳ ✻✳✼✳

❈❤❛7❛❦%❡7②/%②❝③♥→ ❝❡❝❤→ ✇②♥✐❦8✇ ❥❡/% ✐❝❤ ❜❛7❞③♦ ❞✉➺❛ ✇7❛➺❧✐✇♦➧➣ ✇③❣❧➛❞❡♠

❧✐❝③❜② ♣78❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤ ✇②❦♦7③②/%❛♥②❝❤ ♣♦❞❝③❛/ ♦❜❧✐❝③❡➠✱ ❝♦ ✇✐❞♦❝③♥❡ ❥❡/%

③✇➟❛/③❝③❛ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♣❛7② ✇➛③➟8✇ N2 ✐ N3✳ ❉❧❛ ❝❡❧8✇ ♣♦78✇♥❛✇❝③②❝❤✱ ✇ ❞❛❧✲

/③❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♣7③❡❛♥❛❧✐③♦✇❛♥♦ ✇②♥✐❦✐ ♦%7③②♠❛♥❡ ♣7③② ✉➺②❝✐✉ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥

❞➟✉❣♦➧❝✐ ✭15 000 ♣78❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤✮✱ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ %♦ ♠✐❛➟♦ ♠✐❡❥/❝❡ ✇ ✇②♣❛❞❦✉

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛/②✳

❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦/③❝③❡❣8❧♥②❝❤ ♠❛/ ✭✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♣7③② ✉➺②❝✐✉

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✐ ❞❧❛ ✇/③②/%❦✐❝❤ 7♦③✇❛➺❛♥②❝❤ ♣❛7 ✇➛③➟8✇✮ ♠✐❡➧❝✐➟

/✐➛ ✇ ③❛❦7❡/✐❡ ♦❞ −152.6% ❞♦ 140.6%✱ ❛ ✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ➧7❡❞♥✐♦❦✇❛❞7❛%♦✇②

✇②♥✐8/➟ 30.9% ✐ ❜②➟ ♣♦♥❛❞ /③❡➧❝✐♦❦7♦%♥✐❡ ✇✐➛❦/③② ♥✐➺ ✇ ♣7③②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐

♠❛/② ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦❛✳ ❚❛❦ ✇②/♦❦✐❡ ✇❛7%♦➧❝✐ ❜➟➛❞8✇ ✇③❣❧➛❞♥②❝❤ ♣♦❞✲

✇❛➺❛❥→ ♣7❛❦%②❝③♥② /❡♥/ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐✳ ◆❛❧❡➺② ❥❡❞♥❛❦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡✿



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✶✼

❼ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐ ♠❛0 ♦❞✇❛➺♥✐❦3✇ ♣4③②+✇✐❡4❞③♦♥②❝❤ ❞♦ ❞✇3❝❤

✇➛③➟3✇ 0❦4❛❥♥②❝❤ N1 ✐ N3 ✭♣❛+4③ 4②0✳ ✻✳✶✸ ✐ +❛❜❡❧❛ ✻✳✻✮✱ ✇③❣❧➛❞♥❡ ❜➟➛❞②

✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐ ❜②➟② ③♥❛❝③→❝♦ ♥✐➺0③❡ ✐ ♠✐❡➧❝✐➟② 0✐➛ ✇ ③❛❦4❡0✐❡ ♦❞ −30.6% ❞♦
✸✹✳✵✪ ③ ✇❛4+♦➧❝✐→ ➧4❡❞♥✐♦❦✇❛❞4❛+♦✇→ ♥❛ ❛❦❝❡♣+♦✇❛❧♥②♠ ♣♦③✐♦♠✐❡ ✶✸✳✽✪✳

❲ +②♠ ✇②♣❛❞❦✉ ✇✐➛❦0③❛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐ ✇②♥✐❦❛ ③ ✇✐➛❦0③❡❣♦

✜③②❝③♥❡❣♦ ♦❞❞❛❧❡♥✐❛ ♣✉♥❦+3✇ ♠♦❝♦✇❛♥✐❛ ♦❞✇❛➺♥✐❦3✇ ✐ ✖ ✇ ♣♦43✇♥❛✲

♥✐✉ ❞♦ ♦❞✇❛➺♥✐❦3✇ ✉♠✐❡0③❝③♦♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ 0→0✐❡❞♥✐❝❤ ✖ ✐❝❤ ❜❛4❞③✐❡❥

③43➺♥✐❝♦✇❛♥❡❣♦ ✇♣➟②✇✉ ♥❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥0+4✉❦❝❥✐✳

❼ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ❥❡❞♥♦❝③❡0♥❡❥ ♥✐❡③❡4♦✇❡❥ ♠❛0② ♦❜✉ ♦❞✇❛➺♥✐❦3✇ ✭❣34♥❡

✇②❦4❡0② ♥❛ 4②0✳ ✻✳✶✸✱ ✻✳✶✹ ✐ ✻✳✶✺✮✱ ➧4❡❞♥✐♦❦✇❛❞4❛+♦✇② ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥②

✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐ ❜②➟ ♦❦♦➟♦ ❞✇✉❦4♦+♥✐❡ ♥✐➺0③② ♥✐➺ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♦❣3❧♥②♠✳ ❉❧❛

♥✐❡③❡4♦✇②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ✇0③②0+❦✐❝❤ +4③❡❝❤ ♣❛4 ✇➛③➟3✇ ✇②♥♦0✐➟ ♦♥ ✶✹✳✽✪

✭③❛❦4❡0 ♦❞ −39.5% ❞♦ ✸✶✳✺✪✮✱ ❛ ❞❧❛ ♥✐❡③❡4♦✇②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❥❡❞②♥✐❡
✇ ✇➛③➟❛❝❤ 0❦4❛❥♥②❝❤ ✭N1 ✐ N3✮ +②❧❦♦ ✼✳✷✪ ✭③❛❦4❡0 ♦❞ −14.2% ❞♦ ✾✳✽✪✮✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✽✳✿ ■❞❡♥+②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉ ♠❛0 ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2

✐ N3 ♣4③② ✇②❦♦4③②0+❛♥✐✉ 15 000 ♣43❜❡❦ ❝③❛0♦✇②❝❤✿ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡ ✐ ③✐❞❡♥+②✲
✜❦♦✇❛♥❡ ♦4❛③ ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ♦❜❧✐❝③♦♥② ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮✳ ➅4❡❞♥✐♦❦✇❛❞4❛+♦✇❡

❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ✐❞❡♥+②✜❦❛❝❥✐ ♣♦0③❝③❡❣3❧♥②❝❤ ♠❛0 ✐ ❝❛➟❦♦✇✐+❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛0②

✇②♥✐♦0➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✹✾✳✶✪ ✐ ✼✳✶✪

▼❛0② ❞♦❞❛♥❡ ❬❦❣❪ ▼❛0② ③✐❞❡♥+②✜❦♦✇❛♥❡ ❬❦❣❪ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ❬✪❪

▲♣✳

❲➛③❡➟ N2 ❲➛③❡➟ N3 ❲➛③❡➟ N2 ❲➛③❡➟ N3 ❲➛③❡➟ N2 ❲➛③❡➟ N3

✶ ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✽ ✵✳✹✽✶ ✷✳✵✸✾ ✲✸✶✳✽ ✷✸✳✼

✷ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽ ✶✳✶✼✽ ✷✳✼✷✻ ✲✸✾✳✺ ✸✶✳✺

✸ ✶✳✸✺✺ ✷✳✽✽✽ ✵✳✽✾✺ ✷✳✾✽✺ ✲✶✵✳✾ ✷✳✸

✹ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽ ✶✳✾✺✼ ✸✳✸✸✹ ✲✶✺✳✻ ✼✳✽

✺ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽ ✶✳✹✶✵ ✸✳✹✵✺ ✶✳✶ ✲✾✳✷

✻ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽ ✸✳✾✼✶ ✷✳✹✶✶ ✶✻✳✻ ✲✷✶✳✾

✼ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✶✻✼ ✵✳✶✸✺ ✶✸✳✾ ✾✳✾

✽ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✾✽✽ ✶✳✻✻✵ ✲✻✺✳✹ ✺✽✳✶

✾ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✲✷✳✵✷✻ ✺✳✹✷✶ ✲✶✺✷✳✻ ✶✹✵✳✻

✶✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✸✳✾✵✽ ✶✳✷✶✻ ✲✷✼✳✵ ✷✷✳✼

✶✶ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✵✳✽✸✵ ✵✳✹✽✺ ✻✶✳✷ ✲✻✹✳✷

✶✷ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✺✺✷ ✷✳✶✹✷ ✶✾✳✸ ✲✷✺✳✵

✶✸ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✵✳✼✶✹ ✷✳✾✵✺ ✶✽✳✺ ✲✷✹✳✼

✶✹ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✺✻ ✹✳✾✹✾ ✶✳✶ ✲✼✳✻



✶✶✽ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

◆✐"❦❛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇✐→➺❡ "✐➛ ③❡ ③➟②♠ ✉✇❛8✉♥❦♦✇❛♥✐❡♠

♥✉♠❡8②❝③♥②♠ ③❛❞❛♥✐❛ ✭❝♦ ❥❡", ✇✐❞♦❝③♥❡ ③✇➟❛"③❝③❛ ❞❧❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ✇ "→"✐❡❞✲

♥✐❝❤ ♣❛8❛❝❤ ✇➛③➟>✇✮ ♦8❛③ ③ ♠❛➟②♠ ",♦"✉♥❦✐❡♠ ✇②❦♦8③②",②✇❛♥❡❣♦ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐✲

❛❝❤ "②❣♥❛➟✉ ✉➺②,❡❝③♥❡❣♦ ❞♦ "③✉♠✉ ♣♦♠✐❛8♦✇❡❣♦ ✇ ③❛❦8❡"✐❡ ✇②"♦❦✐❝❤ ❝③➛",♦➧❝✐✳

➅✇✐❛❞❝③② ♦ ,②♠ ❦"③,❛➟, ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✱ ❦,>8❡❥ ✇❛8",✇✐❝❡ ❞❧❛ ♣8③②❦➟❛❞♦✇❡❥ ♣❛8②

♦❞✇❛➺♥✐❦>✇ ♦ ♠❛"✐❡ ✷✳✽✺✺ ❦❣ ✐ ✶✳✸✽✽ ❦❣ ✉♠✐❡"③❝③♦♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ "❦8❛❥♥②❝❤

N1 ✐ N3 ✭♦❜❧✐❝③♦♥❡ ❞❧❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐✮ ♣♦❦❛③❛♥♦ ♥❛ 8②"✳ ✻✳✶✷✳

❑"③,❛➟, ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♣8③②♣♦♠✐♥❛ ❞➟✉❣→ ✇→"❦→ ❞♦❧✐♥➛✳ ❚❛❦✐❡ ❥❡❥ ✉❦"③,❛➟,♦✇❛♥✐❡

♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ➟❛,✇❡ ③♥❛❧❡③✐❡♥✐❡ ❞♥❛ ❞♦❧✐♥②✱ ❝♦ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ♣❡✇♥❡❥

✇❛➺♦♥❡❥ "✉♠② ♠❛" ♦❞✇❛➺♥✐❦>✇ ✭✇ ♣8③②❜❧✐➺❡♥✐✉ ✐❝❤ ♠❛"② "✉♠❛8②❝③♥❡❥✮✳ N8❡✲

❝②③②❥♥❡ 8♦③8>➺♥✐❡♥✐❡ ♠❛" ♣♦"③❝③❡❣>❧♥②❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦>✇ ✇ ♦❜❡❝♥♦➧❝✐ "③✉♠✉ ♣♦♠✐✲

❛8♦✇❡❣♦ ❥❡", ♥❛,♦♠✐❛", ③❛❞❛♥✐❡♠ ❜❛8❞③♦ ,8✉❞♥②♠ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ ❜8❛❦ ✇②8❛➵♥❡❣♦

♠✐♥✐♠✉♠ ✇③❞➟✉➺ ❞♥❛ ❞♦❧✐♥②✱ ❝♦ ❥❡", ♣♦✇♦❞❡♠ ✇②",➛♣♦✇❛♥✐❛ ③♥❛❝③♥❡❣♦ 8♦③8③✉,✉

✇③❞➟✉➺ ♣8③②❜❧✐➺♦♥❡❣♦ ❞♥❛ ❞♦❧✐♥② ✇❛8,♦➧❝✐ ③✐❞❡♥,②✜❦♦✇❛♥②❝❤ ♣8③② ✇②❦♦8③②",❛✲

♥✐✉ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ 8>➺♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐✳ N♦,✇✐❡8❞③❛ ,♦ 8>✇♥✐❡➺ 8❡❧❛,②✇♥✐❡ ❞✉➺❛ ✇③❣❧➛❞♥❛

❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ "✉♠❛8②❝③♥❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛"② ✭"✉♠❛ ♠❛" ♦❞✇❛➺♥✐❦>✇✮✿

❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ♠✐❡➧❝✐➟② "✐➛ ✇ ③❛❦8❡"✐❡ ♦❞ −13.9% ❞♦ 3.5% ③ ✇❛8,♦➧❝✐→ ➧8❡❞✲

♥✐♦❦✇❛❞8❛,♦✇→ 8>✇♥→ 6.2% ✐ ❜②➟② ③♥❛❝③→❝♦ ♥✐➺"③❡ ♦❞ ❜➟➛❞>✇ ✇③❣❧➛❞♥②❝❤ ✐❞❡♥✲

,②✜❦❛❝❥✐ ♣♦"③❝③❡❣>❧♥②❝❤ ♠❛"✳

◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✖ ③✇➟❛"③❝③❛ ✇ ♣8③②♣❛❞❦❛❝❤ ❣❞② ❥❡❞♥❛ ③ ✐❞❡♥,②✜❦♦✇❛✲

♥②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❥❡", ③❡8♦✇❛ ✖ ③✐❞❡♥,②✜❦♦✇❛♥❡ ✇❛8,♦➧❝✐ ♥✐❡❦,>8②❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐

♠♦❣→ ❜②➣ ✉❥❡♠♥❡✱ ♣❛,8③ ❞♦❧♥❡ ✇②❦8❡"② ♥❛ 8②"✳ ✻✳✶✸✱ ✻✳✶✹ ✐ ✻✳✶✺✳ ❲ ❡❦"♣❡8②✲

♠❡♥❝✐❡ ✐❞❡♥,②✜❦♦✇❛♥❡ "→ ♠❛"② ♦❞✇❛➺♥✐❦>✇ ♣8③②,✇✐❡8❞③♦♥②❝❤ ✜③②❝③♥✐❡ ❞♦ ❦♦♥✲

",8✉❦❝❥✐✱ ❛ ✇✐➛❝ ✇②♥✐❦✐ ✉❥❡♠♥❡ "→ ❥❡❞②♥✐❡ ♥✐❡✜③②❝③♥②♠ ❡❢❡❦,❡♠ ③❛",♦"♦✇❛♥✐❛

♦♣,②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ❜❡③ ♦❣8❛♥✐❝③❡➠✳ ❲ ❞❛❧"③②❝❤ 8♦③✇❛➺❛♥②❝❤ ♣8③②♣❛❞✲

❦❛❝❤ ✇②❦♦8③②",②✇❛♥❛ ❜➛❞③✐❡ ③❛,❡♠ ♦♣,②♠❛❧✐③❛❝❥❛ ③ ✜③②❝③♥②♠✐ ♦❣8❛♥✐❝③❡♥✐✲

❛♠✐ ✇ ♣♦",❛❝✐ ✇②♠❛❣❛♥✐❛ ♥✐❡✉❥❡♠♥♦➧❝✐ ✐❞❡♥,②✜❦♦✇❛♥②❝❤ ♥✐❡✇✐❛❞♦♠②❝❤ ♠❛"

♦❞✇❛➺♥✐❦>✇✳ ❲ ❝❡❧✉ ✉♠♦➺❧✐✇✐❡♥✐❛ ✐❧♦➧❝✐♦✇❡❣♦ ♣♦8>✇♥❛♥✐❛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✐❞❡♥✲

,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛"✉ ✐ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ♦❜❧✐❝③♦♥♦ ❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡

✇②♥✐❦>✇ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ 8>✇♥✐❡➺ ♣8③② ③❛➟♦➺❡♥✐✉ ✇②➺❡❥ ✇②♠✐❡♥✐♦♥②❝❤ ♦❣8❛♥✐❝③❡➠✳

❉❧❛ ♣♦"③❝③❡❣>❧♥②❝❤ ♠❛" ♠✐❡➧❝✐➟② "✐➛ ♦♥❡ ✇ ③❛❦8❡"✐❡ ♦❞ −100.0% ❞♦ 82.7%
③ ✇❛8,♦➧❝✐→ ➧8❡❞♥✐♦❦✇❛❞8❛,♦✇→ 8>✇♥→ ✷✺✳✷✪✱ ♥❛,♦♠✐❛", ❞❧❛ ❝❛➟❦♦✇✐,❡❥ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐ ♠❛"② ③❛❦8❡" ❜➟➛❞>✇ ✇③❣❧➛❞♥②❝❤ 8♦③❝✐→❣❛➟ "✐➛ ♦❞−18.3% ❞♦ ✾✳✺✪ ③ ✇❛8,♦➧✲
❝✐→ ➧8❡❞♥✐♦❦✇❛❞8❛,♦✇→ 8>✇♥→ ✻✳✹✪✳ ◆❛8③✉❝❡♥✐❡ ✜③②❝③♥②❝❤ ♦❣8❛♥✐❝③❡➠

③♠♥✐❡❥"③②➟♦ ✇③❣❧➛❞♥❡ ❜➟➛❞② ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ♣♦"③❝③❡❣>❧♥②❝❤ ♠❛" ♦8❛③ ③✇✐➛❦"③②➟♦

❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ "✉♠❛8②❝③♥❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛"②✳

❖❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ♣8③②♣❛❞❦♦✇✐ ③✐❧✉",8♦✇❛♥❡♠✉ ♥❛ 8②"✳ ✻✳✶✷ ♣8③②❦➟❛❞♦✇❡

③♠✐❡8③♦♥❡ ✐ ♦❜❧✐❝③♦♥❡ ♣8③❡❜✐❡❣✐ ❝③❛"♦✇❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥",8✉❦❝❥✐ ♣♦8>✇♥❛♥♦ ♥❛

8②"✳ ✻✳✶✻✿ ③♠✐❡8③♦♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ u▲(t) ❦♦♥",8✉❦❝❥✐ 8❡❢❡8❡♥❝②❥♥❡❥✱ ③♠✐❡8③♦♥→
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✸✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ /❦6❛❥♥②❝❤

N1 ✐ N3✱ ✇②♥✐❦ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛♥❡❥ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐✲

❛❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥/%6✉❦❝❥✐✿ ✭✇②❦6❡/ ❣@6♥②✮ ♦❜✐❡ ❞♦❞❛♥❡ ♠❛/② ♥✐❡③❡6♦✇❡❀

✭✇②❦6❡/ ❞♦❧♥②✮ ❥❡❞♥❛ ③ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ③❡6♦✇❛✳ ❖❦6➛❣✐ ♦③♥❛❝③❛❥→ 6③❡❝③②✇✐/%❡

✇❛6%♦➧❝✐ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤❀ ♣✉♥❦%② ♦③♥❛❝③❛❥→ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ❞❧❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❞ ✼✺✵✵ ♣6@❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤ ✭❥❛/♥❡ ♣✉♥❦%②✮ ❞♦ 15 000 ♣6@❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤

✭♣✉♥❦%② ❝✐❡♠♥❡✮ ③ ❦6♦❦✐❡♠ ❝♦ ✷✺✵ ♣6@❜❡❦
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✹✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N2

❞✇6❝❤ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉✱ ✇②♥✐❦ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ❞➟✉✲

❣♦➧❝✐ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛♥❡❥ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥/%?✉❦❝❥✐✿ ✭✇②❦?❡/ ❣6?♥②✮ ♦❜✐❡

❞♦❞❛♥❡ ♠❛/② ♥✐❡③❡?♦✇❡❀ ✭✇②❦?❡/ ❞♦❧♥②✮ ❥❡❞♥❛ ③ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ③❡?♦✇❛✳ ❖❦?➛❣✐

♦③♥❛❝③❛❥→ ?③❡❝③②✇✐/%❡ ✇❛?%♦➧❝✐ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤❀ ♣✉♥❦%② ♦③♥❛❝③❛❥→ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥✲

%②✜❦❛❝❥✐ ❞❧❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❞ ✼✺✵✵ ♣?6❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤ ✭❥❛/♥❡ ♣✉♥❦%②✮ ❞♦

15 000 ♣?6❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤ ✭♣✉♥❦%② ❝✐❡♠♥❡✮ ③ ❦?♦❦✐❡♠ ❝♦ ✷✺✵ ♣?6❜❡❦
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✺✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2 ✐ N3

❞✇6❝❤ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉✱ ✇②♥✐❦ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ❞➟✉✲

❣♦➧❝✐ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛♥❡❥ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥/%?✉❦❝❥✐✿ ✭✇②❦?❡/ ❣6?♥②✮ ♦❜✐❡

❞♦❞❛♥❡ ♠❛/② ♥✐❡③❡?♦✇❡❀ ✭✇②❦?❡/ ❞♦❧♥②✮ ❥❡❞♥❛ ③ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤ ③❡?♦✇❛✳ ❖❦?➛❣✐

♦③♥❛❝③❛❥→ ?③❡❝③②✇✐/%❡ ✇❛?%♦➧❝✐ ♠❛/ ❞♦❞❛♥②❝❤❀ ♣✉♥❦%② ♦③♥❛❝③❛❥→ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥✲

%②✜❦❛❝❥✐ ❞❧❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❞ ✼✺✵✵ ♣?6❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤ ✭❥❛/♥❡ ♣✉♥❦%②✮ ❞♦

15 000 ♣?6❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤ ✭♣✉♥❦%② ❝✐❡♠♥❡✮ ③ ❦?♦❦✐❡♠ ❝♦ ✷✺✵ ♣?6❜❡❦
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odpowiedz obliczona H3.05 kg, 1.07 kgL
odpowiedz zmierzona H2.86 kg, 1.39 kgL
odpowiedz referencyjna

❋✐❣✉'❡ ✻✳✶✻✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ❞✇-❝❤ ♠❛0 ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉✿ ♣♦6-✇♥❛♥✐❡

♣6③②❦➟❛❞♦✇②❝❤ ③♠✐❡6③♦♥②❝❤ ✐ ♥✐❡♣❛6❛♠❡%6②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

❦♦♥0%6✉❦❝❥✐ ✭✷✳✽✺✺ ❦❣ ✇ ✇➛➵❧❡ N1 ✐ ✶✳✸✽✽ ❦❣ ✇ ✇➛➵❧❡ N3✮

✻✳✷✳✷✳✸ ❚%③② ♠❛*② ✇➛③➟♦✇❡

❩ ✉✇❛❣✐ ♥❛ ♥✐0❦→ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ❥❡❞♥♦❝③❡0♥❡❥ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉

♠❛0 ❞✇-❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦-✇✱ ✇✐❞♦❝③♥→ ③✇➟❛0③❝③❛ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✇➛③➟-✇

N2 ✐ N3 ✭6②0✳ ✻✳✶✺✮✱ ♣6-❜② ❥❡❞♥♦❝③❡0♥❡❥ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ %6③❡❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛0

✉③♥❛♥♦ ③❛ ❜❡③❝❡❧♦✇❡ ✐ ✐❝❤ ③❛♥✐❡❝❤❛♥♦✳

✻✳✷✳✸ ■❞❡♥(②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉ ③❛❧❡➺→ ♦❞ ❧✐❝③❜② ♣6-❜❡❦ ❝③❛0♦✇②❝❤

✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥②❝❤ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤✱ ♣❛%6③ 6②0✳ ✻✳✽✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③❛❧❡➺② ♦❞ ♦❜0③❛6✉ ✇✐❛6②❣♦❞✲

♥♦➧❝✐ %6❛♥0❢♦6♠❛%②✱ ❦%-6② ♣♦✇✐♥✐❡♥ ❜②➣ ✇②③♥❛❝③♦♥② ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✉✇❛❣❛♠✐

♣♦❝③②♥✐♦♥②♠✐ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✹✳✷✳✹✳ ❲ ✉❥➛❝✐✉ ❞②0❦6❡%♥②♠✱ ♣❛%6③ ❈③➛➧➣ ✹✳✸✳✹✱ ✇②③✲

♥❛❝③❡♥✐❡ ♦❜0③❛6✉ ✇✐❛6②❣♦❞♥♦➧❝✐ 0♣6♦✇❛❞③❛ 0✐➛ ❞♦ ♦❦6❡➧❧❡♥✐❛ ❞②0❦6❡%♥②❝❤ ③❜✐♦6-✇

❧✐♥✐✐ 0♣❡❦%6❛❧♥②❝❤ Lω ✐ ✇0♣-➟❝③②♥♥✐❦-✇ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ Lη ✉✇③❣❧➛❞✲

♥✐❛♥②❝❤ ✇ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✹✳✷✽✮✳ ❲❡ ✇0③②0%❦✐❝❤ ♣♦♥✐➺❡❥ ♦♣✐0❛♥②❝❤ ♣6③②♣❛❞❦❛❝❤

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③❛➟♦➺♦♥♦ 0%❛➟→ ✇❛6%♦➧➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇❛❣♦✇❡❥✱ %♦ ❥❡0% w2(ω) = 1 ❞❧❛



✶✷✹ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

ω ∈ Lω✳

❼ ▲✐♥✐❡ $♣❡❦'(❛❧♥❡ Lω✳ ❩❜✐$% Lω ③❛✇✐❡%❛➟ ♣♦❝③→/❦♦✇❡ ❧✐♥✐❡ 3♣❡❦/%❛❧♥❡

♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ❧✐3/❦♦♠ ❣➟$✇♥②♠ /%❛♥3❢♦%♠❛/ ❋❋❚ ✇3③②3/❦✐❝❤ ❡❦3♣❡%②✲

♠❡♥/❛❧♥②❝❤ >✉❛3✐ ✐♠♣✉❧3♦✇②❝❤ ✇②♠✉3③❡➠ ♠➟♦/❦✐❡♠ ♠♦❞❛❧♥②♠ ✇②❦♦✲

%③②3/❛♥②❝❤ ✇ ♣%♦❝❡3✐❡ ❜✉❞♦✇② ♥✐❡♣❛%❛♠❡/%②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ❦♦♥3/%✉❦❝❥✐✳

◆❛❥3③❡%3③② ③ /②❝❤ ❧✐3/❦$✇ ♠✐❛➟ 3③❡%♦❦♦➧➣ ♦❦✳ ✽✺✵ ❍③✱ ❛ ✇✐➛❝ ♣%③②❥➛/♦✱ ➺❡

③❜✐$% Lω ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ③❛❦%❡3♦✇✐ ♦❞ ✵ ❍③ ❞♦ ♦❦✳ ✽✺✵ ❍③ ✐ ③❛✇✐❡%❛ ✷✶✵ ❧✐♥✐✐

3♣❡❦/%❛❧♥②❝❤✳

❼ ❲$♣-➟❝③②♥♥✐❦✐ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ Lη✳ ❩❜✐$% Lη ✇❛%/♦➧❝✐

✇3♣$➟❝③②♥♥✐❦$✇ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ③♦3/❛➟ ✇②③♥❛❝③♦♥② ✇ ♣%♦✲

❝❡❞✉%③❡ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❥ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❛♥❛❧✐③② ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛3✉✱ /♦ ❥❡3/ ♥❛

♣♦❞3/❛✇✐❡ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛3② ❞♦❞❛♥❡❥

✭♣%③❡♣%♦✇❛❞③♦♥❡❥ ♣%③② ✉➺②❝✐✉ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ✇❛%/♦➧❝✐ ✇3♣$➟❝③②♥♥✐❦❛ ③❛♥✐❦❛✲

♥✐❛ ♦❦♥❛ ❋❋❚✱ ❛ ✇✐➛❝ ❡❢❡❦/②✇♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛3/♦➧❝✐✮✳ ❩❜✐$% ✇3③②3/✲

❦✐❝❤ ♠♦➺❧✐✇②❝❤ ✇❛%/♦➧❝✐ η ♣♦❞❞❛♥♦ ❞②3❦%❡/②③❛❝❥✐ ③ ❦%♦❦✐❡♠ ✵✳✶ ✇③❣❧➛✲

❞❡♠ ✇②❦➟❛❞♥✐❦❛ /➟✉♠✐❡♥✐❛ ♦❦♥❛ ♥❛ ❦♦♥✐❡❝ ♣%③❡❞③✐❛➟✉ ❝③❛3♦✇❡❣♦✱ /♦ ❥❡3/

✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥♦ ❥❡❞②♥✐❡ ♥❛3/➛♣✉❥→❝❡ ✇❛%/♦➧❝✐ ❞②3❦%❡/♥❡✿

η = − 1

T
log10 a, a = 0.0, 0.1, 0.2, . . . , ✭✻✳✷✮

❣❞③✐❡ T ❥❡3/ ❞➟✉❣♦➧❝✐→ ♣%③❡❞③✐❛➟✉ ❝③❛3♦✇❡❣♦✱ ✐ ❞♦ ③❜✐♦%✉ Lη ③❛❧✐❝③♦♥♦ /❡

3♣♦➧%$❞ ♥✐❝❤✱ ❞❧❛ ❦/$%②❝❤ ➧%❡❞♥✐♦❦✇❛❞%❛/♦✇② ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐

♥✐❡ ♣%③❡❦%❛❝③❛➟ ✇❛%/♦➧❝✐ ✸✪✱ ♣❛/%③ %②3✳ ✻✳✶✽✳

✻✳✷✳✸✳✶ %♦❥❡❞②♥❝③❛ ♠❛0❛ ✇➛③➟♦✇❛

■❞❡♥/②✜❦❛❝❥➛ ♣%③❡♣%♦✇❛❞③♦♥♦ ♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ✇ ❦❛➺❞②♠ ③ ✶✷ ♣%③②♣❛❞❦$✇

♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝②♠ ❝③/❡%❡♠ ♠❛3♦♠ ✭/❛❜❡❧❛ ✻✳✷✮ ✉♠✐❡3③❝③♦♥②♠ ❦♦❧❡❥♥♦ ✇ ❦❛➺❞②♠

③ /%③❡❝❤ ✇➛③➟$✇ N1✱ N2 ✐ N3✳ ❲ ❝❡❧✉ ✉♥✐❦♥✐➛❝✐❛ ♥✐❡3/❛❜✐❧♥♦➧❝✐ ♥✉♠❡%②❝③♥②❝❤✱

✇❡❦/♦% ♣3❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡➠ ✇②③♥❛❝③❛♥♦ ♣♦♣%③❡③ %♦③✇✐→③❛♥✐❡ %$✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✵✮ ③ %❡❣✲

✉❧❛%②③❛❝❥→ ♥✉♠❡%②❝③♥→ ♠❡/♦❞→ ❚❙❱❉ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ✶✪ ✭✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛3✉ ❡❢❡❦/

%❡❣✉❧❛%②③❛❝❥✐ ♦3✐→❣♥✐➛/♦ ♣♦♣%③❡③ ③❛3/♦3♦✇❛♥✐❡ ✐/❡%❛❝②❥♥❡❥ ♠❡/♦❞② ❈●▲❙✮✱ ♣❛/%③

❘♦③❞③✐❛➟ ✺✳

❩❣♦❞♥✐❡ ③ ♦♣✐3❛♥→ ♣♦✇②➺❡❥ ♣%♦❝❡❞✉%→✱ ✇ ❝❡❧✉ ♦❦%❡➧❧❡♥✐❛ ③❜✐♦%✉ Lη ✇3♣$➟❝③②♥✲

♥✐❦$✇ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦✱ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥➛ ♣♦❝③→/❦♦✇♦ ♣%③❡♣%♦✇❛❞③♦♥♦

♦❞❞③✐❡❧♥✐❡ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ✇❛%/♦➧❝✐ ✇3♣$➟❝③②♥♥✐❦❛ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ✇②③♥❛❝✲

③♦♥❡❥ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✻✳✷✮✳ ❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ♣%③❡❞3/❛✇✐♦♥♦ ♥❛ %②3✳ ✻✳✶✼✱

❛ ➧%❡❞♥✐♦❦✇❛❞%❛/♦✇② ❜➟→❞ ✐❞❡♥/②✜❦❛❝❥✐ ♥❛ %②3✳ ✻✳✶✽✳ _♦♠✐♠♦ ❡✇✐❞❡♥/♥②❝❤ ❞%♦❜✲

♥②❝❤ ♥✐❡%❡❣✉❧❛%♥♦➧❝✐✱ 3♣♦✇♦❞♦✇❛♥②❝❤ ✇♣➟②✇❡♠ ③➟❡❣♦ ✉✇❛%✉♥❦♦✇❛♥✐❛



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✷✺
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❋✐❣✉'❡ ✻✳✶✼✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛0%♦➧❝✐✿

✇②♥✐❦ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✇②❦➟❛❞♥✐❦❛ ✇❛8%♦➧❝✐ %➟✉♠✐❡♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞✲

♥✐❝③❡❣♦ ♥❛ ❦♦♥✐❡❝ ♣8③❡❞③✐❛➟✉ ❝③❛0♦✇❡❣♦✱ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✻✳✷✮✳ ❘③❡❝③②✇✐0%❡

✇❛8%♦➧❝✐ ♠❛0 ❞♦❞❛♥②❝❤ 0→ ♦③♥❛❝③♦♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣♦③✐♦♠②❝❤ ❧✐♥✐✐ ♣8③❡8②✇❛♥②❝❤

♥✉♠❡8②❝③♥❡❣♦ 8E✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✵✮✱ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ❝❤❛8❛❦%❡8②③✉❥→ 0✐➛ ❞✉➺→

❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐→ ✇③❣❧➛❞♥→ ✐ 0%❛❜✐❧♥♦➧❝✐→ ✇ 0③❡8♦❦✐♠ ③❛❦8❡0✐❡ ✇❛8%♦➧❝✐ ✇0♣E➟❝③②♥✲

♥✐❦❛ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦✳ ❉♦ ③❜✐♦8✉ Lη ③❛❧✐❝③♦♥♦ %❡ ✇❛8%♦➧❝✐ ✇0♣E➟❝③②♥✲

♥✐❦❛✱ ❞❧❛ ❦%E8②❝❤ ❜➟→❞ ➧8❡❞♥✐♦❦✇❛❞8❛%♦✇② ♥✐❡ ♣8③❡❦8❛❝③❛➟ ♣♦③✐♦♠✉ ✸✪✱ ❝♦

♦❞♣♦✇✐❛❞❛➟♦ ♥❛0%➛♣✉❥→❝②♠ ✇0♣E➟❝③②♥♥✐❦♦♠ %➟✉♠✐❡♥✐❛ ♥❛ ❦♦♥✐❡❝ ♣8③❡❞③✐❛➟✉ ❝③❛✲

0♦✇❡❣♦✿

η = − 1

T
log10 a, a ∈ {2.3, 2.4, . . . , 4.7} . ✭✻✳✸✮

❲②③♥❛❝③♦♥② ✇ %❡♥ 0♣♦0E❜ ♦❜0③❛8 ✇✐❛8②❣♦❞♥♦➧❝✐ %8❛♥0❢♦8♠❛%② ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

✇②❦♦8③②0%❛♥♦ ♥❛0%➛♣♥✐❡ ✇ ❝❡❧✉ ♣8③❡♣8♦✇❛❞③❡♥✐❛ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0②

❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ %♦ ❥❡0% ♣♦♣8③❡③ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥➛ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✭✹✳✷✽✮

♣8③② ❥❡❞♥♦❝③❡0♥②♠ ✉➺②❝✐✉ ✇0③②0%❦✐❝❤ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ✇ ✭✻✳✸✮ ✇0♣E➟❝③②♥♥✐❦E✇

③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦✳ ❲②❦8❡0② ✇❛8%♦➧❝✐ ③♥♦8♠❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉

✭✇ 0❦❛❧✐ ❧♦❣❛8②%♠✐❝③♥❡❥✮ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✇❛8%♦➧❝✐ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ③♠♦❞②✲

✜❦♦✇❛♥②♠ ✇➛➵❧❡ ♣♦❦❛③❛♥♦ ♥❛ 8②0✳ ✻✳✶✾✳ ❲②❦8❡0 ❥❡0% ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥② ❞♦ ♦%8③②♠❛♥❡❣♦

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉ 8②0✳ ✻✳✶✾❀ ♥✐❡③♥❛❝③♥✐❡ ✇✐➛❦0③❛ ♥✐❡8❡❣✉❧❛8♥♦➧➣ ♣8③❡❜✐❡❣E✇

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ 0♣♦✇♦❞♦✇❛♥❛ ❥❡0% ✇♣➟②✇❡♠ ③➟❡❣♦ ✉✇❛8✉♥❦♦✇❛♥✐❛ ♥✉♠❡8②❝③♥❡❣♦
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✽✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③➛0%♦➧❝✐✿ ➧5❡❞✲

♥✐♦❦✇❛❞5❛%♦✇② ❜➟→❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✇②❦➟❛❞♥✐❦❛ ✇❛5%♦➧❝✐ %➟✉♠✐❡♥✐❛

♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ♥❛ ❦♦♥✐❡❝ ♣5③❡❞③✐❛➟✉ ❝③❛0♦✇❡❣♦✱ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✻✳✷✮

5D✇♥❛♥✐❛ ✭✹✳✶✵✮✳ ❩ ✇②❥→%❦✐❡♠ %②❝❤ ❞5♦❜♥②❝❤ ♥✐❡5❡❣✉❧❛5♥♦➧❝✐✱ ✇0③②0%❦✐❡ ❢✉♥❦❝❥❡

❝❡❧✉ 0→ 5❡❧❛%②✇♥✐❡ ❣➟❛❞❦✐❡ ✐ ♠❛❥→ ✉♥✐♠♦❞❛❧♥② ❝❤❛5❛❦%❡5✱ ❝♦ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ✇③❣❧➛❞✲

♥✐❡ ♣5♦0%→ ✐ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥→ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥➛ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ♣♦♣5③❡③ ❧♦❦❛❧✐③❛❝❥➛ ✐❝❤

♠✐♥✐♠D✇✳ ❘③❡❝③②✇✐0%❡ ♠❛0② ♦❞✇❛➺♥✐❦D✇ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ ♣5③❡5②✇❛♥②♠✐ ❧✐♥✐❛♠✐ ♣✐✲

♦♥♦✇②♠✐✳ ▲✐❝③❜♦✇❡ ✇❛5%♦➧❝✐ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥②❝❤ ♠❛0 ♦❞✇❛➺♥✐❦D✇ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ③❛♠✐❡0③❝③♦♥♦ ✇ %❛❜❡❧✐ ✻✳✾ ✇5❛③ ③ ❜➟➛❞❡♠ ✇③❣❧➛❞♥②♠ ✐❞❡♥✲

%②✜❦❛❝❥✐✱ ❦%D5② ♠✐❡➧❝✐➟ 0✐➛ ✇ ③❛❦5❡0✐❡ ♦❞ −5.0✪ ❞♦ 5.6✪✳ ➅5❡❞♥✐♦❦✇❛❞5❛%♦✇②

✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇②♥✐D0➟ 2.9✪ ✐ ❜②➟ ♣5❛✇✐❡ ❞✇✉❦5♦%♥✐❡ ♠♥✐❡❥0③② ♥✐➺

✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉ ✭✺✳✹✪✱ ♣❛%5③ %❛❜❡❧❛ ✻✳✾✮✳

✻✳✷✳✸✳✷ ❉✇✐❡ ♠❛*② ✇➛③➟♦✇❡

❩❛♣5♦♣♦♥♦✇❛♥❛ ♣5♦❝❡❞✉5❛ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♠❛0 ❞♦❞❛♥②❝❤ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ 5❡❧❛%②✇♥✐❡ ✇✐❛5②❣♦❞♥→ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥➛ ♠❛0 ♦❞✇❛➺♥✐❦D✇ ✉♠✐❡0③❝③♦♥②❝❤

✇ ❞♦✇♦❧♥②❝❤ ③ %❡0%♦✇❛♥②❝❤ ♣❛5 ✇➛③➟D✇✳ ❙%❛♥♦✇✐ %♦ ✐0%♦%♥② ♣♦0%➛♣ ✇ ♣♦5D✇♥❛✲

♥✐✉ ❞♦ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛0✉✱ ❣❞③✐❡ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2 ✐ N3 ✇✐❛5②❣♦❞♥❛

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♥✐❡ ❜②➟❛ ♠♦➺❧✐✇❛✳

S♦❞❝③❛0 ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇②❦♦5③②0%❛♥♦ ✇②③♥❛❝③♦♥② ♣♦✇②➺❡❥ ♦❜0③❛5 ✇✐❛5②❣♦❞✲
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❋✐❣✉'❡ ✻✳✶✾✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✿ ③♥♦6✲

♠❛❧✐③♦✇❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥❡ ❝❡❧✉✳ ❘③❡❝③②✇✐0%❡ ✇❛6%♦➧❝✐ ♠❛0 ❞♦❞❛♥②❝❤ 0→ ♦③♥❛❝③♦♥❡ ③❛

♣♦♠♦❝→ ♣✐♦♥♦✇②❝❤ ❧✐♥✐✐ ♣6③❡6②✇❛♥②❝❤

❚❛❜❧❡ ✻✳✾✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛0② ❞♦❞❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✿ ♠❛0❛

❞♦❞❛♥❛✱ ♠❛0❛ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❛ ✐ ✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐✳ ➅6❡❞♥✐♦❦✇❛❞6❛%♦✇②

✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇②♥✐E0➟ ✷✳✾✪

▼❛0❛ ▼❛0❛ ❇➟→❞

❲➛③❡➟

❞♦❞❛♥❛ ❬❦❣❪ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❛ ❬❦❣❪ ✇③❣❧➛❞♥② ❬✪❪

N1 ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✷✷ ✲✷✳✺

N1 ✷✳✽✺✺ ✷✳✼✾✽ ✲✷✳✵

N1 ✸✳✽✺✺ ✸✳✽✼✾ ✵✳✻

N1 ✺✳✸✺✺ ✺✳✷✹✸ ✲✷✳✶

N2 ✶✳✸✺✺ ✶✳✹✸✶ ✺✳✻

N2 ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✾✹ ✶✳✹

N2 ✸✳✽✺✺ ✸✳✻✻✷ ✲✺✳✵

N2 ✺✳✸✺✺ ✺✳✶✽✶ ✲✸✳✸

N3 ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✵ ✶✳✾

N3 ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✵✺ ✲✶✳✼

N3 ✸✳✽✺✺ ✸✳✼✽✻ ✲✶✳✽

N3 ✺✳✸✺✺ ✺✳✷✶✹ ✲✷✳✻
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❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♠❛4 ❞✇5❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦5✇ ❞♦✲

❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N3✿ ♠❛4② ❞♦❞❛♥❡ ✐ ♠❛4② ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ♦<❛③

❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♦❜❧✐❝③♦♥② ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮✳ ➅<❡❞♥✐♦❦✇❛❞<❛%♦✇❡

❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦4③❝③❡❣5❧♥②❝❤ ♠❛4 ✐ ❝❛➟❦♦✇✐%❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛4②

✇②♥✐♦4➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✻✳✽✪ ✐ ✸✳✶✪

▼❛4② ❞♦❞❛♥❡ ❬❦❣❪ ▼❛4② ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ❬❦❣❪ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ❬✪❪

▲♣✳

❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N3 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N3 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N3
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✹ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽ ✸✳✸✽✹ ✷✳✸✷✹ ✾✳✷ ✲✾✳✽

✺ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽ ✵✳✾✹✻ ✸✳✾✽✾ ✲✼✳✽ ✶✳✾

✻ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽ ✷✳✽✵✾ ✸✳✽✶✵ ✲✵✳✼ ✲✶✳✷

✼ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✶✷✷ ✵✳✶✼✾ ✲✶✼✳✷ ✶✸✳✷

✽ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✳✼✽✸ ✵✳✵✶✸ ✲✷✳✺ ✵✳✺

✾ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✼ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶ ✵✳✶

✶✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✺✳✷✸✸ ✵✳✵✵✹ ✷✳✽ ✵✳✶

✶✶ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✷✻ ✶✳✸✻✸ ✶✳✾ ✵✳✻

✶✷ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✷✻✻ ✷✳✻✶✷ ✾✳✸ ✲✽✳✺

✶✸ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✵✳✹✼✽ ✸✳✹✸✽ ✶✷✳✹ ✲✶✵✳✽

✶✹ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✺✳✷✶✻ ✵✳✵ ✷✳✻

♥♦➧❝✐ %<❛♥4❢♦<♠❛%② ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✭③❛❦<❡4 ❝③➛4%♦%❧✐✇♦➧❝✐ ♦❞ ✵ ❍③ ❞♦ ♦❦✳ ✽✺✵ ❍③✱

③❛❦<❡4 ✇4♣5➟❝③②♥♥✐❦5✇ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ✇❡❞➟✉❣ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ✭✻✳✸✮✱

%♦ ❥❡4% ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝② %➟✉♠✐❡♥✐✉ ♥❛ ❦♦♥✐❡❝ ♣<③❡❞③✐❛➟✉ ❝③❛4♦✇❡❣♦ ✇ ③❛❦<❡4✐❡ ♦❞

10−2.3 ❞♦ 10−4.7✮✳ ◆❛ ♣♦❞4%❛✇✐❡ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❡➠ ③ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥→ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛4✉✱

❣❞③✐❡ ✇ ✇✐❡❧✉ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ❥❡❞♥❛ ③❡ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥②❝❤ ♠❛4 ♠✐❛➟❛ ♥✐❡✜③②❝③♥→

✇❛<%♦➧➣ ✉❥❡♠♥→✱ ♣♦4%❛♥♦✇✐♦♥♦ ♣<③❡♣<♦✇❛❞③✐➣ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥➛ ③ ♦❣<❛♥✐❝③❡♥✐❛♠✐ ❞♦

❞③✐❡❞③✐♥② ♠❛❥→❝❡❥ 4❡♥4 ✜③②❝③♥②✿ ③❛➟♦➺♦♥♦✱ ➺❡ ✇❛<%♦➧❝✐ ♠❛4 4→ ♥✐❡✉❥❡♠♥❡✳ ❲②♥✐❦✐

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③ ♦❣<❛♥✐❝③❡♥✐❛♠✐✱ ♥❛<③✉❝♦♥②♠✐ ♠❡%♦❞→ ③❡✇♥➛%<③♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❦❛<②✱

❞❧❛ ✇4③②4%❦✐❝❤ ♣❛< ✇➛③➟5✇ ♦<❛③ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡ ✐♠ ❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ♦❜❧✐❝③♦♥❡

③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮ ♣<③❡❞4%❛✇✐♦♥♦ ✇ %❛❜❡❧✐ ✻✳✶✵ ✭✇➛③➟② N1 ✐ N3✮✱ %❛❜❡❧✐ ✻✳✶✶ ✭✇➛③➟②

N1 ✐ N2✮ ♦<❛③ %❛❜❡❧✐ ✻✳✶✷ ✭✇➛③➟② N2 ✐ N3✮✳

❆♥❛❧✐③✉❥→❝ ✇②♥✐❦✐ ♠♦➺♥❛ ♣♦❝③②♥✐➣ ♥❛4%➛♣✉❥→❝❡ ✐4%♦%♥❡ ♦❜4❡<✇❛❝❥❡✿

❼ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦4③❝③❡❣5❧♥②❝❤ ♠❛4 ✭✇❡ ✇4③②4%❦✐❝❤ %<③❡❝❤

♣❛<❛❝❤ ✇➛③➟5✇✮ ♠✐❡➧❝✐➟ 4✐➛ ✇ ③❛❦<❡4✐❡ ♦❞ −17.2% ❞♦ 13.2%✱ ❛ ✇③❣❧➛❞♥②



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✷✾

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✶✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♠❛4 ❞✇5❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦5✇ ❞♦✲

❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N1 ✐ N2✿ ♠❛4② ❞♦❞❛♥❡ ✐ ♠❛4② ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ♦<❛③

❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♦❜❧✐❝③♦♥② ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮✳ ➅<❡❞♥✐♦❦✇❛❞<❛%♦✇❡

❜➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦4③❝③❡❣5❧♥②❝❤ ♠❛4 ✐ ❝❛➟❦♦✇✐%❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛4②

✇②♥✐♦4➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✻✳✺✪ ✐ ✹✳✷✪

▼❛4② ❞♦❞❛♥❡ ❬❦❣❪ ▼❛4② ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ❬❦❣❪ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ❬✪❪

▲♣✳

❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N2 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N2 ❲➛③❡➟ N1 ❲➛③❡➟ N2

✶ ✶✳✸✺✺ ✶✳✸✽✽ ✶✳✷✸✵ ✶✳✷✾✻ ✹✳✻ ✲✸✳✼

✷ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽ ✷✳✽✺✺ ✶✳✸✽✽ ✵✳✵ ✵✳✵

✸ ✶✳✸✺✺ ✷✳✽✽✽ ✵✳✽✶✻ ✸✳✶✻✷ ✲✶✷✳✼ ✻✳✺

✹ ✷✳✽✺✺ ✷✳✽✽✽ ✷✳✼✽✼ ✷✳✼✾✺ ✶✳✷ ✲✶✳✻

✺ ✶✳✸✺✺ ✸✳✽✽✽ ✵✳✻✼✹ ✹✳✶✸✷ ✲✶✸✳✵ ✹✳✻

✻ ✷✳✽✺✺ ✸✳✽✽✽ ✷✳✺✸✼ ✸✳✽✾✹ ✲✹✳✼ ✵✳✶

✼ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✶✳✶✸✵ ✵✳✶✻✹ ✲✶✻✳✻ ✶✷✳✶

✽ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✵✵ ✵✳✵✵✵ ✲✶✳✾ ✵✳✵

✾ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✼✾ ✵✳✵✵✵ ✵✳✻ ✵✳✵

✶✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✵✵ ✺✳✷✹✸ ✵✳✵✵✵ ✷✳✶ ✵✳✵

✶✶ ✵✳✵✵✵ ✶✳✸✺✺ ✵✳✵✵✶ ✶✳✸✻✺ ✵✳✶ ✵✳✽

✶✷ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵✵✵ ✷✳✽✺✺ ✵✳✵ ✵✳✵

✶✸ ✵✳✵✵✵ ✸✳✽✺✺ ✵✳✵✾✷ ✸✳✺✾✻ ✷✳✹ ✲✻✳✼

✶✹ ✵✳✵✵✵ ✺✳✸✺✺ ✵✳✺✾✼ ✹✳✼✹✻ ✶✶✳✶ ✶✶✳✹

❜➟→❞ ➧<❡❞♥✐♦❦✇❛❞<❛%♦✇② ✇②♥✐54➟ 5.9%✳ ❲ ♣♦<5✇♥❛♥✐✉ ③ ♣<③②♣❛❞❦✐❡♠

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③ ♦❣<❛♥✐❝③❡♥✐❛♠✐ ❞✇5❝❤ ♠❛4 ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛4✉✱ ❞➟✉❣♦➧➣ ③❛✲

❦<❡4✉ ❜➟➛❞✉ ✇③❣❧➛❞♥❡❣♦ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ❥❡4% ♦❦♦➟♦ 4③❡➧❝✐♦❦<♦%♥✐❡ ♠♥✐❡❥4③❛✱

❛ ✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ➧<❡❞♥✐♦❦✇❛❞<❛%♦✇② ❥❡4% ♣♦♥❛❞ ❝③%❡<♦❦<♦%♥✐❡ ♠♥✐❡❥4③②✳

➅<❡❞♥✐♦❦✇❛❞<❛%♦✇② ✇③❣❧➛❞♥② ❜➟→❞ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ❞✇5❝❤ ♠❛4 ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✭✺✳✾✪✮ ❥❡4% ♣♦<5✇♥②✇❛❧♥② ③❡ ➧<❡❞♥✐♦❦✇❛❞<❛%♦✇②♠ ✇③❣❧➛❞♥②♠

❜➟➛❞❡♠ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛4② ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛4✉ ✭✺✳✹✪✮✳

❼ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♠❛4 ❞✇5❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦5✇ ✭✺✳✾✪✮ ❜②➟ ♦❦♦➟♦

❞✇✉❦<♦%♥✐❡ ✇✐➛❦4③② ♥✐➺ ✇ ♣<③②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♠❛4② ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❣♦

♦❞✇❛➺♥✐❦❛ ✭✷✳✾✪✮✳ X♦❞♦❜♥② ❡❢❡❦%✱ ❝❤♦➣ ✇ ③♥❛❝③♥✐❡ ✇✐➛❦4③②♠ 4%♦♣♥✐✉✱

✇②4%➛♣♦✇❛➟ <5✇♥✐❡➺ ♣♦❞❝③❛4 ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛4✉

✭✺✳✹✪ ✈4✳ ✷✺✳✷✪✱ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ③ ♦❣<❛♥✐❝③❡♥✐❛♠✐✮✳ ❋❛❦% %❡♥ ✇✐→➺❡ 4✐➛ ③❡

③➟②♠ ✉✇❛<✉♥❦♦✇❛♥✐❡♠ ♥✉♠❡<②❝③♥②♠ ③❛❞❛♥✐❛✱ ♦ ❝③②♠ ➧✇✐❛❞❝③② ❦4③%❛➟%

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✱ ❦%5<❡❥ ✇❛<4%✇✐❝❡ ❞❧❛ ♣<③②❦➟❛❞♦✇❡❥ ♣❛<② ♦❞✇❛➺♥✐❦5✇ ♦ ♠❛4✐❡



✶✸✵ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✷✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♠❛4 ❞✇5❝❤ ♦❞✇❛➺♥✐❦5✇ ❞♦✲

❞❛♥②❝❤ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2 ✐ N3✿ ♠❛4② ❞♦❞❛♥❡ ✐ ♠❛4② ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ♦<❛③

❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♦❜❧✐❝③♦♥② ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮✳ ➅<❡❞♥✐♦❦✇❛❞<❛%♦✇❡
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✷✺ ✵✳✵✵✼ ✶✳✶✺✾ ✶✳✹✺✶ ✵✳✸ ✲✼✳✶ ✷✳✸

✷✻ ✵✳✵✵✸ ✷✳✼✺✻ ✶✳✷✻✻ ✵✳✶ ✲✷✳✸ ✲✷✳✾

✷✼ ✵✳✵✵✼ ✶✳✷✵✵ ✷✳✼✽✹ ✵✳✷ ✲✸✳✻ ✲✷✳✺

✷✽ ✵✳✷✼✵ ✷✳✶✼✺ ✸✳✶✸✷ ✹✳✼ ✲✶✶✳✽ ✹✳✷

✷✾ ✵✳✾✺✺ ✵✳✼✽✻ ✸✳✺✼✽ ✶✽✳✷ ✲✶✵✳✾ ✲✺✳✾

✸✵ ✵✳✼✻✻ ✷✳✹✻✸ ✸✳✹✻✶ ✶✶✳✹ ✲✺✳✽ ✲✻✳✸



✶✸✹ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

✻✳✷✳✹ ❉②&❦✉&❥❛ ✇②♥✐❦.✇

❲ ♣"③②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉ ✐1,♦,♥②♠ ♣❛"❛♠❡,"❡♠ ✇♣➟②✲

✇❛❥→❝②♠ ♥❛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ✇②♥✐❦9✇ ❥❡1, ❞➟✉❣♦➧➣ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✱ ❝③②❧✐ ❧✐❝③❜❛ ♣"9❜❡❦

❝③❛1♦✇②❝❤✱ ❦,9"❛ ❜❡③♣♦➧"❡❞♥✐♦ ♦❦"❡➧❧❛ ♥❛ "♦③♠✐❛" ❦❧✉❝③♦✇❡❣♦ "9✇♥❛♥✐❛ ✭✷✳✶✾❜✮✳

❲ ♣"③②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ,❛❦✐♠ ♣❛"❛♠❡,"❡♠ ♦❦❛③❛➟

1✐➛ ✇1♣9➟❝③②♥♥✐❦ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦✱ ❛ ❞♦❦➟❛❞♥✐❡❥ ✇②❦♦"③②1,❛♥②

✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ③❛❦"❡1 ❥❡❣♦ ③♠✐❡♥♥♦➧❝✐✳ ❖❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❞❧❛ ❝❡❧9✇ ♣♦"9✇♥❛✇❝③②❝❤

✇②❦♦♥❛♥♦ ❞❧❛ ♥❛1,➛♣✉❥→❝②❝❤ ✇❛",♦➧❝✐ ,②❝❤ ♣❛"❛♠❡,"9✇✱ ❦,9"❡ ③♦1,❛➟② ✇②③♥❛❝✲

③♦♥❡ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ♦♣✐1❛♥→ ✇ ♣♦♣"③❡❞♥✐❝❤ ♣✉♥❦,❛❝❤ ♣"♦❝❡❞✉"→ ♥❛ ♣♦❞1,❛✇✐❡ ❛♥❛❧✐③②

✇②♥✐❦9✇ ✇1,➛♣♥❡❥ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠❛1②✿

❼ J♦❞❝③❛1 ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉ ✇②❦♦"③②1,❛♥♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥

❞➟✉❣♦➧❝✐✱ ,♦ ❥❡1, 15 000 ♣"9❜❡❦ ❝③❛1♦✇②❝❤✳

❼ J♦❞❝③❛1 ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✇②❦♦"③②1,❛♥♦ ③❛❦"❡1 ③♠✐❡♥✲

♥♦➧❝✐ ③❣♦❞♥② ③ ✭✻✳✸✮✱ ,♦ ❥❡1, ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝② ✇1♣9➟❝③②♥♥✐❦♦✇✐ ,➟✉♠✐❡♥✐❛

♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ♥❛ ❦♦♥✐❡❝ ♦❞❝✐♥❦❛ ❝③❛1♦✇❡❣♦ ✇ ③❛❦"❡1✐❡ ♦❞ 10−2.3

❞♦ 10−4.7✳

❲❛",♦➧❝✐ ♣"♦❝❡♥,♦✇❡ ♠✐♥✐♠❛❧♥②❝❤✱ ♠❛❦1②♠❛❧♥②❝❤ ✐ ➧"❡❞♥✐♦❦✇❛❞"❛,♦✇②❝❤

❜➟➛❞9✇ ✇③❣❧➛❞♥②❝❤ ✇②♥✐❦9✇ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ③ ♦❣"❛♥✐❝③❡♥✐❛♠✐ ✭♥✐❡✉❥❡♠♥❡ ✇❛",♦➧❝✐

♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✮ ❥❡❞♥❡❥✱ ❞✇9❝❤ ✐ ,"③❡❝❤ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♦"❛③ 1✉♠❛"②❝③♥❡❥ ♠❛1② ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐ ③♦1,❛➟② ③❡❜"❛♥❡ ✇ ,❛❜❡❧✐ ✻✳✶✹✳ ❲❛",♦➧❝✐ ♦❜❧✐❝③♦♥♦ ③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮✳ ❲②♥✐❦✐

❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥✐❡ ➧✇✐❛❞❝③→ ♥❛ ❦♦"③②➧➣ ♣"♦❝❡❞✉"② ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱

❦,9"❡❥ ③❛❧❡,② ✖ ✇ ♣♦"9✇♥❛♥✐✉ ❞♦ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉ ✖ ♠♦➺♥❛ ♣♦❞✲

1✉♠♦✇❛➣ ♥❛1,➛♣✉❥→❝♦✿

❼ ▲❡♣#③❛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣✳ ❲❡ ✇1③②1,❦✐❝❤ ♣♦"9✇♥②✇❛♥②❝❤ 1❝❡♥❛"✐✉1③❛❝❤ ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❜②➟② ✐1,♦,♥✐❡ ❞♦❦➟❛❞✲

♥✐❡❥1③❡ ♦❞ ✇②♥✐❦9✇ ♦,"③②♠❛♥②❝❤ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉✱ ③❛"9✇♥♦ ✇ ❦❛,❡✲

❣♦"✐❛❝❤ ③❛❦"❡1✉ ❜➟➛❞9✇✱ ❥❛❦ ✐ ➧"❡❞♥✐♦❦✇❛❞"❛,♦✇❡❣♦ ❜➟➛❞✉ ✇③❣❧➛❞♥❡❣♦✳

J"③②❦➟❛❞♦✇♦✿

✕ ◆✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ 1❝❡♥❛"✐✉1③❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐✱ ➧"❡❞♥✐♦❦✇❛❞"❛,♦✇② ❜➟→❞

✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ❜②➟ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♦❞ ♦❦♦➟♦ ❞✇✉❦"♦,✲

♥✐❡ ❞♦ ♦❦♦➟♦ ❝③,❡"♦❦"♦,♥✐❡ ♠♥✐❡❥1③② ♥✐➺ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉✳

✕ ➅"❡❞♥✐♦❦✇❛❞"❛,♦✇② ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ❥❡❞♥♦❝③❡1♥❡❥ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ,"③❡❝❤ ♠❛1

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❜②➟ ✇ ♣"③②❜❧✐➺❡♥✐✉ "9✇♥② ➧"❡❞♥✐♦❦✇❛❞"❛,♦✇❡♠✉

❜➟➛❞♦✇✐ ✇③❣❧➛❞♥❡♠✉ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉ ❥❡❞②♥✐❡

♣♦❥❡❞②♥❝③❡❥ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1②✳

❼ ❲✐➛❦#③❡ ♠♦➺❧✐✇♦➧❝✐ ✐❞❡♥6②✜❦❛❝❥✐✳ ❲✐❛"②❣♦❞♥❛ ❥❡❞♥♦❝③❡1♥❛ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥❛

,"③❡❝❤ ♠❛1 ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉ ❜②➟❛ ♥✐❡♠♦➺❧✐✇❛✱ ❛ ✐❞❡♥,②✜❦❛❝❥❛ ❞✇9❝❤



✻✳✷ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛1② ✶✸✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✹✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛/②✿ ✇❛1%♦➧❝✐ ♣1♦❝❡♥%♦✇❡ ♠✐♥✐♠❛❧✲

♥②❝❤✱ ♠❛❦/②♠❛❧♥②❝❤ ✐ ➧1❡❞♥✐♦❦✇❛❞1❛%♦✇②❝❤ ❜➟➛❞;✇ ✇③❣❧➛❞♥②❝❤ ✇②♥✐❦;✇

✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③ ♦❣1❛♥✐❝③❡♥✐❛♠✐ ✭♠❛/② ♥✐❡✉❥❡♠♥❡✮✳ ❲❛1%♦➧❝✐ ♦❜❧✐❝③♦♥❡

③❣♦❞♥✐❡ ③ ✭✻✳✶✮

♣♦/③❝③❡❣;❧♥❡ ♦❞✇❛➺♥✐❦✐ ♠❛/❛ /✉♠❛1②❝③♥❛

♠✐♥ ❬✪❪ ♠❛① ❬✪❪ 1♠/ ❬✪❪ ♠✐♥ ❬✪❪ ♠❛① ❬✪❪ 1♠/ ❬✪❪

♣♦❥❡❞②♥❝③❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❛ ♠❛/②

❞③✐❡❞③✳ ❝③❛/✉ −7.2 2.5 5.4 −7.2 2.5 5.4
❞③✐❡❞③✳ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ −5.0 5.6 2.9 −5.0 5.6 2.9

❞✇✐❡ ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ ♠❛/②

❞③✐❡❞③✳ ❝③❛/✉ −100.0 82.7 25.2 −18.3 9.5 6.4
❞③✐❡❞③✳ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ −17.2 13.2 5.9 −8.3 2.5 3.6

%1③② ♠♦❞②✜❦❛❝❥❡ ♠❛/②

❞③✐❡❞③✳ ❝③❛/✉ ✖ ✖ ✖ ✖ ✖ ✖

❞③✐❡❞③✳ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ −21.6 18.2 5.6 −8.2 2.7 3.7

♠❛/ ♦❜❛1❝③♦♥❛ ❜②➟❛ ✇②/♦❦✐♠ ➧1❡❞♥✐♦❦✇❛❞1❛%♦✇②♠ ❜➟➛❞❡♠ ✇③❣❧➛❞♥②♠

1;✇♥②♠ ✷✺✳✷✪✳ ❲✐❛1②❣♦❞♥❛ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❜②➟❛

♠♦➺❧✐✇❛ ✇ ♦❜✉ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ③❡ ➧1❡❞♥✐♦❦✇❛❞1❛%♦✇②♠ ❜➟➛❞❡♠ ✇③❣❧➛❞♥②♠

♥✐❡ ♣1③❡❦1❛❝③❛❥→❝②♠ ❛❦❝❡♣%♦✇❛❧♥❡❥ ✇❛1%♦➧❝✐ ✺✳✾✪✳

❼ ❑!"#$③② ❝③❛$ ♦❜❧✐❝③❡➠✳ ❈③❛/ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❜②➟ ❦1;%✲

/③② ❞✇❛ ❞♦ %1③❡❝❤ 1③➛❞;✇ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ♦❞ ❝③❛/✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

❝③❛/✉✳ ❉❧❛ ❦♦♠♣✉%❡1❛ ❦❧❛/② S❈ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛➟♦ %♦ ❝③❛/♦✇✐ ♦❜❧✐❝③❡➠ 1;✇♥❡♠✉

♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♣♦❥❡❞②♥❝③②♠ /❡❦✉♥❞♦♠ ✭❞③✐❡❞③✐♥❛ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✮ ✐ ♦❦♦➟♦

❣♦❞③✐♥✐❡ ✭❞③✐❡❞③✐♥❛ ❝③❛/✉✮✳

S♦♣1❛✇❛ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐ ✐ ♠♦➺❧✐✇♦➧❝✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✇ ♣♦1;✇✲

♥❛♥✐✉ ❞♦ ♣1♦❝❡❞✉1② ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ✇②♥✐❦❛ ③ ♣♦♠✐♥✐➛❝✐❛ ✇ ♣1♦❝❡/✐❡ ✐❞❡♥%②✲

✜❦❛❝❥✐ ✐♥❢♦1♠❛❝❥✐ ♣♦♠✐❛1♦✇②❝❤ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ✇②➺/③②♠✐ ❝③➛/%♦➧❝✐❛♠✐ ✭♥✐❡♦❜❡❝✲

♥②♠✐ ✇ ❡❦/♣❡1②♠❡♥%❛❧♥✐❡ /%♦/♦✇❛♥②♠ ✇②♠✉/③❡♥✐✉✱ ❛ ✇✐➛❝ ♦ ❝❤❛1❛❦%❡1③❡ ♣1③②✲

♣❛❞❦♦✇❡❣♦ /③✉♠✉ ♣♦♠✐❛1♦✇❡❣♦✮ ♦1❛③ ③ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❛ ✇✐❡❧✉ ✇❛1%♦➧❝✐ ✇/♣;➟❝③②♥✲

♥✐❦❛ ③❛♥✐❦❛♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦✳ ❖❜❛ %❡ ③❛❜✐❡❣✐ ♣♦③✇♦❧✐➟② ♥❛ ③♥❛❝③♥❡ ③✇✐➛❦✲

/③❡♥✐❡ /%♦/✉♥❦✉ ✉➺②%❡❝③♥❡❣♦ /②❣♥❛➟✉ ❞♦ /③✉♠✉ ✭❛♥❣✳ /✐❣♥❛❧ %♦ ♥♦✐/❡ 1❛%✐♦✱ ❙◆❘✮✱

❛ ✇✐➛❝ ✇②❡❧✐♠✐♥♦✇❛♥✐❡ ③♥❛❝③♥❡❥ ❝③➛➧❝✐ ❜➟➛❞;✇ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ✐♥❤❡1❡♥%♥②♠ ③➟②♠

✉✇❛1✉♥❦♦✇❛♥✐❡♠ ♥✉♠❡1②❝③♥②♠ ③❛❞❛♥✐❛✳ ■/%♦%♥❡ ③♠♥✐❡❥/③❡♥✐❡ ❝③❛/✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐

✇②♥✐❦❛ ♥❛%♦♠✐❛/% ③ ♣1③❡♣1♦✇❛❞③❡♥✐❛ ♦♣❡1❛❝❥✐ ✭1♦③✇✐❦➟❛♥✐❛✮ /♣❧♦%✉ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ❣❞③✐❡ ❥❡/% ♦♥❛ ③♥❛❝③♥✐❡ ♠♥✐❡❥ ❝③❛/♦❝❤➟♦♥♥❛✱ ♥✐➺ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉✱



✶✸✻ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

♦!❛③ ③ ♣♦♠✐♥✐➛❝✐❛ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ③♥❛❝③♥❡❥ ❧✐❝③❜② ❧✐♥✐✐ 1♣❡❦3!❛❧♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛✲

❥→❝②♠ ✇②➺1③②♠ ❝③➛13♦➧❝✐♦♠ ✐ 3❛❦ ♥✐❡♦❜❡❝♥②♠ ✇ ❡❦1♣❡!②♠❡♥3❛❧♥✐❡ 13♦1♦✇❛♥②♠

✇②♠✉1③❡♥✐✉✳

❲ ♥✐❡❦3<!②❝❤ ③❛13♦1♦✇❛♥✐❛❝❤ ✐13♦3♥②♠ ♦❣!❛♥✐❝③❡♥✐❡♠ ❧✉❜ ✇❛❞→ ♠❡3♦❞♦❧♦❣✐✐

♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ✐ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❥❡13 ♥❛3♦♠✐❛13✿

❼ ❇!❛❦ ♣!③❡❜✐❡❣*✇ ❝③❛-♦✇②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐✳ ❲ ♠❡3♦❞♦❧♦❣✐✐ 1❢♦!♠✉➟♦✇❛♥❡❥

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉✱ ♥✐❡♣❛!❛♠❡3!②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡✱ ✇✐❛!②❣♦❞♥❡ ♣!③❡❜✐❡❣✐

❝③❛1♦✇❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥13!✉❦❝❥✐ ③♠♦❞②✜❦♦✇❛♥❡❥ ♦❜❧✐❝③❛♥❡ 1→ ✇♣!♦13

✐ 13❛♥♦✇✐→ ✐♥❤❡!❡♥3♥② ❡❧❡♠❡♥3 ♣!♦❝❡❞✉!② ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐✳ E!③② 13♦1♦✇❛♥✐✉

♣!♦❝❡❞✉!② 1❢♦!♠✉➟♦✇❛♥❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ 3❛❦✐❡ ♣!③❡❜✐❡❣✐ ♥❛❧❡➺②

♦❞3✇♦!③②➣ ♥❛ ♣♦❞13❛✇✐❡ ✐❝❤ ♥✐❡♣❛!❛♠❡3!②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②❝❤ 3!❛♥1❢♦!✲

♠❛3 ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ 3♦ ❥❡13 ♣!③② ③❛13♦1♦✇❛♥✐✉ ♦❞✇!♦3♥❡❥ 3!❛♥1❢♦!♠❛❝❥✐

▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ❝♦ ✖ ③✇➟❛1③❝③❛ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ 3!❛♥1❢♦!♠❛3② ❞❛♥❡❥ ✇ ♣♦13❛❝✐

❞②1❦!❡3♥②❝❤ ♣✉♥❦3<✇ ✇ ♦❣!❛♥✐❝③♦♥❡❥ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ✇✐❛!②❣♦❞♥♦➧❝✐ ✖ ❥❡13

♦♣❡!❛❝❥→ ♥✐❡♦❝③②✇✐13→ ✐ ③❛③✇②❝③❛❥ ✇②♠❛❣❛❥→❝→ ❞♦❞❛3❦♦✇❡❣♦ ♣!♦❝❡1✉ ♦♣✲

3②♠❛❧✐③❛❝②❥♥❡❣♦ ✐ !❡❣✉❧❛!②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡!②❝③♥❡❥ ❬✶✻✾✱ ✶✼✵❪✳ ◆❛❧❡➺② !<✇♥✐❡➺

③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ♣!♦❝❡1② !❡❣✉❧❛!②③❛❝❥✐ ♥✉♠❡!②❝③♥❡❥ !♦③✇✐→③❛♥✐❛ ✇ ♦❜✉ ③❛♣!♦✲

♣♦♥♦✇❛♥②❝❤ 3✉3❛❥ 1❢♦!♠✉➟♦✇❛♥✐❛❝❤ 1→ ♣!③❡♣!♦✇❛❞③❛♥❡ ✐♥♥②♠✐ ♠❡3♦❞❛♠✐

✭✐3❡!❛❝②❥♥❛ ♠❡3♦❞❛ ❈●▲❙ ♦!❛③ ♣!♦❣♦✇❛♥✐❡ ✇❛!3♦➧❝✐ ♦1♦❜❧✐✇②❝❤ ❚❙❱❉✮

✐ ✇ ✐♥♥②❝❤ ❞③✐❡❞③✐♥❛❝❤ ✭❝③❛1✉ ♦!❛③ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✮✱ ❛ ✇✐➛❝ ♥✐❡ ♠✉1③→ ❜②➣ 1♦✲

❜✐❡ !<✇♥♦✇❛➺♥❡✿ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③!❡❣✉❧❛!②③♦✇❛♥❛ ♥✉♠❡!②❝③♥✐❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♥✐❡❦♦♥✐❡❝③♥✐❡ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ✇②13❛!❝③❛❥→❝♦ ③!❡❣✉❧❛!②✲

③♦✇❛♥❡❥ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉ ✐ ♦❞✇!♦3♥✐❡✳

✻✳✸ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ 1③'②✇♥♦➧❝✐

❲ 3❡❥ ❝③➛➧❝✐ !♦③❞③✐❛➟✉ ③❛♠✐❡1③❝③♦♥♦ ✐ ♦♠<✇✐♦♥♦ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ !❡❞✉❦❝❥✐

1③3②✇♥♦➧❝✐ ♦1✐♦✇❡❥ ❡❧❡♠❡♥3✉ ♦ ❞②1❦!❡3♥✐❡ ③♠✐❡♥♥❡❥ 1③3②✇♥♦➧❝✐✱ ❦3<!② ③♦13❛➟

♦♣✐1❛♥② ✇ ❈③➛➧❝✐ ✻✳✶✳✸ ✐ ♣!③❡❞13❛✇✐♦♥② ♥❛ !②1✳ ✻✳✹✳ ■❞❡♥3②✜❦❛❝❥➛ ♣!③❡♣!♦✇❛❞③♦♥♦

♥✐❡③❛❧❡➺♥✐❡ ♣!③② ✇②❦♦!③②13❛♥✐✉ ♦♣!❛❝♦✇❛♥②❝❤ 1❢♦!♠✉➟♦✇❛➠ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛1✉

✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛❀ ✇ ♦❜✉ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ③❛13♦1♦✇❛♥♦ 3❡ 1❛♠❡ ❞❛♥❡ ✇❡❥➧❝✐♦✇❡

1❦➟❛❞❛❥→❝❡ 1✐➛ ♥❛ ♥✐❡♣❛!❛♠❡3!②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ❦♦♥13!✉❦❝❥✐ ♦!❛③ 3❡ 1❛♠❡ 1❝❡♥❛!✐✉1③❡

♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ 1③3②✇♥♦➧❝✐✱ ❝♦ ✉♠♦➺❧✐✇✐➟♦ ♣♦!<✇♥❛♥✐❡ ♦3!③②♠❛♥②❝❤ ✇②♥✐❦<✇✳

❉❛♥❡ ♣♦♠✐❛(♦✇❡✳ ❉❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦ ③ ♣✐➛❝✐✉ ✉13❛✇✐❡➠ 1③3②✇♥♦➧❝✐ ♦1✐♦✇❡❥ ③❛♣!♦✲

❥❡❦3♦✇❛♥❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥3✉✱ ✇ 1♣♦1<❜ ♥✐❡③❛❧❡➺♥② ③❡❜!❛♥♦ ❞❛♥❡ ♣♦♠✐❛!♦✇❡ 3✇♦!③→❝❡

♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ♥✐❡♣❛!❛♠❡3!②❝③♥❡ ♠♦❞❡❧❡ ❦♦♥13!✉❦❝❥✐✱ ③!❡❞✉❦♦✇❛♥❡ ✇③❣❧➛❞❡♠ ❡❧✲

❡♠❡♥3✉ ♦ ③♠✐❡♥♥❡❥ 1③3②✇♥♦➧❝✐ ✭♣❛3!③ !②1✳ ✻✳✹✮✱ ❝③✉❥♥✐❦❛ ✐ ♣✉♥❦3✉ ♣!③②➟♦➺❡♥✐❛

✇②♠✉1③❡♥✐❛ 3❡13♦✇❡❣♦ f(t)✳ E♦❞♦❜♥✐❡✱ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥3②✜❦❛❝❥✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐



✻✳✸ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ 1③'②✇♥♦➧❝✐ ✶✸✼

♠❛"②✱ ✇ ♣'♦❝❡"✐❡ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛"✉ ✇②❦♦'③②".❛♥♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

♣'③❡♠✐❡"③❝③❡♥✐♦✇❡✱ ♥❛.♦♠✐❛". ❛♥❛❧✐③❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ③♦".❛➟❛ ✇②❦♦♥❛♥❛

♣'③② ✉➺②❝✐✉ ❜❡③♣♦➧'❡❞♥✐♦ ♠✐❡'③♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣'③②"♣✐❡"③❡♥✐♦✇②❝❤✳

❲②♠✉$③❡♥✐❡ )❡$)♦✇❡✳ =♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐

♠❛"②✱ ✇ ♣'♦❝❡"✐❡ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛"✉ ✇②❦♦'③②".❛♥♦ ✇ '♦❧✐ ✇②♠✉"③❡♥✐❛

.❡".♦✇❡❣♦ ❡❦"♣❡'②♠❡♥.❛❧♥❡ ?✉❛"✐ ✐♠♣✉❧"♦✇❡ ✇②♠✉"③❡♥✐❡ ♠➟♦.❦✐❡♠ ♠♦❞❛❧♥②♠✳

❆♥❛❧✐③❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ✉♠♦➺❧✐✇✐➟❛ ♥❛.♦♠✐❛". ✇✐❛'②❣♦❞♥❡ ♦❞.✇♦'③❡♥✐❡

✭✇ ♦❜"③❛'③❡ ✇✐❛'②❣♦❞♥♦➧❝✐ .'❛♥"❢♦'♠❛❝❥✐✱ ♣❛.'③ ❈③➛➧➣ ✹✳✷✳✹✮ ✇②♠✉"③❡♥✐❛ ❝③②".♦

✐♠♣✉❧"♦✇❡❣♦ ✐ ✇②❦♦'③②".❛♥✐❡ ❣♦ ✇ ♣'♦❝❡"✐❡ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐✳

❙❝❡♥❛0✐✉$③❡ 0❡❞✉❦❝❥✐ $③)②✇♥♦➧❝✐✳ ❩❛♣'♦❥❡❦.♦✇❛♥② ✐ ✇②❦♦♥❛♥② ♥❛ ♣♦.'③❡❜②

❜❛❞❛➠ ❡❧❡♠❡♥. ♦ ❞②"❦'❡.♥✐❡ ③♠✐❡♥♥❡❥ "③.②✇♥♦➧❝✐ ♦"✐♦✇❡❥ ♣♦"✐❛❞❛➟ ♣✐➛➣ 'K➺♥②❝❤

✉".❛✇✐❡➠ ♣'③❡❞".❛✇✐♦♥②❝❤ ✇ .❛❜❡❧✐ ✻✳✶✳ =♦❞❝③❛" ✇❡'②✜❦❛❝❥✐ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡❥ ❦❛➺❞❡

③ .②❝❤ ✉".❛✇✐❡➠ ✭♣♦③❛ ✉".❛✇✐❡♥✐❡♠ ♦ "③.②✇♥♦➧❝✐ ♥❛❥♠♥✐❡❥"③❡❥✮ .'❛❦.♦✇❛♥♦ ❦♦❧❡✲

❥♥♦ ❥❛❦♦ ✉".❛✇✐❡♥✐❡ '❡❢❡'❡♥❝②❥♥❡✱ ❛ ♥❛".➛♣♥✐❡ ❦♦❧❡❥♥♦ '❡❞✉❦♦✇❛♥♦ "③.②✇♥♦➧➣ ❞♦

✉".❛✇✐❡➠ ♦ ♠♥✐❡❥"③❡❥ "③.②✇♥♦➧❝✐ ✇ ❝❡❧✉ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐✳ ◆❛ ♣'③②❦➟❛❞✿ ♣'③② ✉".❛✇✐❡✲

♥✐✉ ✇ ♣♦③②❝❥✐ ♥' ✺ .'❛❦.♦✇❛♥❡❥ ❥❛❦♦ '❡❢❡'❡♥❝②❥♥❛ ✐❞❡♥.②✜❦♦✇❛♥♦ ❝③.❡'② '❡❞✉❦❝❥❡

"③.②✇♥♦➧❝✐ ✭❞♦ ✉".❛✇✐❡➠ ✇ ♣♦③②❝❥❛❝❤ ♦❞ ♥'✳ ✶ ❞♦ ♥'✳ ✹✮✱ ♥❛".➛♣♥✐❡ ♣'③② ✉".❛✇✐❡✲

♥✐✉ ✇ ♣♦③②❝❥✐ ♥' ✹ .'❛❦.♦✇❛♥②♠ ❥❛❦♦ '❡❢❡'❡♥❝②❥♥❡ ✐❞❡♥.②✜❦♦✇❛♥♦ .'③② '❡❞✉❦❝❥❡

"③.②✇♥♦➧❝✐ ✭❞♦ ✉".❛✇✐❡➠ ✇ ♣♦③②❝❥❛❝❤ ♦❞ ♥'✳ ✶ ❞♦ ♥'✳ ✸✮✱ ✐.❞✳ ❚❛❦❛ ♣'♦❝❡❞✉'❛

✉♠♦➺❧✐✇✐➟❛ ♣'③❡♣'♦✇❛❞③❡♥✐❡ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡"✐➛❝✐✉ 'K➺♥②❝❤ "❝❡♥❛'✐✉"③❛❝❤ '❡✲

❞✉❦❝❥✐ "③.②✇♥♦➧❝✐✳ ❙❝❡♥❛'✐✉"③❡ ♦③♥❛❝③♦♥♦ "②♠❜♦❧❡♠ ✏p → q✑✱ ❣❞③✐❡ p ❥❡". ♥✉✲
♠❡'❡♠ ♣♦③②❝❥✐ '❡❢❡'❡♥❝②❥♥❡❥✱ ❛ q ❥❡". ♥✉♠❡'❡♠ ♣♦③②❝❥✐ ✐❞❡♥.②✜❦♦✇❛♥❡❥✳

❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥)②✜❦❛❝❥✐✳ ❲ ❦❛➺❞②♠ ③ ❞③✐❡"✐➛❝✐✉ '♦③✇❛➺❛♥②❝❤ "❝❡♥❛'✐✉"③② ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥➛ ♣'③❡♣'♦✇❛❞③♦♥♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛"✉ ✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✳

❲ .'❛❦❝✐❡ ♦❜❧✐❝③❡➠ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛"✉ ✉✇③❣❧➛❞♥✐♦♥♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐

✭15 000 ♣'K❜❡❦ ❝③❛"♦✇②❝❤ ❧✉❜ ✷✾✸ ♠"✮✳ ❉❧❛ ❝❡❧K✇ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡
▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♣'③②❥➛.♦ .❛❦✐ "❛♠ ♦❜"③❛' ❥❡❥ ✇✐❛'②❣♦❞♥♦➧❝✐✱ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥.②✲

✜❦❛❝❥✐ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛"②✿ ③❛❦'❡" ❝③➛".♦.❧✐✇♦➧❝✐ ❞♦ ✽✺✵ ❍③✱ ✇"♣K➟❝③②♥♥✐❦✐ ③❛♥✐❦❛✲

♥✐❛ ♦❦♥❛ ✇②❦➟❛❞♥✐❝③❡❣♦ ③❣♦❞♥❡ ③ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐→ ✭✻✳✷✮✱ ".❛➟❛ ✇❛'.♦➧➣ ❢✉♥❦❝❥✐ ✇❛❣✲

♦✇❡❥ ✇ ❞❡✜♥✐❝❥✐ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ w2(ω) = 1 ❞❧❛ ω ∈ Lω✳

❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ♣'③❡❞".❛✇✐♦♥♦ ✇ ❚❛❜❡❧✐ ✻✳✶✺✳ ◆❛ '②"✳ ✻✳✷✷ ♣♦❦❛③❛♥♦

♣'③②❦➟❛❞♦✇❡ ③♠✐❡'③♦♥❡ ✐ ♥✐❡♣❛'❛♠❡.'②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡ ♣'③❡❜✐❡❣✐ ❝③❛"♦✇❡

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❞❧❛ "❝❡♥❛'✐✉"③❛ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛"✉ 2 → 1 ✭♦❞♣♦✇✐❡❞➵
'❡❢❡'❡♥❝②❥♥❛ ③♠✐❡'③♦♥❛ ♣'③② ✉".❛✇✐❡♥✐✉ ❜❧♦❝③❦K✇ ✇ ♣♦③②❝❥✐ ♥' ✷✱ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥❛

'❡❞✉❦❝❥✐ "③.②✇♥♦➧❝✐ ♦"✐♦✇❡❥ ❞♦ ♣♦③②❝❥✐ ♥' ✶✱ ♣❛.'③ ❚❛❜❡❧❛ ✻✳✶✮✳ =♦❝③②♥✐➣ ♠♦➺♥❛

.'③② ✐".♦.♥❡ ♦❜"❡'✇❛❝❥❡✿

❼ ➅'❡❞♥✐♦❦✇❛❞'❛.♦✇② ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✇②♥✐❦K✇ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ❜②➟ ♦❦♦➟♦



✶✸✽ ✻✳ ❲❡$②✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✺✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ,❡❞✉❦❝❥✐ /③%②✇♥♦➧❝✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

▲❛♣❧❛❝❡✬❛✿ /❝❡♥❛,✐✉/③ ,❡❞✉❦❝❥✐ ✭♣♦③②❝❥❛ ,❡❢❡,❡♥❝②❥♥❛ → ♣♦③②❝❥❛ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐✱

③❣♦❞♥✐❡ ③ ❚❛❜❡❧→ ✻✳✶✮ ✐ ,❡❞✉❦❝❥❛ ,③❡❝③②✇✐/%❛✱ ,❡❞✉❦❝❥❛ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❛ ♦,❛③ ❜➟→❞

✇③❣❧➛❞♥② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐✳ ➅,❡❞♥✐♦❦✇❛❞,❛%♦✇② ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ✇②♥♦/✐ ✺✸✳✵✪ ❞❧❛

❞③✐❡❞③✐♥② ❝③❛/✉ ✐ ✷✾✳✽✪ ❞❧❛ ❞③✐❡❞③✐♥② ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

✐❞✳ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ✐❞✳ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛

/❝❡♥❛,✐✉/③ ,❡❞✉❦❝❥❛ ,❡❞✉❦❝❥❛ ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ,❡❞✉❦❝❥❛ ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥②

❬▼◆❪ ❬▼◆❪ ❬✪❪ ❬▼◆❪ ❬✪❪

5→ 1 ✷✳✷✾✼ ✶✳✻✼✼ ✲✷✼✳✵ ✷✳✺✺✸ ✶✶✳✶

5→ 2 ✷✳✵✸✻ ✶✳✷✾✸ ✲✸✻✳✺ ✶✳✾✹✺ ✲✹✳✺

5→ 3 ✶✳✼✸✾ ✵✳✾✸✹ ✲✹✻✳✸ ✶✳✸✹✽ ✲✷✷✳✺

5→ 4 ✶✳✵✼✺ ✵✳✺✾✷ ✲✹✹✳✾ ✵✳✻✼✸ ✲✸✼✳✹

4→ 1 ✶✳✷✷✷ ✵✳✽✽✵ ✲✷✽✳✵ ✶✳✹✻✻ ✶✾✳✾

4→ 2 ✵✳✾✻✶ ✶✳✶✶✻ ✶✻✳✶ ✶✳✵✵✻ ✹✳✼

4→ 3 ✵✳✻✻✹ ✵✳✻✶✵ ✲✽✳✷ ✵✳✹✺✼ ✲✸✶✳✷

3→ 1 ✵✳✺✺✽ ✶✳✵✻✵ ✾✵✳✵ ✵✳✼✺✵ ✸✹✳✺

3→ 2 ✵✳✷✾✼ ✵✳✻✸✵ ✶✶✷✳✶ ✵✳✸✻✷ ✷✷✳✵

2→ 1 ✵✳✷✻✶ ✵✳✷✹✷ ✲✼✳✸ ✵✳✹✷✶ ✻✶✳✸

❞✇✉❦,♦%♥✐❡ ♠♥✐❡❥/③② ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♥✐➺ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉✳ ❏❡/% %♦

♣♦❞♦❜♥② ,❡③✉❧%❛% ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② ♠❛/② ✐ ✕ ,❛③❡♠ ③❡

③♥❛❝③♥✐❡ ❦,X%/③②♠ ❝③❛/❡♠ ♦❜❧✐❝③❡➠ ✖ ③❞❡❝②❞♦✇❛♥✐❡ ➧✇✐❛❞❝③② ♥❛ ❦♦,③②➧➣

♣,♦❝❡❞✉,② ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✳

❼ ❇➟➛❞② ✇③❣❧➛❞♥❡ ♦%,③②♠❛♥②❝❤ ✇②♥✐❦X✇ /→ ♦ ,③→❞ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ✇✐➛❦/③❡ ♥✐➺

✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② ♠❛/②✳ ❚❛❦ ✐/%♦%♥❛ ,X➺♥✐❝❛ ✇②♥✐❦❛ ♠✳✐♥✳ ③❡

③♥❛❝③♥✐❡ ♠♥✐❡❥/③❡❣♦ ✇♣➟②✇✉ ♥❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ ❦♦♥/%,✉❦❝❥✐ ✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥②❝❤

,❡❞✉❦❝❥✐ /③%②✇♥♦➧❝✐ ✭,②/✳ ✻✳✷✷✮ ♥✐➺ ✉♣,③❡❞♥✐♦ ✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥②❝❤ ③♠✐❛♥ ♠❛/

✭,②/✳ ✻✳✶✵✱ ✻✳✶✶ ✐ ✻✳✶✻✮✳

❼ ❏❛❦♦➧➣ ❞♦♣❛/♦✇❛♥✐❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ♥✐❡♣❛,❛♠❡%,②❝③♥✐❡ ❞♦

♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ③♠✐❡,③♦♥❡❥ ❥❡/% ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② /③%②✇♥♦➧❝✐

♦/✐♦✇❡❥ ✭,②/✳ ✻✳✷✷✮ ③♥❛❝③♥✐❡ ♥✐➺/③❛ ♥✐➺ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥②

♠❛/② ✭,②/✳ ✻✳✶✵✱ ✻✳✶✶ ✐ ✻✳✶✻✮✳ ❚❛❦ ✐/%♦%♥❛ ,X➺♥✐❝❛ ❥❛❦♦➧❝✐ ❞♦♣❛/♦✇❛♥✐❛

✇②♥✐❦❛ ③ ❢❛❦%✉✱ ➺❡ %,✉❞♥✐❡❥ ❥❡/% ♠♦❞❡❧♦✇❛➣ ✇♣➟②✇ ♥❛ ❞②♥❛♠✐❦➛ ❦♦♥✲

/%,✉❦❝❥✐ ,❡❞✉❦❝❥✐ /③%②✇♥♦➧❝✐ ③➟♦➺♦♥❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥%✉ ♥✐➺ ♣,♦/%❡❥ ✇➛③➟♦✇❡❥

♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ♠❛/②✳ ❲②❦♦,③②/%②✇❛♥② ♠♦❞❡❧ ♥✐❡♣❛,❛♠❡%,②❝③♥② ♦♣✐❡,❛ /✐➛

♥❛ ③❛➟♦➺❡♥✐✉✱ ➺❡ ,♦③✇❛➺❛♥② ❡❧❡♠❡♥% ♠❛ ❝❡❝❤② ✐❞❡❛❧♥❡❣♦ ❡❧❡♠❡♥%✉ ❦,❛✲



✻✳✸ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ 1③'②✇♥♦➧❝✐ ✶✸✾

 ♦✇❡❣♦✱ ♦&❛③ ③❛❦➟❛❞❛ ❥❡❞♥♦&♦❞♥→ &❡❞✉❦❝❥➛ ❥❡❣♦ 2③ ②✇♥♦➧❝✐✳ ◆❛ ♦♠✐❛2 

&③❡❝③②✇✐2 ② ❡❧❡♠❡♥ ✇②❦❛③✉❥❡ ♣&❛✇❞♦♣♦❞♦❜♥✐❡ ✐2 ♦ ♥→ ✇❡✇♥➛ &③♥→ ❞②✲

♥❛♠✐❦➛ ✐ ✇❡✇♥➛ &③♥❡ 2 ♦♣♥✐❡ 2✇♦❜♦❞②✱ ❛ &❡❞✉❦❝❥❛ ❥❡❣♦ 2③ ②✇♥♦➧❝✐ ♥✐❡

❥❡2 ❥❡❞♥♦&♦❞♥❛✳

◆❛ &②2✳ ✻✳✷✸ ♣&③❡❞2 ❛✇✐♦♥♦ ♣&③②❦➟❛❞♦✇♦ ❝③ ❡&② ❢✉♥❦❝❥❡ ❝❡❧✉ ♦❜❧✐❝③♦♥❡

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ❞❧❛ ❦♦♥2 &✉❦❝❥✐ &❡❢❡&❡♥❝②❥♥❡❥ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥❡❥ ✉2 ❛✇✐❡♥✐❡♠

❜❧♦❝③❦C✇ ✇ ♣♦③②❝❥✐ ♥& ✺ ✐ ✐❞❡♥ ②✜❦❛❝❥✐ &❡❞✉❦❝❥✐ 2③ ②✇♥♦➧❝✐ ❞♦ ♣♦③②❝❥✐ ♥& ✶✕✹✱

♣❛ &③ ❚❛❜❡❧❛ ✻✳✶✳ ❋✉♥❦❝❥❡ ❝❡❧✉ 2→ ✉♥✐♠♦❞❛❧♥❡ ✐ &❡❧❛ ②✇♥✐❡ ❣➟❛❞❦✐❡✱ ❝♦ ✉➟❛ ✇✐❛

✐❞❡♥ ②✜❦❛❝❥➛ &❡❞✉❦❝❥✐ 2③ ②✇♥♦➧❝✐ ❞&♦❣→ ✐❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧✐③❛❝❥✐✳ ❘③❡❝③②✇✐2 ❡ ✇❛& ♦➧❝✐

&❡❞✉❦❝❥✐ 2③ ②✇♥♦➧❝✐ 2→ ♦③♥❛❝③♦♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣✐♦♥♦✇②❝❤ ❧✐♥✐✐ ♣&③❡&②✇❛♥②❝❤✳
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odpowiedz obliczona H-DEA = 0.242 MNL
odpowiedz zmierzona H-DEA = 0.261 MNL
odpowiedz referencyjna Hpozycja 2L

❋✐❣✉'❡ ✻✳✷✷✳✿ ■❞❡♥ ②✜❦❛❝❥❛ &❡❞✉❦❝❥✐ 2③ ②✇♥♦➧❝✐ ♦2✐♦✇❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛2✉✿ ♣♦&C✇✲

♥❛♥✐❡ ③♠✐❡&③♦♥②❝❤ ✐ ♥✐❡♣❛&❛♠❡ &②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❦♦♥2 &✉❦❝❥✐✳

❙❝❡♥❛&✐✉2③ &❡❞✉❦❝❥✐ 2 → 1 ✭♦❞♣♦✇✐❡❞➵ &❡❢❡&❡♥❝②❥♥❛ ③♠✐❡&③♦♥❛ ♣&③② ✉2 ❛✇✐❡♥✐✉

❜❧♦❝③❦C✇ ✇ ♣♦③②❝❥✐ ♥& ✷✱ ✐❞❡♥ ②✜❦♦✇❛♥♦ &❡❞✉❦❝❥➛ 2③ ②✇♥♦➧❝✐ ♦2✐♦✇❡❥ ❞♦ ♣♦③②❝❥✐

♥& ✶✱ ♣❛ &③ ❚❛❜❡❧❛ ✻✳✶
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❋✐❣✉'❡ ✻✳✷✸✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ,❡❞✉❦❝❥✐ /③%②✇♥♦➧❝✐ ♦/✐♦✇❡❥ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✿

③♥♦,♠❛❧✐③♦✇❛♥❡ ❢✉♥❦❝❥❡ ❝❡❧✉✳ ❯/%❛✇✐❡♥✐❡ ,❡❢❡,❡♥❝②❥♥❡ /③%②✇♥♦➧❝✐ ✇ ♣♦③②❝❥✐ ♥, ✺✱

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ,❡❞✉❦❝❥✐ ❞♦ ♣♦③②❝❥✐ ♥, ✶✕✹✱ ♣❛%,③ ❚❛❜❡❧❛ ✻✳✶✳ ❘③❡❝③②✇✐/%❡ ✇❛,%♦➧❝✐

,❡❞✉❦❝❥✐ /③%②✇♥♦➧❝✐ /→ ♦③♥❛❝③♦♥❡ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣✐♦♥♦✇②❝❤ ❧✐♥✐✐ ♣,③❡,②✇❛♥②❝❤

✻✳✹ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ✉❞❡/③❡♥✐❛ ♥✐❡2♣/➛➺②2'❡❣♦

❲ %❡❥ ❝③➛➧❝✐ ,♦③❞③✐❛➟✉ ③❛♠✐❡/③❝③♦♥♦ ✐ ♦♠J✇✐♦♥♦ ✇②♥✐❦✐ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛/✉ ♣❛,❛♠❡%,J✇ ✉❞❡,③❡♥✐❛ ✐❞❡❛❧♥✐❡ ♥✐❡/♣,➛➺②/%❡❣♦✱ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧✲

♥✐❡ ✐♠✐%♦✇❛♥❡❣♦ ✇ /♣♦/J❜ ♦♣✐/❛♥② ✇ ❈③➛➧❝✐ ✻✳✶✳✹✳

❉❛♥❡ ♣♦♠✐❛(♦✇❡✳ ❲ ♣,♦❝❡/✐❡ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ♣❛,❛♠❡%,J✇ ✉❞❡,③❡♥✐❛ ♣,③②❥➛%♦ %②✲

♣♦✇② ♣,♦✜❧ ✇②♠✉/③❡♥✐❛ ♠➟♦%❦❛ ♠♦❞❛❧♥❡❣♦ ♣♦❦❛③❛♥② ♥❛ ,②/✳ ✻✳✻✳ ❲②♥✐❦✐ ✐❞❡♥✲

%②✜❦❛❝❥✐ ♣❛,❛♠❡%,J✇ ✉❞❡,③❡♥✐❛ ③❛❧❡➺→ ♦❞ ❧✐❝③❜② ♣,J❜❡❦ ❝③❛/♦✇②❝❤ ✇ /♣♦/J❜

♣♦❞♦❜♥② ❥❛❦ ✇ ♣,③②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ ❞♦❞❛♥②❝❤ ♠❛/ ✇➛③➟♦✇②❝❤✱ ❣❞③✐❡ ✇②♥✐❦✐

✐❞❡♥%②✜❦❛❝❥✐ /%❛❜✐❧✐③✉❥→ /✐➛ ✇,❛③ ③❡ ✇③,♦/%❡♠ ❧✐❝③❜② ✉➺②%②❝❤ ♣,J❜❡❦✳ ❩ %❡❣♦

♣♦✇♦❞✉ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ✇②❦♦,③②/%❛♥♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ♣❡➟♥❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✭15 000 ♣,J❜❡❦

❝③❛/♦✇②❝❤✱ ❝♦ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ❝③❛/♦✇❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ♦❦✳ ✷✾✵ ♠/✮✳

❙❝❡♥❛(✐✉.③❡ ✉❞❡(③❡➠✳ ❩❣♦❞♥✐❡ ③ ♦♣✐/❡♠ ♣,③❡❞/%❛✇✐♦♥②♠ ✇ ❈③➛➧❝✐ ✻✳✶✳✹✱ ✐❞❡♥✲

%②✜❦❛❝❥➛ ♣,③❡♣,♦✇❛❞③♦♥♦ ✇ ♦➧♠✐✉ /❝❡♥❛,✐✉/③❛❝❤ ✉❞❡,③❡♥✐❛ ♥✐❡/♣,➛➺②/%❡❣♦✱ ✐♠✲

✐%♦✇❛♥❡❣♦ ♣♦♣,③❡③ ♣,③②%✇✐❡,❞③❡♥✐❡ ❦♦❧❡❥♥♦ ❝③%❡,❡❝❤ ♠❛/ ✭✶✳✸✽✽ ❦❣✱ ✷✳✽✽✽ ❦❣✱

✸✳✽✽✽ ❦❣ ✐ ✺✳✸✺✺ ❦❣✮ ✇ ✇➛③➟❛❝❤ N2 ✐ N3 ✐ ♥❛❞❛♥✐❡ ✐♠ ♣,➛❞❦♦➧❝✐ ♣♦❝③→%❦♦✇❡❥

✇ ❦✐❡,✉♥❦✉ ♣✐♦♥♦✇②♠ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠➟♦%❦❛ ♠♦❞❛❧♥❡❣♦✳
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♦❜❛#❝③♦♥❛ ❥❡)* ♥❛❥✇✐➛❦)③②♠ ❜➟➛❞❡♠ ✇③❣❧➛❞♥②♠ ✐❞❡♥*②✜❦❛❝❥✐ ♠❛)② ✭#7✇♥②♠

✼✳✾✪✮ ✐ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ❥❡❞♥②♠ ③ ♥❛❥✇②➺)③②❝❤ ❜➟➛❞7✇ ✇③❣❧➛❞♥②❝❤ ❡❦✇✐✇❛❧❡♥*✉

♣#➛❞❦♦➧❝✐ ✉❞❡#③❡♥✐❛ vz ✭#7✇♥②♠ ✹✹✳✺✪✮✳ D♦#7✇♥❛♥✐❡ ♣#③❡❜✐❡❣7✇ ❝③❛)♦✇②❝❤ ❞❧❛

*❡❣♦ )❝❡♥❛#✐✉)③❛✱ ③♠✐❡#③♦♥②❝❤ ✐ ♥✐❡♣❛#❛♠❡*#②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②❝❤ ✭♦❞♣♦✇✐❛❞❛✲

❥→❝②❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✮✱ ③❛♠✐❡)③❝③♦♥♦ ♥❛ #②)✳ ✻✳✷✺✳ ❑♦❧♦#❡♠ ❝③❡#✇♦♥②♠

③❛③♥❛❝③♦♥♦ ③♠✐❡#③♦♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ u▼(t) ❦♦♥)*#✉❦❝❥✐ ♣♦❞❞❛♥❡❥ ✐♠✐*♦✇❛♥❡♠✉ ✉❞✲

❡#③❡♥✐✉ ♥✐❡)♣#➛➺②)*❡♠✉✱ ❦♦❧♦#❡♠ ③✐❡❧♦♥②♠ ③❛③♥❛❝③♦♥♦ ③♠✐❡#③♦♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ u▲(t)
❦♦♥)*#✉❦❝❥✐ #❡❢❡#❡♥❝②❥♥❡❥ ♦#❛③ ❦♦❧♦#❡♠ ♥✐❡❜✐❡)❦✐♠ ③❛③♥❛❝③♦♥→ ♥✐❡♣❛#❛♠❡*#②❝③♥✐❡

♠♦❞❡❧♦✇❛♥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞➵ u(t)✳ ◆❛❧❡➺② ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ✉③②)❦❛♥♦ ❜❛#❞③♦ ❞♦❜#❡ ♦❞✇✲

③♦#♦✇❛♥✐❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐ ③♠✐❡#③♦♥❡❥ u▼(t) ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐→ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥→ u(t)✱ ③❛#7✇♥♦
♣♦❞ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♣♦③✐♦♠✉ ❛♠♣❧✐*✉❞②✱ ❥❛❦ ✐ ♣♦❞ ✇③❣❧➛❞❡♠ ♦❦#❡)✉ ❞#❣❛➠ ✉❦➟❛❞✉✳
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odpowiedz obliczona H3.581 kg, 0.081 m�sL
odpowiedz zmierzona H3.888 kg, 0.056 m�sL
odpowiedz referencyjna

❋✐❣✉'❡ ✻✳✷✺✳✿ ■❞❡♥*②✜❦❛❝❥❛ ♣❛#❛♠❡*#7✇ ✉❞❡#③❡♥✐❛ ♥✐❡)♣#➛➺②)*❡❣♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

❝③❛)✉✿ ♣♦#7✇♥❛♥✐❡ ③♠✐❡#③♦♥②❝❤ ✐ ♥✐❡♣❛#❛♠❡*#②❝③♥✐❡ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐

❦♦♥)*#✉❦❝❥✐ ✭♠❛)❛ ✸✳✽✽✽ ❦❣ ✇ ✇➛➵❧❡ N3✱ ❡❦✇✐✇❛❧❡♥* ♣#➛❞❦♦➧❝✐ ✉❞❡#③❡♥✐❛ ✵✳✵✺✻

♠✴)✮



✻✳✹ ■❞❡♥'②✜❦❛❝❥❛ ✉❞❡/③❡♥✐❛ ♥✐❡2♣/➛➺②2'❡❣♦ ✶✹✸

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✻✳✿ ■❞❡♥%②✜❦❛❝❥❛ ♣❛-❛♠❡%-/✇ ✉❞❡-③❡♥✐❛ ♥✐❡4♣-➛➺②4%❡❣♦ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

❝③❛4✉✿ ♣❛-❛♠❡%-② ✉❞❡-③❡♥✐❛✱ ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ♣❛-❛♠❡%-② ✉❞❡-③❡♥✐❛ ✐ ❜➟→❞

✇③❣❧➛❞♥②✳ ➅-❡❞♥✐♦❦✇❛❞-❛%♦✇② ❜➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥② ♠❛4② ✐ ❡❦✇✐✇❛❧❡♥%✉ ♣-➛❞❦♦➧❝✐ ✉❞✲

❡-③❡♥✐❛ ✇②♥♦4✐➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✹✳✹✪ ✐ ✸✶✳✶✪

F❛-❛♠❡%-② ✉❞❡-③❡♥✐❛ F❛-❛♠❡%-② ③✐❞❡♥%②✜❦♦✇❛♥❡ ❇➟→❞ ✇③❣❧➛❞♥②

❲➛③❡➟ ▼❛4❛ F-➛❞❦♦➧➣ ▼❛4❛ F-➛❞❦♦➧➣ ▼❛4❛ F-➛❞❦♦➧➣

❬❦❣❪ ❬♠✴4❪ ❬❦❣❪ ❬♠✴4❪ ❬✪❪ ❬✪❪

N2 ✶✳✸✽✽ ✵✳✶✼✷ ✶✳✸✾✶ ✵✳✷✵✹ ✵✳✷ ✶✽✳✻

N2 ✷✳✽✽✽ ✵✳✵✹✺ ✷✳✽✹✷ ✵✳✵✺✻ ✲✶✳✻ ✷✹✳✹

N2 ✸✳✽✽✽ ✵✳✵✹✺ ✸✳✼✽✹ ✵✳✵✺✻ ✲✷✳✼ ✷✹✳✹

N2 ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✹✽ ✺✳✶✾✷ ✵✳✵✸✾ ✲✸✳✵ ✲✶✼✳✾

N3 ✶✳✸✽✽ ✵✳✶✺✹ ✶✳✸✾✷ ✵✳✷✵✷ ✵✳✷ ✸✶✳✷

N3 ✷✳✽✽✽ ✵✳✶✶✻ ✷✳✻✽✹ ✵✳✵✽✷ ✲✼✳✶ ✲✷✾✳✸

N3 ✸✳✽✽✽ ✵✳✵✺✻ ✸✳✺✽✶ ✵✳✵✽✶ ✲✼✳✾ ✹✹✳✺

N3 ✺✳✸✺✺ ✵✳✵✹✹ ✺✳✵✽✶ ✵✳✵✻✹ ✲✺✳✶ ✹✺✳✺
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✼

❩❛❦♦➠❝③❡♥✐❡

❙!❛♥ !❡❝❤♥✐❝③♥② ❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ ✐♥➺②♥✐❡-,❦✐❝❤ ✉❧❡❣❛ ♣♦✇♦❧♥❡❥ ❞❡❣-❛❞❛❝❥✐ ♥❛ ,❦✉!❡❦

❞③✐❛➟❛♥✐❛ ❝③②♥♥✐❦7✇ ❛!♠♦,❢❡-②❝③♥②❝❤✱ ❝③❛,✉ ♦-❛③ ♦❜❝✐→➺❡➠ ❡❦,♣❧♦❛!❛❝②❥♥②❝❤✳

❩ !❡❣♦ ♣♦✇♦❞✉ ♣-③❡♣-♦✇❛❞③❛ ,✐➛ ♦❦-❡,♦✇❡ ❦♦♥!-♦❧❡ ✇ ❝❡❧✉ ✇②❦-②❝✐❛ ✉,③❦♦❞③❡➠✱

♠♦❣→❝②❝❤ ♣♦!❡♥❝❥❛❧♥✐❡ ❞♦♣-♦✇❛❞③✐➣ ❞♦ ❣-♦➵♥②❝❤ ✇ ,❦✉!❦❛❝❤ ❛✇❛-✐✐✳ ❩❛③✇②❝③❛❥

❦♦♥!-♦❧❡ !❡ ,→ ❝③❛,♦❝❤➟♦♥♥❡ ✐ ✇②♠❛❣❛❥→ ,♣♦-②❝❤ ♥❛❦➟❛❞7✇ ✜♥❛♥,♦✇②❝❤✳ ❩-♦③✉✲

♠✐❛➟❡ ❥❡,! ③❛!❡♠ ♣♦,③✉❦✐✇❛♥✐❡ ♥♦✇②❝❤ -♦③✇✐→③❛➠ ♣♦③✇❛❧❛❥→❝②❝❤ ♥❛ ❝✐→❣➟❡✱ ③❛✲

✉!♦♠❛!②③♦✇❛♥❡ ♠♦♥✐!♦-♦✇❛♥✐❡ ,!❛♥✉ !❡❝❤♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ ✭❙❍▼✮✱ ❛ ❥❡❞✲

♥♦❝③❡➧♥✐❡ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→❝②❝❤ ✇②❦-②✇❛♥✐❡ ✉,③❦♦❞③❡➠ ❥✉➺ ✇ ♣♦❝③→!❦♦✇❡❥ ❢❛③✐❡ ✐❝❤

-♦③✇♦❥✉✳

❲ ♥✐♥✐❡❥,③❡❥ ♣-❛❝② ③❛♣-♦♣♦♥♦✇❛♥♦ ✐ ③✇❡-②✜❦♦✇❛♥♦ ♥✐❡♣❛-❛♠❡!-②❝③♥→ ♠❡!♦❞➛

✐❞❡♥!②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥ ♣❛-❛♠❡!-7✇ ♠❛,♦✇②❝❤ ✐ ,③!②✇♥♦➧❝✐♦✇②❝❤ ❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ -❡❢❡-✲

❡♥❝②❥♥❡❥✱ ❦!7-❛ ♠♦➺❡ ,!❛♥♦✇✐➣ ✇❛➺♥② ❡❧❡♠❡♥! ,❦➟❛❞♦✇② ♣-③②,③➟②❝❤

,②,!❡♠7✇ ❙❍▼✳ ❲ ♣♦-7✇♥❛♥✐✉ ❞♦ ✐♥♥②❝❤ ♠❡!♦❞ ♠♦♥✐!♦-♦✇❛♥✐❛✱ ♦♣-❛❝♦✇❛♥❛

♠❡!♦❞❛ ♣♦♠✐❥❛ !②♣♦✇❡✱ ❦➟♦♣♦!❧✐✇❡ ❡!❛♣② ❜✉❞♦✇② ♠♦❞❡❧✉ ♣❛-❛♠❡!-②❝③♥❡❣♦ ✐ ❥❡❣♦

❦❛❧✐❜-❛❝❥✐✱ ✇②♠❛❣❛ ❥❡❞♥❛❦ -♦③,③❡-③❡♥✐❛ ❡!❛♣✉ ♣♦♠✐❛-7✇ ❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ -❡❢❡-❡♥✲

❝②❥♥❡❥✳ ❊❧❛,!②❝③♥♦➧➣ ♦♣-❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡!♦❞② ♣♦③✇❛❧❛ ♥❛ ③❛,!♦,♦✇❛♥✐❡ ❞❛♥②❝❤ ✇❡✲

❥➧❝✐♦✇②❝❤ ♣♦❝❤♦❞③→❝②❝❤ ③❛-7✇♥♦ ③ ,②♠✉❧❛❝❥✐ ♥✉♠❡-②❝③♥②❝❤✱ ❥❛❦ ✐ ❞❛♥②❝❤ ♣♦✲

♠✐❛-♦✇②❝❤✳ ●➟7✇♥→ ✐❞❡→ ♠❡!♦❞② ❥❡,! ③❛,!→♣✐❡♥✐❡ ③♠✐❛♥ ♣❛-❛♠❡!-7✇ ♠❛,♦✇②❝❤

✐ ,③!②✇♥♦➧❝✐♦✇②❝❤ ❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ ❡❦✇✐✇❛❧❡♥!♥②♠ ♣,❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❡♠✳ ❚❛❦✐❡ ♦❣7❧♥❡

♣♦,!❛✇✐❡♥✐❡ ♣-♦❜❧❡♠✉ ♣♦③✇♦❧✐➟♦ ♥❛ ♦♣-❛❝♦✇❛♥✐❡ ,❢♦-♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

❝③❛,✉ ✐ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛✱ ♦♣✐,❛♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✇ ❘♦③❞③✐❛➟❛❝❤ ✷ ✐ ✹✳

❲ ❦❛➺❞②♠ ③ !②❝❤ ,❢♦-♠✉➟♦✇❛➠ ✇②③♥❛❝③♦♥♦ ➧❝✐,➟❡✱ ❛♥❛❧✐!②❝③♥❡ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♥❛ ❣-❛✲

❞✐❡♥! ✐ ❍❡,❥❛♥ ❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉✱ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛❥→❝ !②♠ ,❛♠②♠ ③❛,!♦,♦✇❛♥✐❡ ❞♦ -♦③✇✐→③❛✲

♥✐❛ ③❛❞❛♥✐❛ ♦❞✇-♦!♥❡❣♦ ❦❧❛,②❝③♥②❝❤ ❣-❛❞✐❡♥!♦✇②❝❤ ♠❡!♦❞ ♦♣!②♠❛❧✐③❛❝②❥♥②❝❤

♣✐❡-✇,③❡❣♦ ✐ ❞-✉❣✐❡❣♦ -③➛❞✉✳

❖♣-❛❝♦✇❛♥❛ ♠❡!♦❞❛ ♣♦③✇❛❧❛ ✇ ♦❣7❧♥♦➧❝✐ ♥❛ ✐❞❡♥!②✜❦❛❝❥➛ ③♠✐❛♥ ✐ ♦❜❝✐→➺❡➠

❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ ❞♦✇♦❧♥❡❣♦ !②♣✉✱ ♥✐❡♠♥✐❡❥ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ !-✉❞♥♦➧❝✐ !❡❝❤♥✐❝③♥❡

③✇✐→③❛♥❡ ③ ❞②♥❛♠✐❝③♥②♠ ♣♦♠✐❛-❡♠ ❦→!7✇ ♦❜-♦!✉ ♦-❛③ ③ -❡❛❧✐③❛❝❥→ ✇②♠✉,③❡➠

♠♦♠❡♥!♦✇②❝❤✱ ③❛❧❡❝❛ ,✐➛✱ ❜② ♠❡!♦❞➛ ♥❛ ♦❜❡❝♥②♠ ❡!❛♣✐❡ ❥❡❥ -♦③✇♦❥✉ ,!♦,♦✇❛♥♦

❞❧❛ ♦❜✐❡❦!7✇ ♦ ❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ ❦-❛!♦✇❡❥ ✐ ♥❛ !❛❦✐❡❥ ❦♦♥,!-✉❦❝❥✐ ♠❡!♦❞❛ ❜②➟❛ ✇❡-②✲



✶✹✻ ✼✳ ❩❛❦♦➠❝③❡♥✐❡

✜❦♦✇❛♥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥✐❡ ✇ ♥✐♥✐❡❥.③❡❥ ♣0❛❝②✳

❲②♥✐❦✐ ♦40③②♠❛♥❡ ♣♦❞❝③❛. ♣0③❡♣0♦✇❛❞③♦♥❡❥ ✇❡0②✜❦❛❝❥✐ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡❥✱ ③❛✲

♠✐❡.③❝③♦♥❡ ✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✻✱ ♣♦③✇❛❧❛❥→ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥✐❡ .4✇✐❡0❞③✐➣✱ ➺❡ .❢♦0♠✉➟♦✇❛♥✐❡

✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♦❞③♥❛❝③❛ .✐➛ ③♥❛❝③♥✐❡ ✇✐➛❦.③→ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐→ ✐ ❦0C4.③②♠

❝③❛.❡♠ ✐❞❡♥4②✜❦❛❝❥✐ ♥✐➺ .❢♦0♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛.✉✱ ❛ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡ ♥✐❡

✇②♠❛❣❛ ♦♥♦ ✉➺②❝✐❛ ✇②0❛✜♥♦✇❛♥②❝❤ 4❡❝❤♥✐❦ ♥✉♠❡0②❝③♥②❝❤ ♦♠C✇✐♦♥②❝❤ ✇ ❘♦③✲

❞③✐❛❧❡ ✺✳ ❈❤❛0❛❦4❡0②.4②❝③♥→ ❝❡❝❤→ ✇②♥✐❦C✇ ❜②➟ ♣♦♥❛❞4♦ ③♥❛❝③♥✐❡ ♥✐➺.③② ♣♦③✐♦♠

✐❝❤ ❜➟➛❞C✇ ✇③❣❧➛❞♥②❝❤ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ✐❞❡♥4②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥ ♠❛.② ♥✐➺ ✇ ✇②♣❛❞❦✉

✐❞❡♥4②✜❦❛❝❥✐ 0❡❞✉❦❝❥✐ .③4②✇♥♦➧❝✐✳

✼✳✶ ❖$②❣✐♥❛❧♥❡ ♦-✐→❣♥✐➛❝✐❛ ♣$❛❝②

I♦♥✐➺❡❥ ③❛♠✐❡.③❝③♦♥♦ ③❞❛♥✐❡♠ ❛✉4♦0❛ ♥❛❥✇❛➺♥✐❡❥.③❡ ♦0②❣✐♥❛❧♥❡ ♦.✐→❣♥✐➛❝✐❛

♥✐♥✐❡❥.③❡❥ ❞②.❡04❛❝❥✐✿

❼ ❙❢♦0♠✉➟♦✇❛♥♦ ♣♦❞.4❛✇② 4❡♦0❡4②❝③♥❡ ♥✐❡♣❛0❛♠❡40②❝③♥❡❥ ♠❡4♦❞② ✐❞❡♥4②✲

✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥② ♠❛.②✱ .③4②✇♥♦➧❝✐ ✐ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛.✉ ✐ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡

▲❛♣❧❛❝❡✬❛✳ ▼❡4♦❞❛ ✇②❦♦0③②.4✉❥❡ ♥✐❡♣❛0❛♠❡40②❝③♥②✱ ③➟♦➺♦♥② ③ ❞❛♥②❝❤

❝③②.4♦ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥②❝❤✱ ♠♦❞❡❧ ❦♦♥.40✉❦❝❥✐ 0❡❢❡0❡♥❝②❥♥❡❥✱ ❛ ❥❡❞♥♦❝③❡➧♥✐❡

✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ✐❞❡♥4②✜❦❛❝❥➛ ♣❛0❛♠❡40②❝③♥✐❡ ✇②0❛➺♦♥②❝❤ ③♠✐❛♥ ❦♦♥.40✉❦❝❥✐

✐ ❥❡❥ ♦❜❝✐→➺❡➠✳

❼ ❲②0❛➺❡♥✐❡ ♣.❡✉❞♦ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ✇ ♣♦.4❛❝✐ .♣❧♦4✉ ♥✐❡③♥❛♥❡❥ ❢✉♥❦❝❥✐ ✐ ③❛0❡❥❡✲

.40♦✇❛♥❡❣♦ ✇②♠✉.③❡♥✐❛ ♣0③②➟♦➺♦♥❡❣♦ ❞♦ ❦♦♥.40✉❦❝❥✐ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♠➟♦4❦❛

♠♦❞❛❧♥❡❣♦ ✇ ③♥❛❝③→❝② .♣♦.C❜ ♣0③②❝③②♥✐➟♦ .✐➛ ❞♦ ✉♣0♦.③❝③❡♥✐❛ ✐ .❦0C❝❡✲

♥✐❛ ❡4❛♣✉ ♣0③②❣♦4♦✇❛♥✐❛ ❞❛♥②❝❤ ♣♦♠✐❛0♦✇②❝❤ ❞♦ ♦♣0❛❝♦✇❛♥❡❣♦ ♣♦❞❡❥➧❝✐❛

♥✐❡♣❛0❛♠❡40②❝③♥❡❣♦✳

❼ ❩❛.4♦.♦✇❛♥✐❡ ✐4❡0❛❝②❥♥❡❣♦ ❛❧❣♦0②4♠✉ 0❡❣✉❧❛0②③✉❥→❝❡❣♦ ❈●▲❙✱ ✇ ♣♦➟→❝③❡✲

♥✐✉ ③❡ .♣❡❝②✜❝③♥②♠✐ ✇➟❛➧❝✐✇♦➧❝✐❛♠✐ ✉.40✉❦4✉0②③♦✇❛♥❡❥ ♠❛❝✐❡0③②

✇.♣C➟❝③②♥♥✐❦C✇✱ ♣♦③✇♦❧✐➟♦ ♥❛ 0♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❞✉➺②❝❤✱ ➵❧❡ ✉✇❛0✉♥❦♦✇❛♥②❝❤

✉❦➟❛❞C✇ 0C✇♥❛➠ ✇ ♣0③②.4➛♣♥②♠ ❝③❛.✐❡✳

❼ ❲②③♥❛❝③❡♥✐❡ ❞♦❦➟❛❞♥②❝❤✱ ❛♥❛❧✐4②❝③♥②❝❤ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♥❛ ❣0❛❞✐❡♥4 ✐ ❍❡.❥❛♥

❢✉♥❦❝❥✐ ❝❡❧✉ ♣♦③✇♦❧✐➟♦ ♥❛ ③❛.4♦.♦✇❛♥✐❡ .③②❜❦♦③❜✐❡➺♥②❝❤ ❣0❛❞✐❡♥4♦✇②❝❤

♠❡4♦❞ ♦♣4②♠❛❧✐③❛❝②❥♥②❝❤✳

❼ I0③❡♣0♦✇❛❞③♦♥♦ ✇❡0②✜❦❛❝❥➛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥→ ♦♣0❛❝♦✇❛♥❡❥

♥✐❡♣❛0❛♠❡40②❝③♥❡❥ ♠❡4♦❞② ♥❛ ♣0③❡.40③❡♥♥❡❥ ❦♦♥.40✉❦❝❥✐ ✇.♣♦0♥✐❦❛ ❦0❛✲

4♦✇❡❣♦✳ ❙4♦.✉❥→❝ ❞✇❛ ♦♣0❛❝♦✇❛♥❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❛✱ ♣0③❡♣0♦✇❛❞③♦♥♦ ✐❞❡♥4②✜❦❛❝❥➛

③♠✐❛♥② ♠❛.②✱ .③4②✇♥♦➧❝✐ ✐ ♦❜❝✐→➺❡♥✐❛ ♥✐❡❡❧❛.4②❝③♥❡❣♦✳



✼✳✷ #❧❛♥② ❞❛❧)③②❝❤ ❜❛❞❛➠ ✶✹✼

✼✳✷ #❧❛♥② ❞❛❧)③②❝❤ ❜❛❞❛➠

❲②♥✐❦✐ ✉③②'❦❛♥❡ ✇ +❛♠❛❝❤ ♣+③❡♣+♦✇❛❞③♦♥❡❥ ✇❡+②✜❦❛❝❥✐ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❡❥ '→

♦❜✐❡❝✉❥→❝❡ ✐ ♣+③❡♠❛✇✐❛❥→ ③❛ ♣♦❞❥➛❝✐❡♠ ❞❛❧'③②❝❤ ❜❛❞❛➠ +♦③'③❡+③❛❥→❝②❝❤ ♣+♦✲

♣♦♥♦✇❛♥→ ♠❡;♦❞➛✳ =♦♥✐➺❡❥ ✇②♠✐❡♥✐♦♥♦ ❣➟A✇♥❡ ♣❧❛♥♦✇❛♥❡ ❦✐❡+✉♥❦✐ +♦③✇♦❥✉

♦♣+❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡;♦❞② ♥✐❡♣❛+❛♠❡;+②❝③♥❡❥✿

❼ ❙❢♦+♠✉➟♦✇❛♥✐❡ ♠❡;♦❞② ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ▲❛♣❧❛❝❡✬❛ ♣♦'✐❛❞❛ '③❡+❡❣ ③❛❧❡; ✇ ';♦✲

'✉♥❦✉ ❞♦ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡❣♦ '❢♦+♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ✇ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❝③❛'✉✱ ♣♦❝③②♥❛❥→❝ ♦❞

'❦+A❝❡♥✐❛ ❝③❛'✉ ♣+♦❝❡'✉ ✐❞❡♥;②✜❦❛❝❥✐✱ ♣♦ ③✇✐➛❦'③♦♥→ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣ ♦;+③②✲

♠❛♥②❝❤ ✇②♥✐❦A✇✳ ❑♦❧❡❥♥②♠ ❝③②♥♥✐❦✐❡♠✱ ❦;A+② ♠♦➺❡ ❦♦+③②';♥✐❡ ✇♣➟②♥→➣

♥❛ ♣♦♣+❛✇➛ ✇②♥✐❦A✇✱ ❥❡'; ♦♣;②♠❛❧♥② ❞♦❜A+ ❦'③;❛➟;✉ ✇②♠✉'③❡♥✐❛

;❡';♦✇❡❣♦ ❝❤❛+❛❦;❡+②③♦✇❛♥❡❣♦ ♣♦♣+③❡③ ❥❡❣♦ ✇✐❞♠♦ ❛♠♣❧✐;✉❞♦✇❡✳

❲ ❈③➛➧❝✐ ✹✳✹ ③❛♣+♦♣♦♥♦✇❛♥♦ '♣♦'A❜ +❡❛❧✐③❛❝❥✐ ;❡❣♦ ♣♦♠②'➟✉✳ ❏❡❣♦ ✇❡+②✲

✜❦❛❝❥❛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥❛ ✇②♠❛❣❛ ❥❡❞♥❛❦ ✇✐➛❦'③❡❥ ❧✐❝③❜② '❝❡♥❛+✐✉'③② ♠♦❞②✲

✜❦❛❝❥✐ ❦♦♥';+✉❦❝❥✐✱ ♥✐➺ ❜②➟❛ ❞♦';➛♣♥❛ ✇ ♥✐♥✐❡❥'③❡❥ ♣+❛❝②✳

❼ ❲②♥✐❦✐ ③❛♠✐❡'③❝③♦♥❡ ✇ ❘♦③❞③✐❛❧❡ ✻ ③♦';❛➟② ✉③②'❦❛♥❡ ❞❧❛ '❝❡♥❛+✐✉'③②

♠♦❞②✜❦❛❝❥✐ ❝❤❛+❛❦;❡+②③✉❥→❝②❝❤ '✐➛ ♣❡✇♥②♠ ✉♣+♦'③❝③❡♥✐❡♠✱ ❛ ♠✐❛♥♦✇✐❝✐❡

③❛❦➟❛❞❛➟② ✇②';→♣✐❡♥✐❡ ③♠✐❛♥ ❥❡❞②♥✐❡ ♣♦❥❡❞②♥❝③♦ ❧✉❜ ✇ ♦❣+❛♥✐❝③♦♥②❝❤

♦❜'③❛+③❡ ❦♦♥';+✉❦❝❥✐✳ ❉❛❧'③❡ ❜❛❞❛♥✐❛ ♣♦✇✐♥♥② ♦❜❡❥♠♦✇❛➣ ♣+③❡♣+♦✇❛❞③❡✲

♥✐❡ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❡➠ ③❛❦➟❛❞❛❥→❝②❝❤ ✇②';→♣✐❡♥✐❡ ❦✐❧❦✉ ❥❡❞♥♦❝③❡'♥②❝❤ ③♠✐❛♥

+♦③♣+♦'③♦♥②❝❤ ♥❛ ✇✐➛❦'③❡❥ ❝③➛➧❝✐ ❦♦♥';+✉❦❝❥✐✳

❼ ❑♦♥';+✉❦❝❥❡ +③❡❝③②✇✐';❡ ♣♦❞❞❛♥❡ '→ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛♥✐✉ ❝③②♥♥✐❦A✇

③❡✇♥➛;+③♥②❝❤✱ ❦;A+❡ ✇ ✇✐❡❧✉ ♣+③②♣❛❞❦❛❝❤ ♠❛❥→ ③♥❛❝③→❝② ✇♣➟②✇ ♥❛ ③♠✐✲

❛♥➛ ♣❛+❛♠❡;+A✇ ❞②♥❛♠✐❝③♥②❝❤ ❦♦♥';+✉❦❝❥✐✳ ❩♠✐❛♥② ;❡ ♠♦❣→ ❜②➣ ❜➟➛❞♥✐❡

✐♥;❡+♣+❡;♦✇❛♥❡ ♣+③❡③ ♠❡;♦❞② ❣❧♦❜❛❧♥❡ ❥❛❦♦ ✇②';→♣✐❡♥✐❡ ♣♦;❡♥❝❥❛❧♥❡❣♦

✉'③❦♦❞③❡♥✐❛ ♦ ③♥❛❝③♥②❝❤ +♦③♠✐❛+❛❝❤✳ ❉❧❛;❡❣♦ ♣+③❡❞ ♣+③❡♣+♦✇❛❞③❡♥✐❡♠

;❡';A✇ ♣♦❧♦✇②❝❤ ❦♦♥✐❡❝③♥❡ ❥❡'; ③❛♣+♦♣♦♥♦✇❛♥✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐③♠✉ ✉✇③❣❧➛❞♥✐✲

❛❥→❝❡❣♦ ③♠✐❛♥② ❝③②♥♥✐❦A✇ ③❡✇♥➛;+③♥②❝❤ ✇ ♣+♦❝❡❞✉+③❡ ✐❞❡♥;②✜❦❛❝❥✐ ③♠✐❛♥

♠❛'② ✐ '③;②✇♥♦➧❝✐✳

❼ ❩❡ ✇③❣❧➛❞A✇ ❡❦♦♥♦♠✐❝③♥②❝❤ ❧✉❜ ♣+❛❦;②❝③♥②❝❤ ♠♦♥✐;♦+♦✇❛♥✐❡ ';❛♥✉ ;❡❝❤✲

♥✐❝③♥❡❣♦ ❦♦♥';+✉❦❝❥✐ ♠♦➺❡ ♦❣+❛♥✐❝③❛➣ '✐➛ ❞♦ ❥❡❥ ✇②❜+❛♥②❝❤ ❢+❛❣♠❡♥;A✇✳

◆✐❡♠♥✐❡❥ ✇②❜+❛♥② ❢+❛❣♠❡♥;✱ ❥❛❦ ✐ ❝❛➟❛ ❦♦♥';+✉❦❝❥❛✱ ♣♦✇✐♥♥② '♣❡➟♥✐❛➣

♣❡✇♥❡ ③❛➟♦➺❡♥✐❛ ♣+③②❥➛;❡ ♥❛ ❡;❛♣✐❡ ❢♦+♠✉➟♦✇❛♥✐❛ ;❡♦+❡;②❝③♥❡❣♦ ♠❡;♦❞②✳

◆❛❥✇❛➺♥✐❡❥'③②♠ ③ ♥✐❝❤ ❥❡'; ③❛➟♦➺❡♥✐❡ ♦ ❧✐♥✐♦✇♦➧❝✐ ❦♦♥';+✉❦❝❥✐❀ ♥✐❡'♣❡➟♥✐❡✲

♥✐❡ ;❡❣♦ ✇❛+✉♥❦✉ +A✇♥♦✇❛➺♥❡ ❥❡'; ③ ❜+❛❦✐❡♠ ♠♦➺❧✐✇♦➧❝✐ ';♦'♦✇❛♥✐❛

♠❡;♦❞② ♥❛ ❞❛♥②♠ ♦❜✐❡❦❝✐❡✳ ❘♦③✇✐→③❛♥✐❡♠ ;❡❣♦ ♦❣+❛♥✐❝③❡♥✐❛ ♠♦➺❡ ❜②➣

✐♥;❡❣+❛❝❥❛ ♦♣+❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡;♦❞② ③ ♠❡;♦❞→ ✇✐+;✉❛❧♥❡❥ ✭♥✉♠❡+②❝③♥❡❥✮ ✐③♦✲

❧❛❝❥✐ ♣♦❞';+✉❦;✉+ ❬✶✼✶❪✳ =♦③✇♦❧✐➟♦❜② ;♦ ♥❛ ❧♦❦❛❧♥❡ ♠♦♥✐;♦+♦✇❛♥✐❡ ✇②♦✲



✶✹✽ ✼✳ ❩❛❦♦➠❝③❡♥✐❡

❞!➛❜♥✐♦♥②❝❤ ♥❡✇!❛❧❣✐❝③♥②❝❤ ❝③➛➧❝✐ ❦♦♥23!✉❦❝❥✐ 2♣❡➟♥✐❛❥→❝②❝❤ ✇❛!✉♥❡❦ ❧✐♥✲

✐♦✇♦➧❝✐✱ ✇✐!3✉❛❧♥✐❡ ✐③♦❧♦✇❛♥②❝❤ ♦❞ ✇♣➟②✇✉ ♣♦③♦23❛➟②❝❤ ❝③➛➧❝✐ ❦♦♥23!✉❦❝❥✐✳

❼ ❲❡!②✜❦❛❝❥➛ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥→ ♦♣!❛❝♦✇❛♥❡❥ ♠❡3♦❞② ♣!③❡♣!♦✇❛❞③♦♥♦

✇ ✇❛!✉♥❦❛❝❤ ❧❛❜♦!❛3♦!②❥♥②❝❤✳ ❑♦❧❡❥♥②♠ ❡3❛♣❡♠ ✇❡!②✜❦❛❝❥✐ ❥❡23

♣!③❡♣!♦✇❛❞③❡♥✐❡ 3❡23@✇ ♣♦❧♦✇②❝❤✳
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✶✳ ❉✳ ❆❞❛♠'✳ ❍❡❛❧$❤ ▼♦♥✐$♦*✐♥❣ ♦❢ ❙$*✉❝$✉*❛❧ ▼❛$❡*✐❛❧0 ❛♥❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥$0✳

❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥'✱ ▲5❞✱ ✷✵✵✼✳

✷✳ ❏✳ ❇❛❧❛❣❡❛'✱ ❈✳✲=✳ ❋?✐5③❡♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ●B❡♠❡'✳ ❙$*✉❝$✉*❛❧ ❍❡❛❧$❤ ▼♦♥✐$♦*✐♥❣

❙②0$❡♠0✳ ■❙❚❊✱ ✷✵✵✻✳

✸✳ ❚✳ ❙5❡♣✐♥'❦✐✱ ❚✳ ❯❤❧✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙5❛'③❡✇'❦✐✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙$*✉❝$✉*❛❧ ❉❛♠❛❣❡

❉❡$❡❝$✐♦♥✿ ❋*♦♠ ❚❤❡♦*② $♦ ❊♥❣✐♥❡❡*✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛$✐♦♥0✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥'✱

▲5❞✱ ✷✵✶✸✳

✹✳ ❈✳❘✳ ❋❛??❛? ❛♥❞ ❑✳ ❲♦?❞❡♥✳ ❆♥ ✐♥5?♦❞✉❝5✐♦♥ 5♦ '5?✉❝5✉?❛❧ ❤❡❛❧5❤ ♠♦♥✐✲

5♦?✐♥❣✳ =❤✐❧♦0♦♣❤✐❝❛❧ ❚*❛♥0❛❝$✐♦♥0 ♦❢ $❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡$② ❆✿ ▼❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧✱

=❤②0✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡*✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡0✱ ✸✻✺✭✶✽✺✶✮✿✸✵✸✕✸✶✺✱ ✷✵✵✼✳

✺✳ ❑✳ ❲♦?❞❡♥✱ ❈✳❘✳ ❋❛??❛?✱ ●✳ ▼❛♥'♦♥✱ ❛♥❞ ●✳ =❛?❦✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥5❛❧

❛①✐♦♠' ♦❢ '5?✉❝5✉?❛❧ ❤❡❛❧5❤ ♠♦♥✐5♦?✐♥❣✳ =❤✐❧♦0♦♣❤✐❝❛❧ ❚*❛♥0❛❝$✐♦♥0 ♦❢

$❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡$② ❆✿ ▼❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧✱ =❤②0✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡*✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡0✱

✹✻✸✭✷✵✽✷✮✿✶✻✸✾✕✶✻✻✹✱ ✷✵✵✼✳

✻✳ ❏✳▼✳ ❇?♦✇♥❥♦❤♥✳ ❙5?✉❝5✉?❛❧ ❤❡❛❧5❤ ♠♦♥✐5♦?✐♥❣ ♦❢ ❝✐✈✐❧ ✐♥❢?❛'5?✉❝5✉?❡✳

=❤✐❧♦0♦♣❤✐❝❛❧ ❚*❛♥0❛❝$✐♦♥0 ♦❢ $❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡$② ❆✿ ▼❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧✱ =❤②0✲

✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡*✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡0✱ ✸✻✺✭✶✽✺✶✮✿✺✽✾✕✻✷✷✱ ✷✵✵✼✳

✼✳ ❍✳ ❲❡♥③❡❧ ❛♥❞ ❉✳ =✐❝❤❧❡?✳ ❆♠❜✐❡♥$ ❱✐❜*❛$✐♦♥ ▼♦♥✐$♦*✐♥❣✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫

❙♦♥'✱ ▲5❞✱ ✷✵✵✺✳

✽✳ ❲✳ ❏✳ ❙5❛'③❡✇'❦✐✱ ❈✳ ❇♦❧❧❡?✱ ❛♥❞ ●✳ ❘✳ ❚♦♠❧✐♥'♦♥✱ ❡❞✐5♦?'✳ ❙$*✉❝$✉*❛❧

❍❡❛❧$❤ ▼♦♥✐$♦*✐♥❣ ❙②0$❡♠0 ♦❢ ❆❡*♦0♣❛❝❡ ❙$*✉❝$✉*❡0✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥'✱

▲5❞✱ ✷✵✵✹✳

✾✳ ❆✳ ❘②55❡?✳ ❱✐❜*❛$✐♦♥ ❇❛0❡❞ ■♥0♣❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡*✐♥❣ ❙$*✉❝$✉*❡0✳ =❤❉
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❛ ❝✉/✈❡❞ ❝♦♥❝/❡(❡ ❜/✐❞❣❡ ✉♥❞❡/ ❛♠❜✐❡♥( ❧♦❛❞J✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❈✐✈✐❧ ❙3#✉❝3✉#❛❧

❍❡❛❧3❤ ▼♦♥✐3♦#✐♥❣✱ ✶✼✭✺✮✿✶✼✹✷✕✶✼✺✶✱ ✷✵✵✼✳

✷✾✳ ●✳✲❉✳ ❩❤♦✉ ❛♥❞ ❚✳✲❍✳ ❨✐✳ ❚❤❡/♠❛❧ ❧♦❛❞ ✐♥ ❧❛/❣❡✲J❝❛❧❡ ❜/✐❞❣❡J✿ ❆ J(❛(❡✲

♦❢✲(❤❡✲❛/( /❡✈✐❡✇✳ ■♥3❡#♥❛3✐♦♥❛❧ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❉✐*3#✐❜✉3❡❞ ❙❡♥*♦# ◆❡3✇♦#❦*✱

✷✵✶✸✿✷✶✼✾✽✸✳

✸✵✳ ❍✳ ❙♦❤♥✱ ▼✳ ❉③✇♦♥❝③②❦✱ ❊✳ ●✳ ❙(/❛J❡/✱ ❆✳ ❙✳ ❑✐/❡♠✐❞❥✐❛♥✱ ❑✳ ❍✳ ▲❛✇✱

❛♥❞ ❚✳ ▼❡♥❣✳ ❆♥ ❡①♣❡/✐♠❡♥(❛❧ J(✉❞② ♦❢ (❡♠♣❡/❛(✉/❡ ❡✛❡❝( ♦♥ ♠♦❞❛❧

♣❛/❛♠❡(❡/J ♦❢ (❤❡ ❆❧❛♠♦J❛ ❈❛♥②♦♥ ❜/✐❞❣❡✳ ❊❛#3❤F✉❛❦❡ ❊♥❣✐♥❡❡#✐♥❣ ❛♥❞

❙3#✉❝3✉#❛❧ ❉②♥❛♠✐❝*✱ ✷✽✭✽✮✿✽✼✾✕✽✾✼✱ ✶✾✾✾✳

✸✶✳ ▼✳ ❙❛♥❛②❡✐✱ ❏✳ 3❤❡❧♣J✱ ❏✳ ❙✐♣♣❧❡✱ ❊✳ ❇❡❧❧✱ ❛♥❞ ❇✳ ❇/❡♥♥❡/✳ ■♥J(/✉♠❡♥(❛✲

(✐♦♥✱ ♥♦♥❞❡J(/✉❝(✐✈❡ (❡J(✐♥❣✱ ❛♥❞ ✜♥✐(❡✲❡❧❡♠❡♥( ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛(✐♥❣ ❢♦/ ❜/✐❞❣❡

❡✈❛❧✉❛(✐♦♥ ✉J✐♥❣ J(/❛✐♥ ♠❡❛J✉/❡♠❡♥(J✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❇#✐❞❣❡ ❊♥❣✐♥❡❡#✐♥❣✱

✶✼✭✶✮✿✶✸✵✕✶✸✽✱ ✷✵✶✷✳

✸✷✳ 3✳ ❇❛//✱ ❈✳ ❲♦♦❞✇❛/❞✱ ❇✳ ◆❛❥❡/❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆♠✐♥✳ ▲♦♥❣✲(❡/♠ J(/✉❝(✉/❛❧

❤❡❛❧(❤ ♠♦♥✐(♦/✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❙❛♥ ❨J✐❞/♦ ❇/✐❞❣❡✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ '❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ♦❢

❈♦♥*3#✉❝3❡❞ ❋❛❝✐❧✐3✐❡*✱ ✷✵✭✶✮✿✶✹✕✷✵✱ ✷✵✶✷✳

✸✸✳ ❊✳ ❇❡❧❧✱ 3✳ ▲❡❢❡❜✈/❡✱ ▼✳ ❙❛♥❛②❡✐✱ ❇✳ ❇/❡♥♥❡/✱ ❏✳ ❙✐♣♣❧❡✱ ❛♥❞ ❏✳ 3❡❞❞❧❡✳

❖❜❥❡❝(✐✈❡ ❧♦❛❞ /❛(✐♥❣ ♦❢ ❛ J(❡❡❧✲❣✐/❞❡/ ❜/✐❞❣❡ ✉J✐♥❣ J(/✉❝(✉/❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❛♥❞ ❤❡❛❧(❤ ♠♦♥✐(♦/✐♥❣✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❙3#✉❝3✉#❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡#✐♥❣✱ ✶✸✾✭✶✵✮✿✶✼✼✶✕

✶✼✼✾✱ ✷✵✶✸✳
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✸✹✳ ❳✳ ❈❛♦✱ ❨✳ ❙✉❣✐②❛♠❛❝✱ ❛♥❞ ❨✳ ▼✐34✉✐✳ ❆♣♣❧✐❝❛3✐♦♥ ♦❢ ❛93✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉9❛❧

♥❡3✇♦9❦4 3♦ ❧♦❛❞ ✐❞❡♥3✐✜❝❛3✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉%❡'( ❛♥❞ ❙%'✉❝%✉'❡(✱ ✻✾✭✶✮✿✻✸✕✼✽✱

✶✾✾✽✳

✸✺✳ ❏✳ ❙✳ I✳ ❈9✉③ ❛♥❞ ❘✳ ❙❛❧❣❛❞♦✳ I❡9❢♦9♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈✐❜9❛3✐♦♥✲❜❛4❡❞ ❞❛♠❛❣❡

❞❡3❡❝3✐♦♥ ♠❡3❤♦❞4 ✐♥ ❜9✐❞❣❡4✳ ❈♦♠♣✉%❡'✲❆✐❞❡❞ ❈✐✈✐❧ ❛♥❞ ■♥❢'❛(%'✉❝%✉'❡

❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣✱ ✷✹✭✶✮✿✻✷✕✼✾✱ ✷✵✵✾✳

✸✻✳ ●✳ ❍❡❛9♥ ❛♥❞ ❘✳ ❚❡43❛✳ ▼♦❞❛❧ ❛♥❛❧②4✐4 ❢♦9 ❞❛♠❛❣❡ ❞❡3❡❝3✐♦♥ ✐♥ 439✉❝3✉9❡4✳

❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❙%'✉❝%✉'❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣✱ ✶✶✼✭✶✵✮✿✸✵✹✷✕✸✵✻✸✱ ✶✾✾✶✳

✸✼✳ I✳ ❈❛✇❧❡② ❛♥❞ ❘✳ ❉✳ ❆❞❛♠4✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛3✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝34 ✐♥ 439✉❝3✉9❡4 ❢9♦♠

♠❡❛4✉9❡♠❡♥34 ♦❢ ♥❛3✉9❛❧ ❢9❡V✉❡♥❝✐❡4✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❙%'❛✐♥ ❆♥❛❧②(✐( ❢♦' ❊♥❣✐✲

♥❡❡'✐♥❣ ❉❡(✐❣♥✱ ✶✹✭✷✮✿✹✾✕✺✼✱ ✶✾✼✾✳

✸✽✳ ❏✳✲❚✳ ❑✐♠✱ ❨✳✲❙✳ ❘②✉✱ ❍✳✲▼✳ ❈❤♦✱ ❛♥❞ ◆✳ ❙3✉❜❜4✳ ❉❛♠❛❣❡ ✐❞❡♥3✐✜❝❛3✐♦♥

✐♥ ❜❡❛♠✲3②♣❡ 439✉❝3✉9❡4✿ ❢9❡V✉❡♥❝②✲❜❛4❡❞ ♠❡3❤♦❞ ✈4 ♠♦❞❡✲4❤❛♣❡✲❜❛4❡❞

♠❡3❤♦❞✳ ❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣ ❙%'✉❝%✉'❡(✱ ✷✺✭✶✮✿✺✼✕✻✼✱ ✷✵✵✸✳

✸✾✳ ▼✳ ■✳ ❋9✐4✇❡❧❧ ❛♥❞ ❏✳ ❊✳ ❚✳ I❡♥♥②✳ ■4 ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛3✐♦♥ ✉4✐♥❣ ✈✐❜9❛3✐♦♥

♠❡❛4✉9❡♠❡♥34 ♣9❛❝3✐❝❛❧❄ ■♥ ❊❯❘❖▼❊❈❍ ✸✻✺ ■♥%❡'♥❛%✐♦♥❛❧ ❲♦'❦(❤♦♣✿

❉❆▼❆❙ ✾✼✱ ❙%'✉❝%✉'❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ❆((❡((♠❡♥% ✉(✐♥❣ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙✐❣♥❛❧ I'♦✲

❝❡((✐♥❣ I'♦❝❡❞✉'❡(✱ ♣❛❣❡4 ✸✺✶✕✸✻✷✱ ❙❤❡✣❡❧❞✱ ❯❑✱ ✶✾✾✼✳

✹✵✳ ❈✳ ❘✳ ❋❛99❛9 ❛♥❞ ●✳❍✳ ❏❛♠❡4✳ ❙②43❡♠ ✐❞❡♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ❢9♦♠ ❛♠❜✐❡♥3 ✈✐❜9❛3✐♦♥

♠❡❛4✉9❡♠❡♥34 ♦♥ ❛ ❜9✐❞❣❡✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜'❛%✐♦♥✱ ✷✵✺✿✶✕✶✽✱ ✶✾✾✼✳

✹✶✳ ❖✳ ❙✳ ❙❛❧❛✇✉ ❛♥❞ ❈✳ ❲✐❧❧✐❛♠4✳ ❇9✐❞❣❡ ❛44❡44♠❡♥3 ✉4✐♥❣ ❢♦9❝❡❞✲✈✐❜9❛3✐♦♥

3❡43✐♥❣✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❙%'✉❝%✉'❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣✱ ✶✷✶✭✷✮✿✶✻✶✕✶✼✸✱ ✶✾✾✺✳

✹✷✳ ▲✳ ❋9c❜❛ ❛♥❞ ▼✳ I✐9♥❡9✳ ▲♦❛❞ 3❡434 ❛♥❞ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②4✐4 ♦❢ ❜9✐❞❣❡4✳ ❊♥❣✐✲

♥❡❡'✐♥❣ ❙%'✉❝%✉'❡(✱ ✷✸✿✶✵✷✕✶✵✾✱ ✷✵✵✶✳

✹✸✳ ❆✳ ❩✳ ❑❤❛♥✱ ❆✳ ❇✳ ❙3❛♥❜9✐❞❣❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❊✇✐♥4✳ ❉❡3❡❝3✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ✈✐✲

❜9❛3✐♥❣ 439✉❝3✉9❡4 ✇✐3❤ ❛ 4❝❛♥♥✐♥❣ ▲❉❱✳ ❖♣%✐❝( ❛♥❞ ▲❛(❡'( ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣✱

✸✷✭✻✮✿✺✽✸✕✺✾✷✱ ✶✾✾✾✳

✹✹✳ ❖✳ ❙✳ ❙❛❧❛✇✉ ❛♥❞ ❈✳ ❲✐❧❧✐❛♠4✳ ❉❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛3✐♦♥ ✉4✐♥❣ ✈✐❜9❛3✐♦♥ ♠♦❞❡

4❤❛♣❡4✳ ■♥ I'♦❝❡❡❞✐♥❣( ♦❢ %❤❡ ✶✷%❤ ■♥%❡'♥❛%✐♦♥❛❧ ▼♦❞❛❧ ❆♥❛❧②(✐( ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡

✭■▼❆❈ ❳■■✮✱ ♣❛❣❡4 ✾✸✸✕✾✸✾✱ ❍♦♥♦❧✉❧✉✱ ❍❛✇❛✐✐✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✹✳

✹✺✳ ❆✳ ❑✳ I❛♥❞❡②✱ ▼✳ ❇✐4✇❛4✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼✳ ❙❛♠♠❛♥✳ ❉❛♠❛❣❡ ❞❡3❡❝3✐♦♥ ❢9♦♠

❝❤❛♥❣❡4 ✐♥ ❝✉9✈❛3✉9❡ ♠♦❞❡ 4❤❛♣❡4✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜'❛%✐♦♥✱

✶✹✺✭✷✮✿✸✷✶✕✸✸✷✱ ✶✾✾✶✳

✹✻✳ ▲✳ ▼✳ ❑❤♦♦✱ I✳ ❘✳ ▼❛♥3❡♥❛✱ ❛♥❞ I✳ ❏❛❞❤❛✈✳ ❙39✉❝3✉9❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛44❡44♠❡♥3

✉4✐♥❣ ✈✐❜9❛3✐♦♥ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②4✐4✳ ❙%'✉❝%✉'❛❧ ❍❡❛❧%❤ ▼♦♥✐%♦'✐♥❣✱ ✸✭✷✮✿✶✼✼✕

✶✾✹✱ ✷✵✵✹✳
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✹✼✳ ❆✳ ❆✳ ❊❧&❤❛❢❡②✱ ❍✳ ▼❛/③♦✉❦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘✳ ❍❛❞❞❛/❛✳ ❊①♣❡/✐♠❡♥;❛❧ ❞❛♠❛❣❡

✐❞❡♥;✐✜❝❛;✐♦♥ ✉&✐♥❣ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡ &❤❛♣❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ▼❛#✐♥❡

❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛0✐♦♥✱ ✶✵✭✷✮✿✶✺✵✕✶✺✺✱ ✷✵✶✶✳

✹✽✳ ▼✳ ❈❛♦✱ ▼✳ ❘❛❞③✐❡➠&❦✐✱ ❲✳ ❳✉✱ ❛♥❞ ❲✳ ❖&;❛❝❤♦✇✐❝③✳ ■❞❡♥;✐✜❝❛;✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧✲
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✻✾✳ ❉✳ ❇❡*♥❛❧✳ ❋❧❡①✐❜✐❧✐(②✲❜❛9❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛(✐♦♥ ❢*♦♠ 9(♦❝❤❛9(✐❝ *❡❛❧✐③❛(✐♦♥

*❡9✉❧(9✳ ❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝)✱ ✶✸✷✭✻✮✿✻✺✶✕✻✺✽✱ ✷✵✵✻✳

✼✵✳ ❩✳ ❉✉❛♥✱ ●✳ ❨❛♥✱ ❏✳ ❖✉✱ ❛♥❞ ❇✳ ❋✳ ❙♣❡♥❝❡*✳ ❉❛♠❛❣❡ ❞❡(❡❝(✐♦♥ ✐♥ ❛♠❜✐❡♥(

✈✐❜*❛(✐♦♥ ✉9✐♥❣ ♣*♦♣♦*(✐♦♥❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐(② ♠❛(*✐① ✇✐(❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡(❡ ♠❡❛9✉*❡❞

❉❖❋9✳ ❙0!✉❝0✉!❛❧ ❈♦♥0!♦❧ ❛♥❞ ❍❡❛❧0❤ ▼♦♥✐0♦!✐♥❣✱ ✶✹✭✷✮✿✶✽✻✕✶✾✻✱ ✷✵✵✼✳

✼✶✳ ▼✳ ●✉❧ ❛♥❞ ❋✳ ◆✳ ❈❛(❜❛9✳ ❙(❛(✐9(✐❝❛❧ ♣❛((❡*♥ *❡❝♦❣♥✐(✐♦♥ ❢♦* ❙(*✉❝(✉*❛❧

❍❡❛❧(❤ ▼♦♥✐(♦*✐♥❣ ✉9✐♥❣ (✐♠❡ 9❡*✐❡9 ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❚❤❡♦*② ❛♥❞ ❡①♣❡*✐♠❡♥(❛❧

✈❡*✐✜❝❛(✐♦♥9✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②)0❡♠) ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧  !♦❝❡))✐♥❣✱ ✷✸✭✼✮✿✷✶✾✷✕✷✷✵✹✱

✷✵✵✾✳

✼✷✳ ❉✳ ❆✳ ❚✐❜❛❞✉✐③❛✱ ▲✳ ❊✳ ▼✉❥✐❝❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘♦❞❡❧❧❛*✳ ❉❛♠❛❣❡ ❝❧❛99✐✜❝❛(✐♦♥ ✐♥

9(*✉❝(✉*❛❧ ❤❡❛❧(❤ ♠♦♥✐(♦*✐♥❣ ✉9✐♥❣ ♣*✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥( ❛♥❛❧②9✐9 ❛♥❞ 9❡❧❢✲

♦*❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❛♣9✳ ❙0!✉❝0✉!❛❧ ❈♦♥0!♦❧ ❛♥❞ ❍❡❛❧0❤ ▼♦♥✐0♦!✐♥❣✱ ✷✵✭✶✵✮✿✶✸✵✸✕

✶✸✶✻✱ ✷✵✶✸✳
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✼✸✳ ▼✳ ❘✉❝❦❛ ❛♥❞ ❑✳ ❲✐❧❞❡✳ ❆♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥2✐♥✉♦✉5 ✇❛✈❡❧❡2 28❛♥5❢♦8♠ ✐♥

✈✐❜8❛2✐♦♥ ❜❛5❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡2❡❝2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞ ❢♦8 ❜❡❛♠5 ❛♥❞ ♣❧❛2❡5✳ ❏♦✉#♥❛❧

♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜#❛-✐♦♥✱ ✷✾✼✭✸✕✺✮✿✺✸✻✕✺✺✵✱ ✷✵✵✻✳

✼✹✳ ▼✳ ❘✉❝❦❛✳ ❉❛♠❛❣❡ ❞❡2❡❝2✐♦♥ ✐♥ ❜❡❛♠5 ✉5✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡2 28❛♥5❢♦8♠ ♦♥ ❤✐❣❤❡8

✈✐❜8❛2✐♦♥ ♠♦❞❡5✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦#❡-✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝5✱ ✹✾✭✷✮✿✸✾✾✕

✹✶✼✱ ✷✵✶✶✳

✼✺✳ ❙✳ ❲✳ ❉♦❡❜❧✐♥❣✱ ❈✳ ❘✳ ❋❛88❛8✱ ▼✳ ❇✳ N8✐♠❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲✳ ❙❤❡✈✐2③✳ ❉❛♠❛❣❡

✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛❧2❤ ♠♦♥✐2♦8✐♥❣ ♦❢ 528✉❝2✉8❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 5②52❡♠5

❢8♦♠ ❝❤❛♥❣❡5 ✐♥ 2❤❡✐8 ✈✐❜8❛2✐♦♥ ❝❤❛8❛❝2❡8✐52✐❝5✿ ❆ ❧✐2❡8❛2✉8❡ 8❡✈✐❡✇✳ ❚❡❝❤✲

♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦82 ▲❆✲✶✸✵✼✵✲▼❙✱ ▲♦5 ❆❧❛♠♦5 ◆❛2✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦8❛2♦8②✱ ▲♦5 ❆❧❛♠♦5✱

◆✳▼✳✱ ✶✾✾✻✳

✼✻✳ ❙✳ ❲✳ ❉♦❡❜❧✐♥❣✱ ❈✳ ❘✳ ❋❛88❛8✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇✳ N8✐♠❡✳ ❆ 5✉♠♠❛8② 8❡✈✐❡✇ ♦❢

✈✐❜8❛2✐♦♥✲❜❛5❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞5✳ ❚❤❡ ❙❤♦❝❦ ❛♥❞ ❱✐❜#❛-✐♦♥

❉✐❣❡5-✱ ✸✵✭✷✮✿✾✶✕✶✵✺✱ ▼❛8❝❤ ✶✾✾✽✳

✼✼✳ N✳ ❈✳ ❈❤❛♥❣✱ ❆✳ ❋❧❛2❛✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❈✳ ▲✐✉✳ ❘❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡8✿ ❍❡❛❧2❤ ♠♦♥✐2♦8✐♥❣

♦❢ ❝✐✈✐❧ ✐♥❢8❛528✉❝2✉8❡✳ ❙-#✉❝-✉#❛❧ ❍❡❛❧-❤ ▼♦♥✐-♦#✐♥❣✱ ✷✭✸✮✿✷✺✼✕✷✻✼✱ ✷✵✵✹✳

✼✽✳ ❲✳ ❋❛♥ ❛♥❞ N✳ ◗✐❛♦✳ ❱✐❜8❛2✐♦♥✲❜❛5❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞5✿ ❆ 8❡✲

✈✐❡✇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛8❛2✐✈❡ 52✉❞②✳ ❙-#✉❝-✉#❛❧ ❍❡❛❧-❤ ▼♦♥✐-♦#✐♥❣✱ ✶✵✭✶✮✿✽✸✕✶✶✶✱

✷✵✶✶✳

✼✾✳ ❍✳ ❙♦❤♥✱ ❈✳ ❘✳ ❋❛88❛8✱ ❋✳ ▼✳ ❍❡♠❡③✱ ❉✳ ❉✳ ❙❤✉♥❦✱ ❉✳ ❲✳ ❙2✐♥❡♠❛2❡5✱ ❇✳ ❘✳

◆❛❞❧❡8✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏✳ ❈③❛8♥❡❝❦✐✳ ❆ 8❡✈✐❡✇ ♦❢ 528✉❝2✉8❛❧ ❤❡❛❧2❤ ♠♦♥✐2♦8✐♥❣ ❧✐2✲

❡8❛2✉8❡✿ ✶✾✾✻✕✷✵✵✶✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦82 ▲❆✲✶✸✾✼✻✲▼❙✱ ▲♦5 ❆❧❛♠♦5 ◆❛2✐♦♥❛❧

▲❛❜♦8❛2♦8②✱ ✷✵✵✹✳

✽✵✳ ❊✳ N✳ ❈❛8❞❡♥ ❛♥❞ N✳ ❋❛♥♥✐♥❣✳ ❱✐❜8❛2✐♦♥ ❜❛5❡❞ ❝♦♥❞✐2✐♦♥ ♠♦♥✐2♦8✐♥❣✿ ❆

8❡✈✐❡✇✳ ❙-#✉❝-✉#❛❧ ❍❡❛❧-❤ ▼♦♥✐-♦#✐♥❣✱ ✸✭✹✮✿✸✺✺✕✸✼✼✱ ✷✵✵✹✳

✽✶✳ ❉✳ ▼♦♥2❛❧✈❛♦✱ ◆✳ ▼✳ ▼✳ ▼❛✐❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼✳ ❘✳ ❘✐❜❡✐8♦✳ ❆ 8❡✈✐❡✇ ♦❢ ✈✐❜8❛2✐♦♥✲

❜❛5❡❞ 528✉❝2✉8❛❧ ❤❡❛❧2❤ ♠♦♥✐2♦8✐♥❣ ✇✐2❤ 5♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛5✐5 ♦♥ ❝♦♠♣♦5✐2❡

♠❛2❡8✐❛❧5✳ ❚❤❡ ❙❤♦❝❦ ❛♥❞ ❱✐❜#❛-✐♦♥ ❉✐❣❡5-✱ ✸✻✭✹✮✿✷✾✺✕✸✷✹✱ ✷✵✵✻✳

✽✷✳ ❘✳ N❡8❡8❛ ❛♥❞ ❆✳ ❘✉✐③✳ ❆ ♠✉❧2✐✲52❛❣❡ ❋❊ ✉♣❞❛2✐♥❣ ♣8♦❝❡❞✉8❡ ❢♦8 ❞❛♠❛❣❡

✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ✐♥ ❧❛8❣❡ 5❝❛❧❡ 528✉❝2✉8❡5 ❜❛5❡❞ ♦♥ ♠✉❧2✐✲♦❜❥❡❝2✐✈❡ ❡✈♦❧✉2✐♦♥✲

❛8② ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②5-❡♠5 ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ <#♦❝❡55✐♥❣✱ ✷✷✭✹✮✿✾✼✵✕

✾✾✶✱ ✷✵✵✽✳

✽✸✳ N✳ ❋✳ ▲✐✉ ❛♥❞ ❏✳ ❨✳ ❩❤❡♥❣✳ ❘❡❝❡♥2 ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥25 ♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❛♥❞ ✜♥✐2❡ ❡❧❡♠❡♥2 ❛♥❛❧②5✐5 ❢♦8 ❝♦♠♣♦5✐2❡ ❧❛♠✐♥❛2❡5✿ ❆ 8❡✈✐❡✇✳ ▼❛-❡#✐❛❧5

✫ ❉❡5✐❣♥✱ ✸✶✭✽✮✿✸✽✷✺✕✸✽✸✹✱ ✷✵✶✵✳
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✽✹✳ ❨✳ ❆♥ ❛♥❞ ❏✳ ❖✉✳ ❊①♣❡/✐♠❡♥2❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ 52✉❞✐❡5 ♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛2✲

✐♥❣ ♠❡2❤♦❞ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ 5❡✈❡/✐2② ✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ✉2✐❧✐③✐♥❣ ❢♦✉/ ❝♦52 ❢✉♥❝2✐♦♥5✳

❙!"✉❝!✉"❛❧ ❈♦♥!"♦❧ ✫ ❍❡❛❧!❤ ▼♦♥✐!♦"✐♥❣✱ ✷✵✭✶✮✿✶✵✼✕✶✷✵✱ ✷✵✶✸✳

✽✺✳ ❏✳ ▲✐❛✱ ❙✳❙✳ ▲❛✇✱ ❛♥❞ ❨✳ ❉✐♥❣❝✳ ❙✉❜52/✉❝2✉/❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ❜❛5❡❞

♦♥ /❡5♣♦♥5❡ /❡❝♦♥52/✉❝2✐♦♥ ✐♥ ❢/❡O✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛2✐♥❣✳ ❊♥✲

❣✐♥❡❡"✐♥❣ ❙!"✉❝!✉"❡3✱ ✹✶✿✷✼✵✕✷✽✹✱ ✷✵✶✷✳

✽✻✳ ■✳ ❇❡♥❡❞❡22✐✱ ▼✳❍✳ ❆❧✐❛❜❛❞✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼✐❧❛③③♦✳ ❆ ❢❛52 ❇❊▼ ❢♦/ 2❤❡ ❛♥❛❧②5✐5 ♦❢

❞❛♠❛❣❡❞ 52/✉❝2✉/❡5 ✇✐2❤ ❜♦♥❞❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝2/✐❝ 5❡♥5♦/5✳ ❈♦♠♣✉!❡" ▼❡!❤♦❞3

✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝3 ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡"✐♥❣✱ ✶✾✾✭✾✕✶✷✮✿✹✾✵✕✺✵✶✱ ✷✵✶✹✳

✽✼✳ ❋✳ ❩♦✉✱ ■✳ ❇❡♥❡❞❡22✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✳ ❆❧✐❛❜❛❞✐✳ ❆ ❜♦✉♥❞❛/② ❡❧❡♠❡♥2 ♠♦❞❡❧

❢♦/ 52/✉❝2✉/❛❧ ❤❡❛❧2❤ ♠♦♥✐2♦/✐♥❣ ✉5✐♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❝2/✐❝ 2/❛♥5❞✉❝❡/5✳ ❙♠❛"!

▼❛!❡"✐❛❧3 ❛♥❞ ❙!"✉❝!✉"❡3✱ ✷✸✭✶✮✿✶✺✕✷✷✱ ✷✵✶✹✳

✽✽✳ ❲✳ ❖52❛❝❤♦✇✐❝③✱ Y✳ ❑✉❞❡❧❛✱ ▼✳ ❑/❛✇❝③✉❦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❩❛❦✳ ●✉✐❞❡❞ ❲❛✈❡3 ✐♥

❙!"✉❝!✉"❡3 ❢♦" ❙❍▼✿ ❚❤❡ ❚✐♠❡✲❉♦♠❛✐♥ ❙♣❡❝!"❛❧ ❊❧❡♠❡♥! ▼❡!❤♦❞✳ ❏♦❤♥

❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥5✱ ▲2❞✱ ✷✵✶✷✳

✽✾✳ ❲✳ ❖52❛❝❤♦✇✐❝③✳ ❉❛♠❛❣❡ ❞❡2❡❝2✐♦♥ ♦❢ 52/✉❝2✉/❡5 ✉5✐♥❣ 5♣❡❝2/❛❧ ✜♥✐2❡ ❡❧❡✲

♠❡♥2 ♠❡2❤♦❞✳ ❈♦♠♣✉!❡"3 ❛♥❞ ❙!"✉❝!✉"❡3✱ ✽✻✭✸✕✺✮✿✹✺✹✕✹✻✷✱ ✷✵✵✽✳

✾✵✳ ❙✳ ●♦♣❛❧❛❦/✐5❤♥❛♥✱ ❆✳ ❈❤❛❦/❛❜♦/2②✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘♦② ▼❛❤❛♣❛2/❛✳ ❙♣❡❝!"❛❧ ❋✐✲

♥✐!❡ ❊❧❡♠❡♥! ▼❡!❤♦❞✳ ❈♦♠♣✉2❛2✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❛♥❞ ❙♦❧✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝5✳ ❙♣/✐♥❣❡/✱

✷✵✵✽✳

✾✶✳ ❳✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ❚❛♥❣✳ ❉❛♠❛❣❡ ✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ✉5✐♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❝2/✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

❛♣♣/♦❛❝❤ ❛♥❞ 5♣❡❝2/❛❧ ❡❧❡♠❡♥2 ♠❡2❤♦❞✳ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ■♥!❡❧❧✐❣❡♥! ▼❛!❡"✐❛❧

❙②3!❡♠3 ❛♥❞ ❙!"✉❝!✉"❡3✱ ✷✵✭✽✮✿✾✵✼✕✾✷✶✱ ✷✵✵✾✳

✾✷✳ ▼✳ ❑/❛✇❝③✉❦✱ ▼✳ Y❛❧❛❝③✱ ❛♥❞ ❲✳ ❖52❛❝❤♦✇✐❝③✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②5✐5 ♦❢

❛ ❝/❛❝❦❡❞ 2✐♠♦5❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ❜② 2❤❡ 5♣❡❝2/❛❧ ❡❧❡♠❡♥2 ♠❡2❤♦❞✳ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢

❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜"❛!✐♦♥✱ ✷✻✹✿✶✶✸✾✕✶✶✺✸✱ ✷✵✵✸✳

✾✸✳ ▼✳ ❘✉❝❦❛✳ ❊①♣❡/✐♠❡♥2❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ 52✉❞② ♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡2❡❝2✐♦♥ ✐♥ ❛♥

❧✲❥♦✐♥2 ✉5✐♥❣ ❣✉✐❞❡❞ ✇❛✈❡ ♣/♦♣❛❣❛2✐♦♥✳ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜"❛!✐♦♥✱

✸✷✾✭✶✵✮✿✶✼✻✵✕✶✼✼✾✱ ✷✵✶✵✳

✾✹✳ ❲✳ ❖52❛❝❤♦✇✐❝③✱ ▼✳ ❑/❛✇❝③✉❦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❈❛/2♠❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛2✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♥✲

2/❛2❡❞ ♠❛55 ♦♥ /❡❝2❛♥❣✉❧❛/ ♣❧❛2❡5 ❢/♦♠ ♠❡❛5✉/❡♠❡♥25 ♦❢ ♥❛2✉/❛❧ ✈✐❜/❛2✐♦♥5✳

❈♦♠♣✉!❡"3 ✫ ❙!"✉❝!✉"❡3✱ ✽✵✭✶✻✕✶✼✮✿✶✹✶✾✕✶✹✷✽✱ ✷✵✵✷✳

✾✺✳ ▼✳ ❋/✐5✇❡❧❧ ❛♥❞ ❏✳❊✳ ▼♦22❡/5❤❡❛❞✳ ❋✐♥✐!❡ ❊❧❡♠❡♥! ▼♦❞❡❧ ❯♣❞❛!✐♥❣ ✐♥

❙!"✉❝!✉"❛❧ ❉②♥❛♠✐❝3✳ ❑❧✉✇❡/ ❆❝❛❞❡♠✐❝✱ ✶✾✾✺✳

✾✻✳ ❚✳ ▼❛/✇❛❧❛✳ ❋✐♥✐!❡ ❊❧❡♠❡♥! ▼♦❞❡❧ ❯♣❞❛!✐♥❣ ❯3✐♥❣ ❈♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧ ■♥!❡❧❧✐✲

❣❡♥❝❡ ❚❡❝❤♥✐F✉❡3✳ ❙♣/✐♥❣❡/✱ ✷✵✶✵✳
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✾✼✳ ❏✳ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❙✳ ❏✳ ❲.✐❣❤2✳ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥✳ ❙♣.✐♥❣❡.✱ ◆❡✇ ❨♦.❦✱

✷♥❞ ❡❞✐2✐♦♥✱ ✷✵✵✻✳

✾✽✳ ❩✳ ❲❛=③❝③②=③②♥ ❛♥❞ ▲✳ ❩✐❡♠✐❛➠=❦✐✳ ◆❡✉.♦❝♦♠♣✉2✐♥❣ ✐♥ 2❤❡ ❛♥❛❧②=✐= ♦❢ =❡✲

❧❡❝2❡❞ ✐♥✈❡.=❡ ♣.♦❜❧❡♠= ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝= ♦❢ =2.✉❝2✉.❡= ❛♥❞ ♠❛2❡.✐❛❧=✳ ❈♦♠♣✉+❡$

❆11✐1+❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝1 ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡$✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡1 ✭❈❆▼❊❙✮✱ ✶✸✭✶✮✿✶✷✺✕✶✺✾✱

✷✵✵✻✳

✾✾✳ ▲✳ ❊✳ ▼✉❥✐❝❛ ❉❡❧❣❛❞♦✳ ❆ ❤②❜.✐❞ ❛♣♣.♦❛❝❤ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛=❡❞ .❡❛=♦♥✐♥❣

❢♦. =2.✉❝2✉.❛❧ ❛==❡==♠❡♥2✳ :❤❉ +❤❡1✐1✱ ❯♥✐✈❡$1✐+② ♦❢ ●✐$♦♥❛✱ ✷✵✵✻✳

✶✵✵✳ ▲✳ ❊✳ ▼✉❥✐❝❛ ❉❡❧❣❛❞♦✱ ❏✳ ❱❡❤U✱ ❲✳ ❙2❛=③❡✇=❦✐✱ ❛♥❞ ❑✳ ❲♦.❞❡♥✳ ■♠♣❛❝2

❞❛♠❛❣❡ ❞❡2❡❝2✐♦♥ ✐♥ ❛✐.❝.❛❢2 ❝♦♠♣♦=✐2❡= ✉=✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛=❡❞ .❡❛=♦♥✲

✐♥❣✳ ❙+$✉❝+✉$❛❧ ❍❡❛❧+❤ ▼♦♥✐+♦$✐♥❣✿ ❆♥ ■♥+❡$♥❛+✐♦♥❛❧ ❏♦✉$♥❛❧✱ ✼✭✸✮✿✷✶✺✕✷✸✵✱

✷✵✵✽✳

✶✵✶✳ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✱ ❉✳ ●✉❛❧❛♥❞.✐=✱ ❏✳ ❏✳ ❚❤♦♠❛=✱ ❛♥❞ ❋✳ ❍❡♠❡③✳ ◆❡✉.❛❧ ✐❞❡♥2✐✜✲

❝❛2✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛. ❞②♥❛♠✐❝ =2.✉❝2✉.❡=✳ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜$❛+✐♦♥✱

✷✹✽✭✷✮✿✷✹✼✕✷✻✺✱ ✷✵✵✶✳

✶✵✷✳ ❚✳ ❙③♦❧❝✱ _✳ ❚❛✉③♦✇=❦✐✱ ❘✳ ❙2♦❝❦✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑♥❛❜❡❧✳ ❉❛♠❛❣❡ ✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ✐♥

✈✐❜.❛2✐♥❣ .♦2♦.✲=❤❛❢2 =②=2❡♠= ❜② ❡✣❝✐❡♥2 =❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣.♦❛❝❤✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❙②1+❡♠1 ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ :$♦❝❡11✐♥❣✱ ✷✸✭✺✮✿✶✻✶✺✕✶✻✸✸✱ ✷✵✵✾✳

✶✵✸✳ ❩✳ ❲❛=③❝③②=③②♥ ❛♥❞ ▲✳ ❩✐❡♠✐❛➠=❦✐✳ ◆❡✉.❛❧ ♥❡2✇♦.❦= ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝= ♦❢ =2.✉❝✲

2✉.❡= ❛♥❞ ♠❛2❡.✐❛❧= ✕ ♥❡✇ .❡=✉❧2= ❛♥❞ ♣.♦=♣❡❝2= ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥=✳ ❈♦♠♣✉+❡$1

❛♥❞ ❙+$✉❝+✉$❡1✱ ✼✾✭✷✷✕✷✺✮✿✷✷✻✶✕✷✷✼✻✱ ✷✵✵✶✳

✶✵✹✳ ❚✳ ❯❤❧ ❛♥❞ ❑✳ ▼❡♥❞.♦❦✳ ❖✈❡.✈✐❡✇ ♦❢ ♠♦❞❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛=❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡2❡❝2✐♦♥

♠❡2❤♦❞=✳ ■♥ :$♦❝✳ ♦❢ +❤❡ ■♥+✬❧ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ◆♦✐1❡ ❛♥❞ ❱✐❜$❛+✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡$✐♥❣

✭■❙▼❆✷✵✵✹✮✱ ♣❛❣❡= ✺✻✶✕✺✼✺✱ ▲❡✉✈❡♥✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ✷✵✕✷✷ ❙❡♣2❡♠❜❡. ✷✵✵✹✳

✶✵✺✳ ◆✳ ▲✐❡✈❡♥ ❛♥❞ ❉✳ ❊✇✐♥=✳ ❙♣❛2✐❛❧ ❝♦..❡❧❛2✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡ =❤❛♣❡=✱ 2❤❡ ❝♦♦.❞✐♥❛2❡

♠♦❞❛❧ ❛==✉.❛♥❝❡ ❝.✐2❡.✐♦♥ ✭❈❖▼❆❈✮✳ :$♦❝❡❡❞✐♥❣1 ♦❢ +❤❡ ✻+❤ ■♥+❡$♥❛+✐♦♥❛❧

▼♦❞❛❧ ❆♥❛❧②1✐1 ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ✭■▼❆❈✮✳ ❑✐11✐♠♠❡❡✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡= ✻✾✵✕✻✾✺✱

✶✾✽✽✳

✶✵✻✳ ▼✳ ❲❡=2✳ ■❧❧✉=2.❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ✉=❡ ♦❢ ♠♦❞❛❧ ❛==✉.❛♥❝❡ ❝.✐2❡.✐♦♥ 2♦ ❞❡2❡❝2

=2.✉❝2✉.❛❧ ❝❤❛♥❣❡= ✐♥ ❛♥ ♦.❜✐2❡. 2❡=2 =♣❡❝✐♠❡♥✳ :$♦❝❡❡❞✐♥❣1 ♦❢ +❤❡ ✹+❤

■♥+❡$♥❛+✐♦♥❛❧ ▼♦❞❛❧ ❆♥❛❧②1✐1 ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ✭■▼❆❈✮✱ ▲♦1 ❆♥❣❡❧❡1✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱

♣❛❣❡= ✶✕✻✱ ✶✾✽✻✳

✶✵✼✳ ❍✳ ●✉❛♥ ❛♥❞ ❱✳ ❑❛..❜❤❛.✐✳ ■♠♣.♦✈❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡2❡❝2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞ ❜❛=❡❞ ♦♥

❡❧❡♠❡♥2 ♠♦❞❛❧ =2.❛✐♥ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞❡① ✉=✐♥❣ =♣❛.=❡ ♠❡❛=✉.❡♠❡♥2✳ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢
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✶✶✼✳ ❯✳ ❉❛❝❦❡4♠❛♥♥✱ ❏✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❇✳ ❙❛♠❛❧✐✳ ■❞❡♥;✐✜❝❛;✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜❡4 ❝♦♥♥❡❝✲
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4❡:♣♦♥:❡ ❢✉♥❝;✐♦♥: ❛♥❞ ❛4;✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉4❛❧ ♥❡;✇♦4❦:✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞

❱✐❜'❛#✐♦♥✱ ✸✸✷✭✶✻✮✿✸✻✸✻✕✸✻✺✸✱ ✷✵✶✸✳

✶✶✽✳ ❊✳ M❛♣❛;❤❡♦✉✱ ●✳ ▼❛♥:♦♥✱ ❘✳❏✳ ❇❛4;❤♦4♣❡✱ ❛♥❞ ❑✳ ❲♦4❞❡♥✳ ❚❤❡ ✉:❡ ♦❢

♣:❡✉❞♦✲❢❛✉❧;: ❢♦4 ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛;✐♦♥ ✐♥ ❙❍▼✿ ❆♥ ❡①♣❡4✐♠❡♥;❛❧ ✐♥✈❡:;✐❣❛;✐♦♥
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✸✸✸✭✸✮✿✾✼✶✕✾✾✵✱ ✷✵✶✹✳
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❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨ ✶✺✾

✶✷✵✳ ❏✳ ❍♦✉✱ ❾✳ ❏❛♥❦♦✇.❦✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❖✉✳ ❙34✉❝3✉4❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✐❞❡♥3✐✜❝❛3✐♦♥ ❜②
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✷✸✵✱ ✷✵✶✷✳

✶✷✽✳ U✳ ❑♦➟❛❦♦✇.❦✐✱ ▼✳ ❲✐❦➟♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍♦❧♥✐❝❦✐✲❙③✉❧❝✳ ❚❤❡ ✈✐43✉❛❧ ❞✐.3♦43✐♦♥

♠❡3❤♦❞ ✕ ❛ ✈❡4.❛3✐❧❡ 4❡❛♥❛❧②.✐. 3♦♦❧ ❢♦4 .34✉❝3✉4❡. ❛♥❞ .②.3❡♠.✳ ❙!"✉❝!✉"❛❧

❛♥❞ ▼✉❧!✐❞✐+❝✐♣❧✐♥❛"② ❖♣!✐♠✐③❛!✐♦♥✱ ✸✻✭✸✮✿✷✶✼✕✷✸✹✱ ✷✵✵✽✳

✶✷✾✳ ❘✳ ❑4❡..✳ ▲✐♥❡❛" ✐♥!❡❣"❛❧ ❡C✉❛!✐♦♥+✳ ❙♣4✐♥❣❡4✱ ◆❡✇ ❨♦4❦✱ ✷♥❞ ❡❞✐3✐♦♥✱ ✶✾✾✾✳

✶✸✵✳ U✳ ❈✳ ❍❛♥.❡♥✳ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉3✐♦♥ ❛♥❞ 4❡❣✉❧❛4✐③❛3✐♦♥ ✇✐3❤ ❚♦❡♣❧✐3③ ♠❛34✐❝❡.✳

◆✉♠❡"✐❝❛❧ ❆❧❣♦"✐!❤♠+✱ ✷✾✭✹✮✿✸✷✸✕✸✼✽✱ ✷✵✵✷✳

✶✸✶✳ U✳ ❈✳ ❍❛♥.❡♥✳ ❘❛♥❦✲❞❡✜❝✐❡♥! ❛♥❞ ❞✐+❝"❡!❡ ✐❧❧✲♣♦+❡❞ ♣"♦❜❧❡♠+✳ ◆✉♠❡"✐❝❛❧

❛+♣❡❝!+ ♦❢ ❧✐♥❡❛" ✐♥✈❡"+✐♦♥✳ ❙■❆▼✱ U❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ✶✾✾✽✳

✶✸✷✳ U✳ ❈✳ ❍❛♥.❡♥✳ ❉✐+❝"❡!❡ ✐♥✈❡"+❡ ♣"♦❜❧❡♠+✿ ✐♥+✐❣❤! ❛♥❞ ❛❧❣♦"✐!❤♠+✳ ❙■❆▼✱

U❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ✷✵✶✵✳

✶✸✸✳ ❉✳ ■✳ U❛♣❛❞✐♠✐34✐♦✉ ❛♥❞ ❑✳ ❈✳ ●✐❛♥♥❛❦♦❣❧♦✉✳ ❆❡4♦❞②♥❛♠✐❝ .❤❛♣❡ ♦♣✲

3✐♠✐③❛3✐♦♥ ✉.✐♥❣ ✜4.3 ❛♥❞ .❡❝♦♥❞ ♦4❞❡4 ❛❞❥♦✐♥3 ❛♥❞ ❞✐4❡❝3 ❛♣♣4♦❛❝❤❡.✳

❆"❝❤✐✈❡+ ♦❢ ❈♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧ ▼❡!❤♦❞+ ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡"✐♥❣✱ ✶✺✭✹✮✿✹✹✼✕✹✽✽✱ ✷✵✵✽✳
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✶✸✹✳ ▼✳ ❑❧❡✐❜❡*✱ ❍✳ ❆♥/✉♥❡③✱ ❛♥❞ 4✳ ❑♦✇❛❧❝③②❦✳  ❛"❛♠❡%❡" ❙❡♥(✐%✐✈✐%② ✐♥ ◆♦♥✲

❧✐♥❡❛" ▼❡❝❤❛♥✐❝(✿ ❚❤❡♦"② ❛♥❞ ❋✐♥✐%❡ ❊❧❡♠❡♥% ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥(✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡②

✫ ❙♦♥?✱ ✶✾✾✼✳

✶✸✺✳ ●✳ ❙✉✇❛➟❛ ❛♥❞ ❾✳ ❏❛♥❦♦✇?❦✐✳ ◆♦♥♣❛*❛♠❡/*✐❝ ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞❡❞ ♠❛??❡?

✐♥ ❢*❡K✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ✻%❤ ❲♦"❧❞ ❈♦♥❢❡"❡♥❝❡ ♦♥ ❙%"✉❝%✉"❛❧ ❈♦♥%"♦❧ ❛♥❞

▼♦♥✐%♦"✐♥❣ ✭✻❲❈❙❈▼ ✷✵✶✹✮✱ ❇❛*❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ✶✺✕✶✼ ❏✉❧② ✷✵✶✹✳

✶✸✻✳ ❏✳▲✳ ❙❝❤✐✛✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❚"❛♥(❢♦"♠✿ ❚❤❡♦"② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥(✳ ❙♣*✐♥❣❡*✱

✶✾✾✾✳

✶✸✼✳ ❚✳ ❍❛?/✐❡✱ ❘✳ ❚✐❜?❤✐*❛♥✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❋*✐❡❞♠❛♥✳ ❚❤❡ ❊❧❡♠❡♥%( ♦❢ ❙%❛%✐(%✐❝❛❧

▲❡❛"♥✐♥❣✿ ❉❛%❛ ▼✐♥✐♥❣✱ ■♥❢❡"❡♥❝❡✱ ❛♥❞  "❡❞✐❝%✐♦♥✳ ❙♣*✐♥❣❡*✱ ✷♥❞ ❡❞✐/✐♦♥✱

✷✵✵✾✳

✶✸✽✳ ▼✳ ❘✉❝❦❛ ❛♥❞ ❑✳ ❲✐❧❞❡✳ ◆❡✉*♦✲✇❛✈❡❧❡/ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡/❡❝/✐♦♥ /❡❝❤♥✐K✉❡ ✐♥

❜❡❛♠✱ ♣❧❛/❡ ❛♥❞ ?❤❡❧❧ ?/*✉❝/✉*❡? ✇✐/❤ ❡①♣❡*✐♠❡♥/❛❧ ✈❛❧✐❞❛/✐♦♥✳ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢

❚❤❡♦"❡%✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝(✱ ✹✽✭✸✮✿✺✼✾✕✻✵✹✱ ✷✵✶✵✳

✶✸✾✳ ❘✳ ❘✳ ●♦❧❞❜❡*❣✳ ▼❡%❤♦❞( ♦❢ "❡❛❧ ❛♥❛❧②(✐(✳ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦*❦✱ ✷♥❞ ❡❞✐/✐♦♥✱

✶✾✼✻✳

✶✹✵✳ ▲✳ ▼✳ ❉❡❧✈❡? ❛♥❞ ❏✳ ▲✳ ▼♦❤❛♠❡❞✳ ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ♠❡%❤♦❞( ❢♦" ✐♥%❡❣"❛❧

❡K✉❛%✐♦♥(✳ ❈❛♠❜*✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡*?✐/② 4*❡??✱ ✶✾✽✽✳

✶✹✶✳ ❊✳ ❇❡❧/*❛♠✐✳ ❙✉❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❜✐❧✐♥❡❛*✐✳ ●✐♦"♥❛❧❡ ❞✐ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❤❡ ❛❞ ❯(♦

❞❡❧❣✐ ❙%✉❞❡♥%✐ ❉❡❧❧❡ ❯♥✐✈❡"(✐%❛✱ ✶✶✿✾✽✕✶✵✻✱ ✶✽✼✸✳

✶✹✷✳ ❈✳ ❏♦*❞❛♥✳ ▼d♠♦✐*❡ ?✉* ❧❡? ❢♦*♠❡? ❜✐❧✐♥d❛✐*❡?✳ ❏♦✉"♥❛❧ ❞❡ ▼❛%❤N♠❛%✐K✉❡(

 ✉"❡( ❡% ❆♣♣❧✐K✉N❡(✱ ✶✾✿✸✺✕✺✹✱ ✶✽✼✹✳

✶✹✸✳ ❈✳ ❏♦*❞❛♥✳ ❙✉* ❧❛ *❡❞✉❝/✐♦♥ ❞❡? ❢♦*♠❡? ❜✐❧✐♥❡❛✐*❡?✳ ❈♦♠♣%❡( ❘❡♥❞✉( ❞❡

❧✬❆❝❛❞N♠✐❡ ❞❡( ❙❝✐❡♥❝❡(✱ ✼✽✿✻✶✹✕✻✶✼✱ ✶✽✼✹✳

✶✹✹✳ ❏✳ ❏✳ ❙②❧✈❡?/❡*✳ ❆ ♥❡✇ ♣*♦♦❢ /❤❛/ ❛ ❣❡♥❡*❛❧ K✉❛❞*✐❝ ♠❛② ❜❡ *❡❞✉❝❡❞ /♦ ✐/?

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦*♠ ✭/❤❛/ ✐?✱ ❛ ❧✐♥❡❛* ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ ?K✉❛*❡?✮ ❜② ♠❡❛♥? ♦❢ ❛ *❡❛❧

♦*/❤♦❣♦♥❛❧ ?✉❜?/✐/✉/✐♦♥✳ ▼❡((❡♥❣❡" ♦❢ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝(✱ ✶✾✿✶✕✺✱ ✶✽✽✾✳

✶✹✺✳ ❏✳ ❏✳ ❙②❧✈❡?/❡*✳ ❖♥ /❤❡ *❡❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛* K✉❛♥/✐❝ ♦❢ /❤❡ n ❤

♦*❞❡*

/♦ /❤❡ ❢♦*♠ ♦❢ ❛ ?✉♠ ♦❢ n ♣*♦❞✉❝/? ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♦*/❤♦❣♦♥❛❧ ?✉❜/✐/✉/✐♦♥✳

▼❡((❡♥❣❡" ♦❢ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝(✱ ✶✾✿✹✷✕✹✻✱ ✶✽✽✾✳

✶✹✻✳ ❏✳ ❏✳ ❙②❧✈❡?/❡*✳ ❙✉* ❧❛ *f❞✉❝/✐♦♥ ❜✐♦*/❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦*♠❡ ❧✐♥f♦✲❧✐♥f❛✐*❡

h ?❛ ❢♦*♠❡ ❝❛♥♥♦♥✐K✉❡✳ ❈♦♠♣%❡( ❘❡♥❞✉( ❞❡ ❧✬❆❝❛❞N♠✐❡ ❞❡( ❙❝✐❡♥❝❡(✱

✶✵✽✿✻✺✶✕✻✺✸✱ ✶✽✽✾✳

✶✹✼✳ ❊✳ ❙❝❤♠✐❞/✳ ❩✉* ❚❤❡♦*✐❡ ❞❡* ❧✐♥❡❛*❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤/ ❧✐♥❡❛*❡♥ ■♥/❡❣*❛❧❣❧❡✲

✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ■✳ ❚❡✐❧✿ ❊♥/✇✐❝❦❧✉♥❣ ✇✐❧❧❦j*❧✐❝❤❡♥ ❋✉♥❦/✐♦♥❡♥ ♥❛❝❤ ❙②?/❡♠❡♥

✈♦*❣❡?❝❤*✐❡❜❡♥❡*✳ ▼❛%❤❡♠❛%✐(❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥✱ ✻✸✿✹✸✸✕✹✼✻✱ ✶✾✵✼✳
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✶✹✽✳ ❍✳ ❲❡②❧✳ ❉❛+ ❛+②♠♣.♦.✐+❝❤❡ ✈❡4.❡✐❧✉♥❣+❣❡+❡.③ ❞❡4 ❡✐❣❡♥✇❡4.❡ ❧✐♥❡❛4❡4 ♣❛4✲

.✐❡❧❧❡4 ❞✐✛❡4❡♥.✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭♠✐. ❡✐♥❡4 ❛♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ .❤❡♦4✐❡ ❞❡4

❤♦❤❧4❛✉♠+.4❛❤❧✉♥❣✮✳ ▼❛"❤❡♠❛"✐'❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥✱ ✼✶✭✹✮✿✹✹✶✕✹✼✾✱ ✶✾✶✷✳

✶✹✾✳ ●✳ ❲✳ ❙.❡✇❛4.✳ ❖♥ .❤❡ ❡❛4❧② ❤✐+.♦4② ♦❢ .❤❡ +✐♥❣✉❧❛4 ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦+✐.✐♦♥✳

❙■❆▼ ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✺✭✹✮✿✺✺✶✕✺✻✻✱ ✶✾✾✸✳

✶✺✵✳ M✳ ❈✳ ❍❛♥+❡♥✳ ❘❡❣✉❧❛4✐③❛.✐♦♥ .♦♦❧+✿ ❆ ▼❆❚▲❆❇ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦4 ❛♥❛❧②+✐+ ❛♥❞

+♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ ❞✐+❝4❡.❡ ✐❧❧✲♣♦+❡❞ ♣4♦❜❧❡♠+✳ ◆✉♠❡3✐❝❛❧ ❆❧❣♦3✐"❤♠'✱ ✻✭✶✮✿✶✕✸✺✱

✶✾✾✹✳

✶✺✶✳ M✳ ❈✳ ❍❛♥+❡♥✳ ❚❤❡ ❞✐+❝4❡.❡ ♣✐❝❛4❞ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ❢♦4 ❞✐+❝4❡.❡ ✐❧❧✲♣♦+❡❞ ♣4♦❜❧❡♠+✳
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