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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie

Modelowanie jest pojeciem bardzo szerokim i ma wiele znaczen w zalez-
no$ci od kontekstu w jakim wystepuje. Méwiac o modelu co innego bedzie
mial na mysli biolog, co innego malarz a jeszcze co innego architekt, ma-
tematyk czy inzynier. Niniejsza praca bedaca rozprawa habilitacyjna sta-
nowiaca podsumowanie pewnego etapu badan prowadzonych przez autora
jest gléwnie po$wiecona zagadnieniom zwigzanym z poszukiwaniem ma-
tematycznych opiséw proceséw przebudowy kosci zwigzanych z jej funk-
cjonalna adaptacja oraz wykorzystaniem tych opiséw do komputerowych
symulacji badanych zjawisk. Po kréotkim wprowadzeniu w nastepnej cze-
$ci tego rozdzialu oméwiono szczegotowo cel i zakres pracy.

Efektem funkcjonalnej adaptacji, zachodzacej przez cale zycie czlowie-
ka, jest dopasowanie ksztaltu kosci, jej wewnetrznej struktury oraz mi-
krostruktury tkanki kostnej do zmiennych w czasie warunkéw biomecha-
nicznych, a w szczegélnosci - do obciazen mechanicznych. Jako przyktady
procesow w ktorych adaptacja kosci i zwiazana z tym przebudowa tkanki
kostnej naleza do najwazniejszych (ale nie jedynych) czynnikow wplywa-
jacych na przebieg zjawiska mozna wymieni¢ miedzy innymi zmiany po
endoprotezoplastyce i wspélpraca z implantami, procesy obecne podczas
pourazowego gojenia kosci czy zmiany podczas braku aktywnosci fizycznej
pacjenta. Nowym problemem niezwykle waznym i niosacym wielkie per-
spektywy na przyszlo$é sa hodowle tkankowe i idaca za tym koniecznosé
opracowania odpowiednich modeli wzrostu, réznicowania sie i przebudowy
tkanek oraz ich wspélpracy ze scaffoldami, szczegélnie biodegradowalny-
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10 ROZDZIAL 1. WSTEP

mi, w warunkach in vitro i in vivo. Prace nad modelowaniem wspomnia-
nych proceséw maja niezaprzeczalne znaczenie zaréwno teoretyczne jak i
praktyczne. Innym waznym zagadnieniem jest problem rozwoju osteoporo-
zy 1 zwiazanych z tym zmian w strukturze kosci. W takich sytuacjach pro-
cesy przebudowy tkanki kostnej zostaja zaburzone w wyniku czego zwiek-
sza sie porowatos¢ tkanki i zmniejsza wytrzymalos¢ kosci na obciazenia
mechaniczne. Méwiac o teoretycznych aspektach wystarczy nadmienié ze
modele takie przyczyniaja sie do lepszego zrozumienia badanych zjawisk,
moga postuzyé do planowania zazwyczaj kosztownych, czasochlonnych i
pracochlonnych eksperymentow biologicznych czy medycznych dzigki moz-
liwosci wstepnych symulacji komputerowych w celu eliminacji mniej po-
trzebnych doswiadczen i optymalnego doboru warunkéw eksperymentu,
czy wreszcie moga stuzyé do weryfikacji pewnych hipotez i wynikéw badan
eksperymentalnych. Jesli chodzi o aspekty praktyczne, lista jest tak dluga
ze nie sposob wszystkiego wymienié. Dla przykladu wspomnijmy jedynie o
komputerowo wspomaganym planowaniu operacji ortopedycznych, o pro-
jektowaniu endoprotez i innych implantéw w tym - biologicznych otrzyma-
nych przy wykorzystaniu inzynierii tkankowej i hodowli tkankowych i o
planowaniu terapii rehabilitacyjnych w tym - o sterowanym czynnikami
fizycznymi i farmakologicznymi przyspieszonym procesie zrostu i gojenia
sie tkanek.

Badania o ktérych mowa znajduja sie na pograniczu kilku pozornie od-
legtych od siebie dziedzin nauki, w szczegélnosci mechaniki (lub ogdlniej
- fizyki), biologii, medycyny, chemii i informatyki. Wymagaja wiec Scislej
wspolpracy specjalistow méwiacych nieraz innymi jezykami. W szczego6l-
no$ci komunikacja pomiedzy inzynierami a przedstawicielami nauk me-
dycznych i biologicznych moze byé na poczatku wspélpracy utrudniona.
Podejmujac sie tej pracy autor w pelni zdawal sobie sprawe z mozliwych
zagrozen. Z jednej strony, pozostajac na poziomie duzej ogélnosci mozna
sie narazié ze strony specjalistéw na zarzut o zbyt ptytkim potraktowaniu
tematu. Z drugiej strony, w dobie wielkiej specjalizacji trudno oczekiwaé
aby kto$ byl specjalista w kilku odrebnych dziedzinach nauki. Koncen-
trujac sie wiec na jednej z dziedzin, narazamy sie na niebezpieczenstwo
ze pozostale, ktore réwniez maja istotny wkiad w istote calego proble-
mu, nie zostana nalezycie potraktowane a wiec uzyskane wyniki moga
posiadac¢ ograniczona wartosc. Na dodatek postepujac w ten sposéb za-
wezamy w znacznym stopniu grupe potencjalnych czytelnikéw - odbior-
c6w ktorzy mogliby chcieé skorzystaé w prezentowanego materiatu. Wyni-
ki przedstawione w tej pracy sa efektem wieloletniej bliskiej wspélpracy
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autora z licznymi lekarzami ortopedami, chirurgami przeprowadzajacymi
na co dzien operacje lecz réwnoczesnie prowadzacymi badania medyczne,
z badaczami pracujacymi w dziedzinie inzynierii tkankowej oraz z pro-
ducentami endoprotez i innego sprzetu medycznego wykorzystywanego w
chirurgii ortopedycznej. Bylo to mozliwe dzigki udziatowi lub koordynacji
przez autora krajowych grantéow badawczych w dziedzinie biomechaniki
kosci jak i dzieki udzialowi w grantach miedzynarodowych co umozliwi-
lo kontakt i wspélprace z badaczami z czolowych osrodkéw europejskich.
Niniejsza praca jest napisana przez inzyniera gléwnie dla inzynieréw zaj-
mujacych sie zagadnieniami zwigzanymi z biomechanika ko$ci nie wyklu-
czajac jednak takiej ewentualnosci ze zainteresowany ta tematyka badacz
o wyksztalceniu nie-inzynierskim zechce siegnac po lekture. Przy pisaniu
starano sie wiec zachowaé zdrowy rozsadek, tak aby zachowujac $cistosc i
przejrzystosé¢ sformulowan w ramach standardéw powszechnie przyjetych
w mechanice o$rodkéw ciaglych réwnocze$nie w miare mozliwosci utrzy-
mac prostote prezentacji materiatu. Sila rzeczy, autor majac wyksztalcenie
techniczne, ciezar pracy przeniést na mechanike i symulacje komputero-
we. Jednak réwnoczesnie poswiecono wiele uwagi aspektom biologicznym
i medycznym omawianych problemé6w i wlozono znaczny wysilek w to aby
praca nie zakwalifikowala sie do licznej grupy publikacji, w ktérych teo-
retyczne rozwazania matematyczne czy w zakresie mechaniki osrodkow
ciaglych nazywane sa biomechanika mimo ze maja niewiele wspdlnego lub
nic z biologia i rzeczywistymi procesami zachodzacymi w zywych organi-
zmach. Stad tez obecnosc drugiego i trzeciego rozdzialu w pracy. Rozdzialy
te maja spelni¢ dwie wazne role. Z jednej strony powinny poméc czytel-
nikowi, ktéry nie ma wiedzy w zakresie nauk biologicznych i medycznych,
pozna¢ i usystematyzowac podstawowy material ktéry zdaniem autora jest
absolutnie niezbedny w pracy nad modelowaniem i analiza proceséw za-
chodzacych w zywych ukladach takich jak uklad kostny. Z drugiej strony w
tych rozdzialtach - a szczegélnie w trzecim - poza materialem ktory mozna
znalez¢ w podrecznikach akademickich z histologii i fizjologii komérek ze-
brano réwniez wyniki wybranych ostatnich badan publikowane w miedzy-
narodowych czasopismach specjalistycznych. Dotyczy to szczegdlnie me-
chanizméw odpowiedzialnych za przebudowe tkanki kostnej, udziatu i roli
poszczegilnych komorek oraz sposobé6w komunikowania sie miedzy nimi i
przesylania informacji w calym, bardzo zlozonym ukladzie automatycznej
regulacji, ktérego tylko niewielkim fragmentem sie tu zajmujemy. Studiu-
jac literature niezbedna w tej pracy autor uczyl sie pokory uswiadamiajac
sobie w miare nauki jak niewiele wie i jak niezmiernie skomplikowane sa
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uktady biologiczne w poréwnaniu do produktéow wytworzonych przez czto-
wieka, niezaleznie od stopnia powiekszenia uzytego w czasie obserwacji.
By¢ moze specjalisci pracujacy w zakresie nauk medycznych i biologii mo-
gliby powiedzie¢ ze material zawarty w rozdziatlach drugim i trzecim jest
niepelny, jednak nalezy sobie u§wiadomié ze po pierwsze nie powiedziano
jeszcze ostatniego slowa i wciaz prowadzone sa intensywne badania w celu
lepszego zrozumienia procesé6w odpowiedzialnych za adaptacyjna przebu-
dowe tkanki kostnej a po drugie - nawet przy istniejacym stanie wiedzy
trudno jest zaproponowacé takie modele, ktore by z jednej strony uwzgled-
nialy mozliwie wiele efektéw a z drugiej aby nadawatly sie do praktycznych
obliczen, zazwyczaj wymagajacych zaawansowanych komputeréw i bardzo
duzej mocy obliczeniowej.

1.2 Celi zakres pracy

Niniejsza praca stanowi podsumowanie znaczacego etapu badan prowa-
dzonych przez autora w zakresie modelowania procesu funkcjonalnej ad-
aptacji kosci. Badania te, zar6wno teoretyczne jak i oparte na nich symu-
lacje komputerowe, w duzym stopniu wynikaly z jednej strony z potrzeb
praktycznych formulowanych przez chirurgéw ortopedéw zas z drugiej z
braku, mimo duzej liczby publikacji na ten temat, zadowalajacych modeli
ktore by spelnialy szereg waznych wymogow. Przebudowa tkanki kostnej
jest procesem niezwykle zlozonym, zaleznym od wielu czynnikéw natury
biologicznej, fizycznej i innych zachodzacym bez przerwy w ciagu zycia or-
ganizmu nawet w stanie réwnowagi biomechanicznej co prowadzi do cia-
glego odnawiania tkanki. Jednak efekty mechaniczne odgrywaja bardzo
znaczaca role w sterowaniu tym procesem.

W ostatnich dziesiecioleciach pojawilo sie w publikacjach wiele modeli ma-
tematycznych i komputerowych przeznaczonych do badania przebudowy
kosci w wyniku jej funkcjonalnej adaptacji. Jednak pomimo znaczne;j licz-
by i duzej réznorodnosci zaproponowanych modeli wciaz prowadzone sa
szerokie badania majace doprowadzi¢ do satysfakcjonujacego rozwiaza-
nia. Wynika to z dwéch waznych przyczyn. Po pierwsze, zjawiska zwia-
zane z przebudowsa tkanki kostnej nie sg jeszcze do konca poznane, wiec
w miare uplywu czasu pojawiaja sie coraz to nowe informacje poglebia-
jace wiedze dotyczaca tego zagadnienia. Po drugie istnieje dysproporcja
pomiedzy zlozonoScia rozpatrywanego zjawiska a co za tym idzie kompli-
kacja ewentualnego modelu matematycznego opisujacego badane proce-
sy a mozliwo$ciami prowadzenia praktycznych obliczen komputerowych
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opartych na ztozonych modelach teoretycznych. Po trzecie, dotychczasowe
propozycje maja szereg istotnych wad wynikajacych po czesci z wymienio-
nych tu wczeéniej dwoch pierwszych powodéw. Przytlaczajaca wiekszosé
zaproponowanych modeli nalezy go grupy modeli fenomenologicznych (do
tej grupy mozna zaliczy¢ zaré6wno modele zapisane w rygorystyczny sposéb
z uzyciem zwiazkow matematycznych jak i rézne algorytmy numeryczne).
Poniewaz nie uwzgledniaja one mechanizméw rzeczywistych proceséw za-
chodzacych w zywym organizmie a wynikaja bardziej z naszej wiedzy opar-
tej na obserwacji, mimo ze nieraz niezle odwzorowuja odpowiedz uktadu na
okreslone zaburzenia nie nadaja sie do badania natury proceséw odpowie-
dzialnych za adaptacje kosci i nie przyczyniaja sie do lepszego zrozumienia
problemu. Ponadto czesto takie modele stanowia zamknieta calos$¢ i sa ma-
o przydatne do tego aby w miare poglebiania naszej wiedzy rozszerzac je
o dodatkowe elementy uwzgledniajace nowe efekty. Nieliczna grupa mode-
li (tez fenomenologicznych) oparta jest na zatozeniu ze kosé, jej ksztalt i
struktura, reprezentuje pewne optymalne rozwigzanie. Pomijajac juz fakt
duzej dowolnos$ci w wyborze kryterium optymalizacji i dodatkowych ogra-
niczen podejscie to umozliwia jedynie zbadanie asymptotycznego rozwia-
zanie do ktérego dazyt by uklad (w tym przypadku - ko$é) gdyby pozosta-
wal w ustalonych, niezmieniajacych sie w czasie warunkach, co oczywiscie
nie jest realizowane w rzeczywistych sytuacjach. Ponadto traktuje sie tu
kos¢ jako “element konstrukcji mechanicznej” nie biorac pod uwage zad-
nych aspektow biologicznych. Nie daje takie sformutowanie mozliwosci Sle-
dzenia w czasie procesu zmian w kos$ci ani lepszego zrozumienia badanych
zjawisk. Wreszcie bardzo nieliczne prace, w ktérych podejmowane sa pré-
by stworzenia modeli uwzgledniajacych nie tylko efekty mechaniczne lecz
réwniez procesy biochemiczne i innej natury na poziomie komérkowym i
molekularnym, prowadza do zlozonego opisu matematycznego i zwiazkow,
ktore w praktyce mozna rozwigzaé jedynie przy bardzo upraszczajacych
zalozeniach. Z drugiej strony w przypadku préb uzycia metod przyblizo-
nych trzeba mie¢ na uwadze fakt ze ze wzgledu na ograniczenia sprze-
towe i koszty obliczenn numerycznych istnieje powazny konflikt pomiedzy
doktadnos$cia opisu i poziomem na ktérym jest on robiony (poziom moleku-
larny, komoérkowy, tkanka czy cata kos¢) a skala w jakiej prowadzone sa
potem obliczenia numeryczne (nano, mikro, makro). Nietrudno wyobrazié
sobie trudno$ci w przypadku préby analizy calej kosci przy uwzglednieniu
zjawisk zachodzacych w kazdej komérce.

Jak wida¢ istnieje istotna luka w sposobach formulowania opisu zja-
wisk zwiazanych z funkcjonalna adaptacja kosci. Wynika stad potrzeba
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stworzenia ogélnego, jednolitego podejscia spelniajacego szereg wymagan
ktére umozliwi, w przeciwienstwie do postulowanych modeli fenomenolo-
gicznych, formalne wyprowadzenie zwiazkéw odpowiedzialnych za adapta-
cyjna przebudowe kosci. Przede wszystkim podejscie takie powinno prowa-
dzi¢ do opisu umozliwiajacego analize zmiennosci w czasie cech charakte-
ryzujacych badana kos¢ czy tkanke. Podejscie to powinno by¢ na tyle ogodl-
ne aby umozliwia¢ wyprowadzenie réznych modeli w zaleznosci od potrzeb
i wyboru badanych proceséw, powinno umozliwi¢ uwzglednienie réznorod-
nych efektéw nie tylko natury mechanicznej, oraz powinno si¢ nadawac do
prostej rozbudowy istniejacych juz modeli poprzez uwzglednianie dodatko-
wych efektow w miare poglebiania naszej wiedzy.

Cel pracy
Zasadniczym celem niniejszej pracy jest préba wypelnienia istniejacej lu-
ki, opracowanie i przetestowanie na wybranych przykladach takiego po-
dejscia w modelowaniu adaptacyjnych wlasnosci kosci, ktére spelniato by
wspomniane wyzej wymagania, a w szczegolnosci posiadajacego nastepu-
jace cechy.

e Ogo6lnosc - algorytm umozliwiajacy formalne wyprowadzenie komple-

tu zwiazkéw odpowiedzialnych za procesy przebudowy kosci w ra-
mach przyjetych zalozen uwzgledniajacych wybrane efekty.
Jednym z niebezpieczenstw zwiazanych z postulowanymi modelami
jest mozliwo$¢ pominiecia przy postulowaniu matematycznego opisu
badanego zjawiska niektorych ze zwiazkéw, ktore sa aktywne tylko w
pewnych szczegélnych sytuacjach. Mozliwos¢ formalnego i systema-
tycznego wyprowadzenia kompletu zalezno$ci wynikajacych z przyje-
tych zalozen oraz z uwzglednionych w sformulowaniu efektéw wyklu-
cza taka ewentualnosc. To zagadnienie bedzie szerzej dyskutowane w
dalszych czesciach pracy, m. in. przy okazji omawiania hipotezy opty-
malnej reakcji oraz w rozdziale dotyczacym zwiazku postulowanych
modeli z optymalizacja konstrukcji.

e Mozliwo$é uwzglednienia lub wylaczenia w sformulowaniu réznych
efektéw natury mechanicznej, biologicznej i innych.
W prowadzonych badaniach nad modelowaniem zjawiska przebudo-
wy tkanki kostnej wynika potrzeba wlaczania w miare poglebiania
naszej wiedzy o naturze zachodzacych proceséw coraz to nowych efek-
tow. Moga one mie¢ rézna nature, lub méwiac bardziej precyzyjnie -
maja zazwyczaj mieszana nature, gdzie efekty biochemiczne, fizycz-
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ne i mechaniczne sa od siebie nawzajem zalezne. Budujac model,
ktory w odréznieniu od modeli fenomenologicznych mialby uwzgled-
niac¢ rzeczywiste procesy zachodzace w zywym organizmie potrze-
bujemy narzedzia umozliwiajacego w standardowy sposéb wlaczenie
do sformulowania odpowiednich zwiazkéw matematycznych zwiaza-
nych z nowymi efektami (oczywiScie musimy tu zalozyé¢ ze uwzgled-
niane efekty dadza sie przedstawié przy uzyciu zwiazkéw matema-
tycznych). Moze réwniez zaistnieé sytuacja odwrotna - gdy zacho-
dzi potrzeba sprawdzenia jaka bedzie reakcja uktadu gdy pominiemy
wybrane efekty. Wtedy trzeba by mie¢ mozliwosé prostego usuniecia
z modelu odpowiednich elementéw.

e Mozliwo$¢ stworzenia nie tylko opisu prowadzacego do asymptotycz-

nych rozwiazan odpowiadajacych ustalonym w czasie warunkom lecz
réwniez takiego opisu ktéry umozliwi §ledzenie zmian zachodzacych
W czasie.
Procesy przebudowy tkanki zachodza bardzo wolno w poréwnaniu
do chwilowych obcigzen mechanicznych oddzialujacych na organizm.
Gojenie sie czy zmiana wewnetrznej struktury kosci i jej zewnetrzne-
go ksztaltu trwaja nieraz tygodnie czy nawet miesiace. Dlatego wyda-
je sie uzasadnione aby w rozwazaniach nie §ledzi¢ szczegétowo chwi-
lowych wartosci sit mechanicznych i za obciazenie przyjaé pewien
usredniony poziom obciazen chwilowych wolno zmienny w czasie (na
przyktad wedlug cyklu dobowego, tygodniowego itp.) Z drugiej strony
wiadomo z doswiadczen ze periodyczne obciazenia zmienne w cza-
sie maja wiekszy wplyw na przebudowe kos$ci anizeli stale. Badajac
proces przebudowy trwajacy tygodnie mozna to jednak uwzglednié¢ w
uproszczony sposéb bez koniecznosci szczegélowej analizy dynamicz-
nych zjawisk zachodzacych w skali liczonej w utamkach sekundy. No-
we podejScie powinno zapewniaé otrzymywanie opisu umozliwiaja-
cego analize tych wolno-zmiennych w czasie proceséw (liczonych w
dniach i tygodniach).

e Przydatno$é i wygoda w przypadku wykorzystywania wynikéw do
prowadzenia symulacji komputerowych.
Po wyprowadzeniu kompletu zwiazkéw matematycznych opisujacych
zmienne w czasie procesy zachodzace w kosciach zazwyczaj chcemy
rozwiazaé ten zlozony uklad réwnan i nieréwnosci rézniczkowych,
catkowych i algebraicznych aby zbadac¢ efekty przebudowy tkanki
w réznych warunkach. Jednak analityczne rozwigzanie bez robienia
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bardzo upraszczajacych zalozen zazwyczaj jest niemozliwe. Dlatego
trzeba sie podeprze¢ mozliwos$ciami jakie oferuja techniki kompute-
rowe i zadowolié sie rozwiazaniami przyblizonymi. Sposéb w jaki sie
doszlo do ostatecznych zwigzkow ktore nalezy rozwiazaé¢ ma nieraz
istotny wplyw na metode implementacji komputerowej i rozwiazanie
problemu. Poniewaz symulacje komputerowe proceséw przebudowy
ko$ci zwiazane sa z koniecznoscia prowadzenia czasochlonnych i za-
sobochtonnych obliczen jest sprawa istotna aby proponowane sfor-
mutowanie dawalo mozliwosé wygodnej i efektywnej implementacji
komputerowe;j.

e Wyprowadzone przy uzyciu zaproponowanego podejscia przyktadowe

modele powinny dawa¢ wyniki zbiezne z obserwacjami klinicznymi
czy rezultatami badan eksperymentalnych.
Poniewaz zaproponowane podejscie ma mieé¢ charakter ogélny, a wiec
bedzie sie nadawa¢ do wyprowadzenia dowolnej liczby réznych mo-
deli zaleznych od przyjetych ogélnych zalozen i szczegélnych efek-
tow uwzglednionych w sformutowaniu. Dlatego tez nie jest celem tej
pracy zaproponowanie jakiego$ jednego szczegélnego modelu, kto-
ry ewentualnie mial by by¢ lepszy od innych. Przydatno$¢ modelu
zalezy od tego do czego on ma stuzy¢, dlatego sa potrzebne rézne
modele wykorzystywane w zaleznosci od potrzeb. Jednakze zapropo-
nowane podejscie powinno by¢ jednak przetestowane na wybranych
przyktadach. Tak wiec po wyprowadzeniu przyktadowych modeli po-
winny by¢ przeprowadzone symulacje komputerowe aby sprawdzic
efekt przebudowy tkanki kostnej w niektérych warunkach. Wyniki
tych symulacji powinny by¢ poréwnane, w zalezno$ci od przypadku,
z obserwacjami klinicznymi czy wynikami badan eksperymentalnych
aby sprawdzi¢ czy rezultaty obliczen sa zblizone do efektéw przebu-
dowy tkanki w zywych ko$ciach.

Zakres pracy

Jak juz wczeéniej wspomniano przedmiotem pracy jest zagadnienie mode-
lowania proces6w przebudowy i adaptacji koSci a w szczegdlnosci - zapro-
ponowane przez autora oryginalne, ogélne sformulowanie oparte na wpro-
wadzonej hipotezie nazwanej “hipoteza optymalnej reakcji”, umozliwiajace
formalne wyprowadzenie kompletu zwigzkéw matematycznych definiuja-
cych rézne modele. R6znorodnosé modeli jest absolutnie niezbedna, gdyz
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w przypadku tak skomplikowanych uktadéw jak uktady biologiczne beda-
ce przedmiotem tych badan nie mozna liczy¢ na to ze przy pomocy jednego
uniwersalnego modelu uda sie opisa¢ wszystkie zjawiska majace udzial w
badanych procesach. Dlatego w zaleznosci od przeznaczenia oraz efektow
jakie zamierzamy uwzgledni¢ prébujemy opracowaé rézne, wyspecjalizo-
wane modele przebudowy kosci. Do obserwacji zjawisk zwigzanych z re-
modelowaniem kosci trzeba stosowaé rézne skale czasu na przyktad chwi-
lowe obciazenia mechaniczne zmieniaja sie w utamkach sekund, niektére
z proces6w odbywajacych sie na poziomie molekularnym czy komérkowym
obserwowane sa w przeciagu minut czy godzin, zauwazalne procesy prze-
budowy tkanki trwaja dni, tygodnie i miesiace. Dlatego w pracy przyjeto
zalozenie ze analizowane zjawiska remodelowania obserwujemy w skali
czasowej liczonej w dniach i tygodniach, za$ efekty szybkich procesow sa
uwzgledniane w postaci wolno-zmiennych w czasie ich wartosci usrednio-
nych. W pracy §wiadomie pominieto efekty inercyjne, zakladajac ze w razie
potrzeby mozna je w przyblizonej analizie uwzgledni¢ w postaci dodatko-
wego udzialu w wartosciach usrednionych obciazen. Nie wyklucza to jed-
nak mozliwo$ci rozszerzenia zaproponowanego sformutowania w przyszto-
$ci w celu $cislego uwzglednienia zjawisk zachodzacych szybko w czasie,
cho¢ aktualnie autor ma przekonanie ze nie nalezy to do najwazniejszych
probleméw na ktérych nalezy skupi¢ uwage w najblizszych pracach.

Ze wzgledu na i tak dosy¢ szeroki zakres materialu bedacego przedmio-
tem pracy w zaproponowanym ogélnym sformutowaniu nie uwzgledniono
efektow zwiazanych z przeplywami cieczy przez porowate materialy i in-
terakcji pomiedzy stala “matryca” a plynami wypelniajacymi pory, wiecej
mozna na ten temat przeczyta¢ np. w Cowin i Doty [44]. Jest to jeden z
mozliwych kierunkéw przysztych badan tym bardziej ze zaréwno transport
substancji niezbednych do normalnej aktywnosci komoérek jak i charakte-
rystyki mechaniczne przeplywéw bedace prawdopodobnie jednym z waz-
nych bodzcéw fizycznych pobudzajacych komoérki do dzialania moga byé
waznymi elementami przyszlych, udoskonalonych modeli biomechanicz-
nych. Ogélny schemat postepowania oparty na zaproponowanej w pracy
hipotezie optymalnej reakcji i stuzacy do wyprowadzenia zwiazkéw defi-
niujacych nowy model adaptacji kosci bedzie w dalszym ciagu obowiazy-
wal, jest to jeden z przykladow ilustrujacych zalety omawianej w dalszych
rozdziatach metody.

Sposréd wielu ré6znych odmian modelowania istotnych w biomechanice
ko$ci, w niniejszej pracy skupiono sie jedynie na modelowaniu polegajacym
na poszukiwaniu matematycznego opisu zjawisk towarzyszacych proceso-
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wi funkcjonalnej adaptacji i wykorzystaniu tego opisu w symulacjach kom-
puterowych. A zatem tak wazne zagadnienia jak graficzne modelowanie i
wizualizacja kosSci do komputerowo-wspomaganego planowania operacji,
tworzenie trgjwymiarowych siatek dla obliczen z wykorzystaniem metody
elementéw skonczonych w oparciu o skany otrzymane przy uzyciu tomo-
grafii komputerowej czy rezonansu magnetycznego, poszukiwanie modeli
zwierzecych do badan nad przebudowa tkanki kostnej, tworzenie modeli
fizycznych kosci przy uzyciu metod szybkiego prototajpingu (rapid proto-
typing) na potrzeby testow mechanicznych oraz projektowania endoprotez
iinne nie zostaly tu poruszone. Sa to wazne zagadnienia lecz wykraczajace
poza ramy tego opracowania, patrz np. patrz np. [19], [22], [24], [45], [42],
[70].

Modelowanie w takim znaczeniu jakie jest przedmiotem niniejszej pra-
cy jest zwiazane z problemem identyfikacji. Poniewaz jednym z gléwnych
zastosowan tworzonych modeli sa przyszle obliczenia numeryczne waznym
zadaniem jest wyznaczenie warto$ci parametréw wystepujacych w rozwa-
zanych modelach. W przypadku modelowania ukladéw biologicznych ta-
kich jak kosci, w celu okres§lenia wartosci potrzebnych parametréw nie-
zbedne sa eksperymenty biologiczne i medyczne. Przy olbrzymiej rézno-
rodnos$ci metod eksperymentalnych stosowanych w badaniach biologicz-
nych i metod diagnostycznych wykorzystywanych w medycynie identyfi-
kacja jest bardzo szerokim zagadnieniem i zaslugiwalaby na osobna pra-
ce. Dlatego tez zagadnienia zwiazane z identyfikacja, mimo ze wazne, nie
sa przedmiotem niniejszej pracy - autor nie prowadzi eksperymentalnych
prac biologicznych i uwazal ze dyskusje tak waznego tematu nalezy raczej
pozostawic specjalistom pracujacym w tej dziedzinie.

Cala praca sklada sie z dwoch zasadniczych czesci. W pierwszej, poza
pierwszym rozdzialem zawierajacym wstep oraz okreslajacym zakres i cel
pracy znajduja sie jeszcze rozdzialy 2, 3 i 4. Te czesci maja raczej charak-
ter przegladowy i nie zawieraja oryginalnych cech, poza kilkoma komen-
tarzami dotyczacymi gléwnie zwiazkéw znanych modeli z optymalizacja
konstrukeji oraz ze sformutowaniem opartym na hipotezie optymalnej re-
akcji kosci. W dalszych rozdzialach, a wiec poczawszy od rozdziatu piatego,
zamieszczono oryginalne wyniki uzyskane przez autora podczas prowadzo-
nych badan w zakresie modelowania adaptacyjnych wlasnosci ko$ci.

W rozdziale drugim zebrano podstawowe informacje na temat budowy
i funkgcji kosci. Po syntetycznym oméwieniu zasadniczych funkeji pelnio-
nych przez uklad kostny w organizmie skoncentrowano sie na makrosko-
powej budowie kosci, ich rodzajach i podstawowych elementach. Nastepna
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czesc tego rozdzialu poswiecona jest budowie tkanki kostnej, jej mikro-
strukturze oraz komérkom majacym najwazniejszy udzial w formowaniu i
przebudowie tkanki.

Nastepny, trzeci rozdzial zawiera syntetyczne oméwienie podstawowych
procesow i mechanizméw odpowiedzialnych za formowanie, przebudowe i
gojenie sie kosci. Oméwiono zasadnicze etapy remodelowania sie tkanki
kostnej i tworzenia osteondéw, role poszczegélnych komérek w mechani-
zmach §ledzenia stanu mechanicznego w kosci, przekazywania sygnaléow
do komoérek kosciotworczych i ko$ciogubnych oraz procesy resorpcji i for-
mowania nowej tkanki. Poniewaz wiedza zebrana w tych dwéch rozdzia-
lach, to znaczy w drugim i trzecim, ma zasadnicze znaczenie w przypad-
ku prac nad modelowaniem z uwzglednieniem efektéw biomechanicznych
zamieszczenie tego materialu w pracy bylo zdaniem autora konieczno-
$cia. Dlatego tez poza podstawowymi informacjami, ktére mozna odnalezé
w podrecznikach akademickich specjalnosci biologicznych i medycznych,
uwzgledniono tu réwniez wyniki badan publikowane w ostatnich latach
w specjalistycznych czasopismach naukowych. Dotyczy to w szczegdlnosci
informacji dotyczacych mechanizméw przebudowy tkanki kostnej.

Rozdzial czwarty zawiera syntetyczny przeglad najwazniejszych mode-
li przebudowy kosci, ktére znalazly najszersza akceptacje wsrod badaczy
w ciagu ostatnich kilku dziesiatkéw lat. Poczawszy od tak zwanego prawa
Wolffa, poprzez najbardziej znaczace modele fenomenologiczne oraz teo-
rie adaptacyjnej sprezystosci Cowina oméwiono kolejno pojawiajace sie w
publikacjach propozycje wlaczajac modele oparte na wykorzystaniu metod
optymalizacji konstrukcji oraz niektérych préob glebszego potraktowania
problemu z uwzglednieniem wybranych efektéw biologicznych.

Dalsze rozdzialy zawieraja material stanowiacy oryginalny wkiad au-
tora w badaniach dotyczacych modelowania efektéw zwiazanych z adapta-
cyjnymi procesami zachodzacymi w zywych kosciach.

W rozdziale piatym sformulowano i przedstawiono hipoteze optymalne;j
reakcji kosSci zaproponowana przez autora tej pracy. Ta hipoteza, wedlug
ktorej przyjmuje sie ze kosé nie musi w aktualnej chwili czasu reprezen-
towac optymalnej struktury i ksztaltu lecz reaguje w taki sposéb na zmie-
niajace sie w czasie warunki biomechaniczne aby ta reakcja w kazdym
momencie zapewnila, w zakresie aktywnych ograniczen, najefektywniej-
sze zmiany prowadzace do najszybszej poprawy kryterium jakosci, stanowi
podstawe sformulowania umozliwiajacego formalne wyprowadzenie kom-
pletu zwiazkéw matematycznych definiujacych dany model przebudowy,
a wiec opisujacych adaptacyjna reakcje kosci. Nastepnie zaproponowano
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ogolny schemat sformutowania wariacyjnego, ktory moze byé wykorzysta-
ny do wyprowadzenia opisu matematycznego szczegélnych modeli prze-
budowy kosci, zaleznych od przyjetych ogélnych zalozen i specyficznych
efektow wybranych do analizy. W celu ilustracji wykorzystania zapropono-
wanego sformulowania do wyprowadzenia szczegélnych modeli w dalszych
czesciach tego rozdzialu zamieszczono trzy przyklady. Jeden to prosty mo-
del w ktérym zaklada sie ze niejednorodny, izotropowy materiat w efekcie
proceséow adaptacyjnych zmienia swa gesto$é (lub modut Younga). Jest to
W pewnym sensie nieco uproszczonym odpowiednikiem jednego z modeli
postulowanych przez Huiskesa i wspétautoréw z ta zasadnicza réznica ze
tu jest on formalnie wyprowadzony dzieki zastosowaniu zaproponowane-
go ogblnego sformulowania. Drugi z przytoczonych przykladéw to model
beleczkowy, w ktorym zaklada sie ze material jest zbudowany z wielkiej
liczby beleczek, polaczonych ze soba i tworzacych skomplikowana “kon-
strukcje ramowa” méwiac jezykiem inzynierskim. Po przylozeniu obcigzen
mechanicznych, na skutek adaptacyjnych zmian w kosci sztywnos$ci tych
beleczek ulegaja zmianom w czasie tworzac strukture podobna do obser-
wowanych w prawdziwych kosSciach. Trzeci przyklad modelowania przy-
toczony w tym rozdziale jest najbardziej zaawansowany i uwzglednia od-
dzialywania pomiedzy wyspecjalizowanymi komérkami odpowiedzialnymi
za przebudowe tkanki. Jest to przyklad modelu nielokalnego w ktérym
wlasnosci materialu w wybranym punkcie przestrzeni podlegaja ewolucji
w czasie w odpowiedzi na sygnaly dostarczane przez komérki z otoczenia
tego punktu. Prowadzi on do powstania porowatych struktur w ktorych
ksztalt, wielko$¢ i rozlozenie poréw w przestrzeni sa zalezne od zmienia-
jacych sie w czasie obciazen mechanicznych i warunkéw brzegowych. Wy-
prowadzony tu formalnie model moze by¢ poréwnywany z jednym z modeli
postulowanych przez Huiskesa i wspélpracownikéw. Niemozliwe jest, ze
wzgledu na rézne zalozenia przyjete w obu przypadkach, dokonanie $ciste-
go poréwnania, ale przyjmujac pewne analogie mozna powiedzieé¢ ze wy-
prowadzony tu model jest uogélnieniem modelu postulowanego wczesniej
przez wspomnianych powyzej badaczy.

Szosty rozdzial pracy jest poSwiecony zwiazkom pomiedzy modelowa-
niem funkcjonalnej adaptacji kosci a zadaniami optymalnego projektowa-
nia. Od wielu lat ciagnie sie przy réznych okazjach dyskusja na temat
ewentualnej optymalno$ci struktury i ksztaltu kosci. W niniejszym roz-
dziale pokazano ze istnieje bliski zwiazek pomiedzy postulowanymi mo-
delami nalezacymi do szerokiej klasy modeli a zadaniami optymalnego
projektowania. Rozpatrzono dwie klasy zadan adaptacji kosci - remodelo-
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wanie powierzchniowe i wewnetrzne a nastepnie wyprowadzono warunki
optymalnos$ci dla dwéch klasycznych juz probleméw optymalizacji, opty-
malizacji ksztaltu i optymalizacji gestosci materiatu. Przy tej okazji prze-
dyskutowano réwniez réznice pomiedzy modelami postulowanymi i opar-
tymi na zalozeniu o optymalno$ci konfiguracji kosci z jednej strony a mo-
delami wyprowadzonymi przy uzyciu zaproponowanego tu sformutowania
opartego na hipotezie optymalnej reakcji kosci. Wskazano na szereg zalet
sformutowania bedacego przedmiotem tej pracy w poréwnaniu do modeli
opartych na zalozeniu ze struktura kosci jest optymalna.

Siédmy rozdzial pracy zawiera zwiezla dyskusje dotyczaca modelowa-
nia proces6w przebudowy kosci w obecnosci osteoporozy, ktora jest w cza-
sach starzejacych sie spoleczenstw jednym z gléwnych zagrozen podeszle-
go wieku. Choroba ta, a raczej jej efekty objawiaja sie przede wszystkim
zwiekszeniem porowatosci tkanki i pogorszeniem wlasnosci mechanicz-
nych kosci a w rezultacie dramatycznym wzrostem ryzyka urazoéw. Te efek-
ty moga by¢ potraktowane jako szczegélny przypadek ogélnego sformuto-
wania bedacego przedmiotem jednego z poprzednich rozdzialéw. Poniewaz
og6lne podejscie polega na wariacyjnym sformutowaniu problemu, w kto-
rym do wybranego globalnego kryterium jako$ci kosci dolacza sie w miare
potrzeb dodatkowe zwiazki opisujace efekty wybrane do rozwazan, wpltyw
choroby mozna uwzglednié na wiele sposob6w poczynajac od najprostsze-
go gdzie definiuje sie funkcje opisujaca zmiany w czasie calkowitej ma-
sy kosci, po bardziej wyrafinowane w ktérych dla przykladu mozna wy-
korzysta¢ ré6wnania opisujace produkcje hormonéw w organizmie, trans-
port hormonéw i wpltyw ich stezenia na aktywno$§é komoérek kosciotwor-
czych i ko$ciogubnych. Dodatkowo mozna jeszcze na przyklad uwzgled-
ni¢ wpltyw czynnikéw farmakologicznych. Aby zilustrowaé¢ mozliwosci ofe-
rowane przez zaproponowana metode w obszernym komentarzu dotycza-
cym uwzgledniania efektéw biologicznych zamieszczonym w koncowej cze-
$ci rozdzialu przedstawiono szkic wyprowadzenia przykladowego, nowego
“prawa remodelowania” oraz przedyskutowano otrzymane wyniki wskazu-
jac réwnoczesnie miejsca gdzie w miare potrzeby mozna do sformutowania
dotaczy¢ opis dodatkowych efektéw biologicznych.

Osmy rozdzial zawiera szereg wybranych przykladéw - wynikéw sy-
mulacji komputerowych przeprowadzonych z wykorzystaniem dyskutowa-
nych we wczeéniejszych rozdziatlach modeli wynikajacych z przyjecia hipo-
tezy optymalnej reakcji kosci. Pokazano efekt remodelowania kosci udowej
pod stalym w czasie obcigzeniem po wstawieniu endoprotezy stawu bio-
drowego dla symulacji prowadzonych z uzyciem modelu ciagltego w ktérym
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ewolucji podlega gestosc tkanki lub modul Younga (patrz Rozdz. 5). Takie
symulacje prowadza do struktur o charakterze szachownicy, podobnych do
tych jakie otrzymywane sa w obliczeniach z uzyciem analogicznych po-
stulowanych modeli fenomenologicznych. “Efekt szachownicy” jest rezul-
tatem zastosowanej w obliczeniach numerycznych dyskretyzacji i mozna
sie go pozby¢ poprzez odpowiednig modyfikacje algorytmu obliczeniowego.
W nastepnej czesci zamieszczono szereg przykladéw otrzymanych przy wy-
korzystaniu modelu beleczkowego, (patrz Rozdz. 5). Okazuje sie, ze mimo
prostoty tego modelu prowadzi on do wynikéw przypominajacych praw-
dziwe struktury obserwowane w kosciach. Dzieki temu moze postuzyé do
prostych obliczen stuzacych do oceny zmian wytrzymatosci kosci w mia-
re ewolucji jej mikrostruktury. Pokazano przypadki remodelowania kosci
w obecnosci osteoporozy oraz po wstawieniu réznych endoprotez. W trze-
ciej czesci wykorzystano do obliczenn model nielokalny, w ktérym uwzgled-
nia sie podstawowe mechanizmy oddzialywan miedzy komérkami (patrz
Rozdz. 5). Dzieki temu otrzymane w wyniku symulacji procesu przebudo-
wy struktury tkankowe nie maja charakteru szachownicy. Otrzymywane
w wyniku obliczen struktury, rozklad, ksztalt i wielko§é poréw sa uzalez-
nione od przylozonych obciazen mechanicznych i tudzaco przypominaja ob-
razy tkanek w zywych kosciach. Model ten moze by¢ przydatny do badan
lokalnych zmian tkanki na skutek réznych efektéw na przyklad na inter-
fejsie z implantem lub w przypadku rozwoju osteoporozy. Drugi z nich zi-
lustrowano wynikami obliczenn numerycznych. Istotnym problemem przy
tworzeniu modeli teoretycznych i ich weryfikacji jest sposéb poréwnywa-
nia otrzymanych wynikéw z obserwacjami klinicznymi oraz rezultatami
innych obliczen. Problem ten poruszono w koncowej czesci tego rozdziatu.

Dziewiaty rozdzial zawiera podsumowanie calej pracy oraz dyskusje
perspektyw dalszych badan w tym kierunku.

W Dodatku zataczono krétki stownik najwazniejszych terminéw biolo-
gicznych zwiazanych z tematyka dyskutowana w pracy, spis ilustracji oraz
najwazniejsza notacje stosowana w zwigzkach matematycznych.

Praca zawiera skorowidz w ktérym zebrano kilkadziesiat najwazniej-
szych hasel wystepujacych w tekscie oraz spis literatury zawierajacy po-
nad dwiescie pozycji cytowanych w niniejszym opracowaniu.



Rozdzial 2

Budowa i podstawowe
funkcje kosci

2.1 Wprowadzenie

W rozdziale tym sa oméwione podstawowe funkcje kosci oraz ich budo-
wa makroskopowa i mikroskopowa. Poniewaz przy modelowaniu proceséw
zwiazanych z remodelowaniem adaptacyjnym kosci konieczne jest zrozu-
mienie podstawowych mechanizméw odpowiedzialnych za rozpatrywane
zjawiska wlozono tu duzy wysilek aby zebraé¢ najwazniejsze informacje i
przedstawié je w spos6b zrozumiatly dla inzyniera. Zebrany materiat pocho-
dzi zaréwno z akademickich podrecznikéw z histologii i fizjologii komoérek
dla studiéw specjalnosci medycznych i biologicznych jak i z najnowszych
prac naukowych publikowanych w miedzynarodowych czasopismach spe-
cjalistycznych. Wybrane informacje sa istotne, jak sie wydaje autorowi,
z punktu widzenia badacza chcacego modelowaé procesy biomechaniczne
zachodzace podczas przebudowy tkanki i adaptacji kosci. Nalezy sobie jed-
nak zdawac sprawe z tego ze na wiele pytan nie ma jeszcze zadowalajacych
odpowiedzi i zespoly naukowe w licznych laboratoriach wciaz pracuja nad
wyjasnieniem jakie sa mechanizmy kontroli proceséw remodelowania ko-
$ci, jak komoérki odczuwaja stan obciazen mechanicznych w kosci i w jaki
spos6b informacje przepltywaja od jednych do innych grup komoérek i wiele
innych. Dlatego to co teraz wydaje sie nam pewnikiem moze za dziesieé lat
okazac sie nieaktualne.

Aby zajaé sie modelowaniem adaptacji kosSci trzeba wczesniej poznaé
procesy zachodzace w tkance kostnej i zrozumie¢ mechanizmy odpowie-
dzialne za jej przebudowe. Dlatego tez w tym rozdziale zostana pokrétce
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omoéwione zasadnicze cechy kosci, ich budowa i funkcje. Nastepnie w dal-
szej czesci skupimy sie na roli ré6znych komoérek bioracych udzial w pro-
cesach przebudowy i adaptacji kosci do zmiennych warunkéw mechanicz-
nych. Niestety pomimo intensywnych badan jest jeszcze sporo pytan, na
ktore nie znamy odpowiedzi, szczegélnie zwiazanych z mechanizmami roz-
poznawania przez wyspecjalizowane komoérki stanu mechanicznego kosci,
przekazywaniem informacji innym komérkom oraz catym lancuchem od-
dzialywan prowadzacym do przebudowy mikrostruktury tkanki kostne;j.
Jedna z trudnos$ci w badaniach majacych na celu wyttumaczenie jak kosc¢
reaguje na zmienne warunki zewnetrzne jest to, ze procesy z tym zwiaza-
ne sa bardzo zlozone i zalezne od wielu czynnikéw réznej natury, zaréwno
fizycznych jak i biochemicznych. Ponadto na proces przebudowy skladaja
sie efekty sterowane przez czynniki lokalne jak i przez sygnaty pochodza-
ce z centralnego ukladu nerwowego. Dlatego jest bardzo wazna rzecza aby
umiejetnie oddzielic¢ rézne efekty. W tej pracy skupimy sie na efektach ste-
rowanych sygnatami lokalnymi, gléwnie natury mechanicznej. Wyjatkiem
bedzie tu przypadek zmian osteoporotycznych, ktére sa wywolywane gltow-
nie przez czynniki biochemiczne (nie wyklucza to jednak przypadku oste-
oporozy wywolanej brakiem, lub zbyt niskimi obciazeniami mechaniczny-
mi takimi jak na przyklad w sytuacji przebywania przez dlugi czas w sta-
nie niewazkosci lub podczas dlugiego okresu choroby gdy chory w bezruchu
tygodniami lezy w t6zku). Wydawac by sie moglo ze ko§¢ w poréwnaniu do
oka czy serca jest organem bardzo prostym, sa to jednak tylko pozory. Jak
zobaczymy w dalszej czeSci tego rozdziatu tkanke kostna mozna rozpatry-
wacé na réznych poziomach “powiekszenia” i mozna w niej rozréznic co naj-
mniej 5 pozioméw organizacji. Jesli chodzi o najwazniejsze funkcje, to kosci
spekliaja kilka bardzo waznych zadan w organizmie. Oczywiscie podstawo-
wym zadaniem ukladu kostnego jest funkcja podporowa. Maja one réwniez
duze znaczenie w zapewnieniu mozliwosci ruchowych organizmu. Ponadto
kosci ochraniaja wewnetrzne organy przed urazami zewnetrznymi. Jed-
nak poza tymi funkcjami mechanicznymi kosci stanowia wazny magazyn
soli mineralnych oraz odgrywaja zasadnicza role w regulacji elektrolitow
co jest niezbedne dla funkcjonowania organizmu.

2.2 Podstawowe funkcje kosci

Kosci sa podstawowymi elementami ukladu kostnego. Sa one zbudowane
z tkanki twardej i okreslaja ksztalt 1 wielkos¢ ciala. Z jednej strony wiele
z koéci pelni funkcje podporowsa tak jak na przykilad kosci udowe, ktore
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umozliwiaja czlowiekowi zachowanie pozycji pionowej i podtrzymuja cie-
zar ciala. Z drugiej zas, wiele z nich ochrania inne narzady przed uraza-
mi tak jak na przyklad czaszka, ktéra chroni mézgowie czy kregi ochra-
niajace rdzen kregowy. Inng funkcja mechaniczna wielu z kosci potaczo-
nych ze soba poprzez stawy jest umozliwienie organizmowi ruchu - wraz z
miesniami stanowia one zlozony mechanizm zapewniajacy funkcje rucho-
we organizmu. Aby kosci wypelnialy prawidlowo swa mechaniczna role
W organizmie musza spelniac¢ szereg wymagan. Przede wszystkim musza
charakteryzowac sie odpowiednia wytrzymaloscia mechaniczna. Lokalne
naprezenia w ukladzie kostnym jakie pojawiaja sie podczas normalnego
funkcjonowania zdrowego czlowieka osiagaja czesto bardzo duze wartosci.
Dzieki swej budowie wewnetrznej i ksztaltom zewnetrznym oraz zdolnosci
adaptacji do zmiennych warunkéw zewnetrznych kosci, ogladane okiem
inzyniera sa bardzo efektywnymi konstrukcjami.

Poza funkcjami mechanicznymi kosci pelnig wazne funkcje biologiczne.
Wewnatrz wielu kosci znajduje sie tak zwana jama szpikowa. Jest ona
zbiornikiem specjalnej tkanki - szpiku kostnego. Zadaniem szpiku jest m.
in. wytwarzanie czerwonych krwinek, erytrocytéw, pewnego rodzaju bia-
lych krwinek, granulocytéw oraz plytek krwi.

Kosci oprécz wspomnianych powyzej zadan pelnia jeszcze inna wazna
funkcje w organizmie - odgrywaja istotna role w regulacji stezenia elek-
trolitéw a szczegélnie w homeostazie wapnia. Sole wapnia bedace sklad-
nikami substancji miedzykomoérkowej nie tylko determinuja w znacznym
stopniu wlasno$ci mechaniczne kosci lecz réwniez sprawiaja ze kosci sa
rezerwuarem waznych do funkcjonowania organizmu jonéw. To stad sa
uwalniane w miare potrzeby i wprowadzane do krwi i ptynéw tkankowych
jony Ca*t, Mg*t, HPO? i HT. Jony wapnia uczestnicza w regulacji wielu
waznych proceséw oraz funkcji komorek i tkanek. Sg niezbedne do akty-
wacji réznych systeméw enzymatycznych, podzialu i ruchu komérek, ich
czynno$ci wydzielniczych, skurczu mieéni i przenoszenia bodzZcow. Wraz z
hormonami i cyklicznymi mononukleotydami stanowia trzy wspélpracuja-
ce ze soba systemy regulujace funkcje komoérek. Oddzialujac wzajemnie na
siebie moga one wzmagacé lub ostabiac reakcje komérek na bodzce.
Homeostaza tkanki kostnej oraz jonéw wapnia i innych elektrolitéw sa zto-
zonymi procesami zaleznymi od proceséw budowy i resorpcji tkanki kost-
nej, a te sa kontrolowane miedzy innymi przez liczne hormony, z ktérych
najwazniejsze to czynne metabolity witaminy D3 dzialajace jak hormony
steroidowe, parathormon (PTH), kalcytonina, hormon wzrostu, hormony
tarczycy, hormony plciowe i1 glikokortykoidy. Tak wiec jest to skompliko-
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wany uklad w ktérym poszczegélne sktadniki oddzialuja na siebie.

2.3 Makroskopowa budowa kosci

W dalszych czesciach tego rozdzialu zostaly zebrane podstawowe informa-
cje na temat makroskopowej budowy kosci. Oméwiono pokrétce podziat
kosci ze wzgledu na ich ksztalty (kosci dlugie, krétkie i ptaskie). Nastep-
nie oméwiono podzial tkanek kostnych ze wzgledu na ich strukture (kosé
zbita i gabczasta). Pokrétce oméwiono réwniez inne tkanki, ktére biora
udzial w formowaniu i przebudowie kosci (okostna, srédkostna, chrzast-
ka). Wreszcie oméwiono polaczenie pomiedzy ko§émi oraz polaczenia kosci
z mie$niami gdyz maja one istotne znaczenie w przenoszeniu obciazen me-
chanicznych na kosci.

2.3.1 Kosci dlugie, plaskie i krotkie

Ze wzgledu na zewnetrzny ksztalt mozna kosci podzielié¢ na dlugie, plaskie
i krotkie.

W typowej kosci dlugiej, na przyklad piszczelowej czy udowej wyroz-
nia sie nasady (epiphyses) i czesci przynasadowe (metaphyses) oraz cylin-
dryczny trzon (diaphysis), patrz Rys. 2.1 i 2.2. Nasady i czeSci przynasa-
dowe sa zbudowane z kosci gabczastej otoczonej od zewnatrz cienka war-
stwa kosci zbitej. W okresie wzrostu organizmu pomiedzy nasada a czescia
przynasadowa znajduje sie chrzastka wzrostowa (cartilago crescens), ktora
wraz z przylegajacymi do niej beleczkami czesci przynasadowej zapewnia
wzrost kosci. Trzon kosci jest zbudowany z istoty zbitej, ma wydluzony cy-
lindryczny ksztalt i zawiera wewnatrz jame szpikowa (cavum medullare)
wypelniona szpikiem. Zewnetrzne powierzchnie nasad kontaktujace sie w
stawach z innymi ko§émi sa pokryte warstwa chrzastki niezbednej do pra-
widlowego funkcjonowania stawow dziatajacych jak “zawiasy”.

Kosci plaskie, jak na przyklad kosci pokrywy czaszki, sa zbudowane z
dwoéch stosunkowo grubych warstw z istoty zbitej oddzielonych istota gab-
czasta, tzw. srédkosciem. Taka budowa zapewnia znaczng wytrzymatosé
mechaniczna kosci.

Kosci krotkie, na przyktad kregi, pokryte sa réwniez tak jak i kosci ptaskie
warstwami istoty zbitej i wypelnione sa wewnatrz istota gabczasta.
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Rys. 2.1: Zdjecie kosci dlugiej (ko$é udowa).

2.3.2 Kos¢ zbita i gabczasta

Makroskopowa budowa kosci jak i ich mikrostruktura sa $cisle zwiazane
z funkcjami jakie spelniaja one w organizmie. Juz na pierwszy rzut oka
daje sie zauwazy¢ duza réznorodno$é ksztaltéw i rozmiaréw kosci. Row-
niez w przekrojach mozna z latwoscia, nawet golym okiem, wyrézni¢ dwa
charakterystyczne typy tkanki: tzw. ko$é zbita i gabczasta, patrz Rys. 2.3.
Istota zbita (substantia compacta) stanowi twardy i wytrzymaly mecha-
nicznie material. Ma on wysoce uporzadkowana mikrostrukture widoczna
na przyklad podczas badan mikroskopowych, ktéra w wyniku aktywnos$ci
komoérek kosciogubnych i koSciotworczych ulega przebudowie.

Istota gabczasta (substantia spongiosa) jest silnie porowata struktura
zbudowanag z sieci polaczonych ze soba beleczek i plytek, patrz Rys. 2.4.
Struktura kosci gabczastej, grubos¢, ulozenie i orientacja beleczek nie jest
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Rys. 2.2: Schemat przedstawiajacy makroskopowa budowe kosci dtugie;j.
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Rys. 2.3: Struktura kosci - “ko$¢ gabczasta” widoczna wewnatrz od strony
kanatu szpikowego oraz “ko$¢ zbita” pokrywajaca ko$é od zewnatrz.

Rys. 2.4: Ko$é gabczasta. Rysunek przedstawia obszar o dlugosci okoto 30
mm.
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przypadkowa. Zalezy ona miedzy innymi od obciazen mechanicznych jakie
dzialaja na kosc¢ i podlega zmianom w okresie zycia organizmu - przebu-
dowuje sie w miare zmieniajacych sie¢ w czasie oddzialywan fizycznych i
biologicznych. Zagadnienie adaptacji kosci do zmiennych warunkéw me-
chanicznych, a wiec przebudowy jej struktury i ksztaltu, jest przedmiotem
tej pracy 1 jest szerzej oméwione w dalszych czesciach.

2.3.3 Okostna i srodkostna

Zewnetrzne i wewnetrzne powierzchnie kosci sa pokryte warstwa tkan-
ki lacznej zwanej odpowiednio okostna (periosteum) i §rédkostna (endo-
steum). Okostna zbudowana jest z dwoch warstw, zewnetrznej warstwy
wloknistej i przylegajacej do kosci warstwy rozrodczej w ktorej zlokalizo-
wane sa komorki osteogenne. W sytuacji rownowagi tzn. wtedy gdy nie
zachodzi wzrost kosci na grubo$é¢, warstwa wewnetrzna w ktorej znajduja
sie “u$pione” komorki osteogenne jest cienka. Komoérki osteogenne okost-
nej uwaza sie za komorki macierzyste majace rézne mozliwosci réznico-
wania sie w chondroblasty lub osteoblasty. Zalezy to, jak sie aktualnie
uwaza, od parcjalnego ci$nienia tlenu w Srodowisku. Sa réwniez hipote-
zy wedlug ktérych réznicowanie sie komoérek i tworzenie réznych tkanek
(wléknista, chrzastka, kos¢) zalezy od lokalnego ciSnienia i predko$ci prze-
plywu plynéw w tkance [162]. W okresie wzrostu kosci lub gojenia zlaman
mozna zaobserwowacé znaczny wzrost aktywnosci okostnej. Nastepuje wte-
dy wzmozona proliferacja komoérek, mtodsze lokalizuja sie w poblizu wiék-
nistej warstwy zewnetrznej, zas starsze znajdujace sie w poblizu kosci réz-
nicuja sie w osteoblasty odpowiedzialne za budowe tkanki kostne;j.
Srédkostna wyScietajaca wewnetrzne powierzchnie kosci (jamy szpikowe,
kanaly odzywcze, kanaly osteonéw i beleczki kosci gabczastej) jest zbudo-
wana z ciaglej warstwy splaszczonych komoérek osteogennych. W sytuacji
réwnowagi ich aktywno$é jest bardzo mala, jednak w czasie przebudowy
lub gojenia sie kosci komoérki te proliferuja i réznicuja sie w osteoblasty,
ktore sa odpowiedzialne za budowe tkanki kostne;j.

2.3.4 Chrzastka

Chrzastka (cartilago) jest tkanka z grupy tkanek tacznych oporowych. W
przeciwienstwie do tkanki kostnej nie wykazuje sie duza wytrzymaloscia
mechaniczna oraz nie posiada zdolnosci gojenia. W odréznieniu do tkan-
ki kostnej nie zawiera ona naczyn krwiono$nych. Pomimo wielu cech da-
jacym tkance kostnej przewage nad tkanka chrzestna ta ostatnia pelni
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jednak dwie bardzo wazne role, bez ktorych kosci nie spelnialy by swych
zasadniczych zadan. Pierwsza bardzo wazna rola, jaka odgrywa chrzastka
w ukladzie kostnym to udzial w formowaniu sie mlodej kosci a nastepnie
w jej wzroscie na dlugosc. W najwiekszym uproszczeniu mozna to przed-
stawi¢ nastepujaco. Mloda, jeszcze nie calkiem wyksztalcona kosé jest zbu-
dowana z chrzastki szklistej. Dzigki rozwojowi i wrastaniu naczyn krwio-
no$énych komoérki osteogenne w zewnetrznej warstwie zaczynaja sie roz-
nicowaé w osteoblasty, ktére wytwarzaja tak zwany mankiet kostny oko-
lochrzestny wokot trzonu kosci. W obrebie trzonu kosci komoérki chrzastki
dojrzewaja staja sie hipertroficzne, zas odkladane sole wapniowe powoduja
zaburzenie proceséw dyfuzji substancji odzywczych co pociaga za soba de-
generacje chrzastki i obumarcie chondrocytéw (komoérki budujace tkanke
chrzestna), patrz Rys. 2.5. Do wapniejacej chrzastki przenikaja mniej wie-
cej w polowie dlugo$ci trzonu naczynia krwionosne dostarczajac komoérki
osteogenne. Komorki te proliferuja za$ cze$¢ z nich réznicuje sie w oste-
oblasty, ktore sa odpowiedzialne za budowe tkanki kostnej. Powstaja pier-
wotne beleczki, ktore nastepnie sa przebudowywane wskutek dzialalnosci
osteoblastéw budujacych tkanke oraz osteoklastéw - komérek rozpuszcza-
jacych tkanke. W wyniku dziatalnosci tych komoérek w centralnym rejonie
kosci dlugiej powstaje jama szpikowa. Wzrost ko$ci wzdtuz dtugosci odby-
wa sie gléwnie dzieki wzrostowi chrzastki nasadowej. W miare przyrostu
tej chrzastki jej warstwa graniczaca z koscia sukcesywnie sie degeneruje
na wskutek hipertrofii komorek, naczynia krwiono$ne wnikaja w nia i w
rezultacie przeksztalca sie ona w tkanke kostna. Pozostaje jedynie cienka
warstwa chrzastki na powierzchni stawowej. W przypadku kosci dlugich
kostnienie nasad odbywa sie w oddzielnych punktach w obrebie nasad do
ktorych przenikaja przez okostna naczynia krwionosne.

Druga wazna rola jaka pelni chrzastka w ko$ci to umozliwienie prze-
suwania sie wzgledem siebie elementéw kosci w stawach oraz zapewnie-
nie mozliwie réwnomiernego rozlozenia obcigzen mechanicznych na po-
wierzchniach stawowych. Chrzastka charakteryzuje sie bardzo malym
wspoleczynnikiem tarcia i idealnie nadaje sie na powierzchnie trace. Zas
dzieki temu ze jest stosunkowo podatnym materialem porowatym w kté-
rym pory wypelnione sg ciecza mogaca sie przemieszczaé, dopasowuje swaj
ksztalt do ksztaltu kontaktujacego sie elementu zapewniajac korzystny
rozklad naprezen. Dodatkowo spelnia role “amortyzatorow” w przypadku
gwaltownych obciazen mechanicznych.

Jak wiec wida¢ zaréwno udzial chrzastki w procesie wzrostu kosci jak i
jej rola w polaczeniach stawowych moga by¢ waznymi elementami przy
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Rys. 2.5: Chrzastka. Ilustracja z lewej strony przedstawia chrzastke na
granicy z formujaca sie tkanka kostna (pow. x100). Z prawej - ta sama
granica w powiekszeniu (pow. x600).

modelowaniu niektérych efektéw w kosciach.

2.3.5 Polaczenia pomiedzy ko$Sémi

Polaczenia pomiedzy ko$émi stanowia wazny element w sytuacjach gdy
podczas matematycznego czy komputerowego modelowania zjawisk zacho-
dzacych w kosSciach trzeba wziac¢ pod uwage mechaniczne obciazenia. Istot-
nie, poniewaz sity dzialajace na kos¢ pochodza miedzy innymi z oddzialy-
wan pomiedzy kontaktujacymi sie kosémi, typ potaczenia w duzym stopniu
determinuje rozktad i kierunek sit w obszarze kontaktu.

Rozréznia sie trzy podstawowe typy polaczen odrézniajace sie budowa
i ruchomoscia, a mianowicie: polaczenia widkniste (juncturae fibrosae) do
ktorych zaliczane sa szef (sutura), wklinowanie (gomphosis) 1 wiezozrost
(syndesmosis), polaczenia chrzastkowe (juncturare cartilagineae), do kto-
rych zalicza sie chrzastkozrost (sunchondrosis) i spojenie (symphisis) oraz
polaczenia maziowe (juncturae synoviales) do ktérych naleza stawy ma-
ziowe (articulationes synoviales). Dwa pierwsze typy polaczen charaktery-
zuja sie staba ruchomoscia, zas trzecie umozliwia znaczny wzgledny ruch
pomiedzy ko$émi. Sity kontaktowe, szczegélnie w stawach, zaleza od wielu
czynnikéw.
Szczegolowa dyskusja tego zagadnienia wykracza poza ramy niniejszej
pracy. W modelowaniu proceséw przebudowy i funkcjonalnej adaptacji ko-
$ci wystarcza uproszczone modele obciazen w stawach odzwierciedlajace
usrednione wartosci sil. Zagadnienie to jest szerzej dyskutowane w roz-



2.3. MAKROSKOPOWA BUDOWA KOSCI 33

dziale dotyczacym modeli funkcjonalnej adaptacji kosci.

2.3.6 Polaczenia kosci z mieSniami

Polaczenia ko$ci z mie$niami stanowia wazny element modelowania wsze-
dzie tam gdzie istotna role odgrywaja mechaniczne obciazenia. Tak jak i
potaczenia miedzy ko$émi determinuja one kierunki i obszary oddziaty-
wania zewnetrznych sil. Sily wytwarzane na skutek skurczu miesni prze-
noszone sa na kosci za posrednictwem Sciegien, ktérych gléwnym sktad-
nikiem sa réwnolegle do osi Sciegna ulozone wldkna kolagenowe. Niekt6-
re z nich z jednej strony wrastaja w glab miesnia laczac sie z wiéknami
miesniowymi, za$ z drugiej strony przymocowane sa do kosci. Modelowa-
nie mieéni nie jest przedmiotem tej pracy, wiec czytelnik zainteresowany
zagadnieniami zwigzanymi z budowa i dzialaniem mies$ni moze poglebié
swoje wiadomosci korzystajac z licznych podrecznikéw z histologii i anato-
mii.

Modelowanie sil wytwarzanych w mieéniach jest zlozonym problemem,
ktory moglby by¢ przedmiotem osobnej pracy. Dlatego tutaj modelowanie
sil przekazywanych z miesni do kosci jest potraktowane w uproszczony
spos6b. Waznymi elementami, ktére maja zasadniczy wplyw na procesy
przebudowy i adaptacji koSci sa kierunki i wartosci sit zewnetrznych. Pro-
blem zmiennosSci sit w czasie jest oméwiony w rozdziale po§wieconym mo-
delowaniu proceséw przebudowy i funkcjonalnej adaptacji tkanki kostnej.

2.3.7 Szpik kostny

Szpik kostny stanowi ok. 5% masy ciala czlowieka i jest magazynowany w
kosciach dlugich i kosciach ptaskich czaszki i miednicy. Znajduje sie gtow-
nie w komorach szpikowych kosci. Do gléwnych funkcji szpiku kostnego
mozna zaliczy¢, patrz np. [186]:

e wytwarzanie wszystkich komérek krwi oraz komoérek tucznych i ko-
morek dendrytycznych,

e odnowa komoérek macierzystych,
e niszczenie zuzytych, wadliwych i uszkodzonych erytrocytow,

e przechowywanie zelaza, reakcje immunologiczne.
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Szpik kostny zawiera dwie gléwne populacje komorek macierzystych: me-
zenchymalnag (poczatek dla tkanki tacznej, kostnej, Srédbtonka, skory, row-
niez miesni gladkich) oraz krwiotworcza czescé zrebu, ktora generuje wszyst-
kie linie komoérek krwi.

2.4 Tkanka kostna i jej mikrostruktura

W rozdziale tym sa zebrane najwazniejsze z punktu widzenia modelowa-
nia wiadomosci dotyczace budowy tkanki kostnej, jej najwazniejszych ele-
mentow oraz jej mikrostruktury. Sa to bardzo istotne informacje przy nie-
zbedne przy modelowaniu wlasno$ci mechanicznych kosci oraz proceséow
wzrostu, przebudowy i gojenia. Dlatego, précz podstawowych informacji
dostepnych w podrecznikach akademickich starano sie tu uwzgledni¢ réw-
niez wyniki ostatnich badan publikowanych w czasopismach naukowych.

2.4.1 Komorki tkanki kostnej

Jak juz wczes$niej wspomniano tkanka kostna jest tak zwang tkanka twar-
da i stanowi szczegélna odmiane tkanki lacznej. Jedna z jej charaktery-
stycznych cech dzieki ktérej moze ona wypelnia¢ swe funkcje mechaniczne
jest jej szczegdlna budowa - komoérki stanowiace niewielka czesé catkowitej
masy koSci otoczone sa duza iloScia zmineralizowanej, silnie uporzadkowa-
nej substancji miedzykomoérkowej, ktorej cze$é organiczna zwana jest ma-
cierza miedzykomoérkowa. Mikrostruktura tej substancji podlegajaca cia-
glym zmianom jest kontrolowana przez wyspecjalizowane komoérki z kté-
rych niektére pelnia role “czujnikéw” monitorujacych stan mechaniczny
kosci, inne sa odpowiedzialne za tworzenie i mineralizacje substancji mie-
dzykomoérkowej za$ jeszcze inne za jej rozpuszczanie. Specjalizacja komoé-
rek sprawia ze caly proces przebudowy lub inaczej remodelowania tkanki
kostnej jest bardzo zlozony lecz ré6wnocze$nie doskonale zorganizowany.
Pomimo ze nie wyjasniono jeszcze do konca wszystkich proceséw odpowie-
dzialnych za remodelowanie ko$ci istnieje wiele przestanek umozliwiaja-
cych zrozumienie, przynajmniej czeSciowo, najwazniejszych mechanizmow.
Maja one rézny charakter, poza biochemicznymi czynniki mechaniczne od-
grywaja tu zasadnicza role. Bedzie o tym mowa w dalszej czesci tego roz-
dziatu.

W tkance kostnej wystepuja trzy typy zréznicowanych komoérek spet-
niajacych rézne role i wspéldzialajacych pomiedzy soba. Sa nimi osteobla-
sty, osteoklasty oraz osteocyty. Oprécz nich sa réwniez obecne pluripoten-
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cjalne komoérki osteogenne bedace zrédlem zréznicowanych komérek bio-
racych udzial w procesie budowy i remodelowania kosci.

Komorki osteogenne

Komorki osteogenne majace zdolnosci intensywnego dzielenia sie i rézni-
cowania w osteoblasty lub chondroblasty sa obecne zaréwno w rozwijajacej
sie jak 1 w dojrzatej tkance kostnej. Maja one nieco wydluzony, sptaszczony,
nieregularny ksztalt i r6znig sie tylko nieznacznie od komérek mezenchy-
malnych, z ktérych powstaly. Komoérki mezenchymalne dzielg sie niesyme-
trycznie, to znaczy podczas podzialu powstaje jedna komoérka identyczna
z macierzysta a druga zdolna do réznicowania staje sie zdeterminowana
komérka progenitorowa, z ktérej po dalszych podziatach powstaja w pel-
ni wyspecjalizowane komorki. Dzieki takiemu schematowi podziatu licz-
ba komoérek mezenchymalnych pozostaje stala, patrz. np. Muschler i Mi-
dure, [142], Sawicki [186]). W dojrzalej kosci komoérki osteogenne mozna
znalezé w wewnetrznej warstwie okostnej oraz w sréodkostnej, ktéra po-
krywa jamy szpikowe, powierzchnie beleczek kosci gabczastej oraz kanaty
odzywcze i kanaly osteonéw. Sa one réwniez obecne w zrebie szpiku. W nor-
malnym stanie w dojrzatej kosci komorki osteogenne pozostaja w spoczyn-
ku. Jednak moga one by¢ uaktywnione poprzez odpowiednie bodzce jak na
przyklad zlamanie kosci. Zaznacza sie wtedy wzrost ich aktywnos$ci prze-
jawiajacy sie zwiekszeniem syntezy RNA. Komorki zaczynaja sie dzielic co
w rezultacie prowadzi do powstawania chondroblastéw lub osteoblastow
dzieki réznicowaniu sie niektérych z nowo-powstalych komoérek. Kierunek
réznicowania sie komoérek osteogennych (osteoblasty lub chondroblasty)
jest prawdopodobnie zalezny od wielu czynnikéw, nie jest to jeszcze catko-
wicie wyjasnione. Wedlug jednej z hipotez jednym z waznych czynnikéw
moze by¢ ciSnienie parcjalne tlenu w otoczeniu komoérek. Komoérki, ktore
znajduja sie z dala od naczyn krwionosnych réznicuja sie w chondroblasty
odpowiedzialne za tworzenie chrzastki zas te do ktérych naczynia krwiono-
$ne dostarczaja niezbedne skladniki réznicuja sie w osteoblasty tworzace
tkanke kostna, patrz np. Ostrowski [147]. Z wynikéw najnowszych badan
wynika ze w réznicowaniu sie komoérek znaczaca role odgrywa tzw. GJIC
(Gap Junctional Intracellular Communication), patrz np. Donahue, [55].

Osteoblasty

Jak juz wspomniano wcze$niej osteoblasty powstaja w wyniku réznicowa-
nia sie osteogennych komérek pochodzenia mezenchymalnego i nie maja
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Rys. 2.6: Zdjecie mikroskopowe ilustrujace utozenie komérek osteogennych
w §réodkostnej. Widoczna jest tkanka kostna oraz warstwa splaszczonych
osteoblastéw (pow. x600).

zdolnosci do dalszych podzialéw. Sa one owalnymi komérkami o §rednicy
20 - 30 um zlokalizowanymi zazwyczaj na powierzchniach tworzacej sie
tkanki kostnej. Osteoblasty sa komérkami wydzielniczymi odpowiadaja-
cymi za wazne procesy zachodzace w tkance kostnej; za synteze nowej or-
ganicznej macierzy miedzykomoérkowej, przebudowe istniejacej substancji
miedzykomoérkowej oraz biora udzial w jej mineralizacji. Pokrywajac po-
wierzchnie nowo powstajacej tkanki tworza jednolita warstwe “broniaca
dostepu” przed znacznie wiekszymi osteoklastami, ktére sa odpowiedzial-
ne za rozpuszczanie substancji miedzykomoérkowej, patrz Rys. 2.6. W sta-
nie “u$pienia” gdy nie biora udzialu w tworzeniu nowej tkanki przyjmuja
plaskie ksztalty a ich jadra sie wydluzaja. W normalnym stanie aktywno-
$ci maja okragle jadra i zasadochlonna cytoplazme. Osteoblasty posiadaja
wypustki cytoplazmatyczne z pomoca ktérych lacza sie z sasiadujacymi
osteoblastami oraz zaglebionymi w macierzy miedzykomdérkowej osteocy-
tami. Te polaczenia moga stuzyc¢ do komunikacji pomiedzy komérkami za-
pewniajac transport jonoéw i zwiazkéw chemicznych. Wraz z osteocytami i
osteoklastami tworza zlozony system biomechaniczny, nie do konca jeszcze
poznany, odpowiedzialny za wzrost i przebudowe kosci i ich adaptacje do
zmieniajacych sie warunkéw zewnetrznych i wewnetrznych.

Gléwna funkcja osteoblastéw jest synteza i wydzielanie skladnikéw
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macierzy miedzykomoérkowej kosci: kolagenu typu I oraz proteoglikanow.
Maja one wyrazna budowe biegunowa - w czesci cytoplazmy znajduja-
cej sie w poblizu kosci znajduje sie wiele pecherzykéw wydzielniczych,
aparat Golgiego i szorstka siateczka srédplazmatyczna. Procesy budowy
i przebudowy tkanki kostnej zachodza przy wspétudziale innych komoé-
rek. Na powierzchniach osteoblastéw jest obecna glikoproteina RANKL.
Jest to by¢ moze wazny element zlozonego systemu remodelowania kosci
gdyz glikoproteina RANKL z osteoblastéw moze sie laczyé¢ z glikoprote-
ina RANKL obecna na powierzchniach prekursoréw osteoklastéow. Dzieki
takiemu bezposredniemu kontaktowi komérek prekursory kosciogubnych
osteoklastéw sa pobudzane do réznicowania sie. Tak wiec osteoblasty z
jednej strony wytwarzaja macierz miedzykomoérkowa. Z drugiej strony bio-
ra udzial w wymianie informacji pomiedzy nimi a prekursorami osteokla-
stow dzieki czemu moze byé regulowana produkcja osteoklastéw. Dodatko-
wo osteoblasty wydzielaja jeszcze biatko osteoprotegeryne, ktére moze sie
wiazac z ich glikoproteing RANKL blokujac w ten sposéb kontakt z prekur-
sorami osteoklastow i pobudzanie ich do réznicowania sie w osteoklasty.

Druga wazna funkcja osteoblastéw zwiazana z procesem tworzenia ko-
$ci jest ich udzial w mineralizacji tkanki kostnej. Wydzielaja one biatka
osteonektyne i osteokalcyne oraz kolagenoze i inne hydrolazy, ktore sa po-
trzebne do zainicjowania i regulacji procesu mineralizacji.

Aktywnos¢ osteoblastow jest miedzy innymi regulowana przez witami-

ne D3 oraz przez parathormon - hormon gruczoléw przytarczycznych. Na
powierzchni osteoblastéw znajduja sie receptory obu tych zwigzkow.
W Swietle ostatnich badan istnieja przestanki aby sadzié ze dzialalnos¢
osteoblastow jest rowniez regulowana przez sygnaly przesylane z osteocy-
tow, ktore maja zdolnos¢ odczuwania zmian stanu mechanicznego w tkan-
ce kostnej. Szersza dyskusja dotyczaca tego problemu znajduje sie w czesci
dotyczacej remodelowania i funkcjonalnej adaptacji kosci.

Osteoblasty sa komérkami mato mobilnymi. Podczas normalnej aktyw-
no$ci osteoblastéow znajdujacych sie na powierzchni tkanki kostnej jest
produkowana macierz organiczna kosci i moze sie zdarzy¢ ze niektoére z
osteoblastéw zostana otoczone ze wszystkich stron tg macierza. Przeksztal-
caja sie one wtedy w inne komorki biorace udzial w przebudowie kosci -
osteocyty, ktore stanowia wazny element tzw. “mechanosensory system” -
systemu §ledzenia i reagowania na zmieniajacy sie w czasie stan mecha-
niczny kosci dzieki czemu ma ona zdolno$¢ adaptacji.
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Osteocyty

Osteocyty sa komérkami powstalymi z osteoblastow, ktére podczas wytwa-
rzania tkanki zostaly calkowicie “zakopane” w macierzy miedzykomoérko-
wej. Sa najliczniejsza grupa komoérek kostnych. W zdrowej dorostej kosci
jest ich okolo dziesieciokrotnie wiecej niz osteoblastéw, patrz np. Cowin
[45]. Mlode osteocyty maja budowe podobna do osteoblastéw, jednak w
miare starzenia zachodza w nich powazne zmiany strukturalne i czynno-
$ciowe. Przyjmuja one splaszczony ksztalt zas ich pecherzyki wydzielnicze,
aparat Golgiego i szorstka siateczka srédplazmatyczna sa stabo rozwinie-
te. Traca one rowniez wiele z organelli zas wytwarzaja dlugie wypustki
cytoplazmatyczne dzieki ktéorym moga sie kontaktowac z sasiadujacymi
osteocytami, lezacymi na powierzchni kosci osteoblastami oraz z systemem
krwiono$nym. Gdy osteoblasty wskutek swej dzialalno$ci zostaja otoczo-
ne macierza miedzykomérkowa i przeksztalcaja sie w osteocyty macierz
miedzykomoérkowa w ich sasiedztwie nie ulega mineralizacji. Dzieki temu
jamki kostne gdzie znajduja sie osteocyty oraz kanaliki kostne w ktérych
utozone sa ich wypustki cytoplazmatyczne sa wyscielone niezmineralizo-
wana macierza miedzykomoérkowa. Osteocyty laczac sie ze soba poprzez
wypustki cytoplazmatyczne tworza tréjwymiarowa sie¢. Dzieki temu mo-
ga przekazywac informacje z glebi tkanki do jej powierzchni gdzie znajduja
sie osteoblasty i osteoklasty. Taka struktura umozliwia réwniez transport
substancji odzywczych i metabolitow z obszaréw w poblizu naczyn krwio-
noé$nych znajdujacych sie blizej powierzchni tkanki do osteocytéw potozo-
nych glebiej. Ten transport jest mozliwy na glebokosc kilkunastu osteocy-
téw ulozonych w lancuchu.

Tréjwymiarowa sie¢ osteocytow spelnia jeszcze inna bardzo wazna dla
przebudowy i adaptacji kosci role. Osteocyty polaczone w sie¢ maja zdol-
no$¢ “odczuwania” wielkosci i rozkladu odksztalcen. Istnieja réwniez ob-
serwacje przemawiajace za tym ze osteocyty wykorzystuja informacje o
predkosci przeplywu plynéw w kanalikach oraz o naprezeniach stycznych
do “mierzenia” stanu mechanicznego w tkance i przekazuja odpowiednie
sygnatly do komoérek kosciotworezych i kosciogubnych zlokalizowanych na
powierzchni tkanki. Do tego celu sa wykorzystywane polaczenia pomiedzy
wypustkami cytoplazmatycznymi (ang. gap junction). Te potaczenia sa ka-
nalikami, w membranie na koncach wypustek, laczacymi cytoplazme sa-
siednich komérek. Dzigki temu moga by¢ wymieniane pomiedzy komoérka-
mi niewielkie molekuly jak na przyklad mate jony czy miedzykomdérkowe
czasteczki sygnalizacyjne (np. wapn). Tak wiec osteocyty spelniaja w kosci
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role czujnikéw mechanicznych. Mechanizm “odczuwania” przez osteocyty
stanu mechanicznego nie jest jeszcze w pelni poznany. Réwniez jeszcze
nie do konca wyjasniono jak dziala system przekazywania informacji do
osteoblastow i osteoklastow. Najwazniejsze hipotezy probujace wyjasnic te
zagadnienia sa oméwione w czesci tej pracy poSwieconej remodelowaniu
kosci.

Osteoklasty

Osteoklasty czyli komérki kosciogubne pochodza, odmiennie niz osteobla-
sty i1 osteocyty, z pluripotencjalnych komoérek szpiku. Sa to duze, zazwy-
czaj owalne, wielojadrzaste komoérki o Srednicy 20 - 100 um odpowiedzial-
ne za resorpcje tkanki kostnej. Koncentruja sie na powierzchniach kosci
w obszarach gdzie zachodza intensywne procesy modelowania i przebu-
dowy, np. w tak zwanych zatokach erozyjnych (lacunae erosionis). Oste-
oklasty powstaja z jednojadrowych prekursoréw przez ich fuzje (zazwy-
czaj 5 - 10 komorek prekursorowych). Jak juz wspomniano wczesniej przy
okazji omawiania osteoblastéw, na powierzchniach prekursoréw osteokla-
stow znajduje sie glikoproteina RANKL mogaca sie wiazac z glikoproteing
RANKL obecna na powierzchniach osteoblastéow. W wyniku takiego wia-
zania jest pobudzana synteza czynnika transkrypcji c-Fos, ktéry indukuje
transkrypcje genéw niezbednych do réznicowania prekursoréw i aktywa-
cji osteoklastéow. Z drugiej strony c-Fos moze czasem aktywowac gen dla
cytokiny - interferonu (3, ktéra z kolei hamuje réznicowanie prekursoréow
osteoklastéw prowadzac do zmniejszenia intensywnos$ci proces6w rozpusz-
czania tkanki, (patrz np. Sawicki [186], Jee [97], Moskalewski i Sawicki
[134]). Wedlug Jee [97], nie jest jasne czy osteoklasty posiadaja recepto-
ry dla parathormonu, estrogenéw i witaminy D. Wedlug Sawickiego [186]
osteoblasty nie posiadaja receptoréw dla parathormonu oraz witaminy D i
dlatego resorpcja kosci musi odbywaé sie przy wspétudziale osteoblastow,
ktore takie receptory posiadaja. Wiadomo réwniez ze na zwiekszenie ak-
tywnos$ci osteoklastéow wplywaja tez cytokiny wydzielane przez limfocyty
T. Procesy przekazywania informacji i regulacji proceséw przebudowy ko-
$ci nie sa jeszcze w pelni wyjasnione. Wydaje sie ze istnieje wiele czynni-
kow réznego pochodzenia majacych wplyw na kontrole proceséw przebu-
dowy tkanki i sa one nieraz od siebie zalezne.

Wedlug Jee (patrz Cowin) jeszcze niewiele wiadomo na temat cyklu
zyciowego osteoklastow in vivo. Wydaje sie ze dlugosé ich zycia nie prze-
kracza 7 tygodni. Zatrzymanie procesu resorpcji kosci jest zwiazane z mi-
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gracja osteoklastow z powierzchni kosci do przestrzeni szpikowej gdzie na-
stepuje ich apoptoza.

Powierzchnie osteoklastéw skierowane do kosci maja szczegélna budo-
we, znajduje sie na nich duzo wypustek cytoplazmatycznych utozonych w
charakterystyczny rabek szczoteczkowy (ang. - ruffled border). Zapewnia
on z jednej strony zwigkszenie powierzchni kontaktu komérki z tkanka
kostna za$ z drugiej ulatwia utrzymanie duzego stezenia produktéow wy-
dzielanych przez osteoklasty niezbednych do rozpuszczania ko$ci, patrz
Rys. 2.7

ragbek szczoteczkowy jadra osteoklasta

zmineralizowana zatoka
tkanka erozyjna

Rys. 2.7: Schematyczny obraz osteoklasta. Pokazano rabek szczoteczko-
wy oraz zatoke erozyjng utworzong w efekcie resorpcji zmineralizowanej
tkanki.

2.4.2 Substancja miedzykomoérkowa kosci

Komoérki w tkance kostnej stanowia tylko jej niewielka czes¢ za$ pozostala
przestrzen jest wypelniona duza ilo$cia zmineralizowanej substancji mie-
dzykomoérkowej, w ktorej ok. jednej czwartej udzialu masowego ma tzw.
macierz kosci - bedaca substancja organiczna, jedna czwarta stanowi wo-
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da, zas pozostala polowa to sole wapniowe, patrz Rys. 2.8. Gl6wnym sktad-
nikiem organicznej czesci tkanki jest kolagen typu I (ok. 90% ) oraz bial-
ka niekolagenowe (ok. 10% ). Produkcja kolagenu jest realizowana przez
osteoblasty i przebiega dwuetapowo, najpierw zachodzi synteza czasteczek
prokolagenu w komérkach a nastepnie juz pozakomérkowo - transformacja
prokolagenu w tropokolagen, jego sieciowanie 1 tworzenie wldkienek kola-
genowych o $rednicy ok. 80 nm, ktore tacza sie w grubsze widékna o Sred-
nicy 2 - 8 um. Czes$¢ zmineralizowana stanowi wiekszo$¢ substancji mie-
dzykomoérkowej i determinuje w duzym stopniu jej wlasnosci mechanicz-
ne. Powstaje ona w wyniku aktywnosci komorek kosciotwoérczych i sktada
sie gléwnie z malych krysztalkéw hydroksyapatytu (Cai0(PO4)s(OH )2) 0
wymiarach kilkudziesieciu nanometréw. Grupy OH w hydrohsyapatycie
moga by¢ czesSciowo zastepowane grupami weglanowymi, cytrynianowy-
mi magnezem i fluorem. Procesy zwiazane z tworzeniem i transformacja
skladnikéw tkanki kostnej sa szerzej oméwione w czesci dotyczacej remo-
delowania kosci.

2.4.3 Mikrostruktura tkanki kostnej

W tkance kostnej rozréznia sie wiele poziomow organizacji od skali makro
poprzez mikro do poziomu nano. W tej czesci pracy zostana oméwione jedy-
nie wybrane elementy mikrostruktury ktére, jak sie wydaje, maja podsta-
wowe znaczenie w procesach przebudowy i funkcjonalnej adaptacji kosci.
Zanim jednak przejdziemy do rozwazan na temat osteonéw - podstawo-
wych elementow strukturalnych i czynno$ciowych tkanki zbitej, zostang
tu zebrane podstawowe informacje na temat rodzajéw tkanki kostnej wy-
stepujacej w organizmie.

- Niedojrzala tkanka kostna (grubowléknista)

Tkanka grubowléknista jest tkanka wystepujaca gléwnie w poczatkowych
etapach zycia organizmu, w zyciu plodowym i we wczesnym okresie zy-
cia pozaplodowego. W okresie dorostego zycia wystepuje jedynie w miej-
scach polaczenia Sciegien z ko§émi, w wyrostkach zebodotowych, w btedni-
ku kostnym i w szwach czaszki. Pojawia sie ré6wniez w obszarach gojenia
sie kosci po urazach, lecz po pewnym czasie zostaje zastapiona przez doj-
rzala tkanke drobnowléknista. Tkanka grubowléknista ma budowe splo-
towata a jej nazwa jest zwigzana z postacig kolagenu, wystepuje on w niej
w odréznieniu od dojrzalej tkanki drobnowléknistej w grubych i nieregu-
larnych peczkach. W poréwnaniu do kosci dojrzalej jest w niej wiecej ko-
morek a osteocyty, o duzych rozmiarach i nieregularnych ksztaltach sa w
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Widknista warstwa okostne;

Warstwa rozrodcza okostnej
Blaszki okalajgce zewnetrzne
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analiki kostne

Blaszki miedzysyst.
System Haversa
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Rys. 2.8: Schemat wewnetrznej struktury kosci zbite;j.
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niej rozmieszczone chaotycznie. Charakteryzuje sie ona nizsza wytrzyma-
loScia mechaniczna niz tkanka drobnowléknista co jest zwiazanie z mniej-
sza krystalizacja mineraléw oraz z nieregularnym ulozeniem wiékien ko-
lagenowych. Jej wystepowanie w nadmiernych iloSciach w dorostych or-
ganizmach moze by¢ zwiazane ze zmianami chorobowymi takimi jak na
przyklad osteoporoza czy tzw. marmurkowatosé kosci.

- Dojrzala tkanka (drobnowloknista)

Tkanka drobnowléknista jest dojrzala tkanka wystepujaca w kosciach diu-
gich i plaskich. Powstaje z tkanki grubowléknistej w wyniku remodelowa-
nia realizowanego przez komoérki kosciogubne i kosciotworcze. Wiecej na
temat tego procesu jest w czesci poSwieconej remodelowaniu kosci. Tkan-
ka drobnowldoknista jest zbudowana z blaszek kostnych o grubosci do 8um,
w ktorych réwnolegle, utozone pojedynczo (a nie w peczkach jak w kosci
grubowldknistej) cienkie wlékna kolagenowe o grubosci 1 - 4um splecione
z wlokienek kolagenu o $rednicy ok. 75 nm sa sklejone substancja pod-
stawowa 1 zaimpregnowane solami wapnia. Wiékna w blaszce kostnej sa
ulozone réownolegle do siebie zas kierunek ulozenia wlékien w sasiednich
blaszkach rézni sie o pewien kat co wplywa na zwiekszenie mechanicznej
wytrzymalo$ci tkanki. Blaszkowata tkanka drobnowléknista jest podsta-
wowym budulcem ko$ci gabczastej i koSci zbitej.

- Kos¢ gabczasta

Kos¢ gabczasta ma strukture porowata, w ktérej pory wypelnione sa szpi-
kiem zas$ szkielet zbudowany jest z tkanki drobnowldknistej. Mozna ja
znalez¢é w nasadach i przynasadach kosci dlugich, w jamach szpikowych
oraz wypelnia wnetrze kosci plaskich. Struktura szkieletu kosci gabcza-
stej skladajacego sie z beleczek i ptytek potaczonych ze soba i tworzacych
rusztowanie jest zdeterminowana przez proces remodelowania ko$ci i ule-
ga zmianom w ciagu zycia organizmu - ksztalty i rozmiary poréw w zdro-
wej kosci zaleza w duzej mierze od warunkéw mechanicznych w jakich
pracuje ko$é. Dzieki adaptacyjnym zdolno$ciom porowata struktura ko-
$ci gabczastej “dopasowuje” sie do obciazen mechanicznych zapewniajac
znaczng wytrzymalos¢ przy stosunkowo niewielkiej masie (wiecej na ten
temat mozna znaleZé w czesci dotyczacej funkcjonalnej adaptacji kosci).
Jak wspomniano, szkielet kosci gabczastej jest zbudowany z tkanki drob-
nowloknistej. Sktada sie ona z blaszek kostnych. Pomiedzy blaszkami, po-
rozrzucane w pewnych odleglo$ciach od siebie, znajduja sie jamki w kté-
rych leza osteocyty. Osteocyty te tacza sie ze soba oraz z innymi komor-
kami znajdujacymi sie na powierzchniach beleczek dzieki dlugim wypust-
kom cytoplazmatycznym ulozonym w kanalikach kostnych tworzac ztozo-



44 ROZDZIAE 2. BUDOWA I PODSTAWOWE FUNKCJE KOSCI

blaszki kostne

nowy osteon wtérne osteony

Rys. 2.9: Schematyczny obraz blaszkowej struktury kosci zbite;j.

ng tréjwymiarowa sieé. Na powierzchniach beleczek wyscielonych $réd-
kostna moga znajdowac sie osteoblasty i osteoklasty.

- Kosé zbita

Podstawowym budulcem ko$ci zbitej sa, tak jak i w przypadku kosci gab-
czastej, blaszki kostne powstate w wyniku dziatalno$ci komoérek bioracych
udzial w procesie remodelowania tkanki. Rozréznia sie cztery typy bla-
szek: a) blaszki podstawowe zewnetrzne tworzace zewnetrzna warstwe ko-
$ci, b) blaszki podstawowe wewnetrzne zlokalizowane w wewnetrznej war-
stwie kos$ci od strony jamy szpikowej, c¢) blaszki systemowe skladajace sie
na osteony zwane dawniej systemem Hawersa, d) blaszki miedzysystemo-
we wypelniajace przestrzen pomiedzy osteonami i bedace pozostatoSciami
po poprzednich osteonach zniszczonych podczas przebudowy tkanki, patrz
Rys. 2.9

Zasadniczymi elementami strukturalnymi ko$ci zbitej sa osteony. Ma-
ja one zlozona budowe umozliwiajaca wypelnianie wielu z biologicznych
funkcji koéci oraz, dzieki swej strukturze, zapewniaja jej odpowiednia wy-
trzymalo$é mechaniczna. Osteon ma ksztalt walca, patrz Rys. 2.10

Zbudowany jest z kilku do kilkunastu, koncentrycznie polozonych jed-
na w drugiej cylindrycznych blaszek kostnych oddzielonych warstwami
cementu. Blaszki te sa z tkanki drobnowléknistej za§ wiékna kolageno-
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Rys. 2.10: Schemat ilustrujacy budowe typowego osteonu - fragment prze-
kroju poprzecznego (po prawej) oraz w powiekszeniu osteocyty potaczone
wypustkami cytoplazmatycznymi (po lewe;j).

we w sasiadujacych ze soba blaszkach sa obrécone wzgledem siebie o pe-
wien kat. Grubos$é¢ pojedynczej blaszki waha sie w granicach 3 - 8 um. Po-
miedzy blaszkami skladajacymi sie na osteon znajduja sie porozrzucane
w pewnych odleglo$ciach od siebie jamki kostne w ktérych zagniezdzone
sa osteocyty. Osteocyty maja zazwyczaj po kilkadziesiat dlugich wypustek
cytoplazmatycznych dzieki ktérym lacza sie ze soba tworzac zlozona tréj-
wymiarowa sie¢. Wypustki te ulozone sa w cienkich kanalikach kostnych
laczacych ze soba sasiadujace jamki kostne.

Wewnatrz osteonu, centralnie potozony w jego osi, znajduje sie kanat
osteonu, zwany tez kanalem Haversa o §rednicy w granicach 20 - 100 pm.
Wylozony jest on §rédkostna. W kanale tym przebiegaja nerwy i naczynia
krwiono$ne otoczone tkanka laczna wiotka. Kanaly Haversa sa polaczo-
ne z powierzchnia kosSci oraz z jama szpikowa dzieki kanalom odzywczym
zwanym tez kanatami Volkmanna, ktore sa ulozone prostopadle lub uko-
$nie do osi osteonu. Do kanaléw tych od strony okostnej wnikaja naczynia
odzywcze. Caly ten system krazenia krwi i substancji odzywczych, na kté-
ry skladaja sie kanatl osteonu z naczyniami krwiono$nymi, jamki kostne
w ktorych znajduja sie osteocyty, kanaliki kostne z wypustkami cytopla-
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Rys. 2.11: Osteony (z lewej powiekszenie x100, z prawej x600). Widoczne
sa kanaly Hawersa oraz pustki po osteocytach pomiedzy sasiadujacymi
blaszkami.

zmatycznymi osteocytéw oraz kanaly odzywcze Volkmana stanowia skom-
plikowany i niezwykle wrazliwy system odzywczy osteocytow oraz system
przekazywania informacji pomiedzy komérkami. Zasade funkcjonowania
tego systemu wykorzystuje jedna z hipotez prébujaca ttumaczyé mecha-
nizmy remodelowania kosci. Wedlug niej, na skutek cyklicznych obcia-
zen mechanicznych powstaja w tkance kostnej mikrouszkodzenia. Czes$é
z nich zostaje naprawiona. Jednak pozostale mikrouszkodzenia prowadza
do zniszczenia wzajemnych polaczen pomiedzy osteocytami oraz systemu
odzywczego niezbednego do ich funkcjonowania. W efekcie tego osteocyty
umieraja co powoduje w tym rejonie wzmozona aktywnos¢ komorek koscio-
gubnych oraz idacych za nimi komoérek kosciotwoérczych. W efekcie prowa-
dzi do przebudowy tkanki kostnej. Szersza dyskusja na ten temat znajduje
sie w czesci poswieconej remodelowaniu kosci.

Osteony sa z jednej strony efektem remodelowania tkanki kostnej, a z
drugiej strony determinuja w duzej mierze lokalne anizotropowe wtasno-
Sci tkanki, ktore z kolei majac wplyw na rozklad naprezen i odksztalcen w
obciazonej mechanicznie kosci wplywaja na procesy remodelowania i funk-
cjonalnej adaptacji kosci. Jak wiec widac, z punktu widzenia inzyniera jest
to uklad ze sprzezeniem zwrotnym podobny do ukladu automatycznej re-
gulacji.
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2.5 Podsumowanie

W tym rozdziale zebrano podstawowe informacje na temat budowy i funk-
¢ji koéci. Po syntetycznym omoéwieniu zasadniczych funkcji pelnionych
przez uklad kostny w organizmie skoncentrowano sie na makroskopowej
budowie kosci, ich rodzajach i podstawowych elementach. Nastepna czesé
tego rozdzialu poswiecona jest budowie tkanki kostnej, jej mikrostruktu-
rze oraz komoérkom majacym najwazniejszy udzial w formowaniu i prze-
budowie tkanki - osteoblastom, osteoklastom i osteocytom. Oméwiono tez
budowe osteonu - podstawowej struktury skladowej tkanki kostnej deter-
minujacej w duzym stopniu jej wlasnosci anizotropowe. To wladnie osteony
sa efektem zorganizowanej dzialalnosci komérek kosciogubnych (osteokla-
stow), koSciotworczych (osteoblastow) i sensoréw (osteocytow) w odpowie-
dzi na stan obcigzen kosci.
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Rozdzial 3

Procesy formowania,
przebudowy i gojenia kosci

W rozdziale tym zebrano najistotniejsze z punktu widzenia modelowania
informacje dotyczace proceséw formowania, przebudowy i gojenia sie kosci
i roli komérek w tych procesach. Informacje tu zawarte pochodza zaréwno
z podrecznikow akademickich wydzialéw biologicznych i medycznych jak i
z najnowszych publikacji naukowych w miedzynarodowych czasopismach
specjalistycznych. Nalezy jednak zdawacé sobie sprawe z tego ze w momen-
cie pisania tej pracy wciaz jeszcze wiele szczegolow dotyczacych mechani-
zmo6w bioracych udzial w procesach adaptacji kosci nie jest jasnych i na-
dal w wielu laboratoriach na §wiecie prowadzone sg intensywne badania
dotyczace ukladéw lokalnego i centralnego sterowania procesami przebu-
dowy tkanki kostnej, sposobu odczuwania przez komorki stanu obciazen w
kosci i przekazywania informacji do komoérek kosciotworczych i ko$ciogub-
nych oraz wiele innych. Prace te umozliwia lepsze poznanie istoty proce-
s6w formowania, przebudowy i gojenia sie kosci a co za tym idzie otworza w
przyszlosci nowe mozliwosci leczenia, operowania czy zapobiegania choro-
bom. W aktualnych i przyszlych badaniach modelowanie proceséw zacho-
dzacych w kosciach odgrywa istotna role. Z jednej strony pomaga ono zro-
zumie¢ mechanizmy réznej natury (np. biochemiczne biomechaniczne, bio-
fizyczne) lub potwierdzi¢ obserwacje eksperymentalne czy wyniki badan
teoretycznych. Z drugiej majac do dyspozycji dobre modele mozna przewi-
dzie¢ reakcje ukladéw biologicznych na réznorakie wymuszenia a zatem
ograniczy¢ liczbe trudnych, drogich i czasochlonnych a czasem niemozli-
wych eksperymentow.

49
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3.1 Mechanizmy powstawania kosci

Mozna wyrézni¢ dwa zasadnicze mechanizmy powstawania ko$ci. Pierw-
szy, prowadzacy do powstania kosci czaszki, twarzy i czeSciowo lopatki i
obojczyka jest procesem zachodzacym na podlozu tkanki lacznej wlasci-
wej. Stad pochodzi jego nazwa - koSciotworzenie na podlozu bloniastym.
Drugi odbywa sie przy udziale chrzastki, nazywa sie kosciotworzeniem na
podtozu chrzestnym i prowadzi do tworzenia w szczegdlnosci kosci dtugich.

Rys. 3.1: Wczesne etapy tworzenia kosci na podlozu btoniastym. Komor-
ki mezenchymatyczne (1) réznicuja sie w komorki osteogenne (2). Z nich
powstaja osteoblasty (3), ktore otoczone przez substancje miedzykomoérko-
wa (6) przeksztalcaja sie z czasem w osteocyty (4). Widoczne sa réwniez
naczynia wlosowate (5).

Kosciotworzenie na podtozu bltoniastym odbywa sie w blonie mezenchyma-
tycznej, w ktorej sa obecne wlékna kolagenu typu I i pojawiaja sie na-
czynia wlosowate prowadzac do réznicowania sie komoérek osteogennych.
Komorki te réznicuja sie w osteoblasty wydzielajace macierz organiczna
kosci. Macierz ta ulega mineralizacji za$ te z osteoblastow ktore zosta-
ly catkowicie otoczone substancja miedzykomérkowa przeksztalcaja sie z
czasem w osteocyty. Powstaje w ten sposob zaczatek beleczki kostnej. Na
jej powierzchni lokalizuja sie komorki osteogenne, ktére réznicuja sie w
osteoblasty tworzace na powierzchni beleczki szczelna blonke. Te syntety-
zujac macierz miedzykomoérkowsa tworza nastepna warstwe osteoidu. Po-
miedzy kolejnymi warstwami osteoidu znajduja sie “zakopane” w jamkach
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kostnych osteoblasty. Przeksztalcajac sie w osteocyty wytwarzaja dlugie
wypustki cytoplazmatyczne utozone w kanalikach kostnych. Osteocyty ta-
cza sie ze soba oraz z powierzchniag beleczki przy pomocy wypustek cyto-
plazmatycznych tworzac w ten sposéb tréojwymiarowsa sie¢ niezbedna do
funkcjonowania systemu odzywiania oraz przekazywania informacji. Sub-
stancja miedzykomoérkowa w sasiedztwie osteocytow i ich wypustek cy-
toplazmatycznych nie mineralizuje sie, patrz rysunki Rys. 3.2 i Rys. 3.2.
Ma to znaczenie przy rozpatrywaniu lokalnych wlasno$ci mechanicznych
tkanki. Ta informacja jest wykorzystywana w jednej z hipotez do czescio-
wego wyjasnienia w jaki sposéb osteocyty “odczuwaja” stan mechaniczny
w koSci. Jest to szerzej dyskutowane w czesci po§wieconej remodelowaniu
tkanki.

naczynie

wlosowate
osteoklast

osteoblasty osteoid

pierwotna
beleczka

komoérka komorki
osteogenna mezenchymatyczne

Rys. 3.2: Pézniejsze etapy tworzenia kosci na podlozu bloniastym. Pierwot-
na beleczka zbudowana jest z tkanki, grubowléknistej. Na jej powierzchni
uktadaja sie osteoblasty produkujac osteoid ktéry ulega mineralizacji. Wi-
doczne sa rowniez duze osteoklasty ulozone w zatokach erozyjnych.

Kosciotworzenie na podtozu chrzestnym w uproszczeniu mozna przed-
stawi¢ nastepujaco. Proces koSciotworzenia rozpoczyna sie w zawiazku
chrzestnym kos$ci z chrzastki szklistej majacym podluzny, walcowaty ksztalt
rozszerzony przy obu koncach. Te rozszerzenia na koncach odpowiadaja
przyszlym nasadom kosci zas §rodkowa cylindryczna cze$é - trzonowi ko-
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$ci dlugiej. Pod ochrzestna wysScielajaca zawiazek kosci od zewnatrz, w
jego czesci trzonowej komorki mezenchymatyczne réznicuja sie w oste-
oblasty, ktére zaczynaja wytwarzaé¢ tkanke grubowléknista uformowana
w pierwsze beleczki kostne. Powstaje tak zwany mankiet kostny wokot
czesci trzonowej. W tym rejonie komorki chrzastki obumieraja, istota pod-
stawowa ulega czesciowemu rozkladowi dzieki czemu powiekszaja sie jam-
ki chrzestne. Nastepuje tez proces wapnienia polegajacy na odkladaniu sie
soli wapnia. Bardzo waznym etapem w tworzeniu kosci na podlozu chrzest-
nym jest proces unaczynienia. Chrzastka jest tkanka w ktérej nie ma na-
czyn krwiono$nych, z drugiej zas strony do prawidlowego funkcjonowania
tkanki kostnej ich obecnosé jest niezbedna. Poprzez otwory w mankiecie
kostnym z ochrzestnej przedostaja sie do wnetrza zawiazka kostnego pecz-
ki tkanki mezenchymalnej zawierajacej komérki macierzyste oraz krwio-
no$ne naczynia wlosowate. Na skutek pojawiajacych sie chondroklastéw
niszczacych chrzastke jest coraz wiecej przestrzeni dla osteoblastéow po-
wstajacych z komérek macierzystych. Ich aktywno$é prowadzi do powsta-
wania nowych beleczek kostnych. Dzieki szybko postepujacemu procesowi
koSciotworzenia chrzastka zostaje przeksztalcona w tkanke kostna w ca-

kos$¢ gabczasta

Rys. 3.3: Schematycznie przedstawione gléwne etapy formowania sie i
wzrostu ko$ci.
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lym obrebie trzonu zbudowanego z licznych beleczek kostnych z tkanki
grubowldknistej oraz jamek wypelnionych szpikiem kostnym. Ochrzest-
na, ktéra pokrywala trzon kostny przeksztalca sie w okostna. Réwnocze-
$nie z tymi procesami pojawiajq sie liczne osteoklasty, ktére niszcza nowo-
powstala tkanke, szczegdlnie w Srodkowej czesci trzonu, co prowadzi do
powstania jamy szpikowej. Naczynia krwiono$ne wnikaja coraz glebiej w
kos¢ wzdluz jej osi ku koncom. Réwnocze$nie w czesciach przynasadowych,
to znaczy w obszarach pomiedzy trzonem a nasadami, komérki chrzastki
szklistej zaczynaja sie gwaltownie dzieli¢ powodujac wzrost zawiazka na
dlugosé. W obszarach wzrostu chrzastki powstaja jamki chrzestne ulozone
w szeregach réwnolegle do osi zawiazka kosci.Na koncach szeregéw jamek
chrzestnych od strony trzonu chondrocyty ulegaja hipertrofii, chrzastka
degeneruje, wapnieje i jest rozpuszczana przez chondroklasty. W miejsce
zniszczonej chrzastki osteoblasty wytwarzaja macierz miedzykomoérkowa
dzieki czemu powstaja nowe beleczki kostne. Jednoczesnie ze wzrostem ko-
$ci na dlugos¢ nastepuje jej wzrost w kierunku promieniowym (poprzecz-
nym do osi kosci). Odbywa sie to w ten sposéb ze osteoklasty znajdujace sie
od strony jamy szpikowej niszcza tkanke kostna powiekszajac porowatosé
ko$ci w tym rejonie i zwiekszajac jame szpikowa za$ osteoblasty znajduja-
ce sie w okostnej na zewnetrznej powierzchni odkladaja nastepne warstwy
tkanki co prowadzi do zwiekszenia promienia przekroju kosci, patrz rysu-
nek Rys. 3.3.

3.2 Rola komoérek w modelowaniu i przebudowie
kosci

Tkanka kostna jest porowatym, niejednorodnym i silnie anizotropowym
materialem, ktéry w czasie zycia organizmu podlega ciaglym zmianom -
zlozone procesy biochemiczne prowadza miedzy innymi do modyfikacji ze-
wnetrznego ksztaltu kosci i jej wewnetrznej mikrostruktury. Przebudowa
kosci jest generalnie zwiazana z dwoma réwnolegle ze soba zachodzacymi
procesami, synteza tkanki kostnej oraz z jej resorpcja. Sa one ze soba Sci-
sle zwiazane w czasie i przestrzeni i odgrywaja zasadnicza role zaré6wno w
formowaniu kosci jak i jej utrzymaniu, gojeniu oraz starzeniu. Jednym z
najwazniejszych czynnikéw determinujacych te procesy jest mechaniczne
obciazenie ko$ci i zwiazane z nim pola odksztalcen i naprezen. Remode-
lowanie koSci sterowane przez zmienne w czasie stany mechaniczne jest
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okreslane terminem “funkcjonalna adaptacja kosci”.

Co do tego ze w procesach budowy kosci, przebudowy jej mikrostruk-
tury oraz zmiany zewnetrznego ksztaltu biora udzial glownie trzy rodziny
komoérek panuje wsréd badaczy zgoda. Fakt ze osteoklasty, osteoblasty i
osteocyty sa odpowiedzialne za te procesy zostalo potwierdzone przez wiele
obserwacji i badan. R6wnowaga pomiedzy ilo$cig komoérek, ich réznicowa-
niem, namnazaniem i obumieraniem (apoptoza) jest kontrolowana zarow-
no przez lokalne czynniki wzrostu jak i przez ogélnoustrojowe hormony i
spelnia zasadnicza role w obrocie metabolicznym kosci. Na podstawie zna-
nych wynikéw badan mozna stwierdzic¢ ze osteocyty spelniaja w systemie
funkcjonalnej adaptacji kosci role czujnikéw mechanicznych za$ osteobla-
sty 1 osteoklasty sa gléwnie “robotnikami” syntezujacymi i resorbujacymi
tkanke, patrz np. [47, 184, 16, 106, 105]. Osteoblasty sa komérkami ko-
$ciotwérczymi, wytwarzaja one macierz miedzykomérkowa w obszarach
gdzie jest potrzebna lub tam gdzie w celu przebudowy zostala wczesniej
zresorbowana przez osteoklasty. Z drugiej strony, osteoklasty sa odpowie-
dzialne za usuwanie tkanki tam gdzie jest ona niepotrzebna lub tam gdzie
powinna sie przebudowaé. Balans pomiedzy tymi przeciwstawnymi efekta-
mi, ko$ciotworzeniem i resorpcja, jest SciSle kontrolowany przez zlozone i
doskonale zorganizowane oddzialywania pomiedzy komérkami i macierza
miedzykomoérkowa. W zalezno$ci od sytuacji synteza tkanki moze by¢ w
réwnowadze, moze przewyzszac lub by¢ wolniejsza niz resorpcja. Szybsze
formowanie prowadzi do tworzenia grubszej i mocniejszej kosci. Taka sytu-
acja moze zaistnie¢ na przyklad jako odpowiedz organizmu na zwiekszone
obciazenia mechaniczne. Z drugiej strony moze sie zdarzy¢ ze szybkos¢ re-
sorpcji przewyzsza proces koSciotworzenia co moze by¢ wynikiem choroby,
na przyklad osteoporozy, lub zmniejszonej aktywnosci fizycznej i w efekcie
mniejszych obciazen mechanicznych. Zaobserwowano réwniez takie zmia-
ny w organizmach przebywajacych przez dlugi czas w stanie niewazko$ci
co latwo wyjaénié¢ wplywem zmniejszonych obciazen mechanicznych.

Kontrola tych proceséw jest mozliwa dzieki bezpo$redniemu kontakto-
wi pomiedzy komérkami jak i przez molekuly wysylane z komérek senso-
réw (najprawdopodobniej osteocyty i komoérki wysciélki, ang. lining cells
znajdujace sie na powierzchni tkanki/poréw) do komoérek kosciogubnych
(osteoklasty) i kosciotworczych (osteoblasty).

W przegladowej pracy Sikavitsas et al. [191] dzieli substancje maja-
ce znaczacy wplyw na rozwdj kosci na dwie grupy: czasteczki zwigzane z
matryca oraz skladniki rozpuszczalne. Wéréd tych nalezacych do pierw-
szej grupy i majacych najwieksze znaczenie mozna wymieni¢ nastepuja-
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ce. Osteokalcyna (ang. osteocalcin) - moze hamowaé mineralizacje oraz
odgrywa role w resorpcji kosci, patrz [169]; osteonektyna (ang. osteonec-
tin) - sluzy jako nukleator mineralizacji matrycy, patrz [169]; zasadowe
fosforany prawdopodobnie pomagaja w tworzeniu krysztalkow w matry-
cy , patrz [169, 58]; fibronektyna (ang. fibronectin) - ma obszary wiazania
(ang. binding regions) dla kolagenu, fibryny i komérek. Osteoblasty wyko-
rzystuja fibronektyne do potaczen miedzy komérkami gdyz fibronektyna
ma zdolno$¢ przylegania do podloza komoérek dzieki wiazaniu sie z gliko-
proteinami btony komérkowe;j (jej synteza jest regulowana przez transfor-
mujacy czynnik wzrostu ) , patrz [169]; Transformujacy czynnik wzrostu
0 reguluje rowniez synteze trombospondyny (ang. thrombospondin), ktora
ma wplyw na organizacje skltadnikow macierzy miedzykomoérkowej i moze
dzialac jako czynnik wzrostu, patrz [169]; proteoglikany I II (ang. prote-
oglycans) - maja wplyw na wzrost i Srednice widkien kolagenowych, patrz
[169]; osteopontyna (ang. osteopontin) - jest wykorzystywana do potaczen
miedzy komoérkami a materia miedzykomérkowa, patrz [169]; BSP (ang.
bone sialoprotein) - odgrywa role podobna jak osteopontyna w taczeniu ko-
morek ale na krétszy okres.

Sikavitsas et al. [191] do najwazniejszych czynnikéw rozpuszczalnych
zalicza nastepujace.
Bialka morfogenu kosci (ang. bone morphogenic proteins) - stymuluja pro-
liferacje chondrocytow i osteoblastéw, maja wplyw na zwiekszenie inten-
sywnosci produkcji macierzy kostnej oraz wywoluja réznicowanie mezen-
chymalnych komoérek macierzystych do osteoblastéw, patrz [15, 175], bio-
ra réwniez udzial w procesie wytwarzania wiékien kolagenowych, patrz
[186];
fibroblastyczne czynniki wzrostu (ang. fibroblast growth factors) - stymu-
luja proliferacje komoérek mezenchymalnych, wplywaja na rozwaj przez an-
giogeneze , patrz [175, 25];
insulino-podobne czynniki wzrostu (ang. insulin-like growth factors) - sty-
muluja proliferacje osteoblastéw i chondrocytéw oraz indukuja wydziela-
nie macierzy miedzykomoérkowej przez oba typy komorek [15, 175];
plytkowy czynnik wzrostu (ang. plateled-derived growth factor) - stymu-
luje proliferacje chondrocytow i osteoblastéow, zas w innej koncentracji jest
zaangazowany w procesy resorpcji kosci, patrz [15, 175];
transformujacy czynnik wzrostu powoduje réznicowanie mezenchymalnych
komoérek macierzystych do chondrocytéw. Moze on wzbudzaé wzrost popu-
lacji chondrocytéw i osteoblastow. Podobnie jak plytkowe czynniki wzrostu
moze réwniez w okreslonych warunkach (koncentracjach) wplywac na re-
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sorpcje kosci. By¢ moze odgrywa on role w powiazaniu ze soba procesow
resorpcji i formowania tkanki, patrz [15, 175, 25];

naskérkowy czynnik wzrostu (ang. epidermal growth factor) stymuluje
proliferacje chondrocytéw, réwnocze$nie zmniejszajac zdolnosci tkanek do
syntezy skladnikéw macierzy;

parathormon (ang. parathyroid hormone) - powoduje uwalnianie wapnia
z macierzy kosci oraz pobudza komoérki prekursorowe do réznicowania
w osteoklasty. Prawdopodobnie réwniez hamuje dziatalno$é osteoblastéw,
patrz [15];

estrogen (ang. estrogen) jest hormonem spelniajacym wiele funkcji, mie-
dzy innymi wplywa na zwiekszenie resorpcji kosci przez osteoklasty, patrz
[15];

deksametazyna (ang. dexamethasone) jest zaangazowana we wczesne sta-
dia réznicowania chondrocytéw. Pobudza w pelni zréznicowane chondrocy-
ty do wydzielania zasadowych fosforanéw co moze sugerowac ze ze odgry-
wa znaczaca role w wapnieniu chrzastki, patrz [15];

tyroksyna (ang. thyroxin ) pobudza resorpcje kosci przez osteoklasty;
kalcytonina (ang. calcitonin) hamuje funkcje osteoklastow, patrz [15];
prostaglandyny (ang. prostaglandins) - na poczatku hamuje dzialalnosé
osteoklastéw, zas po dluzszym czasie pobudza podzial i réznicowanie tych
komoérek, patrz [15];

interleukina-1 - stymuluje podzial prekursoréw osteoklastéow prowadzacy
do przyspieszania resorpcji kosci, patrz [15];

witamina D - spelnia wiele funkcji, miedzy innymi wplywa na formowanie
tkanki kostnej, prawdopodobnie reguluje synteze innych czasteczek np.
osteopontyny (ang. osteopontin) i osteonektyny (ang. osteonectin). Réwniez
ma wplyw na resorpcje kosci oraz mineralizacje matrycy, patrz. [15, 124].

Jak wida¢ nawet z tej pobieznej dyskusji remodelowanie tkanki kostne;j
jest bardzo zlozonym procesem zaleznym od wielu, czesto powiazanych ze
soba czynnikéw. Homeostaza mineralna jest gléwnie zalezna od sygnaliza-
¢ji hormonalnej. Strukturalna integralno$é¢ kosci niezbedna do zapewnie-
nia mechanicznej funkcjonalnosci szkieletu i odpowiedniej mechanicznej
wytrzymalosci kosci jest zapewniona dzieki lokalnym procesom remode-
lowania tkanki, patrz np. [210]. Istnieje wiele wynikéw badan potwier-
dzajacych ze mechaniczne obciazenia, w zakresie nie powodujacym me-
chanicznego zniszczenia, prowadza do wzrostu produkcji kolagenu, zwiek-
szenia liczby osteoblastow, przyspieszenia gojenia zlaman oraz lokalnego
wydzielania prostoglandyny (ang. prostaglandin). Z drugiej strony w wyni-
ku dzialania obciazen mechanicznych maleje powierzchnia gdzie zachodza
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procesy resorpcji z udzialem osteoklastéw, patrz np. [35].

Osteocyty sa kluczowym elementem systemu remodelowania (ang. me-
chanosensory system) i sa najliczniejszymi komérkami w tkance kostnej.
Stanowia one nawet do dziewieédziesieciu procent wszystkich komoérek,
patrz np. [149]. Osteocyty nie dziela sie i maja stosunkowo dlugi czas zy-
cia. Wywodza sie one z osteoprogenitoréw (ang. osteoprogenitors), z kto-
rych cze$¢ réznicuje sie w osteoblasty. Te za$ z czasem, a przynajmniej -
niektére z nich, przeksztalcaja sie w osteocyty jak to jest opisane w dalszej
czesci tego rozdziatu.

Osteoblasty sa komérkami koSciotwoérczymi budujacymi koS¢ poprzez
synteze kolagenu i nastepnie sterowanie jego kalcyfikacja (wapnieniem).
Lokalizuja sie na wewnetrznej powierzchni kosci (powierzchnie poréow i ka-
nalu szpikowego) i po otrzymaniu sygnaléw wytwarzaja kolejne warstwy
kolagenu i innych organicznych substancji bedacych skladnikami macie-
rzy miedzykomérkowej i buduja osteoidy. Mechanizm powstawania oste-
0id6éw jest opisany w dalszej czesci tego rozdzialu. Kontynuujac swa ko-
$ciotworcza dzialalnosc niektére z osteoblastow, poczatkowo umiejscowio-
ne na wewnetrznych powierzchniach kosci, zostaja otoczone ze wszystkich
stron wytwarzana przez siebie substancja miedzykomérkowa i z czasem
przeksztalcaja sie w osteocyty jak pokazano na schemacie Rys. 3.4, patrz
np. [57, 5, 148].

stary osteocyt

B

osteoblasty

miody osteocyt

Rys. 3.4: Schemat tworzenia warstwy tkanki kostnej oraz powstawanie
nowego osteocytu z jednego z osteoblastow.
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Podczas gwaltownego wzrostu czy przebudowy kosci proliferacja ko-
morek progenitorowych zapewnia konieczng liczbe nowych osteoblastow,
ktore moga zastapic te ktore zostaly pogrzebane w nowo-tworzonej tkan-
ce. Ale na pewnym etapie tego procesu odpowiednia sygnalizacja powodu-
je zmniejszenie liczby powstajacych z komérek progenitorowych osteobla-
stow za$ te, ktore dotychczas budowaly osteoidy zaprzestaja swojej dzia-
lalnosci. W dalszym ciagu jednak postepuje mineralizacja wytworzonej
macierzy. Czes¢ z osteoblastéw, te ktore pozostaly na powierzchni nowo-
utworzonej tkanki przeksztalcaja sie w komérki wysciétki (ang. lining
cells), patrz Rys. 3.5.

Rys. 3.5: Siec¢ osteocytow (OC) w jamkach kostnych (LF), widoczne sa tez
wypustki cytoplazmatyczne w kanalikach kostnych (BF). Na powierzchni
kosci osadzone w §rédkostnej sa widoczne wydluzone osteoblasty oraz duzy
osteoklast.

W przeciwienstwie do innych komoérek osteocyty (powstate z otoczonych
substancja miedzykomérkowa osteoblastéw) nie maja mozliwosci zmiany
swych pozycji. To, jak réwniez fakt ze nie maja one zdolnosci do podzialéw
jest jednym z gléwnych powodéw trudnosci na jakie napotykaja badacze
przy ich badaniu. Jednakze ostatnio zaistniala nowa mozliwo$¢ prowadze-
nia studiow w tym zakresie. Jest to mozliwe dzieki wykorzystaniu podob-
nych do osteocytéw komoérek z linii MLO-Y4, patrz [103]. Ta linia komérek
jest izolowana z dlugich kosci myszy transgenicznych i jak sie wydaje ma
wlasnosci podstawowych pierwotnych osteocytéw (ang. primary osteocy-
tes). Dzieki temu odkryciu byly mozliwe bardziej zaawansowane badania
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osteocytow, patrz np. [98, 199].

Gdy otoczone substancja miedzykomérkowa osteoblasty przeksztalcaja
sie w osteocyty ich objeto$é maleje oraz zamiera synteza kolagenu, patrz
np. [143]. Réwnoczesnie zaczynaja sie formowaé dlugie wypustki cytopla-
zmatyczne zakonczone polaczeniami szczelinowymi (ang. gap junctions)
dzieki ktérym sasiadujace ze soba komoérki moga sie kontaktowaé, patrz
[56]. Wypustki cytoplazmatyczne, ktérych w komorce jest kilkadziesiat
(Srednio ok. czterdziestu) ulozone sa w kanalikach kostnych (canalicu-
li). W uformowanej juz tkance kostnej osteocyty porozrzucane sa w prze-
strzeni wypelnionej substancja miedzykomérkowa. Sa one ze soba polaczo-
ne dzieki poprzez polaczenia szczelinowe (gap junctions) na koncach wy-
pustek cytoplazmatycznych. Dzigki temu tworza zlozona, tréjwymiarowa
sie¢, patrz np. [566]. Niektore z osteocytéw pozostaja réwniez w kontakcie
z innymi komérkami - osteoblastami i komérkami wys$ciélki oraz z we-
wnetrznymi powierzchniami kosci. System kanalikéw (lacunocanalicular
system) stanowi droge dla wymiany metabolicznej, patrz [5, 107, 108]. Z
drugiej strony ta sie¢ stanowi prawdopodobnie zasadniczy element syste-
mow mechanicznego rozpoznawania i przekazywania sygnalow (ang. me-
chanosensing, mechanotransduction) [16, 105, 47, 204, 50]. Macierz ko-
morkowa wokot osteocytow i ich wypustek cytoplazmatycznych nie ule-
ga kalcyfikacji dzieki czemu jest ona mechanicznie bardziej podatna niz
sztywna zwapniona macierz w pozostalych rejonach. Ta obserwacja mo-
ze mie¢ duze znaczenie przy probach wyjasnienia mechanizméw odpowie-
dzialnych za procesy odczuwania lokalnego stanu mechanicznego tkanki
i przekazywania sygnaléw z osteocytéw do komérek kosciotwoérezych i ko-
$ciogubnych.

Osteoklasty nalezace do trzeciej rodziny komoérek bioracych udzial w
remodelowaniu kosci sa odpowiedzialne za resorpcje tkanki. Zaleznos¢ po-
miedzy ich aktywnoscia a dzialalnoscia osteoblastéow determinuje réwno-
wage lub jej brak w remodelowaniu ko$ci. Dlatego tez mozna sie spodzie-
wacé ze te procesy, to znaczy synteza macierzy i jej resorpcja, nie sa od
siebie niezalezne i musza by¢ jakos kontrolowane. Czynnik wiazacy re-
sorpcje z synteza (ang. coupling factor) dyskutowany w [69] ma zapewne
nature mechaniczna, patrz [170]. Badanie mozliwych mechanizméw kon-
trolowania aktywnosci osteoklastéw przez osteocyty zostatlo umozliwione
dzieki wspomnianemu juz poprzednio odkryciu osteo-podobnej linii ko-
morek MLO-Y4. Zauwazono ze komoérki MLO-Y4 wspieraja powstawanie
osteoklastow i ich aktywnos¢ resorpcyjna poprzez bezposredni kontakt z
komoérkami perkursorowymi, patrz [211]. Wedlug autoréw RANKL dziala
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jako molekuta powierzchniowa zas czynniki rozpuszczalne OPG i M-CSF
maja udzial w kontrolowaniu procesu resorpcji kosci.

Zgodnie z jedna z hipotez osteoklasty sa aktywowane wskutek apop-
tozy osteocytow spowodowanej powstawaniem mikro-uszkodzen w tkance
kostnej, patrz [14, 144, 200]. Te mikro-uszkodzenia powstale podczas me-
chanicznych obciazen kos$ci powoduja zniszczenie kanalikéw, w ktérych sa
ulozone wypustki cytoplazmatyczne osteocytéw powodujac z jednej strony
przerwanie polaczen pomiedzy osteocytami tworzacymi w macierzy troj-
wymiarowa sie¢ a z drugiej prowadza do zaburzen w odzywianiu oste-
ocytow i ich umierania (kanaliki stanowia sie¢ stuzaca miedzy innymi do
transportu substancji odzywczych). Prowadzi to w efekcie do ustania dzia-
lalnosci niektorych osteocytow blokujacych aktywno$é osteoklastéw, ktore
moga sie zajac rozpuszczaniem tkanki w rejonach gdzie znajduja sie ob-
umarle osteocyty.

7 drugiej strony na skutek resorpcyjnej dziatalnosci osteocytéow pow-
staja pustki w miejscach rozpuszczonej tkanki zwane karbami (ang. notch)
w wyniku ktorych pojawiaja sie koncentracje naprezen w tych rejonach,
patrz [132]. To z kolei powoduje wysylanie biochemicznych sygnaléw przez
zywe osteocyty do osteoblastéw, ktére pobudzone do dziatalnos$ci zaczynaja
wytwarzaé substancje niezbedne do budowy macierzy, patrz [184].

I rzeczywiscie, wyniki badan potwierdzaja ze dlugosc zycia osteokla-
stow i osteoblastéw jest istotnym czynnikiem wplywajacym na mase i wy-
trzymalo$é kosci. Rezultaty badan mechanizméw i regulacji apoptozy ko-
morek, w szczegdlnosci osteoblastow 1 osteoklastow zostaly opisane w [208]
za$ zwiazek pomiedzy gestoscia osteocytéw i predkoscia formowania w
gabczastej kosci ludzkiej w [163]. W [133] przedstawiono analize gestosci
osteocytow w funkgji ich odlegtosci od osi osteonu. Wedlug zaproponowanej
hipotezy gestos¢ osteocytow jest regulatorem grubos$ci Scian osteonu i wiel-
kos$ci kanatu Haversa. Wraz ze wzrostem grubos$ci $cianek osteonu maleje
mozliwosé transportu substancji odzywezych do osteocytéw znajdujacych
sie w dalszej odleglos$ci od osi osteonu co powoduje wysylanie sygnaléow
wstrzymujacych synteze macierzy przez osteoblasty.

3.3 Procesy remodelowania kosci

Jak juz wezesniej wspomniano dojrzala kosé jest zbudowana z tkanki drob-
nowléknistej. Jednak w poczatkowych etapach tworzenia koSci jej pod-
stawowym budulcem jest tkanka grubowléknista, ktéra dopiero z czasem
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w efekcie procesu remodelowania jest przebudowywana i przeksztalcana
przez wyspecjalizowane komoérki we wlasciwa tkanke o wlasnosciach zde-
terminowanych w duzym stopniu przez mechaniczne obciazenia dzialajace
na koéé. Ta zdolnos$¢ kosci do remodelowania - przystosowywania swego
ksztaltu i mikrostruktury tkanki do wymagan mechanicznych jest zwa-
na funkcjonalna adaptacja kosci. U dorostego czlowieka w ciagu roku jest
przecietnie wymienianej okoto 10% masy kostnej, co oznacza ze §rednio w
ciagu okolo dziesieciu lat sa calkowicie wymieniane skladniki ko$ci. Dzie-
ki funkcjonalnej adaptacji w czasie procesu remodelowania w niektorych
obszarach, tam gdzie jest ona mniej obciazona, tkanka jest rozpuszcza-
na przez osteoklasty co w efekcie prowadzi do tworzenia struktury poro-
watej lub zmiany ksztaltu ko$ci. W innych regionach, tam gdzie jest po-
trzebny mocny material tkanka jest rozpuszczana przez osteoklasty lecz
réwnoczesnie postepujace za nimi osteoblasty prowadza do jej odbudowy
o zmienionej mikrostrukturze i zoptymalizowanych anizotropowych wia-
snosciach mechanicznych. Pojecia “zoptymalizowane wlasnosci” uzyto tu
nie w Scislym znaczeniu optymalizacji matematycznej, lecz raczej majac
na mysli poprawione lokalne wlasno$ci materialu (to znaczy tkanki) do-
stosowane lepiej do rozkladu naprezen mechanicznych (lub odksztalcen).
Zagadnienie czy kos¢ jest optymalna, co to oznacza i jakie ew. moze byé
kryterium optymalizacji jest wciaz tematem wielu dyskus;ji i sporow. Za-
gadnienie to jest dyskutowane szerzej w dalszych czesciach pracy.

Nalezy pamietac ze w przeciwienstwie do tkanek miekkich, procesy wzro-
stu i przebudowy tkanki kostnej odbywaja sie zawsze na powierzchniach
- granicach pomiedzy tkanka a otaczajaca ja materia. Remodelowanie na
powierzchniach zewnetrznych (zewnetrzna warstwa kosci) zwiazane jest
ze wzrostem ko$ci lub zmiana jej ksztaltu, remodelowanie na powierzch-
niach wewnetrznych (powierzchnie poréw i powierzchnie kanatlu szpiko-
wego) jest odpowiedzialne za zmiane porowatosci tkanki gabczastej, za
zmiany mikrostruktury materialu - budulca tkanki zbitej lub gabczastej
oraz za zmiany ksztaltu kanatu szpikowego. Taki scenariusz procesé6w prze-
budowy jest zwiazany z tym ze tkanka kostna jest materialem stosunkowo
sztywnym i do jej odksztalcenia potrzebne sa znaczne sily mechaniczne a
zatem wzrost komorek i synteza macierzy miedzykomoérkowej gdzies we-
wnatrz obszaru wypelnionego zwapniona materia miedzykomérkowsa wia-
zaloby sie z konieczno$cia wprowadzenia znacznych sit niezbednych do “ro-
zepchniecia” tkanki.
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3.3.1 Zasadnicze etapy procesu remodelowania tkanki kost-
nej

Proces remodelowania ko$ci mozna podzieli¢ na kilka zasadniczych eta-
pow, patrz [150].

1. Stan ré6wnowagi. W tym stanie powierzchnie kosci sa pokryte war-
stwa nieaktywnych komérek wyscietajacych (ang. lining cells), ktore
bronia dostepu do powierzchni przed osteoklastami. Wewnatrz ma-
cierzy leza zagniezdzone osteocyty powstale z osteoblastow.

2. Stan aktywacji. Sygnaly hormonalne lub natury fizycznej pobudzaja
monocyty i makrofagi do migracji w rejony gdzie zachodzi remodelo-
wanie. Réznicuja sie one w osteoklasty. Rejony szczegélnie podatne
na remodelowanie to obszary gdzie pojawia sie znaczna liczba mikro-
szczelin w macierzy miedzykomérkowej. By¢é moze jest to zwiazane
z uszkodzeniem kanalikéw, w ktorych sa ulozone wypustki cytopla-
zmatyczne osteocytéw i w efekcie zaburzeniem transportu substancji
odzywczych do osteocytéw lub/oraz zaburzeniem dziatania systemu
przekazywania sygnaléw w sieci osteocytow.

3. Resorpcja. Osteoklasty przytwierdzaja sie do powierzchni kosci i za-
czynaja rozpuszczacé organiczne i mineralne skladniki tkanki. Odby-
wa sie to w przypadku koSci beleczkowej w tak zwanych zatokach
Howshipa (ang. Howship’s lacuna) za$§ w kosci zbitej w tak zwanych
stozkach tnacych (ang. cutting cone). Proces usuwania tkanki przez
osteoklasty trwa do czasu gdy zaglebienie w tkance utworzone przez
aktywne osteoklasty osiaga glebokosé okoto 60 m od powierzchni w
przypadku kosci beleczkowej i ok. 100 um w przypadku kosci koro-
wej (ang. cortical bone). Od tego momentu aktywno$é osteoklastéw
zaczyna ustawaé

4. Faza przejsciowa. Osteoklasty znikaja za$ jedno-jadrowe komdérki ma-
krofago-podobne wygtadzaja powierzchnie utworzonej jamki poprzez
odkladanie na niej warstwy cementu ktéra ulatwia zwiazanie nowej
warstwy tkanki ze stara. Na tym etapie zaczynaja sie réwniez po-
jawiac pre-osteoblasty. Faza ta charakteryzuje sie¢ wystepowaniem
czynnikow takich jak IGF-2 i TGF-3, ktére stymuluja prekursory
osteoblastéw do mnozenia.

5. Formowanie. Zréznicowane osteoblasty pokrywaja powierzchnie po-
wstatego ubytku i zaczynaja synteze substancji tworzacych macierz,
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gléwnie kolagen typu I. Na tym etapie komorki sa gesto upakowa-
ne $cisle pokrywajac powierzchnie kosci. Poczatkowo proces synte-
zy przebiega bardzo gwaltownie i wytwarzana jest warstwa tkan-
ki wypelniajaca coraz bardziej kanal “wykopany” przez osteoklasty.
Gdy Srednica otworu dochodzi do ok 20 um intensywno$¢ procesu
syntezy zaczyna malec¢ za§ wzmaga sie proces mineralizacji nowo-
wytworzonej tkanki. Proces ten trwa nawet po ustaniu syntezy pro-
wadzonej przez osteoblasty az macierz osiagnie wlasnosci dojrzate;j,
zmineralizowanej tkanki.

Tak mozna by opisa¢ procesy remodelowania gdyby obserwator znaj-
dowal sie w ustalonym punkcie przestrzeni i obserwowal to co sie lokal-
nie dzieje w koSci. Mozna jednak popatrze¢ na aktywnosc osteoblastow i
osteoklastéw z wyzszego poziomu Sledzac rozwdj stozka tnacego. Dzieki
temu tatwiej wyjasnié proces tworzenia osteonu i jego struktury. Majac na
uwadze to co bylo wczesniej powiedziane, w nastepnej czesci jest pokrétce
opisany proces tworzenia osteonu.

3.3.2 Formowanie osteonow

Tworzenie osteonéw wewnatrz kosci.

W obszarach gdzie sygnaly mechaniczne przetworzone przez osteocyty na
sygnaly aktywizujace osteoklasty osiagaja znaczny poziom zaczynaja kon-
centrowac sie monocyty i makrofagi, ktére aktywowane przez osteocyty
réznicuja sie w osteoklasty. Osteoklasty ukladaja sie na powierzchniach
ko$ci tam gdzie ma byé¢ ona zresorbowana. Osteoklasty maja szczegélnag
budowe przystosowana do funkcji jakie maja spelniaé, dzieki temu ze ob-
szar przylegania jest otoczony przez tak zwany rabek szczoteczkowy ktory
ma znaczna powierzchnie.

Z drugiej strony rabek szczoteczkowy szczelnie przylegajac do
powierzchni kosci umozliwia utworzenie przez osteoklast czegos na ksztalt
namiotu nad rozpuszczana tkanka co sprawia ze produkty niezbedne do
resorpcji kosci wydzielane przez osteoklasty maja w tym obszarze duze
stezenie. To ulatwia i przyspiesza proces resorpcji. Pod osteoklastem two-
rzy sie w rozpuszczanej tkance tak zwana zatoka erozyjna. Proces resorpcji
prowadzony przez sasiadujace ze soba osteoklasty prowadzi do powstania
tunelu, patrz Rys. 3.6.

Na czole znajduja sie osteoklasty, ktére przemieszczaja sie coraz bar-
dziej w glab tkanki w kierunku zaleznym od stanu mechanicznego w kosci
i odpowiednich sygnaléw wysylanych przez osteocyty. W pewnym momen-
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stozek tnacy

osteocyty

nowo utworzona
macierz miedzykomorkowa

Rys. 3.6: Schemat tworzenia sie osteonu w tkance. Na rysunku przedsta-
wiono sie¢ osteocytéw w macierzy miedzykomoérkowej, stozek tnacy i oste-
oklasty rozpuszczajace tkanke oraz osteoblasty postepujace za osteokla-

stami i tworzace nowa warstwe tkanki.
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naprzemienne poprzeczne

Rys. 3.7: Schematycznie przedstawione typy ulozenia wlékien kolagenu w

warstwach tworzacych osteon.
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cie na skutek koncentracji naprezen wywotanych przez tworzony stozek
tnacy do osteoklastéw docieraja sygnaly powodujace spowolnienie proce-
su resorpcji. Réwnoczeénie z procesem propagacji czola stozka tnacego, w
pewnej odleglosci za osteoklastami pojawiajg sie osteoblasty, ktore przy-
czepiaja sie do powierzchni nowo-utworzonego przez osteoklasty stozka
tnacego i zaczynaja synteze substancji, szczegdlnie kolagenu typu I, beda-
cych sktadnikami macierzy miedzykomoérkowej. W ten sposéb Sciany kory-

Rys. 3.8: Schematycznie przedstawione gléwne etapy formowania sie oste-
onu na powierzchni koéci.

tarza wykopanego przez osteoklasty sa pokrywane warstwa nowej tkanki.
Niektore z osteoblastéw zostaja otoczone wytworzona przez siebie 1 sasia-
déw materia i “zakopane” w §wiezej warstwie tkanki. Ich aktywno$é ko-
$ciotworcza ustaje za$ po pewnym czasie wytworza one dlugie wypustki
cytoplazmatyczne i przeksztalca sie w nowe osteocyty taczac sie z sasied-
nimi komérkami z pomoca wypustek i tworzac tréjwymiarowa siec. Gdy
grubos§é wytworzonej warstwy osiagnie odpowiednia wartosé aktywnosé
osteoblastéw znajdujacych sie na wewnetrznej powierzchni czesciowo za-
budowanego kanalu zamiera. Tak wiec na skutek dziatalnosci ko$ciogub-
nej osteoklastow i kos$ciotworczej osteoblastow powstaje mikrostruktura
tworzaca osteon: wokél kanatu Haversa w ktory wnikaja naczynia krwio-
noéne znajduja sie naprzemiennie utozone cylindryczne warstwy zmine-
ralizowanego kolagenu i cementu, patrz rysunek Rys. 3.7. Miedzy tymi
warstwami porozrzucane sa osteocyty potaczone ze soba w sie¢ za pomoca
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wypustek cytoplazmatycznych. Taka struktura osteonu zapewnia znaczna
wytrzymalo§é tkanki zas jego orientacja w przestrzeni jest zdeterminowa-
na przez lokalny stan mechaniczny w ko$ci w czasie powstawania osteonu.
Osteoblasty biorace udzial w syntezie warstw osteonu maja réwniez udziat
w sterowaniu procesem mineralizacji wytworzonej tkanki.

Powstawanie osteondéw na zewnetrznej powierzchni kosci

Tworzenie osteonéw na zewnetrznej powierzchni kosci dlugich przebiega
podobnie jak opisane powyzej powstawanie osteonéw wewnatrz kosci. Jed-
nak ze wzgledu na szczegdlna lokalizacje omawianego tu procesu istnieje
pewna roéznica, patrz Rys. 3.8. Poniewaz méwimy teraz o procesach zacho-
dzacych na zewnetrznej powierzchni, a osteony chca sie w tym przypadku
tworzyc rownolegle do osi kosci a nie penetrowaé¢ tkanke w glab, co jest
zwigzane ze szczegdlnym rozkladem naprezen mechanicznych w tych ob-
szarach, nie moze powstaé stozek tnacy. Zamiast niego osteoklasty draza
na powierzchni kosci rowki réwnolegle do jej osi. Do rowkéw tych od strony
okostnej wrastaja naczynia krwionosne i tkanka mezenchymalna, w ktére;j
znajduja sie komorki osteogenne. Réznicuja sie one w osteoblasty syntety-
zujace na brzegach rowka, wokét ulozonych w nim naczyn krwionosnych
nowe blaszki kostne. Na skutek intensywnej dziatalno$ci osteoblastéw po-
wstaja kolejne warstwy tkanki az wreszcie rowek zostanie zasklepiony.
Powstaje kanal z przebiegajacymi w nim naczyniami krwiono$nymi.

3.4 Funkcjonalna adaptacja kosci, system odczu-
wania i przetwarzania sygnalow mechanicz-
nych

Poprzez funkcjonalna adaptacje kosci utarto sie uwazac przebudowe struk-
tury wewnetrznej oraz zewnetrznego ksztaltu kosci wywolane zmienia-
jacymi sie w czasie obcigzeniami mechanicznymi. Procesy te sa mozliwe
dzieki zlozonemu systemowi, w ktorym rézne grupy komorek spelniaja
odpowiednie uzupelniajace sie nawzajem role. Caly system odczuwania,
przetwarzania i przekazywania sygnaléw nie jest jeszcze poznany do kon-
ca i niektoére z jego elementéw sa na etapie hipotez zas sa réwniez i takie
o ktorych niewiele jeszcze mozna powiedziec i ktore wciaz czekaja na wy-
jasnienie.
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3.4.1 Podstawowe mechanizmy odpowiedzialne za funkcjo-
nalna adaptacje

Jak juz bylo wspomniane przy innej okazji, najblizsze okolice osteocytéw
ukrytych w jamkach oraz ich wypustek cytoplazmatycznych utozonych w
kanalikach kostnych nie sa zmineralizowane, przez co tkanka sasiadujaca
z osteocytem ma znacznie wieksza podatno$¢ mechaniczna niz zminerali-
zowana tkanka w innych rejonach. Wedlug jednej z hipotez lokalny stan
mechaniczny jest charakteryzowany przez naprezenia $cinajace w kanali-
kach gdzie ulozone sa wypustki cytoplazmatyczne osteocytéw i przez pred-
kosci przeplywu cieczy pomiedzy Sciankami kanalikéw i wypustkami cy-
toplazmatycznymi. Moga one byé¢ czynnikami stymulujacymi osteocyty do
wydzielania sygnalow, przede wszystkim - tlenku azotu NO, przekazywa-
nych dalej do osteoblastéw i osteoklastéw. Kanaliki w ktérych utozone sa
wypustki cytoplazmatyczne sa o dwa-trzy rzedy wielkosci mniejsze niz ka-
naly Haversa czy pory w ko$ci gabczastej gdzie plyny ustrojowe i szpik
maja cisnienie zblizone do ci$nienia krwi w uktadzie krwiono$nym.

Dla modelowania adaptacji kosci poznanie dzialania systeméw rozpo-
znawania i przekazywania sygnaléw mechanicznych (ang. mechanosen-
sing, mechanotransduction) i zrozumienie najwazniejszych mechanizméw
odpowiedzialnych za te procesy ma podstawowe znaczenie. Pomimo licz-
nych wynikéw badan eksperymentalnych nie jest jeszcze do konca wyja-
$niony tancuch mechano-biologicznych efektéw odpowiedzialnych za stero-
wane odksztalceniami mechanicznymi proceséw metabolizmu (nie jest na-
wet pewne czy i jak zdefiniowane odksztalcenia sg bezposrednim sygnaltem
rozpoznawanym przez osteocyty). W takiej sytuacji zaproponowane teorie
probujace wyjasnic te zjawiska opieraja sie czesciowo na hipotezach, patrz
np. [184]. Jednakze niektére z koncepcji zyskuja sobie coraz wieksza po-
pularnosc, za$ wyniki eksperymentalnych badan zdaja sie potwierdzaé ich
wartosé. W pierwszej polowie lat dziewieédziesiatych dwudziestego wie-
ku Cowin ze wspélpracownikami zaproponowal hipoteze wedlug ktérej w
zdrowej kosci osteocyty sa aktywowane mechaniczne poprzez przepltyw
przez system kanalikéw kostnych pltynu tkankowego, patrz [47, 204, 50].
Gdyby ta koncepcja byla prawdziwa gléwnym czynnikiem stymulujacym
komoérki do ich aktywnosci ko$ciogubnej i koSciotwoérczej bytby wywotany
odksztalceniami otoczenia przeplyw plynu tkankowego (ang. interstitial
fluid) przez kanaliki, ktéry bylby odczuwany przez wypustki cytoplazma-
tyczne osteocytow przetwarzajacych te informacje na sygnaly rozpozna-
walne przez osteoblasty i osteoklasty. Z punktu widzenia mechanicznego
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taka hipoteza by¢ moze ma uzasadnienie gdyz przeplyw plynu tkankowe-
go pomiedzy wypustkami cytoplazmatycznymi osteocytéw a niezminera-
lizowanymi $ciankami kanalikéw kostnych méglby by¢ pewna miara gra-
dientu lokalnych odksztalcen. Trzeba pamietaé ze przekroje kanalikéw o
ktorych mowa sa nieraz okoto 1000 razy mniejsze od kanaléw Volkmana
czy Haversa w ktorych ci$nienie plynu jest w przyblizeniu jednorodne w
calym obszarze kosci i zblizone do ci$nienia krwi, patrz np. [49].

Jak wynika z badan przeptyw plynéw w kanalikach w warunkach fizjo-
logicznych moze zachodzi¢ na odlegtosé 4-5ciu warstw w glab od osi oste-
onu, co oznacza ze na taka glebokos$¢ moga byé transportowane substancje
odzywcze do osteocytéw zagniezdzonych w tkance, patrz [110]. Te obserwa-
cje przemawiajg za przypuszczeniem ze wywolany przez zewnetrzne obcia-
zenia mechaniczne kosci przeplyw cieczy w kanalikach odgrywa istotna ro-
le zaré6wno w aktywnosci osteocytow jak i ich procesach zyciowych. Z dru-
giej strony szereg prac poswiecono badaniu efektu naprezen $cinajacych w
plynie na rézne czynniki, ktére moga mieé udzialt w kontrolowaniu aktyw-
nosci osteoblastow i osteoklastow, patrz [166, 165, 100, 104, 131, 130].

3.4.2 Mikrograwitacja

Wiadomo z obserwacji i badan ze dlugie okresy braku aktywnosci fizycznej,
na przyklad pozostawanie chorego w 16zku powoduje znacza redukcje ma-
sy ukladu kostnego. Zaobserwowano ze w przeciagu 12 tygodni postepuje
gwaltowny proces spadku masy po ktérym ustala sie stan rownowagi, parz
np. [18]. Jednak najwieksze efekty braku obciazen na mase kosci zaobser-
wowano w warunkach mikrograwitacji, gdy kosmonauci przebywali przez
wiele tygodni w przestrzeni kosmicznej. Najwidoczniejsze zmiany zacho-
dzily w kosciach dolnych konczyn. Po tych obserwacjach wysunieto hipo-
teze ze w warunkach przestrzeni kosmicznej konczyny nie sa poddawane
impulsowym obciazeniom o wysokiej czestoSci zwiazanym z normalnym
chodzeniem. Aby ja sprawdzi¢ przeprowadzono eksperyment podczas misji
Euromir 1995. Jeden z kosmonautéw poddal sie badaniom w ktérych od-
dzialywano impulsami mechanicznymi o czestos$ci 0.5 Hz na jego piete, 500
cykli w ciagu doby. Druga pieta nie byla obciazana. Po sze$ciu miesiacach
przebywania w przestrzeni kosmicznej zaobserwowano sze$cio-procentowy
spadek gestosci piety nieobciazanej podczas gdy pieta stymulowana im-
pulsami mechanicznymi pozostala nie zmieniona, patrz [76] skad mozna
wnioskowaé ze nawet niewielka liczba krétkich impulséw mechanicznych
moze wydatnie poméc w zapobieganiu utraty masy kosci w warunkach
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bardzo matej grawitacji.

3.5 Procesy gojenia kosci

Gojenie sie tkanki kostnej ma wiele wspélnego z adaptacja. Dokladniej
moéwiace, przebudowa tkanki charakterystyczna dla proceséow adaptacyj-
nych stanowi koncowa faze gojenia. W procesie gojenia sie ko$ci mozna
wyro6znié trzy zasadnicze etapy a mianowicie, stan zapalny, naprawa oraz
przebudowa, patrz np Ostrowski [147], Bedzinski i Filipiak [20].

Na skutek zlamania kosci dochodzi do przerwania ciggltosci tkanki kost-
nej a czasem i okostnej i §rédkostnej. Okostna i $rédkostna odgrywaja
istotna role w procesach tworzenia i gojenia tkanki gdyz sa siedliskiem
komoérek osteogennych majacych zdolnosci do réznicowania sie w chondro-
blasty i osteoblasty. Uraz ko$ci powoduje uszkodzenie ukladu krazenia i
odzywiania. Poniewaz system odzywiania osteocytow jest dosyé¢ skompli-
kowany i zalezny od systemu kanalikéw w ktérych leza wypustki osteocy-
téw znajdujace sie w odleglosci nie wiekszej niz 0.2 mm od naczyn wloso-
watych utozonych w kanatach osteonéw przerwanie ciaglosci tego systemu
prowadzi do zaburzenia odzywiania komoérek i obumarcia tkanki w stosun-
kowo duzych obszarach w poréwnaniu do obumarcia okostnej, Srédkostnej
czy szpiku. Obumarcie komoérek w tkance kostnej powoduje powstanie pu-
stych jamek lub jamek zawierajacych martwe osteocyty. Po przerwaniu
krazenia w pierwszym etapie gojenia powstaje skrzep w szparze zlama-
nia i jej okolicach. W ciaggu 2-3 dni zaczyna sie formowaé tkanka. Waznym
elementem mechanizmu naprawczego prowadzacego do zagojenia sie zla-
mania jest budowanie nowej tkanki kostnej ktéra pomostem taczy odtamy
ztamanej ko$ci tworzac zgrubienia wokol uszkodzonych elementéw. Nowo
powstajaca tkanka kostna nazywa sie kostning przy czym mozna wyro6z-
ni¢ dwa jej rodzaje: kostnine zewnetrzna tworzaca na zewnatrz zlamania
rodzaj obudowy oraz kostnine wewnetrzna powstajaca od strony jamy szpi-
kowej i pomiedzy odlamami zlamanej koci. Kostnina powstaje na wskutek
proliferacji i réznicowania sie komorek osteogennych. Po okoto trzech tygo-
dniach w drugim etapie formuje sie trzon zbudowany z osteoidéw i chrzast-
ki. Przeksztalca sie on w twarda tkanke po okolo 6-12 tygodniach. Wresz-
cie w trzecim etapie gojenia nastepuje faza przebudowy tkanki prowadzace
do przeksztalcenia tkanki pierwotnej w dojrzala tkanke blaszkowata.
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3.6 Podsumowanie

Rozdzial ten zawiera syntetyczne oméwienie podstawowych proceséw i
mechanizméw odpowiedzialnych za formowanie, przebudowe i gojenie sie
kosci. Oméwiono zasadnicze etapy remodelowania sie tkanki kostnej i two-
rzenia osteonéw, role poszczegéolnych komérek w mechanizmach §ledzenia
stanu mechanicznego w kos$ci, przekazywania sygnaléw do komoérek ko-
$ciotworczych i ko$ciogubnych oraz procesy resorpcji i formowania nowe;j
tkanki. Poniewaz wiedza zebrana w tym rozdziale, jak i poprzednim, ma
zasadnicze znaczenie w przypadku prac nad modelowaniem z uwzglednie-
niem efektéw biomechanicznych zamieszczenie tego materiatu w pracy by-
o zdaniem autora koniecznoscia mimo ze nie ma on oryginalnych elemen-
tow Poza podstawowymi informacjami, ktére mozna odnalezé w podreczni-
kach akademickich specjalnosci biologicznych i medycznych, uwzglednio-
no tu réwniez wyniki badan publikowane w ostatnich latach w specjali-
stycznych czasopismach naukowych. Dotyczy to w szczegélnosci informa-
¢ji dotyczacych mechanizméw przebudowy tkanki kostnej i jej adaptacji
do mechanicznych obciazen a przede wszystkim tak zwanych “mechano-
sensation” 1 “mechanotransduction” czyli proceséw odczuwania sygnatéow
mechanicznych i przesylania odpowiednich informacji pomiedzy komoérka-
mi.



Rozdzial 4

Matematyczne i
komputerowe modelowanie
funkcjonalnej adaptacji
kosci, przeglad glownych
metod

4.1 Wprowadzenie

Funkcjonalna adaptacja polegajaca na zdolnosci dostosowania ksztaltu i
mikrostruktury kos$ci do obciazen mechanicznych byta juz obserwowana
od bardzo dawna. Na przestrzeni dziesiatkow lat pojawilo sie wiele propo-
zycji wythlumaczenia mechanizméw tego zjawiska i zwiazku pomiedzy me-
chanicznymi obcigzeniami a powstala w ich konsekwencji porowata struk-
tura kosci, patrz na przykiad Cowin et al. [45], [44]. Matematyczne mo-
dele opisujace te procesy mozna wedlug najogélniejszego podziatu zaliczyé
do jednej z trzech kategorii a mianowicie, modeli fenomenologicznych, me-
chanistycznych lub opartych na zatozeniu o optymalnos$ci struktury kosci,
patrz np. Hart [83]. Kazda z tych grup ma zaréwno zalety jak i niewatpliwe
wady.

Poczynajac od ostatniej z wymienionych, najmniej licznej - w skradcie
mozna powiedzie¢ ze tworzac model postepuje sie analogicznie jak w przy-
padku optymalizacji konstrukeji. Traktuje sie wiec kosc¢ jako pewien uklad
mechaniczny, w ktérym wybrane funkcje lub parametry charakteryzujace
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jego strukture, ksztalt i wlasnosci materialu sa rozpatrywane jako zmien-
ne decyzyjne, ktore moga by¢ modyfikowane tak aby zapewnié¢ minimum
zalozonego funkcjonatu jakosci. Za taki funkcjonal najczesciej sa wybiera-
ne, globalna miara podatnosci ukladu przy ograniczeniu na calkowita ma-
se koéci lub odwrotnie- calkowita masa z ograniczeniem na podatnos$é lub
sztywno$é. W wyniku optymalizacji otrzymuje sie, w zaleznosci od sfor-
mulowania, optymalna strukture, ksztalt kosci lub przestrzenny rozkiad
anizotropowych wlasnosci materialu. Analize przeprowadza sie dla wy-
branego obciazenia zewnetrznego. Rzadziej, przy pomocy dodatkowych za-
biegéw, uwzgledniane sa réwniez rézne uklady obciazen a otrzymane roz-
wigzanie jest w pewnym sensie usrednionym wynikiem rozwiazan czast-
kowych uwzglednionych z ré6znymi wagami. Za przyklad prac z tej grupy
mozna przytoczy¢ tu publikacje Bagge [2] oraz Fernandes et al. [60]. Zaleta
tego podejscia jest fakt ze do numerycznego rozwiazania problemu mozna
zastosowac dobrze rozwiniete metody optymalizacji konstrukcji, co nie jest
bez znaczenia biorac pod uwage znaczny stopien komplikacji rozpatrywa-
nego ukladu (bardzo zlozona geometria, duza liczba zmiennych decyzy;j-
nych, duze modele przy wykorzystaniu w obliczeniach metody elementéw
skonczonych). Otrzymane w ten sposéb rozwiazania czesto bardzo przy-
pominaja rozwiazania wypracowane przez Nature. Jednak wciaz kontro-
wersyjnym punktem jest odpowiedz na pytanie czy kos¢ istotnie reprezen-
tuje rozwiazanie optymalne i jesli tak - jakie jest kryterium optymaliza-
cji. Oczywiscie mozna sobie wyobrazic¢ dziesiatki réznych kryteriow, ktore
niekiedy moga prowadzi¢ do podobnych wynikéw. Ponadto musimy pamie-
taé ze ko$¢ wbrew pozorom jest ukladem niezwykle zlozonym, w ktérym
zachodzi réwnoczesnie wiele proceséw, bardzo czesto powiazanych ze so-
ba. Niezaleznie od tej argumentacji Hart [83] wymienia trzy istotne wady
omawianego podejscia. Po pierwsze stosujac takie sformulowanie zaklada
sie ze istnieje jaki$ centralny system kontroli proceséw na poziomie ca-
lego ciala. Po drugie, co jest bardzo istotne - nie rozpatruje sie tu wcale
procesow fizjologicznych a wiec tak otrzymane wyniki nie przyczyniaja sie
do zrozumienia procesu adaptacji. Kos¢ traktowana jest tu podobnie jak
element konstrukcji, ktory nalezy optymalnie zaprojektowaé. Wreszcie po
trzecie - w ramach takiego sformulowania nie mozna Sledzi¢ w czasie pro-
ces6w adaptacji i remodelowania; zaklada sie ze warunki biomechaniczne
jak np. obciazenia sa ustalone 1 ko$c¢ jest w stanie réwnowagi fizjologicznej
a wiec nic sie w niej nie zmienia.

Najliczniejsza i najwczesniej reprezentowana grupa jest grupa modeli
fenomenologicznych. Nabrala ona jeszcze dodatkowo znaczenia praktycz-
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nego po zastosowaniu w latach osiemdziesiatych dwudziestego wieku ob-
liczen komputerowych z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych
do analizy stanu mechanicznego kosci, patrz np. Huiskes at al. [94] i Car-
ter [27]. Modele fenomenologiczne pozwalaja powiazaé iloSciowo mecha-
niczny bodziec z adaptacyjna odpowiedzia kosci. Wybér bodZca jest waz-
nym elementem modelowania i w duzym stopniu determinuje charakter
modelu. Wciaz nie jest jeszcze catkiem jasne jak odbywa sie “pomiar” przez
wyspecjalizowane komorki stanu mechanicznego w otaczajacej je tkance.
Podstawowe hipotezy zostaly oméwione w jednym z poprzednich rozdzia-
6w jednak w tej sprawie nie powiedziano jeszcze ostatniego slowa. Dla-
tego tez na przestrzeni lat pojawilo sie wiele propozycji, jak uwzglednié
w modelu matematycznym fakt ze ko$¢ w jaki$ sposob czuje obciazenia
mechaniczne odpowiednio na nie reagujac. Jaki czynnik reprezentujacy
mechaniczne obciazenia jest odczuwany przez komoérki? I czy komoérki sa
wrazliwe na wartosé tego czynnika czy na jego zmiany? Te i wiele podob-
nych pytan wciaz czeka na definitywna odpowiedz. Sposréd wielu propozy-
cjijakie pojawily sie w literaturze dotyczacej bodzcow odpowiedzialnych za
remodelowanie tkanki kostnej wymienmy tu najwazniejsze, jakie zdobyly
sobie z réznych powodéw najwieksza popularnoscé i akceptacje.

Do najstarszych propozycji, ktore pierwsze pojawily sie w publikacjach
na temat adaptacji kosci 1 sa jeszcze do dzi$ stosowane w niektérych sytu-
acjach, naleza rézne miary naprezen mechanicznych, patrz np. Wolff [206],
Pauwels [155], Adachi et al.[1]. Miary odksztalcen jako bodziec pojawiaja
sie réwniez czesto w wielu publikacjach, patrz Cowin i Hegedus [37], Car-
ter et al. [31], Carter [26], Rubin i Lanyon [182]. Jako bodziec jest réw-
niez w modelowaniu stosowana predkosc odksztalcen, patrz np. Hert et al.
[87], O’Connor et al. [146], Mosley i Lanyon [135]. W niektérych pracach
do oszacowania bodZca mechanicznego stosuje sie miary mikrouszkodzen,
patrz Frost [62], Radin [164], Carter i Hayes [29], Martin i Burr [127],
Carter [26], Prendergast i Huiskes [161]. Energie naprezen wykorzystano
do oceny stanu mechanicznego kosci w pracach Carter et al. [32], Beau-
pré et al. [6], [7] zas gestos¢ energii odksztalcen w pracach Fyhrie i Car-
ter [71], Huiskes et al. [92], Weinans et al. [202], Mullender et al. [139],
Mullender i Huiskes [136]. Predkosc gestosci energii odksztalcen postuzy-
la za bodziec w pracach Huiskes et al. [91], Ruimerman et al. [185]. Efekty
piezoelektryczne byly wybrane do reprezentowania bodzZca w pracach Gjel-
svik [74] i [75] natomiast w pracy Justus i Luft [101] rozpatrzono zmiany
rozpuszczalno$ci hydroksyapatytu. Hydrostatyczne ci$nienie plynéw ko-
morkowych zaproponowal jako bodziec w swej pracy Pauels [154]. Modele
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fenomenologiczne byly wykorzystywane do obliczenn numerycznych. W ta-
kich obliczeniach zazwyczaj do analizy wytrzymatosciowej stosuje sie me-
tode elementéw skonczonych, patrz np. Huiskes at al. [94] i Carter [27].
Poczatkowo w modelowaniu kosci zakladano ze tkanka jest materialem
izotropowym za$ parametrem, ktéry ulega zmianom jest jej gestosé. W
takich sformulowaniach przyjmuje sie zazwyczaj wykladnicza zaleznosé
pomiedzy gestoscia materialu a modulem Younga. W niektorych, bardziej
zaawansowanych sformulowaniach uwzglednia sie juz réwniez fakt ze bu-
dulec kosci ma wtasnosci anizotropowe. Obliczenia prowadzone przy uzy-
ciu tych modeli postuzyly do symulacji proceséw zachodzacych w réznych
sytuacjach jak na przyklad po implantacji endoprotezy.

W wielu przypadkach modele fenomenologiczne speilniaja swoje zadanie.
Jednakze maja one powazna slabo$é - trudno z nich co§ wnioskowac na
temat biomechanicznej natury proceséw funkcjonalnej adaptacji kosci. Do
takich studiéow bardziej nadaja sie modele mechanistyczne, ktére wykra-
czaja poza ramy wytyczone przez podejscie fenomenologiczne wiazace na
podstawie obserwacji “wejscie” badanego ukladu z “wyjSciem” jak by to
mozna bylo powiedzieé jezykiem stosowanym w teorii sterowania, patrz
np. Hart i Fritton [84]. W takim podejSciu dazy sie do pelnego zrozu-
mienia poszczegélnych krokéw oraz biologicznych i chemicznych mecha-
nizmo6w odpowiedzialnych za zmiane wlasnosci mechanicznych i architek-
tury kosci. Ta grupa prac jest bardzo nielicznie reprezentowana w literatu-
rze, gtéwnie ze wzgledu na wciaz niepelng wiedze na temat mechanizmoéw
i proces6w biochemicznych bioracych udzial w przebudowie lub odpowie-
dzialnych za jej sterowanie. Dlatego tez znane modele mechanistyczne, mi-
mo ze stanowia postep w stosunku do modeli fenomenologicznych, sa wciaz
jeszcze bardzo uproszczone w poréwnaniu do zltozonos$ci tego co obserwuje-
my w naturze, patrz np. Mullender, Huiskes [136], [138], Mullender et al
[141], Huiskes et al [91], Ruimerman at al [184]. Jednakze dzigki rosnacym
mozliwosciom eksperymentalnym prowadzone sa coraz liczniejsze i coraz
bardziej zaawansowane badania podstawowe, ktore w efekcie moga dopro-
wadzi¢ do powstania wiarygodniejszych modeli, patrz np. Klein-Nulend et
al [105], Kufahl i Sahra [110], Weinbaum et al [204], You et al [209], Bur-
ger et al [17], Hazelwood et al [85], Fyhrie, Kimura [72], Gerisa et al [73].
7 drugiej strony nalezy sobie jednak zdawa¢é sprawe z tego ze aby przepro-
wadzi¢ symulacje komputerowe przy uzyciu metody elementéw skonczo-
nych uwzgledniajace gléwne procesy odpowiedzialne za przebudowe kosci
zachodzace na réznych poziomach poczynajac od komérkowego az po caly
organ potrzebowaliby$my modelu calej kosci o rozdzielczo$ci umozliwiaja-
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cej analize na poziomie komorki wlaczajac w to caty tancuch biochemicz-
nych reakcji w komérkach i ich otoczeniu. Wymagato by to kolosalnej mocy
komputerowej, nieosiagalnej jeszcze mimo olbrzymiego postepu elektroni-
ki i sprzetu komputerowego.

Komentarz dotyczacy optymalnos$ci kosci

Od wielu lat trwa dyskusja czy kosci sa optymalne czy nie. Przede wszyst-
kim nalezy sobie zdawaé sprawe z faktu ze tak sformulowane pytanie nie
ma sensu, bo jesli zastanawiamy sie nad tym czy co$ jest optymalne czy
nie to przede wszystkim trzeba zdefiniowaé kryterium jakie postuzy do
oceny czy dany obiekt jest lepszy czy gorszy od innych oraz ograniczenia
jakie musi on speilnia¢. Uklady biologiczne takie jak na przyklad kosci
sa bardzo skomplikowane i zachodzace tam rézne procesy sa zazwyczaj
nawzajem od siebie zalezne. Tak wiec trudno jest zdefiniowacé jakies$ jed-
no ogélne kryterium, raczej przeciwnie - mozna sie spodziewa¢é ze istnie-
ja rézne kryteria, ktore w zaleznos$ci od sytuacji odgrywaja wieksza lub
mniejsza role w funkcjonowaniu kosci. Wreszcie trzeba réwniez pamietaé
ze kosci sg zywymi obiektami, elementami calego organizmu pelniacymi
wiele r6znych waznych funkgji i przebiegajace w nich procesy prowadza do
ciagltych zmian. Dlatego trudno jest méwié o optymalnosci kosci. Wydaje
sie ze raczej bardziej wlasciwe jest pytanie czy kosci efektywnie reaguja
na zmieniajace sie w czasie warunki biologiczne i mechaniczne. I znowu
pojawia sie watpliwosé co znaczy “efektywna reakcja”? Oczywiscie, gdyby
ograniczy¢ sie tylko do rozpatrywania wlasnosci mechanicznych sytuacja
staje sie latwiejsza, gdyz wiedzac ze do najistotniejszych funkcji ukltadu
kostnego naleza m.in. zapewnienie organizmowi odpowiedniego ksztaltu,
ochrona organéw przed urazami mechanicznymi oraz umozliwienie ruchu,
waznym kryterium moze byé wytrzymalo$é lub sztywnosc kosci. I wtedy
rozwazajac reakcje kosci na zmienne warunki mozna sie zastanawiaé czy
te reakcje sa takie aby mozliwie najszybciej dostosowaé strukture i ksztalt
kosci do mechanicznych obcigzen. Ten watek jest wlasnie gléwnym moty-
wem aktualnej pracy. Postawiona hipoteza optymalnej reakcji kosci wyni-
ka w pewnej mierze z teorii Rouxa [176] i z zalozenia ze w procesie ewolucji
te osobniki wygrywaly, ktore byly w stanie najefektywniej w ramach istnie-
jacych ograniczen zareagowac na zmieniajace sie warunki czy wymagania
otoczenia. Dlatego mozna przypuszczaé ze kosci, tak jak i inne elementy
organizmu, reaguja w miare swoich mozliwo$ci najlepiej jak to jest moz-
liwe. Oczywiscie istotnym problemem jest zdefiniowanie kryterium oraz
ograniczen jakie musza by¢ wziete pod uwage. Przy obecnym stanie wie-
dzy trudno jest méwié o jakis ogélnych kryteriach, jednak ograniczajac sie
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jedynie do wybranych efektow, jak wlasnosci mechaniczne kosci mozna juz
co$ na ten temat powiedzie¢. Zagadnienie to jest dyskutowane szerzej w
dalszych rozdzialach pracy.

4.2 Syntetyczny przeglad wybranych modeli ad-
aptacji kosci

W dalszych czesciach tego rozdzialu zostana pokrétce oméwione najwaz-
niejsze modele adaptacji kosci. Rozpoczniemy od tak zwanego prawa Wolf-
fa, ktore wprawdzie nie dostarcza zadnych zwigzkéw matematycznych opi-
sujacych ewolucje struktury i ksztaltu kosci w czasie jednak jego publi-
kacja stala sie punktem zwrotnym w badaniach tak ze powszechnie sie
przyjmuje ze od tego momentu rozpoczeto systematyczne prace majace do-
prowadzié¢ do wyjasnienia proceséw przebudowy i adaptacji kosci.

42,1 Prawo Wolffa

Juz w pierwszej polowie siedemnastego wieku Galileusz wspominal o wply-
wie obciazen mechanicznych na ksztalt kosci. Potem w ciagu osiemnaste-
go i pierwszej polowy dziewietnastego wieku rowniez inni badacze inte-
resowali sie tym zagadnieniem. Jednak za poczatki badan w tej dziedzi-
nie uwaza sie druga polowe dziewietnastego wieku gdy szwajcarski anato-
mista Herman von Meyer zaczal zajmowa¢ sie badaniem struktury kosci.
Jego rysunki wpadly w rece niemieckiemu inzynierowi Carlowi Kulman-
nowi, ktory zauwazyt duze podobienstwo pomiedzy beleczkowa struktura
kosci udowej a uktadem linii obrazujacych trajektorie stalych naprezen po-
liczonych wedlug teorii, ktéra wczesniej zaproponowal do rozwiazywania
zadan statyki, patrz np. Cowin [41]. Rezultaty te zainteresowaly niemiec-
kiego chirurga ortopede Juliusa Wolffa. Doszedl on do wniosku ze ulozenie
beleczek w kosci gabczastej jest zgodne z kierunkami naprezen gléwnych.
Z czasem ta hipoteza przyjeta sie pod nazwa trajektoryjnej teorii rozktadu
beleczek. W 1892 roku Wolff opublikowal swe obserwacje w ksiazce zaty-
tulowanej “Das Gesetz der Transformation der Knochen” [206]. Ksiazka
ta zostala przetlumaczona na jezyk angielski i ponownie wydana prawie
sto lat pdozniej pod tytutem “The Law of Bone Remodeling”, patrz [207].
Autor zebral w niej swe uwagi na temat teorii trajektoryjnej. Jednak jego
ksiazka jest znana przede wszystkim z tego ze sformutowal w niej slyn-
na hipoteze znang teraz powszechnie pod nazwa “Prawa Wolffa”. Wedlug
tej hipotezy “Wszystkie zmiany formy i funkcji koS$ci pociagaja za soba
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okreslone zmiany jej wewnetrznej struktury i dopasowanie zewnetrzne-
go ksztaltu zgodnie z prawami matematycznymi” (“Every change in the
form and function of bone[s] or their function alone is followed by certain
definite changes in their internal architecture, and equaly define[d] alte-
ration in their external conformation, in accordance with mathematical
laws”). Pomimo ze Wolff postulowal istnienie prawa matematycznego, we-
dlug ktorego kosc adaptuje swa strukture beleczkowa i zewnetrzna forme
do zmieniajacych sie wymagan, nigdy nie podal matematycznego zapisu
swego postulatu. Ponadto twierdzil on ze kos$¢ adaptuje swa strukture i
ksztalt do mechanicznych obciazen jedynie w okresie formowania i wzro-
stu, zas potem morfologia kosci juz sie nie zmienia. Uwazal on réwniez ze
podobny proces do tego jaki zachodzi podczas formowania i wzrostu kosci
mozna réwniez zaobserwowac w czasie gojenia tkanki kostnej po urazach,
patrz Martin et al. [128]. Pomimo ze Roux, ktéry zyl i pracowal réwnolegle
z Wolffem ma by¢ moze nawet wiekszy wktad w rozwaj idei zwiazanych z
adaptacja kosci wiekszosé zaslug przypisuje sie Wolffowi. Roux [176] za-
proponowal tak zwana teorie funkcjonalnej adaptacji. Uwazal on ze ta teo-
ria stosuje sie do dowolnych uktadéw biologicznych dzieki procesom atrofii
i hipertrofii dowolne wymagania funkcjonalne prowadza do odpowiedniej
adaptacyjnej odpowiedzi ukladu. Prace Wolffa i Rouxa wytyczyly kieru-
nek badan na wiele nastepnych lat, a nawet dziesiecioleci. Jednak dopiero
w drugiej polowie dwudziestego wieku zaczely pojawiaé sie prace majace
wieksze znaczenie dla obecnego stanu wiedzy w tej dziedzinie.

42,2 Teoria Frosta

Frost byl jednym z pierwszych nowoczesnych badaczy, ktérych rezultaty
badan przyczynily sie do wspélczesnego rozumienia zagadnienia funkcjo-
nalnej adaptacji kosci. W 1964 roku wprowadzil terminologie stosowang
w wiekszo$ci do dzi$ oraz zaproponowal matematyczny opis procesu adap-
tacji beleczkowej struktury kosci, patrz Frost [63]. W nastepnych pracach
rozwijal swe idee co doprowadzito do powstania tak zwanej teorii “mecha-
nostat” wedlug ktérej mozna przewidzie¢ jak beda aktywowane procesy
remodelowania, patrz Frost [65], [68]. W teorii tej definiuje sie tak zwane
minimalne efektywne odksztalcenia (ang. minimum effective strain MES),
ktore musza by¢ przekroczone aby zaczely zachodzic¢ procesy adaptacji ko-
$ci, patrz Frost [64]. Uscislajac swa hipoteze Frost zaproponowal przyje-
cie pewnego przedzialu w ktéorym zawarte sa wartosci odksztalcen cha-
rakteryzujace stan réwnowagi biologicznej, tak zwanej “strefy ciszy” lub
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“martwej strefy” (ang. lazy zone lub inaczej dead zone). Dla wartosci od-
ksztalcen ponizej tego zakresu adaptacja prowadzi do redukcji masy kosci
za$ powyzej tego przedzialu zachodzi przyrost tkanki i wzrost masy ko-
$ci, patrz Frost [65]. Wedlug Frosta przedzial réwnowagi zawiera sie po-
miedzy wartoSciami 200um a 2500 um dla $ciskania i pomiedzy 200um
a 1500um dla rozciagania. Wartosci odksztalcen przekraczajace wartosé
4000 (dla rozciagania i dla Sciskania) powoduja powstawanie mikrouszko-
dzen co prowadzi do wzmozonego remodelowania i tworzenia ko$ci poro-
watej. W teorii Frosta odréznia sie proces modelowania kosci od procesu
remodelowania. Remodelowanie jest zawsze zwiazane z trzema elemen-
tami: aktywacja, resorpcja i formowaniem (A-R-F activation-resorption-
formation). Jest to proces w wyniku ktérego powstaja osteony, i tkanka
o uporzadkowanej mikrostrukturze, jak to bylo wczeéniej opisane w po-
przednich rozdziatach. Z drugiej strony przez modelowanie tkanki kost-
nej rozumie sie taki proces przebudowy kosci gdzie procesy resorpcji przez
osteoklasty i formowania przez osteoblasty zachodza niezaleznie od siebie
w roznych rejonach. W takiej sytuacji powstaje tkanka grubowléknista o
nieuporzadkowanej strukturze (ang. woven bone). Adaptacja kosci jest tu
rozumiana jako ogélniejszy proces przebudowy zawierajacy w sobie remo-
delowanie i modelowanie. Model Frosta wygodnie jest wyjasnic korzystajac
z rysunku, na ktérym zachowano oznaczenia stosowane przez Frosta [66],
patrz Rys. 4.1

W tej teorii, jak juz wczeéniej wspomniano, za bodziec sa przyjmowa-
ne odksztalcenia odpowiadajace jednoosiowemu rozciaganiu lub $ciskaniu.
Jak nadmienia Frost inne czynniki tez moga mie¢ znaczacy wplyw na ad-
aptacje kosci. Naleza do nich miedzy innymi odksztalcenia $cinajace, gra-
dienty odksztalcen, ich predkosci, czesto$ci drgan czy gesto$é energii od-
ksztalcen. Lecz pdki ich rola nie zostanie definitywnie wyjasniona Frost
proponuje stosowanie swego uproszczonego modelu. Pozioma linia na sa-
mym dole na rysunku stuzy do zaznaczenia typowych maksymalnych od-
ksztalcen charakterystycznych dla ré6znych stanéw poczynajac od wartosci
zerowych po lewej stronie poprzez remodelowanie (MES,), modelowanie
(MES,,,), mikro-uszkodzenia (MES,) po warto$ci odpowiadajace pekaniu
(F.). Na osi pionowej zaznaczona jest masa (lub wytrzymalo$é) kosci. O$
pozioma odzwierciedlajaca poziom odksztalcen dzieli ptaszczyzne na dwie
péiplaszczyzny, gérna odpowiada wzrostowi tkanki za$ dolna - ubytkowi
co zaznaczono po lewej stronie znakami “plus” i “minus”. W goérnej czesci
schematu zaznaczono w przyblizeniu charakterystyczne zakresy odksztal-
cen a wiec, DW - stan bezczynnosci, AW - stan réwnowagi czy inaczej -
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Rys. 4.1: Schemat ilustrujacy model Frosta.

komfortu, MOW - stan umiarkowanych obciazen, POW - przeciazenia pa-
tologiczne. Kropkowana linia odpowiada procesowi remodelowania na sku-
tek ktorego jest usuwana tkanka dla odksztalcen rownych lub nizszych niz
MES,,. Gdy odksztalcenia zblizaja sie lub przekraczaja wartosci MES,,
wtedy zachodzi proces modelowania prowadzacy do wzrostu masy co jest
zaznaczone przerywang linia powyzej osi poziomej. Cienka przerywana
linia odpowiada powstawaniu tkanki cienkowléknistej zas pogrubiona -
tkanki grubowléknistej. Graniczne linie przerywane z kropkami maja su-
gerowacé ze mozliwa jest kombinacja proces6w modelowania i remodelowa-
nia. W ksiazce [128] tak uzasadniono teorie Frosta. Rozwazmy kos¢ zbita.
Remodelowanie i powstawanie osteonéw prowadzi do wzrostu porowato-
$ci wskutek pojawiania sie kanaléw Haversa. A wiec mozna oczekiwac ze
taki proces powinien by¢ hamowany przez przeciazenia i przyspieszany
przez stan bezczynnosci. Z kolei w kosSci beleczkowej, teoretycznie remode-
lowanie moze prowadzi¢ do zmniejszenia porowatosci jednak w praktyce
to sie nie zdarza gdyz w zdrowych dorostych kosciach BMU (basic multi-
cellulal unit) zazwyczaj charakteryzuje niepelnym uzupelieniem materii
usunietej wezesniej w procesie remodelowania. Tak wiec w obu przypad-
kach mechanizm zaproponowany przez Frosta dziala prawidtowo. Z dru-
giej strony, pomijajac procesy wzrostu dlugosci kosci, ktore odbywaja sie
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dzieki mechanizmowi koSciotworzenia na podlozu chrzestnym (patrz po-
przednie rozdziaty), wzrost kosci odbywa sie dzieki procesowi modelowania
1 powstawania tkanki grubowléknistej. Tak wiec jest logiczne ze przecia-
zenia powinny prowadzi¢ do aktywacji i wzmozenia tego procesu.

Nieco podobna idea zostala zaproponowana w pracach Cartera i wspo6l-
pracownikow, [31]1 [26]. Przyjeto tam odcinkowo-liniowa zalezno$¢ pomie-
dzy poziomem odksztalcen a synteza kosci zakladajac ze remodelowanie
i wzrost tkanki zachodza po przekroczeniu odksztalcen rzedu 3000 pm/m
charakterystycznych dla uszkodzen zmeczeniowych, zas ponizej tej warto-
$ci jest zdefiniowany obszar stabilny, “lazy zone”.

Wedlug Frosta zaproponowana przez niego teoria rozréznia 32 rézne
przypadki wlaczajac w to rézne Sciezki zmian w ko$ci zalezne od jej sta-
nu juz w czasie porodu, odréznia kosci przenoszace typowe obciazenia od
takich, ktore pracuja w warunkach odbiegajacych od przecietnych i wiele
innych, patrz [68].

42,3 Teoria Pauwelsa i Kummera

Réwnolegle do prac Frosta pojawialy sie wyniki publikowane przez Pau-
welsa [151], [152], [153], [155] i potem Kummera [111], ktéry podjat pro-
be matematycznego opisu obserwacji, gléwnie o charakterze jakoSciowym,
dokonanych przez Pauwelsa. Pauwels przyjal ze istnieje pewna “optymal-
na” wartos¢ bodZca mechanicznego - naprezen osiowych - ktéra zapewnia
réwnowage pomiedzy procesami resorpcji i syntezy tkanki kostnej. War-
tosci naprezen przekraczajace poziom “optymalny” prowadza do formowa-
nia nowej tkanki za$ mniejsze powoduja resorpcje istniejacej tkanki. W
swej pracy [155] przetlumaczonej pézniej na jezyk angielski, [156] Pawels
zaproponowal ogdlny zwiazek pomiedzy miarg remodelowania U a warto-
Sciami naprezen o w postaci,

U= f((c—o0s)") (4.1)

gdzie o, oznacza warto$¢ naprezen odpowiadajaca stanowi réwnowagi bio-
logicznej zas n - jest parametrem. Dla dodatnich warto$ci U zachodzi przy-
rost koéci a dla ujemnych - jej resorpcja.

Poniewaz Pawels byl przede wszystkim zainteresowany zmianami
ksztaltu kosci jego hipoteza miala gléwnie zastosowanie do przebudowy
powierzchni kosci dlugich pracujacych gléwnie w stanie zginania. Nie
uwzgledniala réwniez tensorowego charakteru naprezen. W 1972 roku Ku-
mer uscislit przedstawiony przez Pauwelsa algorytm kontroli proceséw
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Rys. 4.2: Schemat ilustrujacy model Kummera.

przebudowy i zaproponowatl szczegdlna postac¢ réwnania remodelowania -
potegowy zwiazek trzeciego stopnia pomiedzy jednoosiowymi naprezenia-
mi a miara przebudowy kosci, ktéra moze by¢ pochodna po czasie masy
kosci.

_dm

U= T c(oc —oy)(o—0oc")(o—09p) (4.2)

gdzie C&—T jest pochodna po czasie masy kosci; o, < o < 09 oraz ¢* =
(0w + 00)/2; wspolezynnik proporcjonalnosci ¢ nalezy wyznaczy¢ empirycz-
nie. Determinuje on odpowiedz ukladu ktéra moze mieé charakter oscy-
lacji ttumionych lub niettumionych albo asymptotycznie zbiegac do stanu
réwnowagi.

Zaproponowany przez Kummera model jest przedstawiony graficznie
na rysunku i moze by¢ wedlug niego stosowany w obliczeniach komputero-
wych do prognozowania reakcji kosci na zmienne obciazenia mechaniczne,
Rys. 4.2. Jednak nie jest jasne jak wykorzystac ten jednowymiarowy model
w rzeczywistej sytuacji przy wieloosiowych obciazeniach gdy naprezenia
maja charakter tensorowy. Ponadto uwazniej studiujac rysunek mozna za-
uwazy¢ ze wprawdzie nekroza spowodowana nadmiernymi obciazeniami
jest tu uwzgledniona jednak resorpcja tkanki wywotana brakiem lub ma-
lymi obciazeniami juz nie jest.
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4.2.4 Teoria adaptacyjnej sprezystosci Cowina

W drugiej potowie lat siedemdziesiatych dwudziestego wieku Cowin wraz
ze wspélpracownikami zaproponowat i rozwinal zaawansowana termome-
chaniczna teorie ciaglego oSrodka posiadajacego wlasnosc adaptacji swych
wlasnosci do obcigzen mechanicznych. Znana jest ona pod nazwa “teorii
adaptacyjnej sprezystosci”. Poczawszy od roku 1976-go ukazala sie seria
prac, w ktorych ta teoria byla systematycznie rozwijana i uzupelniana,
patrz [40], [51], [52], [37], [46], [38], [53], [39], [48], [44].

W teorii adaptacyjnej sprezystosci zaklada sie ze osrodek zbudowany
jest z porowatego, sprezystego materialu z otwartymi porami umozliwia-
jacymi, zalezny od warunkéw mechanicznych, przeptyw wypekiajacych je
plynéw. W rezultacie adaptacyjne wlasnosci zywej kosci wynikaja z reakcji
chemicznych prowadzacych do zmiany porowatosci, ktére z kolei sa ste-
rowane przez stan odksztalcen. Zgodnie z sugestia wezesniej opublikowa-
ng w pracach Frosta dokonano réwniez rozréznienia na remodelowanie
powierzchniowe oraz wewnetrzne (teraz juz wiemy ze remodelowanie we-
wnetrzne jest rowniez remodelowaniem powierzchniowym lecz odbywaja-
cym sie na wewnetrznych powierzchniach poréw).

Cowin i Van Buskirk, [52] zaproponowali nastepujacy zwiazek do opisu
remodelowania powierzchniowego:

S(Q)=B(E-E°) . (4.3)

W powyzszym réwnaniu S oznacza predko$é¢ przemieszczania sie ograni-
czajacej cialo powierzchni w punkcie Q w kierunku do niej normalnym, wy-
wolanego przyrostem lub ubytkiem tkanki, E i E? sa odpowiednio - aktual-
nymi odksztalceniami i odksztalceniami odpowiadajacymi stanowi réwno-
wagi biologicznej zapisanymi w postaci wektorowej zas sktadowe wektora
B sa parametrami proporcjonalnosci charakteryzujacymi wklad poszcze-
gb6lnych skladowych odksztalcenia do predko$ci przemieszczania sie po-
wierzchni w punkcie Q.

Analogicznie do modelu przebudowy powierzchniowej Cowin i Hegedus
[37], [86] zaproponowali model wewnetrznej przebudowy porowatej kosci
traktowanej jako uéredniony ciagly material w ktérym, na skutek adap-
tacyjnej przebudowy zmienia sie porowatosé. Oznaczmy aktualng wartosé
objetosciowego udzialu sprezystego budulca kosci (matrycy) w caltkowitej
objetosci materialu porowatego przez £(x,t), za§ pewna warto$¢ odniesie-
nia objetoSciowego udzialu sprezystej matrycy przez {y(x,t). Niech przy-
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rost od wartosci odniesienia do aktualnej wartosci udzialu objetosciowego
matrycy w calym materiale porowatym bedzie e(x, t), wtedy

g(X, t) = £O(X> t) + €(X, t) . (4.4)

Oznaczajac przez é(x,t) predko$¢ zmian objetosSciowego udziatu sprezystej
matrycy w materiale, przez a(e) pewna funkcje aktualnego udziatu spre-
zystej matrycy w materiale zas przez A (e) tensor wspétczynnikéw charak-
teryzujacych predko$é przebudowy zalezny od aktualnej wartosci udziatu
sprezystej matrycy w materiale porowatym, prawo przebudowy zapropo-
nowane w pracy Cowina i Hegedusa [37] mozna zapisa¢ w postaci,

¢ =a(e) +tr{A(e)E] (4.5)

gdzie ¢ predkos¢ przebudowy (pochodna po czasie objetoSciowego udzialu
sprezystej matrycy w materiale) jest zalezna od aktualnego udzialu obje-
toSciowego sprezystej matrycy w materiale porowatym oraz od aktualnego
stanu odksztalcen w materiale usrednionym. Szczegélna postaé tego ogdl-
nego réwnania mozna znalezé¢ w pracy tych samych autoréw [86], gdzie
predkosé przebudowy zalezy od wielomianu drugiego stopnia wartosci e i
jest liniowo zalezna od wspélczynnikow A,

é=co+cie+ c2e? +tr(AE) + e tr(AE) (4.6)

W powyzszej pracy autorzy podkreslaja dwa wazne spostrzezenia. Po pierw-
sze - ograniczenie sformulowania do teorii matych odksztalcen prowadzi do
tego ze czyste skrecanie wokot jednej z osi ortotropii nie wptywa na pred-
ko$¢ remodelowania. Po drugie - przy wspomnianym ograniczeniu obciaze-
nia periodyczne daja taki sam efekt na predkos¢ remodelowania jak state,
co jest niezgodne z obserwacjami i wynikami badan eksperymentalnych.
Teoria adaptacyjnej sprezystosSci jest na tyle ogélna ze zawiera w sobie
szereg innych, wczeéniejszych modeli. Dla przykladu, w pracy [61] Firo-
ozbakhsh i Cowin pokazuja ze przy pewnych ograniczeniach ich model da-
je analogiczng postaé réwnania przebudowy kosci do wielomianu trzeciego
stopnia zaproponowanego przez Kummera.

W ramach teorii adaptacyjnej sprezystosci podjeto rowniez prébe opi-
su adaptacji beleczkowej struktury kosci, patrz Cowin [38]. Aby umozliwié¢
sformutowanie problemu w ramach teorii oS§rodkéw ciaglych a réwnocze-
$nie uwzgledni¢ charakterystyczne cechy beleczek takie jak np. ich diu-
go$¢, grubosc i orientacje w przestrzeni autor zaproponowal wykorzystanie
tzw. tensora struktury H (ang. fabric tensor). Jest to tensor drugiego rzedu,
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ktéry moze byé¢ zdefiniowany na rézne sposoby. W pracy Cowina wykorzy-
stano definicje oparta na pomiarze t.tzw. Sredniej dlugosci przekroju (ang.
mean intercept length), ktéra byla zaproponowana w pracy Harrigana i
Manna [79]. Aby otrzymac skladowe tego tensora rozpatruje sie przekroje
kosci w réznych kierunkach. W plaszczyznie wybranego przekroju prowa-
dzi sie ré6wnolegle do siebie testowe linie pod okreslonym katem. Kazda z
tych linii przecina granice pomiedzy materialem beleczek a porami. Dzie-
lac dtugosé linii przez liczbe tych przecie¢ uzyskuje sie srednia dlugosé
przekroju przypadajaca na jedna beleczke w danym kierunku dla wybra-
nego przekroju. Nastepnie powtarza sie pomiary dla innych orientacji linii
testowych. W rezultacie §rednia dlugosc przekroju L w danej ptaszczyznie
mozna uzaleznic od kata © okreslajacego orientacje linii testowych zgodnie
z rownaniem,

[LO)] > = H + Hi)’cos*(©) + Hyy'sin(©) + 4.7
+ 2HL (Hy' + Hyy')sin(©)cos(O)

Analogiczne pomiary nalezalo by przeprowadzic¢ nastepnie dla innych orien-
tacji plaszczyzny przekroju. Okazuje sie ze tak zdefiniowany tensor struk-
tury, ktérego geometryczna interpretacja jest w przestrzeni elipsoida, jest
dobra miara topologicznych cech kosci beleczkowej. W pracy [38] Cowin
wykazal ze w stanie réwnowagi biomechanicznej kiedy remodelowanie nie
zachodzi (a raczej zachodzi ale tak aby zachowaé¢ réwnowage pomiedzy
przyrostem a ubytkiem ko$ci) w danym punkcie przestrzeni pokrywaja sie
gléwne osie naprezen, z gtéwnymi osiami odksztalcen i gtléwnymi osiami
tensora struktury co jest réwnowazne warunkowi,

TegHey = HegTey , EegHey = HegEey (4.8)

gdzie przez T.,, Heq, Ecq, 0znaczono odpowiednio tensory naprezen, struk-
tury i odksztalcen w stanie réwnowagi biomechanicznej.

Zaproponowana przez Cowina i wspolautoréw teoria adaptacyjnej spre-
zystosci charakteryzuje sie duzym stopniem ogélnosci. Dzigki temu zawie-
ra ona w sobie szereg szczegélnych przypadkéw odpowiadajacych uprosz-
czonym modelom. Jednak mimo swych zalet posiada réwniez istotne wady.
Jedna z nich jest fakt, ze jest to teoria matematyczna, nie uwzgledniaja-
ca proces6w biologicznych odpowiedzialnych za przebudowe adaptacyjna
kosci. W zwiazku z tym nie bardzo nadaje sie ona do glebszych badan pro-
wadzacych do lepszego zrozumienia mechanizméw rzadzacych zmianami
zachodzacymi w tkance kostnej. Bardzo istotnym ograniczeniem jest réw-
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niez duza liczba oraz trudnosc w okresleniu wartosci parametréow wystepu-
jacych w réwnaniach. Parametry te maja interpretacje geometryczna lub
mechaniczna, lecz réwniez musza w jakis sposéb zalezeé¢ od proceséw bio-
chemicznych w organizmie. Tak wiec do ich wyznaczenia niezbedne by by-
ly szerokie i systematyczne badania eksperymentalne. Ta sprawa nie jest
catkiem jasna co sprawia ze stosowanie teorii adaptacyjnej sprezystos$ci do
analizy konkretnych przypadkéw i badania proceséw w zywych tkankach
wymagalo by jeszcze solidnych, dodatkowych studiéw i udoskonalenia tej
teorii.

4.2.5 Inne modele przebudowy tkanki kostnej

Jedna z préb ominiecia probleméw zwiazanych ze stosowaniem teorii ad-
aptacyjnej sprezystosci jest podejscie zaproponowane przez Huiskesa i
wspotautoréow. W swej pracy [94] zaproponowali wykorzystanie gestosci
energii odksztalcen (ang. SED - strain energy density) jako bodzca ste-
rujacego zaréwno przebudowa powierzchniowa jak i wewnetrzna. Wyko-
rzystano tam réwniez, wczesniej juz wspomniane przy okazji omawiania
modelu Frosta, pojecie strefy ciszy (ang. dead zone). Zaproponowany model
adaptacji, w ktérym material - budulec kosci, jest traktowany jako osrodek
izotropowy, niejednorodny o zmiennych wtasnosciach sprezystych, mozna
zapisaé nastepujaco (zmianom w czasie i przestrzeni podlegaja tylko war-
tosci modutu Younga),

U - (148U dla U>(1+s)U*,
0 dla (1-s)U*<U<((1+s)U*, (4.9
cU—-(1-s)U* dia U< ((1-s)U*.

dE _
dt

W powyzszych zwiazkach zastosowano nastepujaca notacje, E - oznacza
modul Younga w rozpatrywanym punkcie przestrzeni i chwili czasu (w
odréznieniu od poprzedniego paragrafu, gdzie wytluszczone E reprezen-
towalo tensor odksztalcen), U - jest aktualna wartoscia gestosci energii
odksztalcen za$ przez U* oznaczono jej warto$¢ w stanie réwnowagi home-
ostatycznej (réwnowagi remodelowania), 2s - odpowiada za dlugosé strefy
ciszy. Weinans . et al [202] rozszerzyt ten model wprowadzajac do réwnan
predkosé zmian gestosci masy materialu i zapisujac réwnanie remodelo-
wania w postaci,

d Uaw
sz( —k:) . 0<p< pmas - (4.10)
dt P



86 ROZDZIAL 4. MATEMATYCZNE I KOMPUTEROWE ...

gdzie p jest gestosciag materialu zalezna od czasu i potozenia w przestrzeni,
Pmaz 0ZNacza maksymalna wartos$c gestosci tkanki zbitej, B oraz k sa sta-
lymi, ktérych wartosci nalezy dobraé na podstawie wynikéw eksperymen-
talnych zas U, jest Srednia wartoscia gestosci energii sprezystej policzong
dla réznych schematéw obciazenia (dla ciaglego materialu o gestosci masy
0,

1 n
Unw =~ Z;U . (4.11)

W powyzszym réwnaniu n oznacza liczbe schematéw obciazenia a U; ge-
sto$é energii sprezystej dla i-tego obciazenia. Aby zrobié¢ uzytek z tego mo-
delu w obliczeniach numerycznych potrzebny jest jeszcze matematyczny
zwiazek laczacy gesto$¢ materialu p ze stalymi materialowymi. Czesto w
takich sytuacjach wykorzystuje sie propozycje Cartera i Hayesa opubliko-
wana w pracy [28] gdzie zaklada sie ze jedynie modul Younga jest zalezny
od gestosci materiatlu zgodnie z réwnaniem,

E =¢p® | (4.12)

zas c jest stalym wspélezynnikiem. Model ten byl wykorzystany do analizy
zmian adaptacyjnych w kosciach po endoprotezoplastyce, patrz np. Hu-
iskes et al [93], van Rietbergen et al [168], Weinans et al [203] 1 Weinans
et al [201].

W przypadku komputerowych symulacji procesu adaptacji kosci z uzy-
ciem przedstawionego powyzej modelu, i innych podobnych do niego, czesto
otrzymane wyniki przedstawione w graficznej postaci, gdzie wartos$ci mo-
dulu Younga lub gesto$ci materialu w danym obszarze sa odzwierciedlo-
ne réznymi stopniami szarosci, przypominaja bialo-czarna szachownice.
W dodatku szczegoltowy obraz zalezy od podzialu na elementy skonczone.
Przeprowadzono szereg studiéw aby wyjasnic to zjawisko, patrz np. [202],
[139], [80], [78], [43], [95]. Poczatkowo sadzono ze otrzymane struktury
reprezentuja pewne optymalne rozwiazania, lecz z p6zniejszych prac ra-
czej mozna wnioskowacé ze autorzy sklaniaja sie do opinii ze otrzymane
szachownice wynikaja z numerycznej niestabilnosci algorytmu zwiazane-
go z modelem adaptacji, patrz np. [99], [190]. Zdaniem autora niniejszej
pracy w wielu przypadkach moze by¢ inaczej. Jak pokazano w jednym z
dalszych rozdzialéw pracy niektore z postulowanych modeli fenomenolo-
gicznych mozna wyprowadzi¢ formalnie wychodzac z hipotezy optymalnej
odpowiedzi uktadu. Wynikaloby stad ze przy ustalonym w czasie obcia-
zeniu przebudowa kos$ci przebiega tak aby asymptotycznie zblizaé sie do
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rozwigzania optymalnego. Z drugiej strony wiadomo z prac dotyczacych
optymalizacji konstrukcji ze optymalizacja wlasnosci materiatu, np. kom-
pozytu przy kryterium na globalng sztywnos¢ i zdefiniowanym ogranicze-
niu na calkowitg objeto$¢ matrycy wymaga nieraz specjalnego sformuto-
wania, gdyz w przeciwnym wypadku otrzymuje sie rozwiazania zalezne
od gestosci dyskretyzacji problemu i dazace w granicy do nieskonczenie
wielkiej liczby nieskonczenie malych “pél szachownicy”. Pierwszy zauwa-
zyt to Cheng w pracy dotyczacej optymalizacji zeber w zginanych plytach
[33], [34]. Potem zaczeto pracowac nad tym problemem w wyniku czego zo-
stalo zaproponowane sformutowanie wykorzystujace matematyczna teorie
homogenizacji umozliwiajace obejscie tego problemu, patrz Bendsge Kiku-
chi [10], [9], [11], [12]. Od tego czasu teoria homogenizacji jest powszech-
nie stosowana w optymalizacji konstrukeji, réwniez w pracach dotyczacych
adaptacji kosci o czym bedzie jeszcze mowa w nastepnym podrozdziale.

Istnieje szereg modeli, w ktorych podjeto préby uproszczonego uwzgle-
dnienia elementéw biologicznych. Do najliczniejszych i stwarzajacych per-
spektywe wykorzystania w symulacjach komputerowych naleza modele
w ktorych przyjmuje sie hipoteze o systemie odczuwania sygnaléw me-
chanicznych przez osteocyty i odpowiedniej do tego aktywacji dziatalno-
$ci osteoblastéow i osteoklastéw, patrz np. Lanyon [112], Weinbaum et al.
[204], Cowin et al. [47], Marotti et al. [126], Baiotto 1 Zidi [3], Mullender
et al. [139, 136, 138], Ruimermen et al. [184]. Najbardziej zaawansowa-
ne z punktu widzenia obliczenn komputerowych sa wyniki zaprezentowane
w czterech ostatnich z wymienionych powyzej publikacji. Wykorzystano w
nich prosty pomyst wedlug ktérego osteocyty odczuwaja stan gestosci ener-
gii sprezystej w miejscu gdzie sie znajduja. Ten sygnatl jest przekazywany
do komoérek kosciotwoérczych i koSciogubnych i zalezy od odleglosci pomie-
dzy taka komoérka a osteocytem - maleje on wykladniczo w miare wzrostu
odleglo$ci. Komoérki odpowiedzialne za synteze lub resorpcje tkanki zbie-
raja docierajace do nich sygnaly pochodzace od okolicznych osteocytéw i
poréwnuja ich sume z pewna wartoscia odniesienia charakteryzujaca stan
réwnowagi biomechanicznej. Z zaleznosci od tego czy ten bodziec jest do-
datni czy ujemny sa aktywowane osteoblasty lub osteoklasty, ktére wy-
twarzaja lub rozpuszczaja materie miedzykomoérkowa z predkoscia propor-
cjonalna do warto$ci bodZca. Podobny mechanizm mechano-odczuwania
i przewodzenia sygnaléow (ang. mechanosensation, mechanotransduction)
zostal réwniez wykorzystany w nastepnym rozdziale przy wyprowadzaniu
zwigzkow opisujacych jeden z przykladowych modeli otrzymanych w opar-
ciu o hipoteze optymalnej reakcji.
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Osobna grupe stanowia modele w ktorych podjeto préby uwzglednienia
w opisie faktu ze kosci sa zbudowane z materiatlu porowatego z porami wy-
pelnionymi ciecza. Do pierwszych prac w tym obszarze naleza publikacje
Nowinskiego ze wspélautorami i Piekarskiego ze wspoélautorami. W swej
pracy Nowinski i Davis [145] traktuja ko$¢ jako dwufazowy porowaty ma-
terial. W materiale tym osnowa jest traktowana jako idealnie sprezysty
material, zas wypelniajaca otwarte pory ciecz ma wlasnosci lepkie i $cisli-
we. Zakladajac transwersalna izotropie wyprowadzono komplet liniowych
réwnan laczacych siedem skladowych tensora naprezen. Teorie ta zasto-
sowano do ukladéw belkowych. Jako ilustracje zastosowania ogélnej teo-
rii wyprowadzona zwiazki dla dwoch szczegélnych przypadkéow; (a) kiedy
skladowe naprezen i odksztalcen nie zaleza od wspélrzednej z, (b) kiedy
kiedy sktadowe naprezen i odksztalcen sa liniowymi funkcjami wspétrzed-
nej z. W pracy Piekarski i Munro [159] rozpatrzono wplyw obciazen na
mechanizmy transportu i oddzialywanie ukladu kwionosnego z osteocyta-
mi. W przypadku obciazania ko$ci sitami mechanicznymi plyny obecne w
tkance sa wypychane z bardziej obciazonych obszaréw, a nastepnie powra-
caja po zdjeciu obcigzenia. To powoduje ze komorki sa poddawane cyklicz-
nym obciazeniom powodujacym cykliczne przeplywy cieczy. Ten problem
byt dyskutowany w pracach Kufahl i Sacha [110], Weinbaum et al. [204]
oraz Cowin et al. [50].

Istnieja réwniez préby uwzglednienia bardziej zaawansowanych od-
dzialywan na poziomie komérkowym i molekularnym ale jak dotad zapro-
ponowane modele stwarzaja ograniczone mozliwosci przeprowadzenia zlo-
zonych symulacji komputerowych w skali makro. Przykladem takiej pracy
jest publikacja Lemaire ze wspétautorami [123]. Zaproponowany tam mo-
del opiera sie na zalozeniu ze aktywnos$¢ osteoklastow jest regulowania
przez proporcje pomiedzy liczba dojrzatych i niedojrzalych osteoblastéw. Z
drugiej strony osteoklasty kontroluja osteoblasty w stopniu zaleznym od
ich rozwoju. Model uwzglednia réwniez efekty zwiazane z administracja
parathormonu PTH i jego roli w procesach katabolicznych jak tez role gli-
koproteiny RANKL w katabolizmie.

4.2.6 Modele oparte na metodach optymalizacji

Podczas uwaznych obserwacji wewnetrznej struktury kosci i poréwnywa-
nia jej z niektérymi konstrukcjami inzynierskimi, szczegélnie tymi pro-
jektowanymi z wykorzystaniem metod optymalizacyjnych, trudno oprzec
sie my$li ze struktura kosci moze by¢ pod pewnym wzgledem optymalna.
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Nie jest to nowy pomyst juz Koch ponad sto lat temu, prébujac spraw-
dzi¢ prawo Wolffa rozpatrywal réwniez ewentualnosc ze kosci reprezentuja
optymalne uklady zapewniajace najlepsze wykorzystanie materialu w celu
maksymalizacji ich wytrzymaltosci, [109], patrz tez [173], [90], [81]. Jedna
z najwczesniejszych propozycji, w ktorych wykorzystano zalozenie o opty-
malnosci kosci 1 ujeto je w formie matematycznej, jest praca Fyhrie et al
[71]. Autorzy rozpatrywali kosc¢ beleczkowa zakladajac ze jej wewnetrzna
struktura jest optymalizowana podczas przebudowy. Przy zadanej catkowi-
tej masie materialu minimalizowany byt funkcjonat celu Q(p, 0, o) zalezny
od gestosci materiatu p, orientacji beleczek 6 oraz naprezen o. Rozpatrzono
dwa szczegélne przypadki a mianowicie, dla funkcji celu opisujacej gestosé
energii sprezystej oraz dla funkcji definiujacej naprezenia niszczace. W
obu przypadkach dla materialu ortotropowego uzyskane wyniki sa zgod-
ne z hipoteza trajektorii naprezen gltéwnych Wolffa. Niestety to sformu-
lowanie nie umozliwia uwzglednienia r6znych stanéw obciazenia oraz ich
zmiennosci w czasie. Wyzej wspomniane sformulowanie zostalo uogélnione
w pracy [30] w celu uwzglednienia efektu wielu obciazen.

Ciekawe zastosowanie metod optymalizacyjnych w modelowaniu prze-
budowy ko$ci zaproponowali Subbarayan i Bartel. Przedstawione jest ono
w pracy [193]. Autorzy stosujac podejScie wielokryterialne sformutowali
problem minimalizacji

flp)=M/U, dla p <p<py, (4.13)

gdzie M i U reprezentuja odpowiednio calkowita mase rozpatrywanego
uktadu oraz calkowita energie sprezysta, zas p reprezentuje wektor zmien-
nych niezaleznych opisujacych strukture wewnetrzna i ksztalt zewnetrzny
kosci. Wykorzystujac metode ukladow sprzezonych wyprowadzono lokalne
warunki konieczne ekstremum. Powyzszy model jest jednak zbyt uprosz-
czony, nie zawiera zadnych efektéw biologicznych, nie umozliwia modelo-
wania zmian struktury kosci w czasie i jest jakby bezposrednim przenie-
sieniem metod stosowanych w optymalizacji konstrukeji do mechaniki ko-
$ci. Wykorzystanie analizy wrazliwosci w modelowaniu zewnetrznej prze-
budowy kosci zostalo zaproponowane przez Martineza ef al. w pracy [129].
Autorzy wykorzystali metode elementéw brzegowych oraz prawo przebu-
dowy powierzchni ko$ci zaproponowane przez Cowina i Van Buskirka [51].

Ulx) = By()foy (@) — 0% ()] (4.14)

w celu zbadania efektu wrastania tkanki kostnej w otwor w implancie.
Aby ominaé¢ zmudne obliczenia konieczne w celu §ledzenia zmian ksztaltu
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kosci wedlug powyzszego prawa az do momentu ustalenia sie stanu réw-
nowagi autorzy zaproponowali uproszczone podejscie oparte na wykorzy-
staniu wrazliwosci. W tym celu sformutowano funkcje bledu bedaca miara
odchylki aktualnych naprezen od wartosci odniesienia o?j . Nastepnie wy-
korzystano gradient funkcji bledu, wyrazony przez wrazliwosci aby skon-
struowac algorytm optymalizacyjny prowadzacy do redukcji bledu. W ten
spos6b mozliwe bylo przeprowadzenie analizy numerycznej w efekcie kto-
rej otrzymano stan koncowy, a wiec ksztalt kosci po ustaleniu sie réwno-
wagi.

Tanaka i Adachi [196] zaproponowali inne podejScie. Rozpatrzyli troj-
wymiarowy uklad regularnie potaczonych beleczek. Za zmienne niezalezne
przyjeli przekroje oraz dlugosci beleczek. Wiasnosci tak zalozonego ma-
terialu sa charakteryzowane przez 18 stalych. Zakladajac ze optymalna
konfiguracja zapewnia jednorodny rozklad naprezen sformutowali odpo-
wiednig miare efektywnych naprezen oraz zalozyli ze przebudowa tkanki
jest napedzana niejednorodnym rozkladem efektywnych naprezen. Prze-
prowadzone symulacje komputerowe zostaly wykorzystane do poré6wnania
naprezen resztkowych wywolanych adaptacja w prawdziwej koSci z otrzy-
manymi z obliczenn numerycznych.

Jacobs et al. [96] zaproponowali ciekawy model przebudowy materialu
anizotropowego. Oparty jest on na zalozeniu ze tkanka kostna podczas ad-
aptacji dazy do ekstremum energii dysypowanej. Za zmienne niezalezne
przyjeli gestos¢ materialu odpowiedzialna za niejednorodno$ci oraz skla-
dowe tensora sprezystosci, ktére definiuja anizotropowos¢ materiatu. Uzy-
skane prawo przebudowy wiaze ze soba predkosci zmian sktadowych ten-
sora sprezystosci ze stanem naprezen, odksztalcen, gestoscia i predkoscia
gestos$ci materialu. W wyniku obliczen numerycznych otrzymali rozktad i
orientacje wlasnosci tkanki kostnej podobne to wystepujacych w prawdzi-
wych kosciach.

Osobna grupe prac stanowia te, w ktorych metody optymalizacyjne po-
laczono z zastosowaniem teorii homogenizacji w celu zwiazania struktury
materiatu kosci w skali mikro z wlasnosciami mechanicznymi w skali ma-
kro. Wywodza sie one z prac po§wieconych optymalizacji ksztaltu i topolo-
gii elementéw konstrukcji, patrz np. Lurie, Cherkaev [125], Bendsge, Ki-
kuchi [10]. W pracy Rodrigues i in. [171] wykorzystano podobne podejscie
do wyznaczenia anizotropowych wlasnosci materialu w kosci dla funkcjo-
nalu reprezentujacego globalng miare sztywnosci. Stosujac podobne podej-
$cie mozna wyprowadzi¢ pewne wnioski na temat mikrostruktury tkanki
kostnej, czego nie daja inne znane metody modelowania przebudowy kosci,
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patrz Telega i Lekszycki [197].

4.3 Podsumowanie

Rozdzial czwarty zawiera syntetyczny przeglad najwazniejszych modeli
przebudowy kosci, ktére znalazly najszersza akceptacje wsréd badaczy w
ciagu ostatnich kilku dziesiatkow lat. Poczawszy od tak zwanego prawa
Wolffa, poprzez kolejne najbardziej znaczace modele fenomenologiczne oraz
teorie adaptacyjnej sprezystosci Cowina omoéwiono kolejno pojawiajace sie
w publikacjach propozycje wlaczajac modele oparte na wykorzystaniu me-
tod optymalizacji konstrukeji oraz niektérych prob glebszego potraktowa-
nia problemu z uwzglednieniem wybranych efektéw biologicznych. Z ana-
lizy prac na ten temat wynika ze wciaz brak jest zadowalajacych modeli
uwzgledniajacych wazne efekty biologiczne jak i mechanizmy mechano-
wrazliwosci i przesylania sygnaléw pomiedzy komoérkami. Wciaz prowa-
dzone sa prace majace doprowadzi¢ to lepszego zrozumienia zjawisk za-
chodzacych w kosciach oraz do opracowania lepszych modeli opisujacych
te procesy.
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Rozdzial 5

Hipoteza optymalnej reakcji

kosci i jej konsekwencje

5.1 Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszego rozdziatu jest hipoteza optymalnej reakcji zapro-
ponowana przez autora tej pracy, patrz np. Lekszycki [116], [114], [115],
[119], [198], [120], [121] oraz jej wykorzystanie przy wyprowadzaniu ma-
tematycznych zwiazkéw opisujacych procesy zwiazane z funkcjonalna ad-
aptacja kosci. Przedstawiono ogélne wariacyjne sformulowanie problemu
umozliwiajace formalne wyprowadzenie zwiazkéw opisujacych rézne mo-
dele adaptacji a nastepnie w dalszych czesciach rozdziatu, w celu ilustracji
omawianego materialu, wykorzystano zaproponowana hipoteze do wypro-
wadzenia przykladowych modeli przebudowy kosci.

Dla ustalenia terminologii uzywanej w dalszych partiach tej pracy przy-
toczymy tu pare najwazniejszych pojeé. Przez model przebudowy kosci lub
model funkcjonalnej adaptacji ko$ci bedziemy rozumieli zbiér zalozen oraz
wszystkich efektéw biologicznych, chemicznych i fizycznych jakie sa bra-
ne pod uwage podczas rozwazan oraz wynikajacy stad opis matematyczny
rozpatrywanego ukladu czyli wszystkie zwiazki matematyczne okreslajace
stan (mechaniczny, biologiczny itp.) ukladu oraz jego zachowanie w cza-
sie. Zwiazkami remodelowania czasami réwniez nazywanymi w tekscie
prawem remodelowania (przebudowy lub adaptacji) nazwiemy komplet
zwigzkow matematycznych okreslajacych reakcje kosci na zmienne wa-
runki obciazenia oraz ewentualnie inne wymuszenia uwzglednione w sfor-
mulowaniu i majace wplyw na procesy przebudowy tkanki. Zmienne stanu
to funkcje okreslajace stan ukltadu, dla przykladu - w przypadku ukladu
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mechanicznego obciazonego statycznie beda to pola przemieszezen. Funk-
cje sterowania, w przypadku rozpatrywanych tu zagadnien, sa to funkcje
okreslajace konfiguracje kosci, czyli jej mikrostrukture i ksztalt. Tak wiec z
prawa remodelowania powinno wynikac w jaki sposéb zmieniajg sie w cza-
sie na skutek funkcjonalnej adaptacji funkcje sterowania w zalezno$ci od
zmieniajacych sie w czasie warunkow obciazenia, warunkéw brzegowych
i ew. zmiennych warunkéw biochemicznych (np. przyjmowanie lekéw, pro-
cesy chorobowe i. in.). Ograniczenia - to wiezy jakie musza by¢ spelnione
przez funkcje stanu i funkcje sterowania. Ograniczenia moga mie¢ rézna
geneze. Moga one wynikac z geometrii, na przyktad w przypadku rozpatry-
wania ewolucji ksztaltu poréw w kosci gabczastej sasiadujace ze soba pory
nie moga “zachodzi¢” na siebie, a wiec nie moga mie¢ wspélnej czesci. W
niektérych sformulowaniach moga by¢ potrzebne ograniczenia wynikajace
z mechaniki. Oczywiscie podstawowym i niezbednym w przypadku rozpa-
trywania funkcjonalnej adaptacji kosci jest warunek aby funkcje stanu i
sterowania spelnialy odpowiednie réwnania réwnowagi z warunkami brze-
gowymi. Ale moze sie zdarzy¢ ze konieczne sg réwniez inne, dla przykladu
warunek na dopuszczalne maksymalne naprezenia czy na mechaniczne
wlasnosci materialu stuzacego za budulec tkanki kostnej. Wreszcie ogra-
niczenia wynikajace z biologii czy biochemii rozpatrywanych proceséw. Te
ograniczenia sa bardzo wazne, gdyz umozliwiaja uwzglednienie prawdzi-
wych zjawisk zachodzacych w zywej kosci. Tu wlasnie mozna uwzglednié
oddzialywania pomiedzy komoérkami, procesy biologiczne i chemiczne bio-
race udzial w sygnalizacji, produkcji i transporcie substancji niezbednych
do budowy lub resorpcji tkanki i wiele innych. Jedna z zalet proponowane-
go tu podejécia formulowania problemu i wyprowadzenia zwiazké6w remo-
delowania opartego na hipotezie optymalnej reakcji jest wltasnie mozliwosé
uwzglednienia takich ograniczen w usystematyzowany formalny sposéb.

Na poczatku nalezy podkresli¢ tu pewien fakt, ktéry jest poruszany w
wielu miejscach w tej pracy. Gdy méwimy o funkcjonalnej adaptacji kosci,
czyli dopasowywaniu sie struktury tkanki kostnej i ksztaltu kosci do ob-
ciazen mechanicznych zawsze jest robione milczace zalozenie ze efekty dy-
namiczne w kosci maja pomijalny wplyw na procesy remodelowania. Trze-
ba sobie zdawac sprawe z faktu ze w czasie normalnego funkcjonowania
organizmu i typowych obciazen takich jak na przyklad podczas biegania,
odpowiednia skala czasu potrzebna do rejestracji chwilowych obcigzen be-
dzie mierzona w ulamkach sekund, natomiast procesy przebudowy tkanki
trwaja tygodniami i miesiacami. Dlatego méwiac o obciazeniach mecha-
nicznych mamy raczej na mys$li ich uérednione wartosci, lub tez - wolno
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zmienne w czasie amplitudy szybko-zmiennych w czasie obciazen. Z badan
eksperymentalnych wiadomo ze caltkowicie stale w czasie obciazenia me-
chaniczne maja mniejszy efekt na przebudowe tkanki niz okresowo zmien-
ne obciazenia o tej samej amplitudzie, patrz n.p Rubin [178], [179], [180],
[181], [182]. Poza tym ze zaobserwowano ten fakt i potwierdzono go eks-
perymentalnie nie jest jeszcze catlkowicie jasne jakie mechanizmy sa za to
odpowiedzialne. Mozna sie jedynie domys$laé ze jesli osteocyty sa wrazliwe
na predkos¢ przeplywu cieczy w kanalikach gdzie ulozone sa wypustki cy-
toplazmatyczne, obciazenia oscylacyjne wywotuja gwaltowniejsze przepty-
wy anizeli stale obciazenia, przy ktorych przeplywy beda asymptotycznie
dazy¢ do zera z uplywem czasu. Dlatego tez jak juz przed chwila zostalo
tu powiedziane przy modelowaniu funkcjonalnej adaptacji bierzemy pod
uwage usrednione amplitudy rzeczywistych obciazen. I wtedy amplitudy
te wprawdzie sa funkcjami czasu, ale wolno - zmiennymi, gdzie skala cza-
su jest o kilka rzed6éw wielkosci wieksza niz skala potrzebna do rejestracji
rzeczywistych, chwilowych obciazen wystepujacych podczas funkcjonowa-
nia organizmu. Warto tu przy okazji wspomnieé ze w przykladowo wypro-
wadzonych w tym rozdziale modelach adaptacji kosci majacych stuzy¢ za
proste ilustracje zaproponowanego tu ogélnego podejscia nie wykorzysta-
no opisu stosowanego w analizie materialéw porowatych w ktorych pory
sa wypelnione ciecza. Sformulowanie oparte na hipotezie optymalnej re-
akcji umozliwia uwzglednienie wspomnianych efektow i takie modele beda
rozwijane w przyszto$ci gdyz mozna sie spodziewac ze zapewnia bardziej
realistyczny opis rzeczywistosci.

Jak wynika z dyskusji znajdujacej sie we wczes$niejszych rozdziatach,
przy modelowaniu proceséw funkcjonalnej adaptacji kosci sa stosowane
gléwnie dwa podejscia. Pierwsze z nich polega na postulowaniu zwigzkow
matematycznych, ktére wiaza ze soba predkosci zmian parametréow lub
funkcji odpowiedzialnych za strukture i ksztalt ko$ci z aktualnymi war-
tosciami bodZca, ktory oczywiscie jest zalezny od obciazen mechanicznych
1 zmienia sie¢ w czasie. Takimi parametrami posrednio lub bezposrednio
definiujacymi strukture kosci moga by¢ na przyklad rozktad gestosci ma-
sy, porowatos¢ lub rozklad stalych materialowych materiatu izotropowego
lub anizotropowego. Postulowane zwiazki matematyczne wiazace pochod-
ne po czasie parametrow odpowiedzialnych za strukture i ksztalt kosci
oczywiscie musza by¢ proponowane z uwzglednieniem wynikéw obserwa-
¢ji klinicznych i badan eksperymentalnych i czesto z dostateczna doktad-
no$cig odzwierciedlaja zaleznos$¢ pomiedzy bodZcem mechanicznym a ad-
aptacyjna reakcja kosci. Jednak ich duza wada jest to ze nie przyczyniaja
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sie do zrozumienia zlozonych mechanizméw natury biologicznej, chemicz-
nej i mechanicznej odpowiedzialnych za procesy adaptacyjne kosci. Tego
typu model jest czym$ w rodzaju “czarnej skrzynki” do ktérej co§ wrzu-
camy i w efekcie co$ z niej wypada ale nie bardzo wiemy co sie dzieje
po drodze wewnatrz skrzynki. Ponadto, czesto nie ma pewnosci jaki jest
zakres stosowalno$ci takiego modelu - poniewaz opis matematyczny jest
postulowany w oparciu o obserwacje badanego obiektu odzwierciedla on
wiarygodnie zachowanie ukladu w warunkach podobnych do tych w jakich
dokonano obserwacji, natomiast wcale nie jest pewne czy reakcja uktadu w
odmiennych warunkach wynikajaca z takiego opisu bedzie rowniez zblizo-
na do prawdziwej. To sa modele fenomenologiczne. Modele uwzgledniaja-
ce wyniki glebszych badan w ktérych podejmuje sie proby opisu procesow
na poziomie komérkowym i molekularnym naleza na razie do rzadkosci
1 nie bardzo sie jeszcze nadaja do zlozonych symulacji komputerowych w
ktorych daloby sie przesledzi¢ reakcje calej kosci lub jej duzej czesSci na
zmienne warunki obcigzenia.

Drugie podejscie, mozna by powiedzieé inzynierskie, jest oparte na wy-
korzystaniu metod stosowanych w optymalizacji konstrukeji. Traktuje sie
tu ko$¢ podobnie jak element konstrukcyjny i zakladajac ze wartosci wy-
branych parametréw lub funkcji opisujacych strukture lub ksztalt kosci
(tzw. zmiennych decyzyjnych) moga by¢ dobierane przez konstruktora, wy-
prowadza sie warunki optymalnosci dla zalozonego funkcjonatu jakosci.
Te warunki optymalno$ci - jesli sa spelnione przez zmienne decyzyjne i
zmienne stanu - gwarantuja optymalne rozwiazanie, a wiec optymalna
strukture lub/oraz ksztalt kosci zapewniajace minimum funkcjonatu ce-
Iu (lub maksimum - w zalezno$ci od sformulowania). Tak wiec punktem
wyjscia w tym sformulowaniu jest zalozenie ze struktura i ksztalt kosci sa
optymalne ze wzgledu na jaki§ wybrany funkcjonal jakosci. W pierwszej
chwili mozna by powiedziec¢ ze jest to calkiem rozsadna idea, tym bardziej
ze rozpowszechnione jest przekonanie ze na przestrzeni milionéw lat natu-
ra wypracowala optymalne rozwiazania. Jednak po glebszym przemysle-
niu nasuwa sie szereg pytan na ktére w wielu przypadkach trudno znalezé
w pelni przekonywujace lub wyczerpujace odpowiedzi. Przede wszystkim
moéwiac o optymalnych przypadkach zawsze musimy mieé na na mysli ja-
kies kryterium, ktére mozna zastosowac do poré6wnywania réznych rozwia-
zan, oraz ograniczenia jakie musza by¢ spelnione przez funkcje decyzyjne
i zmienne stanu. Tak wiec ogélne méwienie o optymalnos$ci nie ma naj-
mniejszego sensu jesli nie znamy kryterium i ograniczen. Z drugiej strony
wybor kryterium i ograniczen determinuje optymalne rozwiazania, a wiec
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ten etap pracy ma zasadniczy wplyw na ostateczne rozwiazanie. Zwazyw-
szy na niezwyktla zlozonosé uktadéw biologicznych mozna sie spodziewaé
ze istnieje szereg kryteriow, by¢é moze odmiennej natury i nieraz konflikto-
wych, ktore sa wykorzystywane przy podejmowaniu decyzji o reakcji ukla-
du biologicznego na zmienne warunki wewnetrzne i otoczenia. Ten pro-
blem by¢ moze mozna czesSciowo ominac ograniczajac badania do wybra-
nych efektéw jednak musi by¢ to robione w pelni §wiadomie. Inna bardzo
istotna wada omawianego podejs$cia traktujacego ko$¢ podobnie do elemen-
tu konstrukcyjnego ktéry nalezy zoptymalizowac jest niezbedne zalozenie
ze ko§c jest struktura statyczna, nie w sensie mechanicznym ale biologicz-
nym, to znaczy ze jest ukladem majacym jakas$ topologie ktéra nie podlega
zmianom w czasie. Przyjmuje sie tu ze na kosc¢ dziata jaki§ uklad sit me-
chanicznych, lub rézne ale dobrze zdefiniowane uklady sit i ko$¢ zgodnie
z wybranym kryterium jakosSci przyjmuje odpowiednia dla tych obciazen
konfiguracje. Tak wiec w najlepszym przypadku jest to jak gdyby pewien
graniczny stan, ktéry bylby osiagniety po bardzo dlugim, lub nieskoncze-
nie dlugim czasie (co zalezy od konkretnego sformutowania) gdyby na kos¢
dzialaly stale, nie zmieniajace sie w czasie obciazenia i gdyby wewnetrz-
ne warunki, jak na przyklad produkcja hormonéw odpowiedzialnych za
aktywacje komorek bioracych udzial w procesach kosciotwoérczych czy ko-
$ciogubnych, pozostawaly niezmienione. Jak doskonale wiemy zywa kosé
jest ukladem w ktérym nieustannie zachodza procesy tworzenia i resorpcji
tkanki, w ciagu roku Srednio organizm wymienia ok. 10% masy kostnej.
Dlatego zajmujac sie zagadnieniem funkcjonalnej adaptacji czy gojenia
kosci nie tylko jesteSmy zainteresowani teoretycznym stanem réwnowa-
gi biologicznej do ktorej kos¢ zdaza ale go nigdy nie osiaga ale réwniez,
a w wielu przypadkach - przede wszystkim, posrednimi stanami czyli ca-
lym procesem przebudowy jaki przebiega z uplywem czasu. Jako przykiad
mozna poda¢é sytuacje wstawienia endoprotezy i §ledzenia procesu gojenia
i adaptacji struktury kosci do nowych catkowicie zmienionych warunkéw
mechanicznych. Jak sie okazuje, nawet gdyby zalozyé¢ ze obciazenia me-
chaniczne nie ulegaja w czasie zmianom co jest bardzo wyidealizowana sy-
tuacja, to moga zaistnie¢ takie sytuacje ze ze wzgledu na réznego rodzaju
ograniczenia wytrzymato$¢ kosci z endoproteza okresowo w wyniku remo-
delowania tkanki pogorszy sie zanim nie osiagnie swej ostatecznej wyzszej
wartosci. W takiej sytuacji mogloby sie zdarzyc ze przed calkowitym za-
gojeniem koSci i osiagnieciem maksymalnej wytrzymalosci ulegtaby ona
zniszczeniu na skutek chwilowego przeciazenia. Innym waznym réwniez
z praktycznego punktu widzenia przykladem jest analiza rozwoju zmian
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osteoporotycznych w kosci gdzie celem analizy moze by¢ przyktadowo Sle-
dzenie wytrzymalosci polaczenia kosci z proteza i okreslenie ewentualnego
momentu kiedy nastapi obluzowanie endoprotezy i potrzeba re-operacji.
Na dodatek trzeba sobie zdawaé sprawe ze nigdy nie mamy do czynienia
ze stalymi w czasie obciazeniami, nawet gdy czlowiek chory lezy przez
dlugi okres czasu przykuty do 16zka. I nie chodzi tu wcale o obciazenia
dynamiczne, lecz raczej - wolno zmienne w czasie poziomy obciazen, ktore
wywoluja odpowiednie reakcje komérek odpowiedzialnych za adaptacyjna
aktywnosé tkanki.
Omawiajac podejsScie opierajace sie na zalozeniu ze kos¢ jest struktura
optymalng trzeba tu wspomnie¢ o jeszcze jednym waznym aspekcie. Cho-
dzi mianowicie o to ze przy takim sformutowaniu ciezko, lub czesto wrecz
niemozliwe jest uwzglednienie prawdziwych mechanizméw biologicznych,
ktore skladaja sie na caly proces przebudowy kosci. W zwiazku z tym obli-
czenia przy uzyciu takich modeli by¢ moze moga nieraz dostarczy¢ przybli-
zony obraz konfiguracji ko$ci w wyidealizowanej sytuacji, jednak nie na-
daja sie do badania natury proceséw remodelowania tkanki skladajacych
sie na funkcjonalna adaptacje kosci.
Istnieje rowniez otwarte pytanie czy otrzymywane rozwiazania sa opty-
malne w sensie globalnego optimum czy tez sa to lokalne optima. Réwniez
sprawa warunkow dostatecznych optymalno$ci moze mieé nieraz znacze-
nie. W wielu przypadkach do otrzymania “optymalnej” konfiguracji kosci
wykorzystuje sie jedynie warunki stacjonarnosci funkcjonatu. Te problemy
nie sa tu szczegolowo dyskutowane, gdyz dyskusja wymagataby rozpatrze-
nia konkretnych sformulowan, ktére nieraz znacznie sie miedzy soba réz-
nig za$ sformulowanie zagadnienia adaptacji ko$ci oparte na zalozeniu ze
kos$¢ reprezentuje uklad optymalny nie lezy w gléwnym nurcie tej pracy.
Tak wiec zwazywszy na to co zostalo tu wczes$niej powiedziane oba z
powszechnie stosowanych podej$é w modelowaniu funkcjonalnej adaptacji
kosci nie rozwiazuja wszystkich problemoéw i poza niewatpliwymi zaletami
posiadaja szereg znaczacych wad.

5.2 Ogodlne sformulowanie problemu

Sformulowanie bedace przedmiotem tego i nastepnych rozdzialéw jest opar-
te na hipotezie optymalnej reakcji kosci. Zawiera ono niektére elementy
charakterystyczne dla obu z metod opisanych powyzej. Jednak stosujac po-
dejscie oparte na zaproponowanej hipotezie udaje sie unikna¢ niektorych
z wad charakterystycznych zaréwno dla postulowanych modeli fenomeno-



5.2. OGOLNE SFORMULOWANIE PROBLEMU 99

logicznych jak i tych opartych na zalozeniu o optymalno$ci kosci.

Obserwujac uklady biologiczne, na przyktad kosci, nietrudno zauwazyé
ze niektore z ich cech, w przypadku kosci - ksztalt zewnetrzny i wewnetrz-
na struktura, przypominaja optymalne rozwiazania inzynierskie otrzyma-
ne przy wykorzystaniu metod optymalizacji konstrukcji. Dzieki tym obser-
wacjom utarlo sie przekonanie ze rozwigzania wypracowane przez tysiace
lat przez nature sa w jakims sensie optymalne. Oczywiscie gdy méwimy
o optymalno$ci zawsze trzeba mieé¢ na wzgledzie kryterium jakim nalezy
sie postuzy¢ twierdzac ze jaki$ uklad jest optymalny czy lepszy od innych.
Czyli jesli kto§ moéwi ze rozpatrywany biologiczny uklad jest optymalny bo
jest podobny do jakiego$ konkretnego rozwiazania inzynierskiego otrzy-
manego przy uzyciu metod optymalizacyjnych to milczaco stosuje to samo
kryterium do obu przypadkéw. Tu jednak natrafiamy na pierwszy klopot.
Poziom komplikacji uktadéw biologicznych jest nieporéwnywalnie wiek-
szy od tego co jest w stanie zaprojektowac i wytworzy¢ czlowiek. Dlatego
trudno oczekiwac ze kryteria stosowane w optymalizacji konstrukeji moga
by¢ bezposrednio przeniesione na grunt uktadéw biologicznych. Zawezajac
dyskusje do kosci, mozna sobie wyobrazié¢ ze jednym z takich kryteriow,
ktore w naturalny sposéb przychodza na mysl i moglyby postuzy¢ do oceny
jakosci kos$ci moze by¢ na przyklad jakas miara wytrzymalosci czy sztyw-
no$ci mechanicznej. Istotnie, jedna z podstawowych funkgcji kosci, jak to
bylo dyskutowane we wczesniejszych rozdzialach, jest ich funkcja mecha-
niczna polegajaca na podpieraniu i ochranianiu narzadéw wewnetrznych.
Inna wazna rola jest umozliwienie ruchu organizmowi. Ale sa jeszcze inne,
biologiczne funkcje, ktére tez sa niezbedne do prawidlowego funkcjonowa-
nia organizmu. Co wiecej, parametry definiujace mechaniczne wlasciwo-
$ci kosci moga mie¢ réwniez istotny wplyw na cechy biologiczne. Tak wiec
zdaniem autora tej pracy jak i wielu innych badaczy nie powinno sie bez-
posrednio przenosi¢ metod czy sformulowan stosowanych w optymalizacji
konstrukeji do biomechaniki kosci. Jest to jeden z powodéw ze w pracy nad
modelowaniem proceséw adaptacyjnych w kosci potrzeba czegos wiecej niz
tylko prostego “zapozyczenia” sformulowan z optymalizacji konstrukgji.

Dodatkowa, bardzo istotna sprawa jest fakt ze przebudowa i adaptacja
kosci sa procesami zachodzacymi w czasie. Co prawda zmiany odbywaja sie
bardzo wolno i aby co$ zauwazy¢ konieczne sa nieraz tygodnie czy nawet
miesigce, jednak nalezy pamietaé ze ko$¢ nie jest elementem konstrukcji
a zywym ukladem w ktérym weciaz zachodzi wiele skomplikowanych pro-
ces6w i nawet jesli makroskopowe charakterystyki sie nie zmieniaja w wi-
doczny sposéb nie jest to znakiem ze na poziomie mikro nic sie nie dzieje i
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jest to uktad “zamrozony”. Raczej jest to efekt procesow syntezy i resorpcji
ktoére, by¢ moze tylko chwilowo, sa w rownowadze. I tu zné6w dochodzimy do
wniosku ze klasyczna optymalizacja konstrukecji w omawianej sytuacji nie
wystarcza, bo powinniémy dysponowac takim narzedziem, ktore z jednej
strony umozliwi nam uwzglednienie w rozwazaniach efektéw réznej natu-
ry m.in. mechanicznych, biologicznych, chemicznych i innych a z drugie;j
strony stworzy mozliwos¢ dojs$cia do takiego opisu matematycznego w kto-
rym kos¢ jest ukladem “dynamicznym” a wiec podlegajacym ciaglym zmia-
nom. Oczywiscie méwiac o dynamicznym ukladzie nie mamy tu na mysli
dynamiki w sensie mechanicznym a raczej chcemy podkresli¢ ta istotna ce-
che ktora sprawia ze zywa kos¢ jest “fabryka” w ktorej wciaz cos sie dzieje.

Zwracajac sie z kolei w strone podejs$cia fenomenologicznego, gdzie na
podstawie badan i obserwacji klinicznych postuluje sie zwiazki matema-
tyczne wiazace wybrane bodzce z adaptacyjna reakcja kosci tez mozna od-
czuwac niedosyt. Klasyczny model fenomenologiczny to tzw. “czarna skrzyn-
ka” w ktorej nie wiemy co “siedzi” w Srodku. I nawet jesli uda sie nam
dostatecznie dobrze odwzorowac reakcje kosci na zmieniajace sie w czasie
bodzce to trudno stad wnioskowac o prawdziwych mechanizmach odpowie-
dzialnych za procesy remodelowania.

Reasumujac powyzsze rozwazania: po pierwsze - mamy przeczucie ze
topologia i ksztalt kosci maja co§ wspélnego z rozwiagzaniami optymalny-
mi, po drugie - potrzebna jest metoda prowadzaca do opisu matematycz-
nego umozliwiajacego §ledzenie w czasie zmian struktury i ksztaltu kosci,
zas po trzecie - chcemy przy modelowaniu proces6w adaptacji mie¢ mozli-
wos¢ uwzglednienia réznych efektéw, nie koniecznie tylko mechanicznych.
Taka jest wlasnie geneza sformulowania opartego na “hipotezie optymal-
nej reakcji koséci”. Jak juz wiemy ko$ci nie sg uktadami optymalnymi gdyz
na skutek zmiennych w czasie warunkéw obciazen i ograniczen biomecha-
nicznych (lub ogélniej - biofizycznych) i biochemicznych optymalna konfi-
guracja zmienia sie¢ w czasie, a poniewaz ko§¢ nie moze w okamgnieniu,
w nieskonczenie krotkim czasie zmieni¢ swej konfiguracji na aktualnie
optymalnga moze jedynie do niej podazac. Poniewaz jest bardzo wiele pa-
rametrow, ktére definiuja konfiguracje kosci, zmiany tej konfiguracji w da-
nej chwili moga by¢ realizowane na bardzo wiele sposobéw. Jesli istotnie
tak jest ze konfiguracja stara sie zblizy¢ do rozwigzania optymalnego to
by¢ moze ko$¢ robi to w najbardziej efektywny sposob, jaki jest mozliwy
w ramach istniejacych wiezéw. W tym momencie dochodzimy do hipotezy,
nazwanej przez autora hipoteza optymalnej reakcji kosci. Jezeli jesteSmy
w stanie zdefiniowaé jakis funkcjonat jakosci dzieki kté6remu mozemy oce-
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ni¢ ktora konfiguracja kosci jest lepsza a ktéra gorsza to optymalna re-
akcja powinna zapewni¢ maksymalng predko$¢ zmian (pochodna po cza-
sie) tego funkcjonalu. W sytuacji gdy zamiast funkcjonalu jakosci rozpa-
trujemy funkcjonal kosztu (a wiec tym lepszy uklad im mniejsza wartosé
funkcjonatu) optymalna reakcja bedzie zwiazana z minimalna predkoscia
tego funkcjonatu. Oczywiscie moze sie zdarzy¢ taka sytuacja ze na skutek
nalozonych ograniczen konfiguracja kosci podaza wciaz w tej samej od-
leglosci za optymalnym rozwiazaniem, lub nawet sie od niego oddala (tu
przychodzi na mys$l osteoporoza). Ale w efekcie optymalnej reakcji to po-
garszanie sie aktualnej konfiguracji kosci, zwigzane z oddalaniem sie od
optymalnego rozwigzania, bedzie najwolniejsze z mozliwych. Pogladowo,
nie uzywajac matematycznego jezyka hipoteze optymalnej reakcji mozna
wyjasni¢ nastepujaco. Przyjmujemy ze uklady biologiczne sa “leniwe” lub
“oszczedne” i reaguja w ten sposéb na zmiany warunkéw zewnetrznych i
wewnetrznych aby w ramach istniejacych ograniczen zminimalizowaé swaj
“wysitek” lub “koszt” osiagniecia zatozonego celu. A tym celem jest popra-
wa jako$ci ukladu w zmieniajacej sie z uplywem czasu sytuacji, ocenianego
zgodnie z pewnym wybranym kryterium jakosci. Ta poprawa jakosci ukla-
du w zmieniajacych sie warunkach jest wlasnie adaptacja.

Hipoteza optymalnej reakcji ma réwniez pewne uzasadnienie wynika-
jace z obserwacji ukladéw biologicznych. Przyjmuje sie zazwyczaj ze na
przestrzeni dlugiego czasu nastepuje selekcja ukladéw biologicznych i po-
zostaja te, ktore sa lepsze w aktualnie istniejacych warunkach. By¢ mo-
ze mozna raczej powiedzie¢ ze wygrywaja te, ktore najlepiej sa w stanie
dostosowa¢é sie do zmieniajacych sie warunkéw. Hipoteza optymalnej re-
akcji zapewnia ze chwilowa reakcja ukladu jest najlepsza z mozliwych w
tym sensie ze uklad reaguje tak aby w danej chwili najszybciej zwiekszaé
wartos¢ funkcjonalu jakosci lub zmniejsza¢ wartosé funkcjonalu kosztu.
Moéwiac jezykiem uzywanym w optymalizacji, uktad podaza w kierunku
najwiekszego wzrostu/spadku podobnie jak to jest w metodach gradiento-
wych.

Tak wiec wydaje sie ze chwilowa predko§é zmian kryterium wybranego
do oceny konfiguracji kosSci moze by¢ motorem zmian adaptacyjnych. Po-
minmy na razie kwestie wyboru samego kryterium, a wiec zal6zmy ze zna-
na jest funkcja kosztu (czy funkcja jakosci) stuzaca do oceny ktéra struktu-
ra kosci przy danym obciazeniu jest lepsza a ktéra gorsza. Przyjmijmy, ze
funkcja kosztu (lub jako$ci) odpowiadajaca wszystkim mozliwym struktu-
rom reprezentuje pewna przestrzenng mape na ktorej wysokosc potozenia
danego punktu odpowiada kosztowi (lub jakosci) realizacji danej struktury.
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Jednak dla innego schematu obciazen taka mapa bedzie miala odmienna
topologie, a wiec maksima i minima beda w obu przypadkach odpowiadaé
innym strukturom. Jednakze schematéw obciazen kosci jest teoretycznie
nieskonczenie wiele. Nawet gdyby wykluczy¢ te nigdy nie realizowane w
naturze oraz zdyskretyzowac przestrzen obciazen i rozpatrywac tylko poli-
czalny zbior to i tak liczba kombinacji bedzie ogromna. Tak wiec ko$é¢ aby
realizowaé proces adaptacji w najkrétszym czasie musialaby mieé jakos
zakodowane informacje o tych wszystkich mapach odpowiadajacym roéz-
nym schematom obciazen dzieki czemu moglaby wybraé¢ najlepsza droge
realizacji dojs$cia do pozadanego celu. Dodatkowo powinni$émy sobie jesz-
cze zdawaé sprawe z tego ze w przypadku gdy dopuscimy do rozwazan
zmienne w czasie obciazenia te mapy kosztu beda sie z chwili na chwile
zmieniaé zgodnie ze zmiennymi w czasie warunkami obciazen bo kazdemu
schematowi obciazen odpowiada inna mapa. Biorac to wszystko pod uwage
trudno sobie wyobrazi¢ ze kos¢ ma jakos gdzie$ zapamietane informacje o
tych wszystkich mozliwych kombinacjach i wybiera z nich najlepsza w za-
leznosci od aktualnej sytuacji. Wydaje sie raczej bardziej prawdopodobne
ze zamiast korzystac z dostepu do jakiego$ “globalnego banku danych” re-
aguje ona na informacje o aktualnym stanie tak aby w jego najblizszym
otoczeniu znalezé najlepsze z mozliwych rozwiagzanie. Jesli przyjmiemy ze
to otoczenie jest nieskonczenie mate to reakcja kosci powinna by¢ taka aby
zmaksymalizowa¢ w kazdym momencie predkos¢ zmian kryterium (czyli
redukowac z maksymalna predkoscia funkcje kosztu lub maksymalizowaé
wzrost funkcji jakosci). Takie ogélne zalozenie majace charakter globalny,
bo funkcje kosztu czy jakosci sa wyrazone przy pomocy calek po obszarze
kosci, owocuje w rezultacie lokalnym prawem remodelowania w ktérym
zmiany struktury w danym punkcie przestrzeni zaleza od aktualnego sta-
nu mechanicznego w kosci bedacego efektem aktualnych obciazen. Oczy-
wiscie takie sformulowanie ani nie gwarantuje we wszystkich mozliwych
przypadkach osiagniecia globalnego ekstremum ani nie zapewnia ze adap-
tacja do stalych w czasie obciazen bedzie zachodzila zawsze w najkrétszym
czasie. Jednakze, tak jak juz to wczesniej wspomniano dla osiagniecia tych
cel6w ko$¢ musiataby mie¢ wiedze o wszystkich mozliwych kombinacjach
struktur i obciazen, ktorych jest nieskonczenie wiele.

Poza tym przeciez koS¢ nie wie co sie stanie w przysztosci, czy i jak zmienig
sie warunki obciazenia wiec jak moglaby wiedzie¢ ze w danej chwili lepiej
tymczasowo pogorszy¢ swoja strukture i wspiaé sie pod gérke na mapie
kosztow aby tym sposobem w przyszlosci zjechac¢ w nizszy dotek i osiagnaé
globalnie optymalna strukture i to na dodatek w minimalnym czasie! Do
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tego potrzebna jest wiedza nie tylko o topologii aktualnej mapy ale i o jej
ewentualnej ewolucji w przysztosci.

7 tego rozumowania wynika ze po pierwsze - akceptujemy hipoteze ze
w ogélnym przypadku przy rozpoczynaniu procesu adaptacji z dowolnej
struktury (by¢ moze bardzo rézniacej sie od optymalnej jak na przyklad w
sytuacji obecnej po endoprotezoplastyce) uklad niekoniecznie musi adap-
towac sie do struktury globalnie optymalnej, a po drugie - ze w ogdélnym
przypadku dowolnie duzych zaburzen warunkéw obciazen (i innych wpty-
wajacych na remodelowanie) nie zawsze adaptacja i dojscie do stanu row-
nowagi biologicznej beda zachodzié w najkrétszym czasie.

To wszystko nie jest w sprzeczno$ci z obserwacja z ktorej wynika ze ukla-
dy w stanach réwnowagi biologicznej sa w poblizu optimum globalnego.
Mozna to wyjasni¢ tak. W zaleznosci od poczatkowej struktury po wypro-
wadzeniu ukladu ze stanu réwnowagi zgodnie z naszym zalozeniem dazy
on do lokalnego optimum. Uklady majace strukture zblizona do globalnie
optymalnej po wyprowadzeniu ze stanu réwnowagi, jesli zaburzenie nie
byto zbyt duze, beda ewoluowaé do lokalnego optimum ktére jest w tym
przypadku réwnoczesnie globalnym optimum (przy zalozeniu ze zaburze-
nie bylo dostatecznie mate i pozostaly one w otoczeniu punktu na mapie
kosztow reprezentujacego globalne minimum). Tak wiec poréwnujac réz-
ne uklady w stanie réwnowagi biologicznej dochodzimy do wniosku ze ich
struktury odpowiadaja punktom na mapie kosztow lezacym w dotkach od-
powiadajacym lokalnym minimom za$ niektére z nich “wpadly” do dotka
ktory jest jednoczesnie globalnym optimum. W trakcie dlugiego procesu
ewolucji te z nich, ktére reprezentuja globalnie optymalne struktury wy-
grywaly z pozostalymi dzigki czemu wiekszo$¢ ukladéw w stanie réwnowa-
g1 biologicznej reprezentuje struktury zblizone do globalnie optymalnych.
W takiej sytuacji przy dostatecznie malych zaburzeniach warunkéw obcia-
zen (i innych, na przyklad biologicznych jak zmiany chorobowe) przyjecie
hipotezy ze uklad w danej chwili reaguje tak aby “zjezdzaé¢” z najwieksza
predkoscia do lokalnego minimum nie ma znaczenia, bo to lokalne mini-
mum jest dla wiekszosci przypadkéw réwnoczes$nie globalnym minimum.

Sytuacja sie radykalnie zmienia gdy dopuscimy znaczace zaburzenia wa-
runkoéw obciazen lub innych warunkéw wplywajacych na procesy remode-
lowania. W takim przypadku mapa obrazujaca funkcje koszté6w znacznie
sie zmienia i dotychczas globalnie optymalne struktury znajda sie nagle w
tej nowej sytuacji w poblizu jakiego$ lokalnego minimum daleko od nowego
globalnego optimum. Przez to wiekszo$¢ ze struktur dotychczas zblizonych
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do globalnie optymalnych wskutek procesu adaptacji do tej nowej sytuacji
“wpadnie” w dotek odpowiadajacy lokalnemu ekstremum. Z drugiej strony
niewielka ilo§¢ struktur, ktére w poprzednich warunkach nie byly global-
nie optymalne nagle moze sie znalezé¢ po zmianie warunkéw na nowe w
poblizu nowego globalnego optimum. I wtedy dzieki adaptacji to one stang
sie globalnie optymalne. Takie rozumowanie tlumaczy réwniez dlaczego
przez dlugi okres czasu populacje sa stabilne i niewiele sie zmieniaja a po
pojawieniu sie dostatecznie duzego zaburzenia nastepuje nagle gwaltowny
skok cech danej populacji lub nawet jej wyginiecie na skutek niemoznos$ci
dostosowania sie do zupelnie nowych warunkéw otoczenia. Podobnie moz-
na wytlumaczy¢ obserwowana nieraz niemozno$¢ dojscia uktadu po choro-
bie do “normalnego” stanu.

Zasadnicza idea postepowania przy budowaniu modelu adaptacji w opar-
ciu o zaproponowana hipoteze polega na wykorzystaniu rachunku waria-
cyjnego w celu wyprowadzenia prawa remodelowania z warunku stacjo-
narno$ci pewnego funkcjonalu. Ogélny tok postepowania przy wyprowa-
dzeniu réwnan adaptacji wykorzystujacym hipoteze optymalnej reakcji ko-
$ci opiera sie na kilku zasadniczych punktach, ktére pokrétce zostana tu
omoéwione.

e Podstawowe zatozenia.
Zakladamy ze rozpatrywane efekty zachodza bardzo wolno w czasie
1 wplyw mechanicznej bezwladnosci ukladu jest pomijalnie maly zas
obciazenia przykladane do ko$ci nie sg rzeczywistymi, chwilowymi
obciazeniami a raczej ich amplitudami ktére moga wolno ewoluowac
w czasie czy tez jaka$ inng miarg poziomu obcigzen wolno zmienna
w czasie (patrz réwniez wczesniejsza dyskusja dotyczaca skal czasu
rozpatrywanych proceséw). Oczywiscie mozemy sobie wyobrazi¢ ta-
kie sytuacje kiedy kosci obciazane sa dynamicznie, np. podczas bie-
gania czy na skutek oddzialywania pracujacych maszyn. Jednak po
pierwsze - interesuja nas dlugotrwale oddzialywania, a wiec raczej
zmiany w czasie amplitudy obciazen, czy Srednich obciazen a nie ich
chwilowe skoki; po drugie - w sytuacjach w ktorych w obciazeniach
istotny wklad maja sily bezwladno$ci mozna odpowiednio zmodyfiko-
wac Srednie wartosci obciazen, lub ich amplitude tak aby w przybli-
zony sposéb uwzglednic¢ dodatkowe sity wynikajace z efektu bezwtad-
no$ci ukladu; kosci i otaczajace je tkanki miekkie sa materialami z
silnym tlumieniem (na przyklad jedna z waznych funkcji chrzastki
w stawach jest pelnienie roli “amortyzatoréw” redukujacych obcia-
zenia dynamiczne), wiec efekt sit dynamicznych jest silnie tlumio-
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ny. Prawdopodobnie wazniejsza sprawa niz obciazenia dynamiczne
jest fakt ze remodelowanie kosci jest bardziej aktywowane przez ob-
ciazenia zmienne w czasie niz przez stale. Ale nie jest to efektem
sit bezwladnosci gdyz jak wykazaly badania, o ktérych juz wspomi-
nano w poprzednich rozdzialach, do aktywacji komérek wystarcza-
ja sygnaly o bardzo niskim poziomie, nieomal na granicy mierzal-
no$ci przy pomocy wspoélczesnie dostepnych urzadzen pomiarowych
do analizy drgan. Ale uwzglednienie czestotliwosci obciazen cyklicz-
nych to raczej problem konkretnego sformulowania podczas wypro-
wadzania modelu funkcjonalnej adaptacji ko$ci 1 bez watpienia moze
by¢ zrobione z wykorzystaniem omawianej tu metody. Jednak ponie-
waz szczegoly mechanizméw rozpoznawania przez osteocyty (i byé
moze réwniez czesciowo - osteoblasty) obciazen mechanicznych i spo-
sob6w przekazywania sygnaléw pomiedzy komérkami weciaz nie sg
jeszcze do konca zbadane wiec na wiarygodne modele uwzgledniaja-
ce te efekty trzeba jeszcze poczekaé.

Zal6zmy rowniez ze przemieszczenia sa male, a wiec nie wplywaja
one w istotny sposéb na konfiguracje rozpatrywanych ukladéw jak
i na ich obciazenia. Oczywiscie gdyby$my chcieli rozpatrywacé uktad
miesniowo-szkieletowy oraz oddzialywania pomiedzy kosémi i mie-
$niami skladajacymi sie na skomplikowany mechanizm wtedy sytu-
acja bylaby zupelnie inna. Jednak w przypadku modelowania funk-
cjonalnej adaptacji kosci takie zalozenie ma podstawy bytu.
Przyjmijmy ze istnieje pewna funkcja sterowania u(x,t), ktora cha-
rakteryzuje konfiguracje rozpatrywanej kosci. Moze ona ulegaé do-
wolnym zmianom w ramach ograniczen wynikajacych z geometrii
kosci, z mechaniki i z biologii. Te zmiany w czasie i przestrzeni okre-
Slaja adaptacyjna przebudowe kosci. Funkcja ta moze dla przykla-
du reprezentowacé gestos$c lub porowatos¢ materiatu z jakiego zbudo-
wana jest kos¢, moze charakteryzowac¢ zmienno$é parametréw ma-
terialowych w przestrzeni i czasie itp.. Oczywiscie te przyklady nie
wyczerpuja wszystkich mozliwosci, ktére zaleza jedynie od inwencji
badacza formutujacego problem i szczegotéw rozpatrywanego zjawi-
ska. Ponadto funkcja ta nie musi by¢ skalarna, moze to by¢ dowolnie
liczny skonczony zbior funkcji. W niektorych sformutowaniach wy-
godniej jest zamiast funkcji stosowac zbiér parametréw zaleznych od
czasu (na przyktad w rozpatrywanym w jednym z nastepnych para-
grafé6w modelu beleczkowym jest to zbiér sztywnosci poszczegélnych
beleczek kostnych, a wiec zbiér skladajacy sie z tysiecy czy nawet
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milionéw elementéw, ich liczba zalezy od wielkosci i doktadnosci roz-
patrywanego geometrycznego modelu kosci). Celem dalszego poste-
powania jest wyprowadzenie zwigzkéw wiazacych predkosé fi(x,t) ze
zmiennymi w czasie stanami mechanicznymi kosci.

Kryterium jakosci (lub kosztu).

Aby méc poréwnywac rézne konfiguracje kosSci trzeba zdefiniowac
funkcjonat poréwnawczy G(u(x,t)) zalezny w ogélnym przypadku od
zmiennych stanu (przemieszczenia, odksztalcenia, naprezenia),
zmiennych sterowania i ich predkosci, ktére sa funkcjami czasu i
polozenia w przestrzeni fizycznej. W przypadku funkcjonatu jakosci
czym wieksza jego warto$é¢ tym ko$é bedziemy uwazac za lepsza. Je-
$li uzyjemy funkcjonatu kosztu - czym jego wartos¢ jest mniejsza tym
ko$c jest lepsza. Wybor odpowiedniego funkcjonalu poréwnawczego
jest bardzo waznym krokiem w omawianym sformutowaniu. W duzej
mierze determinuje on postaé zwiazkéw definiujacych adaptacyjna
reakcje kosci. Jednoczesénie trzeba sobie zdawaé sprawe ze wpraw-
dzie duza zaleta omawianej metody jest to ze wyprowadza sie zwiazki
adaptacyjne z warunku ekstremum pewnego funkcjonatu, lecz wybor
tego funkcjonalu zalezy od badacza i moze byé subiektywny. Jest to
stabos$é niniejszego sformulowania, ktéra réwniez posiada wczesniej
dyskutowana metoda oparta na zalozeniu ze kos¢ jest ukladem opty-
malnym. Z drugiej strony w naszym sformulowaniu ta slabo$¢ nie
jest az tak powazna jak w przypadku metody opartej na optymali-
zacji konstrukeji. Omawiane tu podejscie jest znacznie lepiej przy-
stosowane do tego aby wlaczyé¢ do rozwazan wiele réznych efektow
nie koniecznie mechanicznych miedzy innymi dlatego ze uwzglednia
zmienno$¢ w czasie, wiec nawet gdyby wybrany funkcjonal jakosci
nie w pelni opisywatl cechy, ktére chcemy wzia¢ pod uwage zawsze
mozemy poszerzy¢ nasze rozwazania formulujac odpowiednie zwiaz-
ki matematyczne i wlaczajac je jako dodatkowe ograniczenia (jest o
tym mowa ponizej, w jednym z nastepnych punktéw).

Hipoteza optymalnej reakcji kosci.

Zgodnie z ta hipoteza kosc¢ nie jest ukladem optymalnym. Jednak w
kazdej chwili, w zaleznosci od aktualnych warunkéw reaguje w opty-
malny sposéb, tak aby zmaksymalizowa¢é predkos¢ zmian funkcjona-
hu jakosci lub zminimalizowaé¢ predko$é zmian funkcjonatu kosztéw

(. ).
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e Funkcjonat celu.
Funkcjonat celu jest konsekwencja przyjetej hipotezy optymalne;j re-
akcji kosci. Zgodnie z ta hipoteza predkosci zmiennych sterowania
sa na biezaco, w kazdej chwili tak dobierane w zalezno$ci od wa-
runkéw zewnetrznych i wewnetrznych aby zminimalizowaé/zmaksy-
malizowac¢ pochodna po czasie funkcjonalu poréwnawczego G. Jak
widaé funkcjonal celu wynika bezposrednio z zalozonego funkcjona-
hu poréwnawczego. Tak wiec funkcjonal ten wraz z ograniczeniami,
o ktorych jest mowa ponizej, determinuja posta¢ warunkéw koniecz-
nych optymalnosci, z ktorych niektére moga by¢ interpretowane jako
prawo adaptacji.

e Globalne i lokalne ograniczenia.
Wybér odpowiednich ograniczen jest niezwykle waznym etapem w
calym algorytmie postepowania przy wyprowadzaniu prawa adap-
tacji. Ograniczenia nalozone na zmienne stanu, ich predkosci oraz
zmienne sterowania i ich predkos$ci wraz funkcjonalem poréwnaw-
czym decyduja o tym jakie efekty wlaczamy do budowanego modelu
funkcjonalnej adaptacji ko$ci. Mozna wyré6zni¢ dwie grupy ograni-
czen - lokalne i globalne. Globalne ograniczenia zapisujemy w postaci
catkowej 1 dotycza one calego obszaru rozpatrywanej kosci lub duzej
jego czesci. Dla przykladu - mozna tu zdefiniowa¢ warunek na zmia-
ny w czasie catlkowitej masy kosci lub jej objetosci. Oczywiscie moga
to by¢ bardziej wyrafinowane zwiazki, na przyktad mozna tu uzy¢ tak
zwanej Pi-normy aby nalozy¢ ograniczenia na maksymalne warto-
$ci miar naprezen czy odksztalcen. W przeciwienstwie do globalnych
ograniczen lokalne warunki dotycza wartos$ci lokalnych w okreslo-
nym punkcie przestrzeni. Moga one mieé rézna postac. Dopuszczal-
ne sa zaréwno réwnania algebraiczne jak i rézniczkowe. Mozna réw-
niez w postaci ograniczen lokalnych uzy¢ nieré6wnosci. Podstawowym
warunkiem jaki tu musi by¢ zachowany jest wymog aby zdefiniowa-
ne ograniczenie mozna bylo wlaczy¢ do funkcjonatu celu przy pomo-
cy mnoznikéw Lagrange’a. Jak juz wspomniano wcze$niej ten krok
podczas budowania modelu jest bardzo wazny. Wlasnie jedna z naj-
wazniejszych zalet omawianego tu podej$cia jest mozliwo$¢ uwzgled-
nienia réznorakich zjawisk i formalne wtaczenie ich do sformulowa-
nia dzieki czemu w otrzymanych zwiazkach odpowiedzialnych za ad-
aptacje tkanki pojawiaja sie odpowiednie wyrazenia okreslajace za-
leznos¢ funkceji uzytych do ich opisu z pozostalymi funkcjami i ich
wplyw na proces remodelowania. Istnieje jeszcze jeden wazny aspekt
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o ktorym warto wspomniec¢. Wiedza na temat proceséw remodelowa-
nia tkanki jest niepelna i uzupelniana w miare pojawiania sie no-
wych wynikéw wciaz prowadzonych badan. Stosujac omawiane tu
postepowanie mozna z latwoscia wzbogacaé wyprowadzone juz mo-
dele definiujac dodatkowe zwiazki matematyczne i wlaczajac je do
rozwazan przy uzyciu metody mnoznikéw Lagrange’a. Mozna to wy-
jasnié na prostym przykladzie. Zal6zmy ze interesuje nas modelowa-
nie zjawisk przebudowy tkanki kostnej z uwzglednieniem rozwoju
osteoporozy. Jednym z miernikéw zaawansowania zmian osteoporo-
tycznych jest szybko$¢ zmian calkowitej masy kosci. Mozna wiec zde-
finiowa¢é prosty warunek w ktéorym calka po obszarze zajmowanym
przez ko$¢ z pochodnej po czasie gestoSci materialu z ktérego jest
zbudowana ko$¢, a wiec pochodna po czasie catkowitej masy kosci
jest rowna pewnej funkcji czasu. W najprostszym przypadku ta nie-
znana funkcja czasu moze byé¢ dobrana na podstawie statystycznych
badan klinicznych - w przyblizeniu wiadomo jak sie zmienia Srednia
masa kosci wraz z wiekiem pacjenta (patrz réwniez rozdzial dotycza-
cy modelowania efektéw spowodowanych osteoporoza). W ten sposéb
wyprowadzone zwiazki remodelowania beda uwzgledniaé zmiennos¢
w czasie calkowitej masy kosci i zmiany mikrostruktury kosci beda
tak przebiega¢ aby calkowita masa zmieniala sie zgodnie z zalozona
funkcja. Taki opis osteoporozy jest bardzo niedokladny gdyz uwzgled-
nia jedynie usredniong statystycznie sytuacje i nie bierze pod uwage
specyficznych czynnikéw charakterystycznych dla konkretnego pa-
cjenta. Jednak w miare poglebiania naszej wiedzy na ten temat moze
sie okazac ze bedziemy w stanie opisaé przy pomocy matematycznych
zwiazkow szybko$¢ produkeji hormonéw odpowiedzialnych za aktyw-
no$¢ komorek kosciotworczych i kosciogubnych w zaleznos$ci od wie-
ku pacjenta i lekéw przez niego przyjmowanych. Oraz ze znajdziemy
zwiazki definiujace zalezno$é pomiedzy stezeniem hormonu a aktyw-
no$cia komoérek. Wtedy bedziemy mogli uzyé zamiast zatozonej na
podstawie badan statystycznych funkcji zmian catkowitej masy ko-
$ci pewna niewiadoma funkcje, ktéra bedzie powiazana przy pomo-
cy rownan czy nieréwnosci matematycznych z produkcja hormonu i
aktywnoscig komoérek. Wiaczajac do naszego modelu te dodatkowe
zwiazki przy pomocy mnoznikéw Lagrange’a bedziemy mogli wypro-
wadzi¢ udoskonalone prawo remodelowania uwzgledniajace efekty
biologiczne.
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e Prawo adaptacji.

Gdy juz jest zdefiniowany komplet ograniczen oraz funkcjonat poréw-
nawczy, budujemy rozszerzony funkcjonal celu przez dolaczenie do
pierwotnego funkcjonalu celu, otrzymanego przez zrézniczkowanie
po czasie funkcjonalu poréwnawczego, wszystkich ograniczen przy
pomocy mnoznikéw Lagrange’a. Otrzymany w ten sposéb Lagrange-
an (rozszerzony funkcjonal celu) zgodnie z hipoteza optymalnej re-
akcji powinien osiagna¢ minimum (lub maksimum - w zaleznosci od
sformutowania). Naszym celem jest wiec okreslenie dla kazdej chwili
takich wartosci predkosci funkcji sterowania ktore zapewniaja mak-
symalna/minimalna warto$é funkcjonatu celu. Aby otrzymac komplet
warunkow niezbednych do zapewnienia maksimum/minimum funk-
cjonatu trzeba wyprowadzi¢ konieczne i dostateczne warunki opty-
malnosci gdyz w ogélnym przypadku nie mamy gwarancji ze warun-
ki konieczne, ktére zapewniaja jedynie ekstremum funkcjonatu, wy-
starcza réwniez aby funkcjonal osiagnal maksimum (lub minimum).
Niektore z warunkow koniecznych moga byé interpretowane jako po-
szukiwane prawo adaptacji (model adaptacji kosci). Nalezy podkre-
§li¢ ze w przypadku dowolnego funkcjonatu celu zaleznego od funkcji
stanu, funkcji sterowania oraz ich predkosci czesé z koniecznych wa-
runkéw optymalno$ci moze by¢ interpretowana jako ré6wnania stanu
i warunki brzegowe dla pewnego fikcyjnego uktadu zwanego ukiadem
sprzezonym. Ten uklad sprzezony jest podobny do rozpatrywanej ko-
Sci (tzw. ukladu podstawowego) lecz jest inaczej obciazony i moga sie
w nim pojawi¢ poczatkowe odksztalcenia, naprezenia i sily masowe
wynikajace z postaci funkcjonalu celu i zastosowanych ograniczen.
Zmienne stanu ukladu sprzezonego sa proporcjonalne do niektérych
z mnoznikéw Lagrange’a. Pojecie uktadéw sprzezonych i ich interpre-
tacja sa znane w teorii optymalizacji konstrukcji. Zazwyczaj jednak
staramy sie tak sformulowaé zadanie aby mie¢ do czynienia z tak
zwanym ukladem samosprzezonym, to znaczy takim w ktérym uktad
sprzezony pokrywa sie z ukladem podstawowym. Dyskusja na ten
temat znajduje sie rowniez w dalszych czesciach tego rozdziatu.

Aby przesledzic¢ tok postepowania przy wyprowadzeniu prawa adapta-
cji z wykorzystaniem hipotezy optymalnej reakcji wprowadzimy notacje
ulatwiajaca dalsze rozwazania. Zalézmy ze rozwazamy ewolucje niejedno-
rodnego, anizotropowego materiatu zachodzaca dzigki adaptacji kosci. Ad-
aptacja ta jest reakcja na zmieniajace sie w czasie warunki mechaniczne
(i ew. biologiczne). Lokalne zmiany struktury tkanki obserwowane w skali
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mikro pociagaja za soba odpowiednie zmiany usrednionych wartosci para-
metréw materialowych rozwazanego materialu w skali makro. Oznaczmy
przez C(u) - tensor stalych materialowych usrednionego materiatu rozwa-
zanego w skali makro gdzie u(x,t) reprezentuje “funkcje kontrolna” kto-
ra determinuje skladowe tensora C(u) zas jej interpretacja jest szerzej
omowiona w dalszej czesSci tekstu. Zmienna x okres§la polozenie punktu w
przestrzeni za$ t oznacza czas. Nalezy pamietac ze zgodnie z poprzednimi
uwagami t jest traktowane jako parametr poniewaz rozpatrujemy jedynie
wolne zmiany w czasie i efekty inercyjne mozna w analizie pominac.

Naturalnie skladowe tensora C(u) dla usrednionego materialu zale-
za od mikrostruktury tkanki kostnej i przyjetej metody usredniania czy
homogenizacji. W tej pracy nie zajmujemy sie metodami homogenizacji
gdyz naszym celem jest podanie ogélnego “przepisu” na wyprowadzenie
prawa adaptacji wynikajace z hipotezy optymalnej reakcji. Zas w szcze-
g6lnych sytuacjach mozna w zaleznosci od potrzeb uzy¢ takiej czy innej
metody pozwalajacej na powiazanie mikrostruktury tkanki z jej usred-
nionymi charakterystykami mechanicznymi. Co wiecej w wielu sytuacjach
bardziej anizeli adaptacja mikrostruktury interesuje nas ewolucja wytrzy-
matosci kosci, a wiec zmiany parametréw materialowych charakteryzuja-
cych uéredniony material. Dla ustalenia uwagi skupimy sie w tym frag-
mencie pracy na analizie zmian w czasie skladowych tensora C. A zatem
mogliby$my powiedzieé¢ ze w ogélnym przypadku naszym celem jest wypro-
wadzenie zwiazkow, opisujacych ewolucje w czasie (adaptacje) sktadowych
tensora C pod dzialaniem zmiennych warunkéw obciazenia i ewentual-
nie zmiennych warunkéw biochemicznych. Jednak nieraz zamiast rozpa-
trywac bezposrednio zmiany skladowych tensora C wygodniej jest Sledzié
adaptacje jaki$ innych funkcji tatwiejszych do interpretacji, ktore w jed-
noznaczny sposob definiuja tensor C. Przyjmijmy dla ogélnosci ze sktado-
we tensora C zaleza od pewnych nieznanych funkcji kontrolnych p;(x,t).
W szczegélnym przypadku poszczegélne funkcje p;(x,t) moga odpowied-
nio reprezentowaé skltadowe tensora C opisujacego anizotropowy materiat
niejednorodny. W sytuacji gdyby przedmiotem badan byly zmiany mikro-
struktury tkanki funkcje y;(x, t) moglyby opisywac cechy charakteryzujace
mikrostrukture jak na przyklad gesto$c¢, wymiary i orientacje porow.

Powyzej wspomniano o ogélnym przypadku gdy makroskopowo rozpa-
trywany budulec koéci - tkanka kostna jest traktowany jako anizotropowy
material niejednorodny. Na drugim biegunie znajduje sie przypadek naj-
bardziej uproszczony - tkanka jako material niejednorodny izotropowy. W
takiej sytuacji za funkcje sterowania p(x,t) mozna przyja¢ na przyklad
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rozklad gestosci materialu p(x,t). Wtedy jednak potrzebny jest zwiazek
wiazacy gestos¢ p(x, t) z parametrami materialowymi np. z modutem Youn-
ga E(x,t) i liczba Poissona v(x,t). W licznych pracach poswieconych mo-
delowaniu funkcjonalnej adaptacji kos$ci zaklada sie ze zmienno$é liczby
Poissona jest pomijalnie mala i przyjmuje sie ze wspétczynnik v jest staty i
niezalezny od polozenia i czasu zas zwiazek pomiedzy gesto$cia materialu
i modutem Younga wyraza sie przy pomocy funkcji potegowej,

E(x,t) = Ap7(x,1) (5.1)

gdzie A i~ sa stalymi parametrami, patrz np. Currey 1988 [54], Rice et al.
[167], Carter i Hayes 1977b [29]. Mozna réwniez postapi¢ odwrotnie - za
niezalezna funkcje sterowania u(x, t) przyja¢ modut Younga F(x,t). Wtedy
gestos¢ materialu bedzie konsekwencja zmiennego w czasie i przestrzeni
modulu F. To drugie podejscie jest wygodniejsze gdyz do analizy adap-
tacyjnego procesu nie jest konieczny zwiazek pomiedzy E i p, ktory jest
krytykowany przez niektorych autoréw. Z prawa adaptacji wynika wtedy
ewolucja modulu Younga, zas gestos¢ materiatu, jesli jest potrzebna z ja-
ki§ wzgledow, moze by¢ policzona przy uzyciu réwnania (5.1) lub innego
odpowiedniejszego w danym przypadku zwiazku.

Powracajac do gléwnego zagadnienia, ktéremu po$wiecony jest ten pod-
rozdzial, a wiec do ogélnych rozwazan prowadzacych do wyprowadzenia
prawa remodelowania skupimy sie na przypadku adaptacji materiatu ani-
zotropowego i niejednorodnego. Jednak dla uproszczenia i skrécenia obli-
czen zalozymy ze sktadowe tensora C zaleza tylko od jednej funkcji stero-
wania pu(x, t). Nie ogranicza to ogélnosci rozwazan, gdyz w przypadku gdy
tych funkgji jest wiecej mozna wyprowadzi¢ analogiczne zwiazki dla pozo-
stalych p;(x,t).

Naszym zadaniem jest wyprowadzenie zwiazkéw opisujacych ewolucje li-
nebreak tkanki kostnej bedaca efektem zmiennych w czasie warunkéw ze-
wnetrznych takich jak na przyklad mechaniczne obciazenia i ewentual-
nie zmiennych warunkéw biochemicznych. Ta ewolucja tkanki wyraza sie
przez zmiany wartosci nie znanej na razie funkgcji sterowania pu(x,t), kto-
ra odzwierciedla w jaki$ sposéb, zalezny od konkretnie rozpatrywanego
sformutowania, strukture kosci czy mikrostrukture tkanki. Funkcja ste-
rowania jest wiec ogniwem laczacym strukture kosci z wlasnoSciami me-
chanicznymi materiatu z ktérego jest ona zbudowana. Czyli innymi stowy,
zakladamy ze znane sa zwiazki pomiedzy wielkoS$ciami charakteryzujacy-
mi strukture kosci lub tkanki a funkcja 1.(x, t) oraz ze wiemy jak skltadowe
tensora C zaleza od u(x,t) natomiast poszukujemy zwiazkéw, ktére okre-
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Slaja zmiennos§¢ w czasie i przestrzeni funkcji sterowania u(x,t), a wiec
prawa remodelowania.

Rozpatrzmy cialo zajmujace obszar {2 ograniczony powierzchnia T,
patrz Rys. 5.1. Na czesci I'" tej powierzchni sa zdefiniowane warunki na

/)]

\

Rys. 5.1: Schemat ciala zajmujacego obszar (), z warunkami kinematycz-
nymi i statycznymi zdefiniowanymi odpowiednio na powierzchniach I'* i
I,

obcigzenia zewnetrzne T zas na czesci I'* warunki na przemieszczenia uy.
Przyjmiemy dla ogdlnosci ze w obszarze ) na cialo moga dziata¢ sity obje-
tosciowe b. Zalozymy réwniez ze material z ktérego zbudowane jest cialo
speilnia prawo Hooka a jego wlasnosci mechaniczne sa opisane przy po-
mocy tensora C, ktérego sktadowe nie sa stale jak w przypadku klasycznej
liniowej sprezystosci lecz zaleza w znany sposéb od pewnej nieznanej funk-
cji sterowania p(x,t). A zatem funkcja sterowania z jednej strony ma od-
zwierciedla¢ mikrostrukture tkanki czy topologie kosci za$ z drugiej strony
w jednoznaczny sposob determinuje wartosci sktadowych tensora C.
Przyjmijmy ze U, VW iV reprezentuja odpowiednio zbiér kinematycznie do-
puszczalnych pél przemieszczen u(x,t), zbiér kinematycznie dopuszczal-
nych wariacji p6l przemieszczen du(x,t) oraz zbiér kinematycznie dopusz-
czalnych wariacji pochodnych po czasie p6l przemieszczen du(x, t). Dla wy-
gody wprowadzimy réwniez nastepujace definicje,
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a(u,v) :/ CVu - Vvd), (5.2)
Q
d(u,v) = / CVu - VvdQ, (5.3)
Q
I(v) :/ b - vdQ + T - vdl, (5.4)
Q I'r
z’(v)_/B-de+ T . vdrl. (5.5)
Q I'r

W powyzszych definicjach i dalszych rozwazaniach wykorzystano nastepu-
jace oznaczenia,

o=, (5.6)
dp

b= abé’;’ t) (5.7)

- aTgt" H (5.8)

- 8”5;;’ 28 (5.9)

oraz v oznacza dowolna kinematycznie dopuszczalng funkcje przemiesz-
czen.

Wykorzystujac wprowadzona powyzej notacje mozemy wyrazi¢ energie po-
tencjalng II(u) rozpatrywanego uktadu w nastepujacej postaci,

1
II(u) = 3 a(u,u) —Il(u), uvuel, (5.10)
zas jej pochodna po czasie mozna zapisac jako,
. m 1
[I(u,u) = Cth = §a/(u, u) + a(u,0) —l(1) — I'(u), (5.11)

gdyz 3 [, CVi-VudQ+ 3 [, CVu-VidQ = [, CVu- Vud(). Nietrudno jest
sprawdzic¢ ze dla niezaleznych od siebie wariacji funkcji u i u sa spelnione
warunki stacjonarno$ci funkcjonatu (5.11).

Sall(w, ) =0,  &,I1(u, 1) = 0. (5.12)
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Aby sie o tym przekonac policzymy odpowiednia wariacje rozpatrywanego
funkcjonatu czyli energii potencjalnej zrézniczkowanej po czasie i przyrow-
namy ja do zera.

SII(u, 1) = 0gII(u, 1) + 0uII(u, 1) =
a(u,ou) —I(6u) + (5.13)
a'(u,0u) +a(,0u) —'(du) =0 VéueV VéueWw.

Jak sie za chwile okaze powyzszy warunek moze by¢ traktowany jako
stabe sformutowanie problemu analizy. Majac na uwadze wprowadzone
wczesniej oznaczenia, z warunkéw stacjonarnosci funkcjonatu otrzymuje-
my dla dowolnych kinematycznie dopuszczalnych wariacji du i du naste-
pujace rownania, ktore sa niczym innym jak tylko rownaniem réwnowagi
oraz zrézniczkowanym po czasie réwnaniem réwnowagi.

a(u,60) — [(fa) =0 Veu eV, (5.14)
a'(u,6u) + a(,du) —'(bu) =0 VéueWw. (5.15)

Musimy tu pamieta¢ ze nie mamy do czynienia z klasycznym zadaniem
gdyz parametry charakteryzujace wlasno$ci mechaniczne materiatu ule-
gaja na skutek proceséw adaptacji zmianom w czasie. Tak wiec pierwsze
z réwnan jest odpowiedzialne za réwnowage rozpatrywanego uktadu, zas
drugie wiaze predko$ci zmian pél przemieszczen z ewolucja w czasie sta-
lych materiatlowych. Trzeba tu réwniez podkresli¢ ze obciazenia mecha-
niczne oddzialujace na uklad moga réwniez ulega¢ powolnym zmianom w
czasie. A zatem ten zapis przypomina sformulowanie przyrostowe nieraz
stosowane w mechanice nieliniowe;j.

Aby wykorzysta¢ hipoteze optymalnej reakcji koSci musimy zapropo-
nowa¢ funkcjonal poréwnawczy, ktéry postuzy do poréwnywania i oceny
réznych konfiguracji rozpatrywanego uktadu (kosci).

G:/SmMMQ (5.16)
Q

Na razie dla ogélnosci rozwazan nie definiujemy jakiej$ konkretnej postaci
funkcji S(u, ). Bedzie to zrobione w dalszych czeSciach pracy przy okazji
wyprowadzania szczegélnych modeli adaptacji kosci. Zgodnie z ogélna filo-
zofia postepowania nakreslona poprzednio funkcjonal kosztu jest definio-
wany jako pochodna po czasie funkcjonalu poréwnawczego. (rozpatrujemy
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tu przypadek gdy obszar () nie ulega zmianom w czasie),
dG :
U= = Q. 1
a /Q $d (5.17)

Mozna teraz przejs¢ do sformutowania problemu optymalizacji. Bedziemy
poszukiwaé ekstremum funkcjonatu,

min ¥ (u, 0, i) (5.18)
I

przy dodatkowych warunkach lokalnych i globalnych natozonych na funk-
cje kontrolne oraz na zmienne stanu,

a(u,é0) —(f0) =0 VéueV, (5.19)
a/(u,6u) + a(i, 0u) — I'(du) =0 VYéu eWw, (5.20)
/ hi(u(x,1))dQ — Ai(t) =0 i=1...N,, (5.21)

' gi(a(x,t)) >0 i=1...N;, (5.22)

gdzie wprowadzono nastepujaca notacje: g;(.) i h;(.) - lokalne i globalne
ograniczenia nalozone na funkcje kontrolne /. Funkcja A; jest zadana
funkcja czasu, N; i N, reprezentuja odpowiednio liczbe ograniczen lokal-
nych i globalnych. Dla zachowania ogélnosci rozwazan nie definiuje sie tu
szczegdlnych postaci funkgcji g;(.) i h;(.). Przyklady konkretnych ograniczen
pokazano w dalszej czesci pracy przy okazji wyprowadzania szczegélnych
modeli adaptacyjnej przebudowy kosci.

Zbudujmy rozszerzony funkcjonatl celu przy uzyciu mnoznikéw Lagran-
gea A1, Ao, p;, i, 1 tzw. zmiennych “slack variables” a;:

- a ..a - .
‘C(ua u, Uy, Uy, W, P4, 1, ai) -

=V (u7 1.17 M) - a(u, ug) + l(u%) - a/(u7 u(ll) - a(ﬁ7 u(ll) + l/(ucll)

Ng
+ ;m(t) [/ﬂ hi(ju(x,1))dQ — Ay(t)

N
(X ((x, 1)) — a2 (x
+;/Qm( 1) [gi(u(x, 1)) — 0 (x,1)] dO

(5.23)
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Aby wlaczy¢ do funkcjonalu ograniczenia nieréwnosciowe (5.22) wykorzy-
stano znang z optymalizacji konstrukcji metode zamiany ograniczen nie-
réwnosciowych na réwnosciowe przy uzyciu dodatkowych nieznanych
funkcji «; zwanych “slack variables”. W ten spos6éb zamiast zwiazkéw
(5.22) mozna napisaé, g;(ji(x,t)) = a?(x,t). Wtedy przy liczeniu waria-
¢ji funkcjonatu (5.23) zmienne «; traktuje sie jako niezalezne dzigki czemu
mozna otrzymac brakujace zwiazki pozwalajace wyznaczy¢ nieznane funk-
cje.

Dodatkowe funkcje uf(x,t) i uj(x,t) sa zdefiniowane przy uzyciu mnoz-
nikéw Lagrange \; i \o. Reprezentuja one zmienne stanu tak zwanego
uktadu sprzezonego.

ul = —M\ou,  ul = — A6t (5.24)

7 teorii optymalizacji konstrukcji wiadomo ze uklad sprzezony jest pew-
nym fikcyjnym ukladem, podobnym do ukladu podstawowego (czyli ana-
lizowanego, w omawianym przypadku - jest to analizowana koS¢ czy jej
cze$e), lecz jest inaczej obciazony i to obciazenie zalezy od postaci funk-
cjonalu celu oraz ograniczen, patrz na przyklad Lekszycki i Mréz [122],
Lekszycki [113], Haftka et al [77].

Zgodnie z algorytmem przedstawionym wczesniej w tym rozdziale aby
wyprowadzié¢ zwiazki opisujace proces adaptacji adekwatny do rozpatry-
wanego modelu nalezy policzy¢ pierwsza wariacje rozszerzonego funkcjo-
nalu wzgledem wszystkich zmiennych niezaleznych i przyréwnac ja do ze-
ra. Jest to warunek konieczny ekstremum. Niektore z otrzymanych w ten
spos6b zwiazkow moga byc¢ wlasnie interpretowane jako prawo adaptacji.
W ogélnym przypadku dla zapewnienia minimum funkcjonatu nalezaloby
jeszcze rozpatrzy¢é warunki dostateczne. Jednak czesto, dla szczegélnych
postaci funkcjonalu poréwnawczego rozpatrywany funkcjonat jest wypu-
kly i mozna ograniczy¢ sie do warunkéw koniecznych. W dalszej czesci
tego rozdzialu oméwiono przyklady konkretnych modeli adaptacji i tam
wyprowadzone zostaly szczegélowo wariacje funkcjonatu celu i odpowied-
nie prawa adaptacji aby zilustrowac zastosowanie w praktyce zapropono-
wanej tu metody konstruowania modeli adaptacji ko$ci. W tym miejscu
nie przytoczono szczegétowych obliczen niezbednych przy wyprowadzeniu
koniecznych warunkéw ekstremum gdyz istotnym i ciekawym aspektem
otrzymanych zwiazkoéw jest ich interpretacja, za§ w omawianym tu ogdl-
nym przypadku, gdy nie zdefiniowano jeszcze konkretnych postaci funkcji
wystepujacych w funkcjonale celu i ograniczeniach taka interpretacja nie
jest mozliwa. W dalszych czeSciach pracy, szczegélnie przy wyprowadzaniu
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zwiazkow charakteryzujacych poszczegolne wybrane przykladowo modele
adaptacji, jak i w rozdziale na temat relacji pomiedzy postulowanymi mo-
delami fenomenologicznymi, modelami opartymi za zalozeniu optymalno-
$ci kosci oraz modelami wyprowadzonymi przy uzyciu zaproponowanej tu
metody wykorzystujacej hipoteze optymalnej reakcji ko$ci zamieszczono
szereg uwag na temat interpretacji wyprowadzanych zwiazkéw matema-
tycznych charakteryzujacych otrzymywane modele funkcjonalnej adapta-
cji.

Komentarz:

W ogélnym przypadku dowolnego funkcjonalu poré6wnawczego pojawia sie
dodatkowy uklad zwany ukladem sprzezonym. Jest on reprezentowany
przez zmienne stanu i ich predkosci proporcjonalne odpowiednio do ki-
nematycznie dopuszczalnych wariacji predkosci zmiennych stanu i kine-
matycznie dopuszczalnych wariacji zmiennych stanu uktadu podstawowe-
go, patrz réwn. (5.24). Wynika stad koniecznos¢ rozwiazania dodatkowe-
go problemu, to znaczy analizy ukladu sprzezonego gdyz prawo adaptacji
wynikajace z warunku stacjonarnosci rozszerzonego funkcjonatu celu jest
wyrazone przez zmienne opisujace oba uklady, podstawowy i sprzezony.
W wielu praktycznych sytuacjach zagadnienie sie upraszcza. Za przyktad
moze postuzy¢ problem w ktérym za funkcjonal poréwnawczy przyjmuje
sie globalng miare sztywnosci wyrazona przez energie potencjalna ukladu.
Wtedy, gdy dodatkowo sformutowane ograniczenia o ktérych byla wcze-
Sniej mowa nie zaleza bezposrednio od zmiennych stanu i ich predkosci
otrzymujemy zadanie wypukte i uklad sprzezony jest taki sam jak podsta-
wowy. Dzieki temu nie tylko nie jest konieczna dodatkowa analiza ukladu
sprzezonego, ale réwniez do zapewnienia maksimum funkcjonatu celu wy-
starcza spelnié warunki konieczne istnienia ekstremum.

5.3 Przyklady wykorzystania hipotezy optymal-
nej reakcji do wyprowadzenia szczegdélnych
modeli adaptacji kosci

Ogo6lny tok postepowania przedstawiony w poprzedniej czesci moze byé
zastosowany do wyprowadzenia szczegélnych zwiazkow remodelowania.
Podstawowe elementy sformulowania sa zawsze takie same jednak w za-
leznosci od tego jakie efekty chcemy badac i do czego ma postuzyé poszu-
kiwany model puste ramy wypelniamy rézna trescia. Oczywiscie, jak juz
to byto dyskutowane w wielu miejscach w poprzednich rozdzialach, nie ist-
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nieje i nie moze istniec jaki$ ogélny model rozpatrywanego zjawiska, kto-
ry by zaspokajal wszystkie potrzeby i spelnial dowolne wymagania. Jest
to z jednej strony zwiagzane z faktem ze biologiczne uklady i zachodzace
tam procesy sa zazwyczaj niezwykle zlozone - stopien komplikacji ukla-
déw stworzonych przez nature wielokrotnie przewyzsza to z czym sie sty-
kamy rozpatrujac konstrukcje inzynierskie zaprojektowane i wytworzone
przez czlowieka. Z drugiej strony mimo gwaltownego rozwoju technik eks-
perymentalnych, nauk teoretycznych, metod komputerowych i technologii
wciaz dysponujemy bardzo ograniczonymi §rodkami w badaniach zwiaza-
nych z modelowaniem ukladéw biologicznych. Sytuacje pogarszaja réw-
niez ograniczenia natury etycznej, miedzy innymi ograniczone mozliwosci
przeprowadzania eksperymentéw na zywych organizmach a szczegdlnie
na ludziach. Majac §wiadomo$¢ tych wszystkich ograniczen musimy zado-
wolic sie na razie szczegélnymi modelami, ktére z jednej strony sa bardzo
uproszczonymi przyblizeniami rozpatrywanych zjawisk a z drugiej strony
sa przewidziane do badania czy obrazowania jedynie wybranych, szczegdl-
nych efektow. Jest wiec niezwykle wazne aby umiejetnie wyluskac sposréod
procesow i parametrow wplywajacych na badane zjawisko tylko te naj-
istotniejsze w rozpatrywanej sytuacji zdajac sobie sprawe z konsekwencji
takiego postepowania.

W dalszych czeSciach tego rozdzialu sa oméwione przyklady zastoso-
wania hipotezy optymalnej reakcji a wyprowadzone w ten sposéb wybrane
modele funkcjonalnej adaptacji kosci w zalezno$ci od przyjetych zatozen
moga mie¢ rézne zastosowania. Wykorzystanie prezentowanego tu podej-
$cia opartego na wprowadzonej hipotezie optymalnej reakcji kosci nie ogra-
nicza sie oczywiscie do wyprowadzenia modeli, ktére sg dyskutowane w tej
pracy. Jednoczes$nie nalezy zdawac sobie sprawe z tego ze przykladowe mo-
dele tu dyskutowane nie reprezentuja zamknietych ostatecznych wynikéw
- jedna z waznych zalet zaproponowanego podejscia bedacego przewodnim
tematem tej pracy jest to, ze wyprowadzone matematyczne modele mozna
rozszerzac wlaczajac dodatkowe elementy w miare otrzymywania nowych
wynikéw badan biomedycznych i coraz lepszego rozumienia badanych zja-
wisk. Jak przed chwila wspomniano zwiazki modelujace procesy funkcjo-
nalnej adaptacji kosci moga sie znacznie od siebie r6zni¢ w zaleznosci od
tego gdzie i do czego maja byé uzyte. Gdy na przyklad musimy przepro-
wadzi¢ analize wspélpracy endoprotezy z koscia aby oszacowaé wytrzy-
mato$é polaczenia pomiedzy koscia a implantem oraz degradacje tkanki
W miare rozwoju zmian osteoporotycznych model, ktéry bedzie potrzebny
do obliczen nie koniecznie musi dostarcza¢ nam szczegélowe informacje
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na temat mikro-struktury tkanki i jej zmian w czasie. Takie obliczenia,
zwigzane z analiza topologii beleczek kostnych w trzech wymiarach w ca-
lej kosci zazwyczaj wymagaja olbrzymich mocy obliczeniowych. Z drugiej
strony bedziemy zainteresowani w tym przypadku modelem, ktéry umoz-
liwi nam szybka przyblizona analize calej kosSci z endoproteza, i ewolucji
mechanicznej wytrzymatosci badanego uktadu w czasie, co jest szczegélnie
wazne w przypadku koniecznos$ci wielokrotnego powtarzania obliczen, na
przyklad podczas rozwiazywania zadania optymalnego projektowania en-
doprotezy przy uwzglednieniu proceséw gojenia i adaptacji kosci i rozwoju
zmian osteoporotycznych. W innym przypadku, gdy na przyklad zainte-
resowani jesteSmy wplywem mikrostruktury powierzchni implantu i jego
wspoélpracy z tkanka oraz procesem réznicowania tkanki na powierzch-
ni implantu co jest zwiazane w duzym stopniu z lokalnymi efektami me-
chanicznymi na granicy ko$é¢-implant model, ktérego potrzebujemy musi
opisywacé szczegétowo zjawisko réznicowania sie tkanki i rozwoju jej mi-
krostruktury w zaleznosci od réznych warunkéw otoczenia. Kiedy indziej
nasze badania moga by¢ zwigzane z pytaniem jak na lokalne zmiany poro-
watosci tkanki gabczastej wplywaja takie procesy jak zaburzenia produk-
¢ji hormonéw w okresie po menopauzie i jakie sa mechanizmy powodujace
oslabienie aktywnos$ci kosciotworczej osteoblastéw i przewadze dziatalno-
$ci kos$ciogubnej osteoklastow. I jak poprzez zastosowanie odpowiednich
obciazen mechanicznych oraz $rodkéw farmakologicznych mozna proces
rozwoju osteoporozy spowolnic i czy to jest mozliwe? W takim przypad-
ku bedziemy oczywiscie potrzebowaé modelu, ktéry uwzglednia oddziaty-
wania pomiedzy wyspecjalizowanymi komérkami i wplyw réznych czynni-
kow biologicznych i mechanicznych na ich aktywnos$é. Tych kilka przyto-
czonych tu przykladéw oczywiscie nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci.
Chodzilo tu autorowi jedynie o to aby pokazac ze z jednej strony zapo-
trzebowanie na rézne modele opisujace procesy adaptacji kosci jest bardzo
duze i potrzebne sa réznorodne modele. Z drugiej strony chodzilo o to aby
podkresli¢ wielokrotnie juz wspominany w tej pracy fakt, ze ze wzgledu
na duza og6lnos¢ zaproponowanego postepowania opartego na wykorzysta-
niu hipotezy optymalnej reakcji ko$ci mozna, jesli tylko mamy dostateczna
wiedze o procesach ktore nas interesuja, wyprowadzac dowolna liczbe roz-
nych praw remodelowania przydatnych w szczegélnych sytuacjach.

We wszystkich przypadkach ogélny tok postepowania przedstawiony
poprzednio jest jednakowy. Nalezy sformutowac funkcjonal poréwnaweczy,
ktory stuzy do poré6wnywania réznych konfiguracji kosci. Istotnym elemen-
tem jest tu decyzja jakie parametry czy funkcje ulegajace w efekcie ad-
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aptacji zmianom w czasie beda wybrane za zmienne sterowania odpowie-
dzialne za konfiguracje kos$ci. Matematyczna postaé wybranego funkcjona-
hu ma oczywiscie zasadnicze znaczenie dla przyszlej postaci wyprowadzo-
nych zwiazkéw remodelowania. Przy wyborze funkcjonalu poré6wnawczego
dobrze jest postuzy¢ sie informacjami dostepnymi z obserwacji klinicznych
i badan eksperymentalnych. Jest to delikatny moment w calym toku po-
stepowania i1 poniewaz ten wybor jest dokonywany arbitralnie przez ba-
dacza wyprowadzajacego dany model, musi by¢ zrobiony z duza rozwaga
i zachowaniem zdrowego rozsadku. W omawianych dalej przyktadowych
modelach zazwyczaj za funkcjonal poréwnawcezy jest przyjmowana global-
na miara sztywnosci lub globalna miara podatnosci kosci. Z jednej strony
takie zalozenie ma pewne uzasadnienie, gdyz jak wynika z obserwacji kosé
ma strukture zapewniajaca duza sztywnosé i wytrzymatosé (co oczywiscie
nie koniecznie musi by¢ ré6wnowazne jedno drugiemu). Z drugiej strony
przyjecie takiego funkcjonaltu jakosci pociaga za soba mozliwo§é mecha-
nicznej interpretacji otrzymanych wynikéw, co jak sie wydaje jest dodatko-
wa zaleta i byé moze argumentem przemawiajacym za tym ze taki wybor
ma sens. Nastepnym krokiem jest przyjecie hipotezy optymalnej reakcji
kosci i zgodnie z nig okreslenie funkcjonatu celu (funkcjonatu jakosci lub
funkcjonatu kosztow), ktory jest reprezentowany przez pochodna po czasie
funkcjonatu poréwnawczego. Dalszym, niezwykle waznym etapem poste-
powania jest zdefiniowanie wlasciwych ograniczen Wybrane ograniczenia
zaleza od tego jakie procesy czy zjawiska chcemy uwzgledni¢ w naszym
modelu. Wielka zaleta omawianego tu podejscia jest to ze jesli tylko jeste-
$my w stanie przedstawié za pomoca zwiazkéw matematycznych interesu-
jace nas efekty czy to natury mechanicznej czy biochemicznej czy fizycznej
czy innej mozemy je wiaczy¢ do naszego modelu przy pomocy mnoznikéw
Lagrangea. Dzigki temu mamy ogélne narzedzie umozliwiajace rozpatry-
wanie zjawisk réznej natury oraz wlaczanie ich do modelu w miare potrze-
by i zdobywania nowej wiedzy o interesujacych nas procesach.
Przytoczone ponizej modele réznia sie znacznie pomiedzy soba, jak to
zwykle bywa charakteryzuja sie r6znymi zaletami i wadami i powinny by¢
wykorzystywane kazdy w innych sytuacjach i do innych celow.

5.3.1 Model ciagly

W szczegélnej sytuacji kiedy funkcjonal G reprezentuje globalng miare
sztywnos$ci sytuacja sie upraszcza gdyz wtedy oba uklady, podstawowy i
sprzezony sa jednakowe. Zapiszmy funkcjonal poréwnawczy i wynikajacy



5.3. PRZYKEADY WYKORZYSTANIA HIPOTEZY ... 121

z niego funkcjonat celu w postaci,

S = %CVu -Vu, (5.25)
G = / SdQ) (5.26)
Q
= = / SdQ = / (;CVu -Vu+ CVu - vu> s . (5.27)
Q Q

Zdefiniujemy teraz szczegétowo wiezy aby wyprowadzi¢ konkretne zwiazki
opisujace proces adaptacji.

a(u,501) — [(60) =0 Vou eV, (5.28)

a'(u,6u) + a(,du) —'(du) =0 Véu ew, (5.29)

ha () = / (%, 1)d — Ag(t) = 0, (5.30)
Q

ha(ji) = / 12(x,1)d — By(t) = 0, (5.31)
Q

g1, X, t) — fimax(x,1) <0, (5.32)

92(:“’ X) *,u(X t) + :umm(x t) 0 (533)

93(/1’7 X) = _IU'(X t)H(:umiH(Xa t) + 0 - /’L(Xa t)) S 07 (534)

ga(ft, x) = fu(x,t)H (p(x,t) — pmax(x,t) +6) <0, (5.35)

gdzie wprowadzono nastepujaca notacje, fimin, Mmax, fbmin, flmax - Mini-
malne 1 maksymalne wartosci funkcji 1 i odpowiednio graniczne warto-
$ci jej predkosci, Ay, Bo— globalne ograniczenie natozone na /. Te funkcje
powinny by¢ zdefiniowane na podstawie badan eksperymentalnych i ob-
serwacji klinicznych. H(.) oznacza funkcje Heavisida. 6 reprezentuje mate
otoczenie wartosci granicznych. Zgodnie z ostatnimi dwoma ograniczenia-
mi gdy warto$é funkcji i znajduje sie w poblizu p,,;, nie moze sie wiecej
zmniejszac zas gdy znajdzie sie w poblizu pmax Wtedy nie moze rosnag.
Zbudujmy rozszerzony funkcjonal celu dolaczajac do oryginalnego
funkcjonatu (5.27) komplet ograniczen (5.28 - 5.35) przy uzyciu mnozni-
kow Lagrange M1, A2, p1, 02, 11, 12, 113, N4 1 zmiennych "slack variables" a7,
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a9, 1, B2. Przy zapisie tego funkcjonalu wykorzystamy wczesniej wprowa-
dzona notacje (5.2 - 5.9) oraz zamienimy ograniczenia nieréwnos$ciowe na
réwnania wprowadzajac zmienne "slack variables" a1, as, 81, 52, podobnie
jak to zrobiono w poprzednim paragrafie.

E(“? l.la >‘17 )\27;&7 P1,P2,M1,72, 73, M4, A1, OZ2,61,B2)

1
= 5&'(u, u) + a(u, )

+ Xola(u, d11) — 1(601)] + A\i[d’ (u, du) + a(d, du) — I'(6u)]

+ p(t) UQ fu(x, )dQ — Ao(t)} + pa(t) [/ﬂ (i2(x,1)dQ — By (t)

+ / m (X7 t) [,ll(X, t) - ﬂmax(x, t) + Oé% (X7 t)] ds) (5.36)
Q

+ [ ma(x,t) [A(x, 1) = fimin(x, 1) — a3(x,t)] O
+ 773(X7 t) [,[L(X, t)H(,umin(Xa t) +0 - N(Xa t)) - B% (X’ t)] Q2

+ 774(X7 t) [[L(X, t)H(:u(X7 t) - /'Lmax(xa t) + 0) - ﬂ% (X7 t)] dSd.

S— 55— 55—

Aby zapisaé ten funkcjonal w dogodniejszej formie wprowadzmy, tak jak
bylo to zaproponowane w poprzednim paragrafie, nowe zmienne zwane
sprzezonymi, ktore sa proporcjonalne do kinematycznie dopuszczalnych
wariacji pol przemieszczen i predkosci przemieszczen ze wspélczynnikami
proporcjonalno$ci rownymi mnoznikom Lagrangea \; i Ao,

= —\0u. (56.37)

N

uf = —=\du, wu
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Funkcjonat celu przyjmuje wtedy postac:
E(uv l:la u(11’ u%, /:Lv P15 P2,M1,M2,M3, N4, A1, O2, ﬁla ﬁZ)

- %a/(u, u) + a(u, 1) — a(u,u3) + l(u}) — d’(u,uf) — a(i,uf) + '(uf)
#) | [ ix0a0 = 4,(0)] + o) | [ iPx.0000 - Bt
N /Q 7%, 1) [f1(%, 1) = frmax (%, £) + a2 (x, £)] dO
+ /Q a5, ) [, ) — fimin (%, ) — 03(x, )]
n /Q 13(%, t) [71(%, 8) H (pmin (%, 1) + 0 — p(x, 1)) — 57 (x,1)] dO2
[ a0 [ 0V (o, 6) = (.6 + ) = . 0)] i
(5.38)

Z warunkéw stacjonarnosci tego funkcjonatu otrzymujemy:

e rownania rownowagi z warunkami brzegowymi dla ukladu podsta-
wowego,

e réwnania réwnowagi z warunkami brzegowymi dla ukladu sprzezo-
nego,

e komplet zdefiniowanych wcze$niej ograniczen (réwnania ré6wnowagi
ukladu podstawowego w tym sformulowaniu tez sg traktowane jako
ograniczenia, ale ze wzgledu na ich wage oraz interpretacje mecha-

niczng ukladu sprzezonego zostaly powyzej wymienione osobno),

e zwiazki niezbedne do wyznaczenia mnoznikéw Lagrange i zmien-
nych “slack variables”,

e zwiazki remodelowania.

Aby sie o tym przekonaé trzeba policzy¢ pierwsza wariacje funkcjonalu
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(5.38) i przyréwnac ja do zera.

0L(u,a,uf,ug, 1, p1, p2, M1, N2, 13, N4, 1, @2, 1, P2) =
= d'(u,éu) + a(u,du) — a(u§,du) — d’(uf, du) +

+ a(u,0u) — a(uf, éa) +

—d(u,0uf) — a(u,duf) +'(6uf) +

—a(u,dug) +1(0uf) +
+Spn(t) [ /Q i, £)dQ — Ao(t)} + Spa(t) [ /Q [2(x, 8)d — Bo(t)| +
+ /Q S, 1) [0, £) — fimx (%, £) + a2(x, 1)] 2 +
+ /Q S, 1) [f1(, £) — fimin (. £) — a3(x, 1)] 2 +
+ /Q 53 (x, £) [ £ H (ptmin (%, ) + 6 — pu(, 1)) — B2(x, £)] d2 +
+ /95774(x,t) [2(x, ) H (p1(X, 1) — fmax (X, £) + 0) — B3 (x,1)] dQ +
+ /Q 2m(x,t) aq(x,t) dag(x,t) dQ2 — /92 n2(x, 1) aa(x,t) daa(x,t) dQ +
- / n3(x,t) B1(x,t) 001(x,t) dQ — / na(x,t) Ba(x,t) 062(x,t) dQ+
Q Q
1 [ dC _ ic . .
+2/leu(5,uVu-VudQ—/QdM6uVu-Vul ds) +
+pu(t) /Q 571 d + 2pa(1) /Q (1) ju(x, £) dS +
+ /Qng(x,t) H (phnin (%, 1) + 0 — p(x, 1)) di(x,t) dQ +

+ / Na(x, 6)H (10(X,t) — pmax (X, 1) +6) 61(x,t) d2 =0 .
Q
(5.39)
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Dzieki temu ze uwzgledniliSmy ograniczenia stosujac metode mnoznikéw
Lagrangea zmienne wystepujace jako argumenty funkcjonalu £ mozemy
traktowac jako niezalezne od siebie a wiec w powyzszym zwiazku poszcze-
gblne skladniki odpowiadajace wariacjom tych zmiennych powinny sie ze-
rowa¢. Stad tez dla dowolnych wariacji du, du, éu{, dus, dp, dp1, 0p2, 0n1,
ons, 0N, daq, dag, 8031, 002 otrzymujemy komplet warunkéw koniecznych
istnienia ekstremum rozpatrywanego funkcjonatlu. Z wariacji funkcjonatu
odpowiadajacym wariacjom du, du, duf, duy wynikaja réwnania réwnowagi
i warunki brzegowe ukladu podstawowego (5.28) i (5.29) oraz ré6wnania dla
ukltadu sprzezonego, z ktorych wynika ze dla rozpatrywanej tu szczegélnej
postaci funkcjonatu poréwnawczego (globalna miara sztywnosci ciata),

uf(x,t) =u(x,t), ug(x,t)=u(x,t) (5.40)

Prawo remodelowania wynika z przyréwnania do zera cze$ci wariacji funk-
cjonalu odpowiadajacej wariacjom 6/ i po prostych przeksztalceniach i u-
wzglednieniu zwiazkow (5.40) przyjmuje postag,

1 lacijkl . m (X7t) nQ(Xat)

fi(x,t) = eijext + p1(t)

2pa(t) [2 Op 2p2(t)  2p2(t)
n3(x,t)Hs(x,t)  na(x,t)Hy(x,t)
- - , (5.41)
2p2(t) 2p2(1)
gdzie dla skrécenia zapisu przez Hs i H4 oznaczono,
H3(x,t) = H(pmin(x,t) + 0 — p(x,t)) , (5.42)
Hy(x,t) = H(u(x,t) — pimax(X,t) +6) . (5.43)

Mnoznik Lagrange p; moze by¢ tu interpretowany jako zmienna w czasie
warto$¢ odniesienia czesto wystepujaca w postulowanych modelach feno-
menologicznych. Jak stad widaé otrzymany model ma przewage nad postu-
lowanymi modelami, w ktérych wartos¢ odniesienia charakteryzujaca stan
réwnowagi biologicznej jest stala w czasie. W dyskutowanym tu przypad-
ku stan rownowagi nie bedzie staly w czasie i zalezy od uwzglednionych
ograniczen charakteryzujacych stan i wydolno$¢ organizmu (na przyktad
stany chorobowe jak rozwoj osteoporozy).

Numeryczne przyklady wykorzystania wyprowadzonego powyzej opisu
adaptacji kosci sa przytoczone w jednym z nastepnych rozdzialéw. Oka-
zuje sie ze wyniki symulacji komputerowych sa zbiezne z obserwacjami i
wynikami badan i przypominaja rozklad tkanki w prawdziwych kosciach.
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5.3.2 Model beleczkowy

W tej czesci skoncentrujemy sie na wyprowadzeniu zwiazkow opisujacych
remodelowanie tkanki przy zalozeniu ze jest ona zbudowana z duzej liczby
polaczonych ze soba beleczek. Beleczki te sa zbudowane z materiatu spre-
zystego 1 polaczone ze soba na sztywno, a wiec z inzynierskiego punktu wi-
dzenia jest to niezwykle skomplikowana konstrukcja ramowa. Zakladajac
ze liczba beleczek jest bardzo duza a ich wymiary sa co najwyzej rzedu be-
leczek w prawdziwej kosci gabczastej, zas beleczki maja rézne orientacje,
przekroje i dlugosci mozna sie spodziewac ze na skutek procesu adaptacji
niektére z nich, te ktére sa niepotrzebne zostana usuniete lub ostabione
za$ inne, te ktére powinny przenosi¢ obcigzenia wzmocnig sie. Zatozymy
wiec ze wielkoscia, ktéra moze ulegaé¢ zmianom w procesie przebudowy sa
sztywnosci beleczek. Tak wiec rozpatrujemy tu ustalona konfiguracje (to-
pologie) materiatu, bo beleczki sa na stale ze soba polaczone i nie moga
zmienia¢ swego polozenia ani orientacji, jednak na skutek procesu adap-
tacji moze zmieniac¢ sie¢ w miare potrzeby ich sztywno$¢ (a wiec na przy-
kilad przekroje lub moduly Younga). Takie ograniczenia oczywiscie wiaza
sie z pewna wada otrzymanego modelu - beleczkowa mikrostruktura tkan-
ki moze sie zmieniac jedynie w granicach zalozonej poczatkowej topologii -
nie dopuszczamy ani zmiany liczby beleczek ani tez wspélrzedne ich kon-
c6w nie moga ewoluowa¢ w wyniku adaptacji. Wydawac¢ by sie moglo ze
jest to bardzo istotne ograniczenie. Jednak przyjmujac dostatecznie duza
liczbe beleczek oraz nakladajac gorne i dolne ograniczenia na ich sztywno-
$ci mozna liczy¢ na to ze otrzymamy w wyniku adaptacji strukture, ktora
moze bardzo przypomina¢ konfiguracje prawdziwej kosci poddanej takim
samym obciazeniom. Powinniémy pamietac ze procesy przebudowy kosci
moga jedynie zachodzi¢ na granicy tkanki i ograniczajacej ja materii, a
wiec nie moga powstawac pustki wewnatrz ciaglego materialu. Tak wiec
zalozenie ze remodelowanie zachodzi poprzez mechanizm zmiany sztyw-
no$ci beleczek, co moze by¢ zwiazane ze zmiang ich przekrojéw lub po-
rowatos$ci ma uzasadnienie biologiczne (mowa tu o porowato$ci w mikro
skali - materialu z ktérego zbudowane sa beleczki w odréznieniu od po-
rowatosci tkanki kostnej rozpatrywanej na wyzszym poziomie a wiec na
poziomie beleczek i porow pomiedzy nimi). Z drugiej strony umozliwia-
jac niezalezne zmiany w kazdej z tysiecy beleczek dopuszczamy olbrzymia
liczbe mozliwych kombinacji co zapewnia ze proces adaptacji wynikajacy
z wyprowadzonych zwiazkéw moze realizowac sie Sciezka przypominajaca
ta, ktora by sie realizowala w rzeczywistosci. W praktyce, poniewaz wpro-
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Rys. 5.2: Przykladowy model beleczkowy kosci oraz w powiekszeniu frag-
ment tkanki pokazujacy strukture beleczkowa.
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wadzamy dolne i gérne ograniczenia na wartosci sztywnosci i ich predkosci
w poszczegolnych beleczkach, bedace funkcjami czasu i polozenia beleczki
mozna uwzglednié¢ specyficzne cechy procesé6w remodelowania, na przy-
ktad wieksza aktywnos¢ komérek w réznych podobszarach, zmiany choro-
bowe i inne. Ponadto zakladajac dolna granice sztywnosci o pare rzedéw
wielko$ci nizsza od gérnej mozna w praktyce wyeliminowaé w obliczeniach
numerycznych wplyw ostabionych beleczek co w przyblizeniu bedzie odpo-
wiadalo usunieciu niepotrzebnej beleczki.

Sformulowanie to ma powazna zalete. W przypadku sformutowania cia-
glego - jak juz bylo to wczeéniej wspomniane - rozwigzanie moze dazy¢ do
topologii typu szachownicy. Przyjecie narzuconej z gory topologii, tak jak
to jest zrobiono w przypadku rozpatrywanego tu modelu beleczkowego,
eliminuje ten klopot. Jest to wlasnie jeden ze sposobéw ominiecia trud-
no$ci zwiazanej z tym ze w przypadku optymalnego projektowania ma-
terialu teoretycznym rozwiazaniem problemu jest wielopoziomowy kom-
pozyt (ang, multiscale composite), patrz np. prace Bendsge [10], [9]. Jak
sie przekonamy dalej, model beleczkowy jest niezwykle prosty i doskonale
nadaje sie do wykorzystania w obliczeniach numerycznych. Konfiguracje
kosSci otrzymane z symulacji komputerowych przypominaja rozwigzania
utworzone przez nature. Wada tego podejscia jest to ze chcac mozliwie do-
kladnie odwzorowac rzeczywista koS¢ nalezy uzy¢ w obliczeniach olbrzy-
mig liczbe beleczek, a wiec co za tym idzie réwniez i zmiennych sterowa-
nia. W przypadku obliczen zagadnien dwuwymiarowych liczba elementéw
wynosi kilkadziesiat tysiecy. Dla obliczen tréjwymiarowych oczywiscie roz-
miar zadania wzrasta do setek tysiecy czy milionow.

Aktualne wyprowadzenie jest zrobione dla jednorodnego izotropowego
materiatu bedacego budulcem beleczek. W rezultacie otrzymujemy jednak
material zbudowany z tysiecy mikroskopijnych beleczek o réznej orientacji
1 sztywnosci, a wiec gdyby chcie¢ usredniaé¢ (homogenizowac) jego wlasno-
$ci to w skali makro mialby on wlasnosci niejednorodne i anizotropowe.
Na poczatek, aby wyjasnic¢ dalsze wywody, rozpatrzymy klasyczne zadanie
optymalizacji. Zalozymy ze warunki obciazenia oraz warunki podparcia
nie zmieniaja sie w czasie. Aby sformulowaé zadanie optymalizacji trzeba
zdefiniowaé funkcjonat celu. Przyjmiemy ze funkcjonatl celu moze zalezeé
od przemieszczen, odksztalcen i naprezen oraz zmiennej sterowania. W
najprostszym przypadku mozna przyjaé¢ za funkcjonal energie potencjal-
na, ktéra ré6wnoczesnie moze reprezentowac sztywnosé ciata. Poniewaz nie
jest celem tego wyprowadzenia uzyskanie jakiego$ szczegdlnego, zaawan-
sowanego prawa remodelowania a raczej ilustracja zastosowania hipotezy
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optymalnej reakcji do wyprowadzenia przykladowego modelu beleczkowe-
go adaptacji kosci dlatego ten prosty funkcjonal moze wystarczyé¢ w dal-
szych rozwazaniach.

\4 St Su

gdzie U = 0;;e;; oznacza gestos¢ energii sprezystej.

W optymalizacji konstrukcji nalezy zdefiniowaé zmienne decyzyjne
(funkcje sterowania), ktore podlegaja zmianom podczas projektowania tak
aby funkcjonatl celu osiagnal wartosé stacjonarna. W aktualnym sformuto-
waniu zmianom beda podlegaly lokalne wartosci sztywnosci beleczek pro-
porcjonalne do modulu Younga E. W bardziej wyrafinowanym sformuto-
waniu parametry okreslajace mikrostrukture materialu moga postuzyc za
zmienne decyzyjne w nieskonczenie malej komorce i po dokonaniu homo-
genizacji otrzymuje sie anizotropowy niejednorodny material. Jak wspo-
mniano tutaj za zmienna decyzyjna przyjmuje sie modul Younga. Zaklada-
my ponadto ze obowiazuje dla materialu liniowe prawo Hooka. Aby prawi-
dlowo zdefiniowac zadanie optymalizacji nalezy jeszcze dodac szereg ogra-
niczen nalozonych na zmienne decyzyjne oraz zmienne stanu. Zalozymy
ze modul Younga powinien by¢ zawarty w pewnych dopuszczalnych grani-
cach. Jest to uzasadnione zalozenie. Wynika ono z faktu ze materiat kosci
ma strukture porowata a porowatosc jest zawarta w pewnych granicach,
ktore mozna okreéli¢ na podstawie badan. Tak wiec mozemy napisaé ze

E(z) > Emin (5.45)
E(2) < Emar - (5.46)

Oprocz tych ograniczen lokalnych zdefiniujemy jeszcze ograniczenie o cha-
rakterze globalnym. Jest ono w pewnym sensie miarg ilo§ci materiatu.

/ B(z)dV = Ey . (5.47)
1%

Jak dotad rozpatrywaliSémy klasyczne sformulowanie zadania optyma-
lizacji, moze jedynie z ta roznica ze w optymalizacji konstrukcji raczej
rzadko optymalizuje sie modut Younga, gdyz trudno sobie wyobrazi¢ mate-
rial o zmiennym w ciagly sposéb module. Jednak poza tym drobnym szcze-
gélem reszta jest standardowa. Sformulowanie dyskutowane tutaj jest bar-
dzo wygodne. Powodem jest wybor szczegdlnego funkcjonatu celu - energii
potencjalnej. Dzigki temu, minimum funkcjonalu zwiazane z wariacja pola
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przemieszczen jest rownoczesnie warunkiem réwnowagi uktadu, gdyz jak
wiemy energia potencjalna osiaga minimum dla kinematycznie dopusz-
czalnych pdl przemieszczen spelniajacych réwnania réwnowagi.
Dotychczas nic nie méwiliémy o adaptacji, a wiec o jakichkolwiek zmia-
nach w czasie. Teraz zajmiemy sie sytuacja gdy interesuje nas reakcja ma-
terialu na zmieniajace sie wolno w czasie obciazenia mechaniczne a co za
tym idzie i stan odksztalcen i naprezen. Zalézmy ze material reaguje w
optymalny sposéb odpowiednio do informacji o:

- funkcjonale celu,

- aktualnym stanie mechanicznym,

- aktualnych aktywnych wiezach.

Poniewaz podstawowym celem jest maksymalizacja funkcjonatu celu w ra-
mach nalozonych ograniczenn a material nic nie wie o przysztosci (np. o
obciazeniach w przyszlo$ci) wiec aktualna zmiana zmiennej sterowania
powinna sie odbywac¢ na podstawie informacji o aktualnym stanie mecha-
nicznym i powodowa¢ maksymalny chwilowy wzrost funkcjonatu celu. Ale
zmienna stanu powinna w ciagly sposéb zmieniac sie w czasie, nie moze
ona podlegac nieciaglym skokom. Tak wiec aby sformulowaé wlasciwie za-
danie adaptacji nalezy przyjac¢ za zmienng decyzyjna nie jak poprzednio
modut Younga FE, lecz jego predkosé F. Tak wiec nalezy zmodyfikowaé po-
przednie sformulowanie. Zamiast funkcjonatu celu, ktéry poprzednio przy-
jeto, zalozymy ze interesuje nas teraz jego predkos¢ (pochodna po czasie)
za§ w roli zmiennej decyzyjnej wystapi zamiast modulu Younga jego po-
chodna po czasie.

Do dotychczas zdefiniowanych ograniczen nalezy réwniez dolozyé dodat-
kowe. Po pierwsze trzeba przyjaé ze nowe zmienne decyzyjne, a wiec pred-
kosci modulu Younga zawieraja sie w pewnych granicach. Jest to uzasad-
nione i wynika z obserwacji. Zmiany w ko$ci bedace efektem dziatalno-
$ci komorek i reakcji chemicznych maja skonczone predkosci zawarte w
granicach, ktérych nie moga przekroczyc. Zapiszemy wiec nieréwnosciowe
ograniczenia w nastepujacej postaci,

E(z,t) > Epin(t) (5.48)
E(z,t) < Epmas(t) . (5.49)

Przyjmiemy réwniez w tym sformulowaniu ze wspétczynnik Poissona w
przeciwienstwie do modulu Younga ulega pomijalnie malym zmianom.
Zdefiniujemy réwniez globalne ograniczenia.

/ B(a,t) dV = Br(t) . (5.50)
1%
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/ E%(z,t) dV = Ey(t) . (5.51)
1%

Te dwa ograniczenia sa bardzo wazne, odgrywaja w sformutowaniu klu-
czowa role i determinuja wraz z funkcjonatem celu postaé zwiazkéw opisu-
jacych remodelowanie. Pierwsze z réwnan jest po$rednio odpowiedzialne
za ilo$¢é dostepnego materialu, a wiec za calkowita mase kosci, a raczej
za jej zmiany w czasie. Drugie ograniczenie jest proporcjonalne do ilo$ci
materiatlu bioracego udzial w remodelowaniu. Tak wiec pierwsze z nich
opisuje predkosc¢ przyrostu lub ubytku masy kosci za$ drugie ilo$¢ materii
przemieszczajacej sie z jednych obszaréw do innych. Stad wniosek ze dla
E1(t) = 0 remodelowanie zachodzi przy stalej masie a jego intensywnosé
zalezy od wartosci F(t)2. Natomiast ujemnym warto$ciom F (t) odpowia-
da degeneracja kosci i ubytek jej masy (co moze byé na przykiad efektem
rozwijajacej sie osteoporozy). W rzeczywistosci to drugie ograniczenie po-
winno mie¢ raczej posta¢ nieré6wnosci a nie rownania, gdyz w niektorych
sytuacjach, gdy konfiguracja kosci jest bliska optymalnej, te dwa ograni-
czenia nie moga by¢ réwnocze$nie spelnione. Wtedy drugie z ograniczen
zapisane w postaci nieréwnosci stawaloby sie nieaktywne, funkcjonatl by
byt liniowy wzgledem zmiennej decyzyjnej i zmiany musialyby zachodzi¢
albo z maksymalng lub z minimalna mozliwa predkoscia. A zatem otrzy-
many przy obecnie dyskutowanym sformulowaniu model bedzie obowiazy-
wal dla duzych zmian obciazen gdy konfiguracja kosci znajduje sie daleko
od stanu ré6wnowagi biomechanicznej.

Zdefiniowane ograniczenia mozna dodaé¢ do funkcjonatu celu stosujac wy-
korzystywana konsekwentnie w calej pracy metode mnoznikéw Lagran-
gea,

G* = r‘[+m(/ EdV—E1)+u2(/ E%dV — Ey) + (5.52)
\% \4
+ / (B = By — a2)dV + / o (Emas — E — a2)dV |
14 14

Poniewaz rozpatrujemy tu model beleczkowy, ktory polega na tym ze tkan-
ka jest w przyblizeniu traktowana jako skomplikowana rama zbudowana
z wielkiej ilo$ci beleczek o réznych orientacjach, roztozonych w przestrze-
ni, wiec energia sprezysta w takim ukladzie jest suma energii pochodzacej
od zginania oraz rozciagania lub $ciskania kazdej z beleczek. Oznaczajac
przez u; 1 w; odpowiednio przemieszczenia poprzeczne do osi i-tej belki i
podiuzne w lokalnym ukladzie wspélrzednych zwiazanym z i-ta beleczka
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energie sprezysta bedaca skladnikiem energii potencjalnej IT wystepuja-
cej we wzorze (5.52) mozna przedstawic jako sume energii poszczegélnych
beleczek,

Nb L; L;
v=3 |t [ Baaas + L [ B Awjuas (5.53)
- B ) i U 2 0 i ;

gdzie J i A oznaczaja odpowiednio moment bezwladnosci przekroju i pole
przekroju i-tej beleczki, £ jest modutem Younga w i-tej beleczce, L; ozna-
cza dlugosc beleczki za$ N, jest caltkowita liczba beleczek. Jak tatwo spraw-
dzi¢ pierwsza wariacja tego funkcjonatu odpowiadajaca wariacji predko-
$ci zmiennej stanu, a wiec wariacji predkosci pdl przemieszczen sie zeruje
gdyz powinny by¢ spelnione réwnania réwnowagi. Wariacja funkcjonatlu
odpowiadajaca zmianom zmiennej stanu tez sie zeruje gdyz uklad musi
rowniez spelnia¢ ré6wnania réwnowagi zrézniczkowane po czasie. Waria-
cja wzgledem mnoznikéw Lagrangea oraz dodatkowych zmiennych “slack
variables” wprowadzonych by zamieni¢ ograniczenia nier6wnos$ciowe na
réwnania dostarcza komplet ograniczen. Wreszcie z warunku stacjonarno-
$ci funkcjonatu, pierwszej jego wariacji przyréwnanej do zera wynika ze,

2L 0+ 2B 0) + i (st) = ) = O (5.54)
Jest to rownanie remodelowania, ktére musi by¢ spelnione w kazdej be-
leczce z ktorych zbudowany jest material kosci (dla skrécenia notacji po-
minieto tu indeksy odpowiadajace i-tej beleczce). Wynika z niego regula
zmian modulu Younga okreslajacego sztywnosé beleczek. W powyzszym
réwnaniu u1, i2, 71, 72 0znaczaja mnozniki Lagrangea a aj, ao sa dodat-
kowymi zmiennymi “slack variables”. W symulacjach komputerowych aby
wykorzystaé to “prawo remodelowania” mozna zaltozyc ze kos¢ jest zbudo-
wana z wielkiej liczby bardzo matych beleczek potaczonych ze soba konca-
mi i tworzacych strukture typu skomplikowanej ramy. Dzieki temu moze-
my wykorzysta¢ w powyzszym réwnaniu remodelowania wczesniej przy-
toczone zwiazki opisujace energie sprezysta w beleczkach pochodzaca od
zginania i rozciagania.

Stosujac regute zmian modulu Younga zapisana w réwnaniu (5.54)
mozna przeprowadzié¢ obliczenia i przesledzi¢ zmiany sztywnosci beleczek
w czasie w odpowiedzi na zmienne obciazenia mechaniczne. Takie symu-
lacje byly przeprowadzone a niektére z wynikow sa zaprezentowane w jed-
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nym z nastepnych rozdzialow. Otrzymywane struktury kosci do ztudzenia
przypominaja obrazy otrzymane po przecieciu prawdziwych kosci.

5.3.3 Model oparty na mechanizmach oddzialywan miedzy-
komorkowych

Istnieja sytuacje gdy uproszczone modele fenomenologiczne nie wystarcza-
ja w badaniach teoretycznych czy obliczeniach do zastosowan praktycz-
nych i trzeba siegna¢ po metody umozliwiajace skonstruowanie takiego
modelu, ktéry cho¢ w czesci uwzglednia mechanizmy jakie znajduja sie
na drodze pomiedzy sygnatem (bodZcem) a wyjSciem ukladu (adaptacyjna
reakcja kosci). Przykladem takiego modelu, wciaz bardzo prymitywnego
w poréwnaniu z prawdziwa sytuacja w zywej tkance, jest model dyskuto-
wany w tym paragrafie, patrz réwniez [119]. Jest on réwnoczeénie ilustra-
cja zastosowania hipotezy optymalnej reakcji do wyprowadzenia zwiazkoéw
rzadzacych adaptacyjnymi procesami w kosci uwzgledniajacych najwaz-
niejsze z efektéw biologicznych ktére za te procesy sa odpowiedzialne. Przy
zastosowaniu hipotezy optymalnej reakcji sposoéb postepowania jest za-
wsze podobny i sklada sie, tak jaki i w przypadku modeli wyprowadzonych
w poprzednich czesciach, z kilku zasadniczych elementéw. Skladaja sie na
nie miedzy innymi: wybor zmiennych decyzyjnych, zalozenie funkcjonatu
jakosci, obliczenie funkcjonatu celu w oparciu o hipoteze optymalnej reak-
¢ji, wybér odpowiednich ograniczen, zbudowanie rozszerzonego funkcjona-
tu celu, obliczenie pierwszej wariacji funkcjonatu celu w celu wyprowadze-
nia zwiazkow remodelowania, patrz rowniez [114, 116] gdzie zastosowano
podobny schemat do wyprowadzenia zwigzkéw remodelowania dla modelu
beleczkowego . W poprzednich rozdziatach oméwiono role wyspecjalizowa-
nych komérek w procesach adaptacyjnej przebudowy tkanki kostnej. Wia-
domo juz ze osteocyty, ktore porozrzucane sa w tkance kostnej w macierzy
miedzykomoérkowej, odczuwaja stan obciazen kosci i przekazuja wlasciwe
sygnatly do osteoblastéw i osteoklastéw odpowiedzialnych odpowiednio za
synteze i resorpcje tkanki. Osteocyty sa ze soba (i z powierzchnia kosci
gdzie moga znajdowac sie osteoblasty i osteoklasty) polaczone przy pomocy
wypustek cytoplazmatycznych utozonych w kanalikach. Tak wiec mozna
przypuszczaé ze informacje docierajace do konkretnej komoérki osteobla-
stycznej czy osteoklastycznej pochodza nie od jakiego$ jednego, wybrane-
go osteocytu lecz ze jest to sygnal zebrany z osteocytéw znajdujacych sie
w otoczeniu. Réwniez wydaje sie uzasadnionym zalozenie ze sygnat wy-
sylany przez osteocyt maleje wraz z odlegloscia na ktora jest przesylany
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do odbiorcy (czyli do osteoblastow lub osteoklastow). Wprawdzie nie wia-
domo jeszcze dokladnie co konkretnie odczuwaja osteoklasty, bylo to juz
przedmiotem dyskusji w jednym z poprzednich rozdzialéw, ale wydaje sie
ze jedna z mozliwosci jakie ewentualnie mozna by zaakceptowac jest za-
lozenie ze lokalna wartosé gestosci energii sprezystej jest proporcjonalna
do bodzca mechanicznego odczuwanego przez osteocyt. Mozna oczywiscie
probowac znalezé inne miary i nic nie stoi na przeszkodzie aby - gdyby
kto$ zaproponowal co$ innego, lepszego - uzy¢ taka lepsza miare bodZca w
sformutowaniu opartym na hipotezie optymalnej reakcji, ktore jest tu dys-
kutowane. Wyprowadzony ponizej model adaptacyjnej przebudowy struk-
tury tkanki kostnej moze by¢ interpretowany jako uogélnienie wczesniej
zaproponowanego modelu, patrz Mullender et al. [136, 139]. Uwidacznia
sie tu jedna z zalet sformutowania opartego na hipotezie optymalnej reak-
cji kosci bedacego przedmiotem niniejszej pracy - po pierwsze umozliwia
ono formalne wyprowadzenie modeli ktore nieraz moga by¢ interpretowa-
ne jako uogélnienie modeli postulowanych przez innych autoréw, zas po
drugie - z faktu ze zwiagzki sg wyprowadzone w formalny sposéb i wynika-
ja z warunku ekstremum pewnego funkcjonalu mozna wyciagnaé dodat-
kowe wnioski, ktére moga by¢ istotne w procesie poznawania i rozumienia
istoty zjawiska adaptacji kosci. Fakt ekstremalizacji funkcjonalu moze byé
rowniez wykorzystany przy konstruowaniu numerycznych algorytmoéw do
komputerowych symulacji przebiegu procesu adaptacji. Co wiecej, w efek-
cie formalnego wyprowadzenia warunkéw na ekstremum funkcjonatu ce-
lu otrzymujemy szereg zwiazkéw, z ktorych jeden moze pokrywac sie, lub
by¢ podobny do postulowanego prawa przez innych autoréw, za$ pozosta-
e go uzupelniaja. Dopiero ten komplet ré6wnan i nieré6wnosci reprezentuje
pelne prawo remodelowania. Jak wiec widaé postulujac jakies zwiazki re-
modelowania zawsze narazamy sie na niebezpieczenstwo ze opiszemy je-
dynie jaki$ szczegdlny przypadek czy sytuacje. Formalne wyprowadzenie
zwiazkow oczywiscie nie gwarantuje ze otrzymamy model obejmujacy soba
wszystko, ale przynajmniej w ramach przyjetych zalozen wyprowadzimy
komplet niezbednych zwiazkéw i o zadnym z nich nie mamy mozliwosci
zapomnieé.

Hipoteza o mechanizmie kontrolujacym procesy przebudowy tkanki
kostnej opartym na oddzialywaniach pomiedzy osteocytami, komérkami-
czujnikami a komérkami-robotnikami, osteoblastami i osteoklastami byt
zaproponowany i dyskutowany w wielu pracach, patrz np. Lanyon [112],
Weinbaum et al. [204], Cowin et al. [47], Mullender et al. [139, 136, 138].
Wyprowadzenie modelu wedlug przedstawionego wczes$niej schematu wy-
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maga wprowadzenia pewnych pojec. Zdefiniujemy na poczatku trzy, na ra-
zie abstrakcyjne wielko$ci a mianowicie moc remodelowania P(t) ktora
jest iloczynem sity remodelujacej F i predkosci remodelowania z.

Pt) = /Q H(x, 1) F(x,1)dQ (5.55)

W powyzszym réownaniu () oznacza obszar rozpatrywanego ciala. Wszyst-
kie te trzy wielkosci na razie nie sa zdefiniowane i nie reprezentuja soba
konkretnych wielkos$ci fizycznych. Ich nazwy przyjeto umownie, tak aby
przez analogie do klasycznych ukladéw mechanicznych mozna byto tatwiej
zrozumie¢ przyjety tok myslenia. Ich interpretacja fizyczna jest zalezna od
wybranego funkcjonatu jakosci i zmiennych decyzyjnych. W dyskutowa-
nym tu sformulowaniu chodzi nam o to ze zgodnie z zalozona hipoteza
optymalnej reakcji kosci powinni§my okresli¢ na poczatku predkosé funk-
cjonatu jakosci. Jesli wartos¢ samego funkcjonatu jakosci okresla nam ja-
ko$¢ rozpatrywanego ukladu to znaczy dla wiekszych wartosci funkcjonatu
uktad jest lepszy a dla mniejszych gorszy, to zgodnie z ta hipoteza w danym
momencie uklad powinien tak zareagowac na odczuwane przez osteocyty
warunki aby zmaksymalizowaé predkosc¢ funkcjonatu jakosci. W ten spo-
sob uktad w ramach ograniczen jakie sa nalozone na zmienne decyzyjne,
ich predkosci oraz zmienne stanu i ich predkosci reaguje w optymalny spo-
sob, tzn. podaza do lokalnego maksimum funkcjonatu jakos$ci w kierunku
wyznaczonym przez najwiekszy gradient. Tak wiec uklad nie jest optymal-
ny, gdyz jego aktualna konfiguracja nie pokrywa sie z optymalna konfi-
guracja wynikajaca z warunkéw optymalnosci dla wybranego funkcjonatu
poréwnawczego, tym bardziej ze optymalne rozwiazanie wciaz sie¢ zmienia
wraz ze zmianami warunkéw obciazenia (i ew. innych warunkéw bedacych
efektem proceséw biologicznych, na przyklad zmian chorobowych, leczenia
farmakologicznego itp.). Jednak reaguje on w taki sposéb aby jak najszyb-
ciej podazac¢ w kierunku aktualnego optymalnego rozwiazania. Mozna by
to sobie wyobrazi¢ nastepujaco. Rozpatrzmy przestrzen zmiennych decy-
zyjnych. Konkretny punkt w tej przestrzeni reprezentuje jakas konkretna
konfiguracje kosci zdefiniowana przez wartosci zmiennych decyzyjnych de-
finiujacych strukture kosci. Tak wiec w danej chwili, dla aktualnej konfi-
guracji kos$ci mozna znalezé punkt ktéry ja reprezentuje. Jakis inny punkt
w tej przestrzeni definiuje zbiér warto$ci parametréw decyzyjnych, ktore
okreslaja optymalna konfiguracje kosci w tej chwili (a wiec dla aktual-
nych warunkéw obciazenia i biologicznych). Z uplywem czasu oba te punk-
ty zmieniaja swe polozenia - punkt reprezentujacy optymalne rozwiazanie
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przemieszcza sie bo zmieniaja sie obciazenia i inne warunki determinujace
optymalng konfiguracje, a punkt reprezentujacy stan aktualny podaza za
nim starajac sie jak najszybciej do niego zblizac.

Trzy wprowadzone wczesniej zmienne, a wiec moc remodelowania P,
sila remodelujaca F' i predko$é remodelowania Z maja na razie znaczenie
czysto abstrakcyjne gdyz ich interpretacja zalezy od wyboru bodZca, kté-
ry moze mie¢ rézny charakter, czasem nawet niekoniecznie mechaniczny.
Tak wiec dyskusja w ogélnym przypadku jest utrudniona. W szczegélnym
przypadku jaki jest przedmiotem aktualnych rozwazan, ze wzgledu na wy-
bér bodzca ta interpretacja jest latwiejsza. Poniewaz koncentrujemy sie tu
gléwnie na efektach mechanicznych mozemy zatozy¢ ze funkcja charak-
teryzujaca material jest modut Younga F(x,t). Dzieki temu nie musimy
sformulowania zawezac¢ poprzez przyjecie szczegélnej postaci zwiazku po-
miedzy gestoscia materiatu czy jego mikrostruktura a modutem Younga.
Mozna jednak, gdyby zaszla taka potrzeba, znajac rozkltad modutu Youn-
ga w przestrzeni, wykorzystac¢ ktéry$ ze znanych zwiazkéw i wyznaczyé
odpowiadajacy mu rozklad gestosci materiatu.

Rys. 5.3: Schemat zbierania przez komoérke kosciotwércza lub ko$ciogubna
(OBL) polozona w punkcie o wspélrzednej x sygnatéw z osteocytéw (OCT)
w punktach x,,. Sygnaly docierajace do komdérki OBL zaleza od odlegtosci
T

Zalozymy ze material - budulec ko$ci jest izotropowy, w razie potrzeby
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latwo jest uogélni¢ te rozwazania na przypadek anizotropowy. Przyjmie-
my réwniez ze przemieszczenia sa male i nie wplywaja w istotny sposéb
na stan obciazen mechanicznych. Za zmienna charakteryzujaca predkosé
remodelowania przyjmiemy pochodna po czasie modulu Younga.

Hx,t) = B(x,t) = dESt"t)

(5.56)
gdzie E(x,t) = EP'(x,t)/EP*(x,0) jest bezwymiarowym modulem Younga,
i EPh(x,t) oznacza aktualna warto$éé modutu Younga. Wtedy predkosé re-
modelowania ma wymiar odwrotnosci czasu s~ '. Sitla remodelowania jest
suma sygnaléw z N liczby osteocytéow potozonych w punktach o wspétrzed-
nych x,, zebranych poprzez komoérki odpowiedzialne za przebudowe kosci
potozone w x,

N
F(x,t) =) S(x,xn,1) , (5.57)

n=1

za$ sygnal dochodzacy do komoérek kosciogubnych i ko$ciotwoérczych z n-
tego osteocytu jest zapisany przy pomocy zwiazku zaproponowanego wcze-
$niej w pracach [139, 136, 137, 138],

S(x,Xp,t) = [Sn(xn,t) — So]®(rn(x)) (5.58)

gdzie S) oznacza fizjologiczna wartos$c bodzca w stanie réwnowagi, S, (x,, t)
jest wartoscia sygnalu odczuwanego przez n —ty osteocyt potozony w punk-
cie o wspétrzednej x,,. Funkcja wptywu ®(r,(x)) okresla przestrzenny roz-
klad oddzialywania osteocytow na inne komoérki (osteoblasty i osteoklasty)
i jej warto$ci maleja wraz z odlegloscia pomiedzy komérkami r,(x), patrz
Rys. 5.3.

W prezentowanym sformulowaniu istnieje mozliwo$é wyboru réznych
funkcji definiujacych bodziec. Moga one by¢ udoskonalane w miare jak
nasza wiedza dotyczaca remodelowania kosci bedzie rosta. W tych rozwa-
zaniach, aby odnie$¢ sie do innych prac jako bodziec przyjmiemy gestosé
energii sprezystej. V (x,,t)

1
Sp(Xp,t) = V(xp,t) = 5C’ijkl(xn,t)eij(xn,t)ekl(xn,t) . (5.59)

Zalozenie o zanikajacym wraz z odleglos$cia wplywie osteocytéw na komor-
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ki koSciotworcze i koSciogubne ma swe uzasadnienie. W zaleznosci od fi-
zycznych, chemicznych i innych efektéw odpowiedzialnych za przekazywa-
nie sygnaléw z osteocytéw do komoérek odpowiedzialnych za przebudowe
tkanki mozna sformutowaé odpowiednie zwigzki matematyczne z ktorych
bedzie wynikaé funkcja ®(r,(x)). W niniejszych rozwazaniach dla uprosz-
czenia dyskusji, zamiast glebszych studiéw sa wykorzystane dwie funkcje,
ktore potem byly uzyte w testach numerycznych, a mianowicie

O(rp(x)) = D/rp(x) (5.60)
O (r,(x)) = exp (—rp(x)/D) . (5.61)

W réwnaniach (5.60) i (5.61) przez r,(x) oznaczono odleglo$¢ od n-tego
osteocytu zlokalizowanego w x, a D reprezentuje charakterystyczny wy-
miar. W przypadku funkgcji (5.60) D moze na przykltad reprezentowac roz-
miar osteocytu. I wtedy r,(x) # 0. Dla drugiej z zaproponowanych funkcji
(5.61), wedlug [136] D moze by¢ taka odlegloscia dla ktorej wpltyw oste-
ocytu spada do wartosci exp(—1). Z tych rozwazan wynika réwniez prosta
interpretacja zdefiniowanych wczeéniej funkcji. Sita remodelowania ma te-
raz wymiar Nm~—2 a moc remodelowania ma wymiar Nms~! i ma charak-
ter mocy mechanicznej.

Wedlug hipotezy optymalnej reakcji zeby zapewnic¢ optymalna reakcje
ko$ci moc remodelowania powinna osiagaé ekstremum w kazdej chwili cza-
su. Oczywiscie wariacje struktury kosci nie sa catkiem dowolne. Dlatego
trzeba sformulowac dodatkowe ograniczenia tak by uwzgledni¢ rézne waz-
ne efekty. Moga one mieé¢ réznoraki charakter lecz musza sie dac opisaé
przy pomocy zwiazkéw matematycznych. W tym przykladzie uwzglednio-
ne sa jedynie proste ograniczenia, ale w przyszto$ci nic nie stoi na prze-
szkodzie aby w miare poszerzania naszej wiedzy o procesach zachodzacych
w kosSciach wlaczyé do sformulowania przy uzyciu mnoznikéw Lagrangea
dodatkowe zaleznosci odpowiedzialne za nowe efekty. Zdefiniujmy ogra-
niczenia na funkcje sterowania F(x, t). Na poczatku przytoczymy dwa glo-
balne (calkowe) ograniczenia. Pierwsze z nich jest posrednio odpowiedzial-
ne za szybkos§¢ zmian calkowitej iloSci materiatu, czy calkowitej masy ko-
$ci. Zas drugie - za calkowita ilo§¢é materialu bioracego aktualnie udzial w
zachodzacych zmianach.

/ E(x,t)dQ = Ag(t) , (5.62)
Q
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/ E2(x,1)d = Bo(t) . (5.63)
Q

Nastepne cztery nieré6wnosci reprezentuja wiezy nalozone na predkosc mo-
dutu Younga. Niergiwnoéci (5.64) i (5.65) nakladaja minimalng i maksy-
malna granice na F,

E(x,t) < Epas(x,t) (5.64)

E(x,t) > Enin(x,t) (5.65)

podczas gdy nastepne dwie sa uzyte aby kontrolowaé kierunek zmian
zmiennej sterowania w poblizu dopuszczalnych granic, gdy warto§é modu-
hu Younga dostaje sie w otoczenie © minimalnej lub maksymalnej warto$ci
Erin(x,t) 1 Epar(x,t). Te graniczne wielkosci sa zwiazane z mechaniczny-
mi wlasnosciami o$rodka wypelniajacego pory w kosci gabczastej i moc-
nym materiatem z ktérego zbudowana jest kosc zbita.

B(x,t) H(Epin(x,t) + © — E(x,1)) > 0, (5.66)

E(x,t) H(E(x,t) — Enmaz(x,t) +0) <0 . (5.67)
W zwiazkach (5.66) i (5.67) H(.) oznacza funkcje skokowa taka ze, H(x) =
ldlaz > 0, H(z) = 0 dla z < 0. Aby zdefiniowaé ostatnie ograniczenie
przytoczymy tu definicje energii potencjalne;.

= / Vo — / TiwdS | (5.68)
Q St

gdzie pierwszy z wyrazow po prawej stronie znaku réwnosci oznacza ener-
gie sprezysta, drugi - prace sit zewnetrznych. Policzmy teraz predkosé
energii potencjalnej:

_dm

==
dt

1 .
= 2/ Cijkl(X,t)eij(X,t)ekl(X,t)dQ—|—
Q
+ / Cijra(x, t)eij (x, t)ép(x, £)dQ + (5.69)
Q

- / T, )i, 8)dS — [ T, tyin(x, £)dS
ST ST
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7 zasady prac wirtualnych wynika ze,

dull(u, 1) = 0yll(u,u) =0 (5.70)

gdzie przez 0,P(y) oznaczono wariacje funkcjonalu ®(y) odpowiadajaca
zmianom funkcji y(x,t). Przepiszemy réwniez ograniczenia nieréwnoscio-
we (5.64-5.67) zamieniajac je na réwnos$ci przy uzyciu dodatkowych zmien-
nych “slack variables” a;(x,t), as(x,t), f1(x,t), B2(x,t) i dodamy je wraz
z ograniczeniami (5.62), (5.63), (5.70) do funkcjonatu celu (5.55) stosujac
mnozniki Lagrangea n;(x,t), n2(x,t), n3(x,t), na(x,t), u1(t), pa(t), A1, A2,

C = / E(x,t)F(x,t)dQ + M 0uIl + Ao T + m(t)[/ E(x,t)dQ +
Q Q

- Ao(t)]+M2(t)[/QEz(X,t)dQ—Bo(t)]+/Q771(X7t)[E(X7t)+

- Emdxn+aﬂxwwg+[ﬁﬂxmw@¢y+ (5.71)

—  Enin(x,t) — a%(x,t)]dQ + /Qng(x,t) [E(x,t) H(Epin(x,t) +

+ O — E(x,t) — B3(x,1)]dQ + /9774(x,t)[E(x,t) H(E(x,t) +

—  Enae(x,t) + 0 — B3(x,1)]dQ .

Z warunku stacjonarnosci tego rozszerzonego funkcjonatu celu wynika ze,

6C(E, u,u, u®, 0% mnoniki Lagrangea, slack variables) =0 . (5.72)

gdzie u® = A\du 1 u® = A\du oznaczaja pola przemieszczen i predko-
$ci pdl przemieszczen ukladu sprzezonego. Jak widaé pola sprzezone sa
proporcjonalne do kinematycznie dopuszczalnych wariacji zwiazanych z
nimi pél podstawowych. Te obserwacje mozna potem wykorzysta¢ w celu
uproszczenia wyprowadzonego “prawa remodelowania”. Poniewaz zmien-
ne w (5.72) mozemy teraz traktowacé jako niezalezne od siebie otrzymuje-
my z warunkow stacjonarnosci funkcjonatu C uktad réwnan i nier6wnosci
odpowiadajacych za optymalne rozwiazanie. Wariacja funkcjonatu wzgle-
dem u, u, u® i u® przyréwnana do zera zapewnia ré6wnania réwnowagi
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i te rownania zrézniczkowane po czasie dla obu ukladéw, podstawowego i
sprzezonego. Z wariacji C' zwiazanej z wariacjami mnoznikéw Lagrangea
wynikaja ograniczenia, ktére wczesniej sformutowaliSémy. Wariacja funk-
cjonatu odpowiadajaca zmianom dodatkowo wprowadzonych funkcji “slack
variables” zapewnia mechanizm przelaczania.

771(Xa t) Oél(X, t) =0 772(Xa t) OLQ(X, t) =0, (5.73)
773(X7t) Bl(xa t) =0 , 7]4(X, t) ﬁQ(X,t) =0.

I wreszcie, wariacja C' odpowiadajaca wariacjom zmiennej decyzyjnej F
dostarcza “prawo remodelowania”. Dla zilustrowania toku postepowania
policzymy dla przykladu wariacje 6,C"

5uC = / Cijkl(x, t)e?j (X, t)éékl(x, t)dQ — (574)
Q
/ Ugl(xﬂt)yléukds +/ U;‘il’l(x, t)(S’LLde =0 R
ST Q

gdzie o, oznacza naprezenia w ukladzie sprzezonym a v jest wektorem
normalnym do powierzchni Sr. W powyzszym przeksztalceniu wykorzy-
stano twierdzenia Greena oraz zwiazek pomiedzy przemieszczeniami i od-
ksztalceniami.

Aby spelni¢ warunek (5.74) musi by¢ spelnione réwnanie réwnowagi
uktadu sprzezonego W podobny sposéb wyprowadza sie pozostale réwna-
nia réwnowagi ukladéw podstawowego i sprzezonego. Waznej obserwacji
mozna dokona¢ na podstawie (5.74) oraz faktu ze uf(x,t) jest proporcjo-
nalne do kinematycznie dopuszczalnej wariacji pél zwiazanych z uktadem
podstawowym. Mozna sprawdzi¢ ze uf(x,t) = 0 w (. Skoncentrujmy sie
teraz na wyprowadzeniu “prawa remodelowania” . Aby to zrobic trzeba po-
liczyé wariacje C odpowiadajaca 6 E(x, t):

al 1
6EC = /QZ@(TH(X))[QC”'M(X”,t)eij(xn,t)ekl(xn,t)—l—
n=1

9C;jr(x, 1)
o 0E(x,t)

- /Qul(t)éE(x,t)dQ+/Qzu2(t)E(x,t)5E'(x,t)dQ+

— Sol6E(x,t)dQ + eij(x, t)el (x, )0 E(x, t)dS) +

+ / m(x,t)0E(x, t)dQ + / n2(x, )0 E (x, t)dQ + (5.75)
Q Q
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+ /Q’I]g(X, t) H(Epnin(x,t) + © — E(x, t))&E(X, t)dQ) +
+ /9774(x,t) H(E(x,t) — Epmae(x,t) + ©)6E(x,t)dQ = 0

Uwzgledniajac ograniczenia oraz wyprowadzony warunek (5.75) zerowa-
nia sie pierwszej wariacji funkcjonatu, i wprowadzajac nastepujaca nota-
cje
N
E= Z zgkl(xmt)eij(xn, t)ew (Xn,t) — So] (5.76)

mozemy otrzymac z warunku stacjonarnosci rozpatrywanego funkcjonatu
“prawo remdelowania”:
przypadek a: Eppn(x,t) + 0 < E(x,t) < Epea(x,t) — O:

: I )
E(x,t) = - =— 5.77
A TAO T ) G0
- | 1
dla Epin(x,t) < _2M2(t)u 22(®) Eraz(x,1)
; — B I _ L = _ pa(t)
E(x,t) = FEpin(x,t) dla Epip(x,t) > 52(®) = 2u2(t)

1 p(t)
2u2(t) 2#2(0

[I]

E(x,t) = FEpae(x,t) dla Enpes(x,t) < —

przypadek b: E(x,t) < Epin(x,t) + O:

: I T )
Ex,t) = 0 dla - =— <0
o 2a(®)" 2yt
' L ()
Ex,t) = - = — (5.78)
0= T 2m@
L () 3
dl 0<— = — < Enaz(x,1
“ 2412(1) 2p2(t) . 2)
: - ~ 1 m(®)
E(x,t) = PBEnaw(xt) dla Epe(x,t) < — ==
o o) i B = 500 2l
przypadek c: Epq.(x,t) — 0 < E(x,t):
: L ()
Ex,t) = 0 dla - E— >0
bt C L0 2w
Bxt) = —— L = ml (5.79)

2ua(t) 2p2(t)
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N L ()
dla FEpin(x,t) < — =— <0
00 < 2@ 2m00)
. ~ 1 A~
BE(x,t) = EBmn(xt) da — =_ M0 o

2ua(t) 2u2(t)

Mnozniki Lagrangea i i 2 moga by¢ wyznaczone wykorzystujac globalne
ograniczenia (5.62) i (5.63). Zwiazki (5.77-5.79) definiuja zmiany w czasie
modutu Younga spowodowane obciazeniami mechanicznymi i natozonymi
dodatkowymi ograniczeniami

W praktyce ograniczenia dotaczone do funkcjonatu celu - w naszym

przypadku zwiazki (5.62-5.67), odgrywaja pierwszoplanowa role w sfor-
mulowaniu problemu, ostateczna postaé zwiazkow remodelowania jest w
duzym stopniu uzalezniona od tego jakich uzyjemy ograniczen. Z drugiej
strony ograniczenia dolaczane w formalny sposéb do funkcjonalu celu sa
wygodnym sposobem na uwzglednienie w sformutowaniu réznych efektow
czy mechanizméw. W ten sposéb mozna na przyklad niezwykle prosto mo-
delowa¢ efekty zwiazane z rozwojem osteoporozy poprzez odpowiednia de-
finicje funkcji Ay(t) w zwiazku (5.62). Dzieki sformulowaniu dodatkowych
réwnan opisujacych takie efekty jak na przyklad produkcja hormonéw
odpowiedzialnych za aktywno$¢ komoérek, wpltyw srodkéw farmakologicz-
nych, czy stymulacja kosci sygnatami fizycznymi (pola elektromagnetycz-
ne, naswietlanie laserami i inne) mozemy uwzgledni¢ dodatkowe efekty i
wyprowadzi¢ odpowiednie “prawo remodelowania”.
Warto réwniez wspomnieé ze wyprowadzone tu prawo remodelowania mo-
ze by¢ w pewnym sensie traktowane jako uogélnienie zaproponowanego
wczesniej w pracach Mullendera i wspétautoréw popularnego modelu ad-
aptacji, [136]. Zwiazki (5.77-5.79) moga by¢ przeksztalcone do tej uprosz-
czonej postaci jesli zostanie pominiete globalne ograniczenie (5.62) wyko-
rzystane do kontroli calkowitej iloSci materialu. Inne kombinacje uzytych
ograniczen prowadza do réznych wersji “prawa remodelowania”. Na przy-
klad ciekawy przypadek reprezentuje sytuacja gdy drugi z catkowych wa-
runkow jest pominiety (5.63). Wtedy lokalne zmiany modutu Younga mu-
sza zachodzi¢ albo z maksymalna oo (x,t) albo z minimalna predko$cia
Emm(x, t) w zalezno$ci od znaku wrazliwosci rozpatrywanego funkcjonatlu
determinujacego synteze lub resorpcje tkanki.
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Rys. 5.4: Obrazy ludzkiego kregu otrzymane przy pomocy mikrotomogra-
fu komputerowego nanotom CT firmy phoenix | x-ray z rozdzielczoscia 24
mikrometra (dzieki uprzejmosci dr. André Egbert).
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Rys. 5.5: Siatka elementéw skonczonych czesci kosci udowej otrzymana na
podstawie skanu tomograficznego. Liczba elementéw - ponad pét miliona.
(Model otrzymany w ramach pracy magisterskiej mgr. K. Kubiesa i mgr.
A. Stasiak, promotor - T. Lekszycki).
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5.4 Problemy identyfikacji zwigzane z modelowa-
niem adaptacji kosci

Problemy identyfikacji nie sa tu szerzej omawiane gdyz jest to bardzo sze-
roki material nie bedacy przedmiotem niniejszej pracy. Dyskusje niekto-
rych z zagadnien zwiazanych z ta tematyka mozna znalezé w pracach Be-
dzinskiego i wspélautoréw, patrz np. [23], [21], [19], patrz réwniez Fung
[70] i Cowin [45, 42], Swieszkowski et al [212], Skalski et al. [192]. Tutaj
wspomnimy tylko bardzo krétko o metodzie bardzo przydatnej w badaniu
trojwymiarowych struktur, co jest waznym elementem mogacym postuzyé
do weryfikacji modeli opisujacych procesy przebudowy tkanki. Metoda o
ktorej mowa to tomografia komputerowa, a raczej jej wersja przystoso-
wana do badania mikrostruktur - mikro-tomografia komputerowa. Opis
zasady dzialania urzadzen mozna z latwoscia znalezé¢ zaréwno w literatu-
rze jak i w internecie dlatego nie poSwiecono tu miejsca na taka dysku-
sje. Natomiast wazna informacja, ktéora wymaga podkreslenia jest fakt ze
obecnie dostepne mikrotomografy umozliwiaja skanowanie i odtworzenie
mikrostruktury obiektéw w trzech wymiarach z rozdzielczos$cia ok 5um.
Ostatnio pojawily sie réwniez tak zwane nano-tomografy ktore zapewniaja
rozdzielczo$é rzedu utamka mikrona. Te nowoczesne technologie stwarza-
ja zupelnie nowe mozliwo$ci w badaniach i modelowaniu mikrostruktur
tkankowych. Umozliwiaja one zaré6wno badanie gestosci tkanki z olbrzy-
mia rozdzielczoscia jak i odtwarzanie geometrii obiektéw w celu wizuali-
zacji czy tworzenia siatek i modeli wykorzystywanych w obliczeniach wy-
trzymato$ciowych metoda elementéw skonczonych. Na ilustracji, Rys. 5.4
pokazano dla przykladu wizualizacje kregu ludzkiego otrzymana przy uzy-
ciu skanera firmy phoenix | x-ray z rozdzielczoscia 24 mikrometréw zas na
rysunku Rys. 5.5 przykladowsa siatke konca kosci udowej do obliczen me-
toda elementéw skonczonych przygotowana w oparciu o dane uzyskane z
tomografii komputerowej. W tym modelu liczba voxeli (elementéw) prze-
kroczyla 550 tysiecy. Zaczernienie kazdego voxela, nie uwidocznione na
ilustracji ze wzgledu na przejrzystosé, jest proporcjonalne do gestosci ma-
teriatu. Dzieki temu mozna oszacowacé sztywnosé izotropowego materialu
w kazdym elemencie i przeprowadzi¢ analize wytrzymatosciowa. Nieste-
ty taka metoda nie umozliwia okreslenia lokalnych wlasnosci anizotropo-
wych materialu. Przy bardzo gestym podziale na elementy mozna uzyskaé
efekt anizotropii w skali makro. Wynika on z faktu ze ko§¢ ma struktu-
re porowata, a wiec budulec jest roztozony nieréwnomiernie w przestrzeni
tworzac uporzadkowane pory ktorych ksztalt, rozlozenie w przestrzeni i
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orientacja determinuja wlasnosci anizotropowe usrednionego materialu w
skali makro. Modelowanie geometryczne oparte na wykorzystaniu tomo-
grafii komputerowej jest bardzo przydatne w procesie projektowania im-
plantéw. W literaturze mozna znaleZ¢ liczne przyktady takich zastosowan,
patrz np. Werner et al. [205], Pawlikowski et al. [157].

5.5 Podsumowanie

W rozdziale tym sformutowano i przedstawiono hipoteze optymalnej reak-
cji kosci zaproponowana przez autora niniejszej pracy. Ta hipoteza, wedlug
ktorej przyjmuje sie ze ko$¢ nie musi w aktualnej chwili reprezentowaé
optymalnej struktury i ksztaltu lecz reaguje w taki sposéb na zmieniajace
sie w czasie warunki biomechaniczne aby ta reakcja w kazdym momencie
zapewnila, w zakresie aktywnych ograniczen, najefektywniejsze zmiany
prowadzace do najszybszej chwilowej poprawy kryterium jakosci, stanowi
podstawe sformulowania umozliwiajacego formalne wyprowadzenie kom-
pletu zwiazkéw matematycznych definiujacych dany model przebudowy,
a wiec opisujacych adaptacyjna reakcje kosci. W poczatkowej czesci tego
rozdzialu szeroko przedyskutowano przestanki i konsekwencje przyjecia
takiej hipotezy. Nastepnie zaproponowano ogélny schemat sformulowania
wariacyjnego, ktory moze by¢ wykorzystany do wyprowadzenia opisu ma-
tematycznego szczegélnych modeli przebudowy ko$ci, zaleznych od przy-
jetych zatozen i specyficznych efektow wybranych do analizy. W celu ilu-
stracji wykorzystania zaproponowanego sformulowania do wyprowadze-
nia szczegbélnych modeli w dalszych czesciach tego rozdzialu zamieszczono
trzy przyklady. Jeden to prosty model w ktérym zaklada sie ze niejedno-
rodny, izotropowy material w efekcie proceséw adaptacyjnych zmienia swa
gestos¢ (lub modut Younga). Jest to w pewnym sensie odpowiednik modelu
ktéry pojawia sie w wielu publikacjach w réznych odmianach z ta rézni-
ca ze tutaj jest on formalnie wyprowadzony dzieki zastosowaniu zapro-
ponowanego ogoélnego sformutowania. Drugi z przytoczonych przykladow
to model beleczkowy, w ktérym zaklada sie ze material jest zbudowany z
wielkiej liczby beleczek, polaczonych ze soba i tworzacych skomplikowa-
ng “konstrukcje ramowa” méwiac jezykiem inzynierskim. Po przylozeniu
obciazen mechanicznych, na skutek adaptacyjnych zmian w kosci sztyw-
nosci tych beleczek ulegaja zmianom w czasie tworzac strukture podobna
do obserwowanych w prawdziwych ko$ciach. Trzeci przyklad modelowania
przytoczony w tym rozdziale jest najbardziej zaawansowany i uwzglednia
oddzialywania pomiedzy wyspecjalizowanymi komérkami odpowiedzialny-
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mi za przebudowe tkanki. Jest to przyklad modelu nielokalnego w ktérym
wlasnosci materialu w wybranym punkcie przestrzeni podlegaja ewolucji
w czasie w odpowiedzi na sygnaly dostarczane przez komoérki z otoczenia
tego punktu. Prowadzi on do powstania porowatych struktur w ktorych
ksztalt, wielko$c¢ i rozlozenie poréw w przestrzeni sa zalezne od zmienia-
jacych sie w czasie obcigzen mechanicznych i warunkéw brzegowych. Wy-
prowadzony tu formalnie model moze by¢ poréwnywany z jednym z modeli
postulowanych przez Huiskesa i wspoélpracownikéw. Niemozliwe jest, ze
wzgledu na rézne zalozenia przyjete w obu przypadkach, dokonanie $ciste-
go poréwnania, ale przyjmujac pewne analogie mozna powiedzie¢ ze wy-
prowadzony tu model jest uogélnieniem modelu postulowanego wczesniej
przez wspomnianych powyzej badaczy.

Jak wielokrotnie podkres§lano wyprowadzone tu modele miaty postuzy¢
jako przyklady ilustracyjne przytoczone w celu zaprezentowania niekto-
rych mozliwoéci i wyja$nienia w jaki spos6b korzystajac z zaproponowa-
nego w pracy podej$cia wariacyjnego mozna formalnie wyprowadzié rézne
modele oparte na odmiennych zalozeniach. Szczegéolowy szkic wyprowa-
dzenia jeszcze innego modelu zamieszczony jest w jednym z nastepnych
rozdzialéw dotyczacym wplywu osteoporozy na procesy przebudowy kosci.
We wszystkich przypadkach nie dyskutuje sie tu zagadnienia ewentualne;j
wyzszo$ci wyprowadzonych zwiazkéw nad znanymi z literatury modela-
mi fenomenologicznymi czy optymalizacyjnymi gdyz w zamierzeniu autora
sa to jedynie proste przyklady ilustrujace omawiany material a poréwna-
nie i gruntowna ocene mozna przeprowadzaé¢ w przypadku systematycznie
przebadanych teoretycznie, do§wiadczalnie i klinicznie modeli co nie bylo
celem tej pracy. W koncowym podsumowaniu pracy zamieszczono nato-
miast szereg uwag dotyczacych modelowania “fenomenologicznego”, “opty-
malizacyjnego” i opartego na hipotezie optymalnej reakcji kosci.

Hipoteza optymalnej reakeji kosci zaproponowana przez autora tej roz-
prawy pod koniec lat dziewiecdziesiatych ubieglego wieku zaczyna zyski-
wac w ostatnim okresie zainteresowanie u innych autoréw. M.in. byla ona
rozwijana w pracy doktorskiej Roesler [172] do opisu oddzialywan endo-
protez z kosémi oraz wykorzystana w pracy Piekarskiego i Lekszyckiego
[158] do modelowania ewolucji anizotropii tkanki kostne;j.



Rozdzial 6

Zwiazki pomiedzy
zadaniami optymalnego
projektowania, modelami
adaptacji kosci i hipoteza
optymalnej reakcji

6.1 Wprowadzenie

Temat ewentualnej optymalnosci konfiguracji kosci, jej ksztaltu i struk-
tury przewija sie w pracach na temat funkcjonalnej adaptacji wlasciwie
od poczatku gdy zainteresowano sie ta tematyka. Juz ponad sto lat temu
pierwsi badacze zauwazyli ze beleczki kostne ukladaja sie w przyblizeniu
zgodnie z kierunkami trajektorii naprezen gtéwnych. To by przemawialo
za hipoteza ze organizm w jaki$ sposéb jest w stanie rozpoznac stan me-
chaniczny i stara sie wykorzystaé dostepny material w efektywny sposdéb.
Po latach badan teraz juz wiemy ze kosci nie sa obiektami statycznymi i
zachodzace w nich procesy prowadza do ciaglych przemian mikrostruktury
tkanki, ktére w duzym stopniu uzaleznione sg od mechanicznych obciazen.
Wiele modeli fenomenologicznych jest zbudowanych na milczacym zatoze-
niu ze struktura kosci jest optymalna. Co znaczy optymalno$é - to zalezy
od konkretnego przypadku. Dla niektérych badaczy na przyklad zaloze-
nie réwnomiernego rozlozenia energii sprezystej lub naprezen w obszarze
kosci jest takim kryterium. Jako przyklad mozna przytoczyé modele w kto-
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rych postuluje sie ze predkos$c przemian w danym punkcie przestrzeni za-
lezy od réznicy pomiedzy bodZcem w tym punkcie a wartoscia odniesienia
charakterystyczna dla stanu réwnowagi biomechanicznej. Takim bodZcem
w wielu modelach jest gestos$c energii sprezystej. Inne podejscie, jak to by-
lo juz szerzej oméwione w jednym z poprzednich rozdzialéw, oparte jest
wprost na zalozeniu o optymalnosci struktury kosci. Wreszcie w niniej-
szej pracy dyskutowane jest podejscie oparte na zaproponowanej hipotezie
optymalnej reakcji. Bez watpienia pomiedzy tymi wszystkimi grupami mo-
deli istnieja jakie$§ zwiazki. Sa one wlasnie przedmiotem tego rozdziatu.

6.2 Zwiazki pomiedzy optymalizacja a przebudo-
wa kosci

Od czasu prac Rouxa [176] i Wolffa [206, 207] sprzed ponad wieku, ugrun-
towala sie hipoteza ze przebudowa wewnetrznej struktury kosci oraz jej
zewnetrznego ksztaltu sa w duzej mierze efektem oddzialujacych na kosé
sil mechanicznych i jest rzadzona okreslonymi prawami matematyczny-
mi. W tym rozdziale zajmiemy sie oméwieniem zwiazkow jakie zachodza
pomiedzy niektérymi modelami matematycznymi funkcjonalnej adaptacji
kosci a wybranymi zadaniami optymalizacji konstrukcji. Do dyskusji zo-
staly wybrane pewne reprezentatywne modele przebudowy, ktére ponizej
zostang przedstawione oraz dwa zadania optymalizacji. Pierwsze z nich
- optymalizacji materialu w ciele obcigzonym mechanicznie, o zadanym
ksztalcie i warunkach brzegowych oraz drugie - optymalizacji ksztaltu cia-
la poddanego obciazeniom i warunkom podparcia. Oba te zadania nalezg
juz do klasyki w teorii optymalizacji konstrukeji, lecz rozpatrywane w kon-
teks$cie biomechaniki kosci rzucaja nowe Swiatlo na zagadnienie modelo-
wania adaptacyjnej przebudowy tkanki kostnej. Wnioski, ktére tu zostana
przedstawione wyjasniaja szereg watpliwosci podnoszonych podczas trwa-
jacych od wielu lat niekonczacych sie dyskusji pomiedzy badaczami - zwo-
lennikami hipotezy wedlug ktérej kosci reprezentuja struktury optymalne
oraz przeciwnikami tego stwierdzenia.

Jeszcze do niedawna procesy przebudowy kosci dzielono na dwie grupy,
tak zwana przebudowe (lub adaptacje) wewnetrzna oraz powierzchniowa.
Podzial ten zostal zaproponowany przez Frosta w 1968 roku, patrz na przy-
klad Martin et al [128]. Do pierwszej z nich mozna zaliczy¢: a) modyfika-
cje ksztaltu, orientacji i rozmieszczenia poréw a wiec i porowatosci tkanki
kostnej (majace wplyw na makroskopowe wlasnos$ci kosci), b) przebudowe
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mikrostruktury budulca, z ktérego zbudowana jest tkanka (proces budo-
wy/przebudowy osteonéw wplywajacy na zmiane lokalnych wlasnosci ani-
zotropowych budulca tkanki kostnej). Do drugiej grupy nalezy zaliczy¢ ad-
aptacje ksztaltu kos$ci pod wplywem obcigzen mechanicznych. Jednak jak
to wynika z wczeéniejszych rozwazan na temat budowy kosci i mechani-
zmoéw przebudowy tkanki kostnej przedstawionych w poprzednich rozdzia-
lach, procesy zwiazane z remodelowaniem zachodza na powierzchniach od-
dzielajacych tkanke kostna od otaczajacej ja materii. Powierzchnie te moga
by¢ zar6wno powierzchniami okreslajacymi ksztalt zewnetrzny kosci oraz
ksztalt wewnetrznej jamy szpikowej jak tez powierzchniami zwiazanymi
z porowata struktura tkanki kostnej. Komorki kosciogubne i koSciotwor-
cze lokuja sie na tych powierzchniach powodujac albo rozpuszczanie sub-
stancji miedzykomoérkowej albo jej tworzenie. Tak wiec poza przebudowa
mikrostruktury materiatu, ktéra determinuje lokalne wlasnosci anizotro-
powe budulca z jakiego zbudowana jest tkanka - procesem budowy oste-
onéw opisanym we wczesniejszych rozdzialach tej pracy, aktywnosé komo-
rek prowadzi do przemieszczania sie powierzchni definiujacych zewnetrz-
ny i wewnetrzny ksztalt kosci oraz strukture poréw. Jak wiec widaé, pomi-
jajac stopien trudnosci zwiazany ze skomplikowana geometria rozpatry-
wanego zagadnienia, problem remodelowania kosci ma wiele podobienstw
do zadania projektowania ksztaltu konstrukecji. Pomimo ze remodelowa-
nie zachodzi wlasciwie tylko na powierzchniach ten wspomniany powy-
zej rozdzial na remodelowanie wewnetrzne i powierzchniowe jest w wielu
pracach wciaz utrzymany, cho¢ nie nalezy go rozumiec tak dostownie jak
poprzednio. Sformutowanie problemu modelowania przebudowy kosci jest
w duzym stopniu zdeterminowane tym do czego rozpatrywany model ma
by¢ przeznaczony. Oczywiscie przy tak przeogromnym stopniu komplikacji
uktadow biologicznych nie mamy na obecnym poziomie wiedzy mozliwo-
$ci stworzenia modeli uniwersalnych ujmujacych wszystkie efekty biorace
udzial w modelowanym procesie. Dlatego tez przed przejsciem do dalszych
prac nalezy podjaé¢ decyzje ktore z efektéw odgrywaja istotna role w zja-
wiskach, jakie model ma opisywac. Na przyklad, w sytuacji gdy badane sa
procesy oddzialywania komoérek z implantem i formowania nowej tkanki
na granicy kosci z proteza dokladny opis tego co sie dzieje w skali mi-
kro jest jak najbardziej wskazany. Z drugiej strony, gdy interesujemy sie
ewolucja wytrzymalo$ci calej kosci na wskutek rozwoju osteoporozy, nieraz
opis procesow na poziomie komérkowym nie jest potrzebny, zas raczej in-
teresuje nas efekt jaki na usrednione wlasnosci kosci w skali makro maja
procesy na nizszych poziomach. Dlatego tez, pamietajac o niezwykle ztozo-
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nych zjawiskach na poziomie molekularnym i komérkowym, staramy sie
opisa¢ zmiany usrednionych wlasnosci makroskopowych. I wtedy podziat
na remodelowanie wewnetrzne (zmiany makroskopowych wlasnosci tkan-
ki) oraz zewnetrzne (ewolucja ksztaltu kosci) ma wciaz swoje uzasadnie-
nie.

Wiekszo$é teorii remodelowania ko$ci jest opartych na zalozeniu ze
proces biologiczny odpowiedzialny ze przebudowe tkanki jest kontrolowa-
ny przez funkcje bledu pewnego sygnalu, ktory zalezy bezposrednio lub
posrednio zaréwno od struktury kosci jak i od jej stanu mechanicznego.
Stan mechaniczny moze byé¢ szacowany na wiele sposobow, w zaleznoS$ci
od teorii moze by¢ wykorzystana na przyklad miara odksztalcen czy na-
prezen, réznica pomiedzy liczba tworzacych sie i “naprawianych” w tkan-
ce mikrouszkodzen, naprezenia Scinajace i predkosé przeplywu cieczy w
kanalikach i inne. Jest to najliczniejsza klasa modeli. Zgodnie z przyje-
tym zalozeniem zmiany w strukturze kosci zachodzace w odpowiedzi na
warto$¢ funkcji bledu maja charakter adaptacyjny i powinny prowadzié¢ do
zmniejszania sie bledu. Matematyczna realizacja tego postulatu zazwyczaj
polega na zaproponowaniu pewnej funkcji ®(S, p, ) reprezentujacej bodziec
(ang. “stimulus”) oraz na zalozeniu ze prawo adaptacji jest réwnaniem réz-
niczkowym o postaci,

Opa(x,t)

5 = B,[®(S(x,t), pa(x,t)) — Po] . (6.1)

W powyzszych zwiazkach przyjeto nastepujace oznaczenia: p, jest gesto-
$cia pozorna materialu (ang. “apparent density”), S reprezentuje usred-
nione naprezenia (na poziomie makro), &, jest wartoscia odniesienia - fi-
zjologiczna wartoscia bodzca dla ktorej kosé jest w rownowadze w sensie
przebudowy (t. tzn. nie zmienia sie jej struktura). Wspétczynnik B, deter-
minuje szybko$¢ zmian pozornej gestosci tkanki dla jednostkowego bltedu
® — &q. Jak widac z przytoczonego réwnania remodelowania (6.1) robi sie
tu milczace zalozenie ze predko$é zmian pozornej gestosci materialu pro-
porcjonalna do réznicy pomiedzy aktualna wartoscia bodzca 1 wartoscia
odniesienia zaowocuje w zmniejszeniu tej réznicy. Zagadnienie stabilno$ci
i zbieznosci tak zdefiniowanego procesu adaptacji stanowi osobny problem,
ktory nie jest przedmiotem niniejszych rozwazan. Czytelnik zainteresowa-
ny ta tematyka moze znalezé interesujacy material w wielu pracach, np.
[99], [190]. Tego typu modele byly dyskutowane w licznych publikacjach
dla réznych bodzcéow a wiec, réznych definicji funkcji ®(S(x, 1), pa(x,t)) 1
réznych wartosci ®y. Czesto w definicji (6.1) pojawia sie zamiast S pole
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usrednionych odksztalcen. Tak jest na przyklad w przypadku gdy za bo-
dziec przyjeta jest gestos¢ energii sprezystej. W innej wersji dyskutowane-
go tu modelu zamiast pozornej gestosci materialu wystepuje usredniony
(makroskopowy) modut Younga.

Klasa modeli opisanych przez réwnanie (6.1) dotyczy remodelowania
wewnetrznego. Podobny zwiazek mozna zapisac dla remodelowania na po-
wierzchni. W tym przypadku bodziec odbierany przez wyspecjalizowane
komoérki powoduje przemieszczanie sie powierzchni kosci i zmiane jej
ksztaltu. Oznaczajac przez X wektor przemieszczenia powierzchni w kie-
runku normalnym réwnanie remodelowania przedstawia sie w postaci,
patrz np. [53],

0X(x,t)

ot

Powyzsze dwa r6wnania, remodelowania wewnetrznego i powierzchniowe-
go, dla przypadku gdy za bodziec przyjeto gestos¢ energii sprezystej U,
gdzie przez Uj oznaczono jej warto$¢ odniesienia przepiszemy jeszcze raz
gdyz beda one potrzebne w dyskusji dotyczacej zwiazkéw pomiedzy postu-
lowanymi prawami remodelowania a wynikami otrzymanymi przy wyko-
rzystaniu metod optymalizacji konstrukeji.

= Bx[®(S(x,t)) — o] . (6.2)

8Paa(;<,t) _ BP[U _ UO] , (6.3)
&%?ﬂ:BﬂU—%]. (6.4)

Zapomnijmy na chwile o biomechanice ko$ci i zajmijmy sie dwoma pro-
stymi zadaniami optymalizacji. Pierwsze z nich dotyczy optymalizacji ma-
terialu wewnatrz zadanego obszaru zas drugie, optymalizacji brzegéw ob-
szaru wypelnionego znanym materialem. Rozpatrzmy wiec cialo zajmu-
jace obszar € o brzegu I'. Cze$é I'” brzegu jest pod oddzialywaniem zna-
nych sit T za$ na czesci I'* zdefiniowano warunki na przemieszczenia patrz
Rys. 6.1.

Przyjmijmy réwniez ze niejednorodny material sprezysty, z ktérego jest
zbudowane cialo, ma wlasnosci izotropowe zas jego niejednorodnosé prze-
jawia sie w zmiennym rozkladzie gestosci p(x), ktéra z kolei determinuje
rozklad modutu Younga F(x) i nie wplywa na na staly w calym obszarze
wspoétczynnik Poissona. Tak wiec w przeciwienstwie do sytuacji gdy intere-
suje nas dokladna znajomos§¢ mikrostruktury materiatu, jak na przyktad -
rozklad i ksztalt poréw, tutaj operujemy na usrednionych wartosciach ge-
sto$ci materialu i modutu Younga charakteryzujacych makroskopowe wia-
sno$ci materialowe. Ré6wnania réwnowagi wraz z warunkami brzegowymi
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/)]

Rys. 6.1: Cialo poddane optymalizacji. Obszar ciala jest ustalony a opty-
malizacji podlega material.

mozna zapisa¢ w postaci,

U@'}j(X) =0 x €N , (65)
oij(x)n; — Ti(x) =0 xer? | (6.6)
ui(x) =0 xeI™ | (6.7)

za$ zgodnie z prawem Hooka naprezenia zaleza od odksztalcen zgodnie z
réwnaniem,
0ij(x) = Cijr(X)er(x) . (6.8)

Jak wspomniano powyzej zakladamy ze rozklad modutu Younga E(x) jest
okreslony przez rozklad gestosci materiatu p(x), a wiec do kompletu row-
nan niezbednych do wyznaczenia stanu mechanicznego analizowanego cia-
la nalezy jeszcze dolaczyc zwiazek pomiedzy tymi dwiema funkcjami. Nie
jest przedmiotem tej pracy opracowanie modeli materialéw porowatych i
wyprowadzenie réwnan taczacych mikrostrukture materiatu z jego wla-
sno$ciami na poziomie makro otrzymanymi po przeprowadzeniu homoge-
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nizacji. Dlatego wykorzystamy tu jeden z mozliwych opiséw, czesto sto-
sowany w biomechanice kosci do okreslenia zaleznosci pomiedzy pozorna
gestoscia materialu a usrednionym modulem Younga, patrz np. [54], [167],
[139], [136]. Postaé tego zwiazku nie wplywa na tok dalszego rozumowa-
nia i moze on byé w razie potrzeby zastapiony w sformulowaniu zadania
optymalizacji innym bardziej odpowiednim w danej sytuacji.

E(x)—Ap’(x) =0 xe . (6.9)

W powyzszym réwnaniu A i v sa stalymi wspélczynnikami.

Mozna teraz sformulowac zadanie optymalizacji. Zalézmy ze rozktad
gestosci materialu p(x) moze podlegac zmianom. Bedziemy poszukiwac ta-
kiego rozkladu p(x), ktéry zapewni ekstremum pewnego funkcjonatu. Ten
funkcjonat G(u(x), p(x)) wybierzemy tak aby reprezentowal miare global-
nej podatnosci ukltadu. Najwygodniej przyjaé tu za funkcjonal G energie
sprezysta, ktora jest proporcjonalna do pracy sit zewnetrznych oddziatuja-
cych na uktad,

G = % / Cham(x)es; (xX)er (x)d . (6.10)
Q

Poniewaz zmiany rozktadu gestosci materialu nie moga by¢ dowolne zdefi-
niujemy dodatkowo ograniczenie globalne na caltkowita mase ukladu M,
ktéra powinna by¢ zachowana podczas optymalizacji

/p(x)dQ —My=0 |, (6.11)
Q

oraz na dopuszczalne wartosci p(x), minimalna p,,;, oraz maksymalna

pmaxa
Pmin < p(X) < Pmaz xe. (6.12)
Poszukujemy wiec
min G
p(x)

speliajacego warunki (6.11), (6.12), (6.5), (6.6), (6.7), (6.9). Zanim wypro-
wadzimy konieczne warunki optymalnosci (stacjonarnosci funkcjonatu G)
zamienmy ograniczenia nieréwnosciowe (6.12) na réwnowazne in ograni-
czenia w postaci réwnan wprowadzajac dodatkowe funkcje x;(x) 1 k2(x),

P(X) = Pmin — K3 (x) =0 xe | (6.13)
Pmaz — p(X) — K3(x) =0 xeQ . (6.14)



156 ROZDZIAL 6. ZWIAZKI POMIEDZY ZADANIAMI ...

Aby wyprowadzi¢ konieczne warunki optymalnosci skorzystamy z metody
mnoznikéw Lagrange’a. Zapiszmy rozszerzony funkcjonat celu H, w kto-
rym dodatkowe ograniczenia (6.5), (6.6), (6.7), (6.9), (6.11), (6.13) 1 (6.14)
zostana uwzglednione przy pomocy mnoznikéw Lagrange’a \;(x), «;(x),

Bi(x), §(x), po, V1(x) 1 U2(x),

/C]zkl 61]( )ekl( )dQ—f—/A( )0’2]7](){)(19

+ / i (%) [03 (x)n; — Ty(x)]dT" + / B:(x)u; (x)dT
+ [ [B00 — g7 ()] -+ g [ [0~ 6.15)
Q Q

" / 910 [p(%) — prain — K2(x)]d2
Q

+ / 92(%) [pmas — p(x) — B3(x)]d2 .
Q

Traktujac u(x), p(x), E(x), k1(x), k2(x), \i(x), a;(x), Bi(x), £(x), po, P1(x)
i ¥2(x) jako zmienne niezalezne przedstawimy pierwsza wariacje funkcjo-



6.2. ZWIAZKI POMIEDZY OPTYMALIZACJA A PRZEBUDOWA ... 157

nalu celu H w postaci,

acz]kl( )
2) "Bk

+ /5>\i(x)ai” )dQ + /)\Z x)d0jj(x

Q

/ S ()[04 (x)n; — Th(x)]dT + / A(X)305; (x)n;dT

0H = / jzkl 62]( )(56k1( )dQ+ 5E(X)eij(x)ekl(x)dQ

/5@ dF+/BZ x)3u; (x)dl

+ / 56(x) [E(x) — Ap”(x)]d2 + / £ [0B(x) — Ay~ (x)3p(x)] A

o
+5/L0[/ (x)d2 — Mo} +M0/5P

/(5191 — Pmin — nl(x)]dﬂ + /5192()() [Pmaz — p(x) — m%(x)]dQ
Q

n é 1 (x)0p(x)dS — 4 U2(x)0p(x)dS2

- /2191(x)/€1(x)5m1(x)d9 - /2192(x)/12(x)5/<52(x)d§2 .
Q Q
(6.16)

Aby przeksztalci¢ i uporzadkowac otrzymane réwnanie nalezy wykonac
calkowanie przez czesci, wykorzystac¢ twierdzenie Greena i zwiazek kon-
stytutywny (6.8) oraz pozamienia¢ indeksy. Otrzymuje sie wtedy

SH = [ 1o = 66049771 (x) + 91 () — 02(0]3pa
Q

- /2191(X)I€1 (x)0k1(x)dY — /QﬁQ(X)HQ(X)aKg(X)dQ

Q Q

T é Bagﬁl())e J()ex(x) - wki7j<x>ekz<><>+€<x) ORdR
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+ /{[Cijkl(x)/\k,l(x)],j — 045, (%) }ou;dS
Q

+ /[U<X)ijnj - Cz'jkl(X))\kJ(X)nj](5ui(x)df (6.17)
T

+ /[)‘z(x) + Ozi(x)](soij(x)njdf‘
A

[Tt = Cuan(Mea(n; + 5] i)
],

+ /)\i(X)(SUij(X)nde + /5)\i(X)Uij7j(X)dQ
Tv Q

+ /50@(){) [035(x)n; — Ty(x)]dl + /5ﬂi(x)ui(x)df
rT Tu

+ /5£(X) [E(x) — Ap”(x)]dQ + S0 [/p(x)dQ - MO}
Q )

+ /5191(x) [p(x) = Pmin — H%(X)]Cm

Nastepnie nalezy uwzglednié¢ fakt ze wariacje du;(x) oraz do;;(x) zeruja
sie odpowiednio na powierzchniach I'* i I'’, a wiec tam gdzie zdefiniowa-
no warunki brzegowe, patrz réwnania (6.6) i (6.7). Dzigki temu niektoére z
calek w wyrazeniu na wariacje rozszerzonego funkcjonatu celu (6.17) zni-
kaja. Wreszcie z warunku stacjonarnosci funkcjonatu 6 H = 0 otrzymujemy
komplet zwiazkow, ktore nalezy spelni¢ aby zapewnié ekstremum funkcjo-
natu G,

o — E(X)Ayp T Hx) + 91 (x) — da(x) = 0 xeN, (6.18)
P (x)k1(x) =0 x e, (6.19)
D9 (x)ka(x) = 0 xeq | (6.20)
0C;; 9C;;
aE],]zl)S())\m(x)ekl(x) - ;an,]El)S()eij(X)ekl(x) —¢x) xeQ, (62D
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/ p(x)dY = My | (6.22)

Q
[Cijr ()M (x)] ; = 7ij,5(x) xeN, (6.23)
o(x)inj = Cijrr(X) N1 (X)1 xeTIT | (6.24)
Ai(x) =0 xel* | (6.25)
0ij.i(x) =0 xeN (6.26)
o (x)n; = Ti(x) xeTl | (6.27)
ui(x) =0 xel™ (6.28)
E(x) = Ap"(x) xeN (6.29)
P(X) = Pmin — K3 (x) =0 xeQ, (6.30)
Pmaz — p(X) — K3(x) =0 xeq . (6.31)

Jak wida¢ rownania (6.22) i (6.26-6.31) reprezentuja znane nam ogra-
niczenia wprowadzone przy definiowaniu zadania optymalizacji. Z r6wnan
(6.23-6.25) wynika natomiast, po uwzglednieniu zwiazkéw (6.26-6.28), ze
uktad sprzezony jest taki sam jak uklad podstawowy. Jest to zrozumiale
gdyz funkcjonal celu G, reprezentujacy globalna miare podatnosci uktadu,
jest proporcjonalny do energii potencjalnej, zas ograniczenia (6.11, 6.13,
6.14) nalozone na funkcje gestosci p(x) nie zaleza bezpos$rednio od pola
przemieszczen. Tak wiec

Ai(x) = ui(x) .

A zatem zwiazek (6.21) mozna przedstawié w postaci,

1 8Cz-jkl (X)

2 0BE(x) eij(x)ep(x) = §(x) x€Q

i po podstawieniu go do (6.18) otrzymujemy,

1 8CZ 'kl(x> —
0= 5 e (en(x) 477 () + 01 ()~ Dafx) =0 . (6:32)
Warunek optymalnosci (6.32), ktory postuzy do wyznaczenia nieznanej
funkcji rozktadu gestosci materiatu p(x) mozna jeszcze uproscié. Wykorzy-
stamy w tym celu dwa réwnania, (6.19) i (6.20). Jak wynika z pierwszego z
nich musi by¢ spelniony jeden z dwéch warunkéw, 9 (x) = 0 lub x1(x) = 0.
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Gdy k1(x) = 0 wtedy na podstawie (6.30) mamy p(x) = pmin. Analogicz-
na sytuacja zachodzi dla funkcji x2(x) lecz wtedy z réwnan (6.20) i (6.31)
wynika ze dla ka(x) = 0 gesto$¢ p(x) = pmaz- W wyniku tych rozwazan
otrzymujemy, ze albo J;(x) = ¥3(x) = 0 i wtedy warunek optymalnosci
przybiera postac

1/(1=7)
eij(x)er(x) (6.33)

_ e L 9Cn ()
Ho 2B (x)

p(x)

lub tez, gdyby p(x) wynikajace z powyzszego warunku przekraczalo do-
puszczalne granice dolna lub gérna, obowiazuja odpowiednio zwiazki

P(X) = Pmin dla k1(x)=0 |, (6.34)
lub
P(X) = prmaz dla Ko(x) =0 . (6.35)

Wartos¢é mnoznika Lagrange’a po nalezy okresli¢ tak aby bylo spelnione
calkowe ograniczenie (6.22).

Biorac pod uwage fakt ze ograniczyliémy nasze rozwazania do materia-
hu izotropowego mozna przedstawi¢ warunek optymalnosci (6.32) w innej
postaci, bardziej dogodnej do fizycznej interpretacji otrzymanego zwiazku.
Poniewaz dla materiatu izotropowego obowiazuje zaleznosé

Cijrl = N0ijort + p(6ixdj0 + dadjn) (6.36)
zas stale Lame’go ) i p mozna wyrazi¢ przez modul Younga FE i wspélczyn-
nik Poissona v nastepujaco

Ev E

AT AT =) ST

: (6.37)

po pomnozeniu réwnania (6.32) stronami przez p(x) mozna je przeksztalcic
wykorzystujac przytoczone powyzej zwiazki do postaci:
Ho — 191(X) + 192(X> 1

5 p(x) = B ki (X)eij(X)ep(x) (6.38)

A zatem w obszarze gdzie ¥, (x) = ¥2(x) = 0 warunek optymalnosci (6.33)
moze by¢ zastapiony przez,

1
p(x) = L - Ciip(x)ei; (X)er(x) (6.39)
fo 2
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Wynika stad ze optymalny rozklad gestosci materiatu dla ktorego globalna
podatnosc ciala osigga wartosé stacjonarna jest proporcjonalny do rozkla-
du gestosci energii sprezystej, zas wspélezynnik proporcjonalnosci % po-
winien by¢ tak dobrany aby spelni¢ catkowy warunek (6.22) nalozony na
calkowita mase rozpatrywanego ciala.

Uwaga:

Analityczne rozwiazanie omawianego problemu w ogélnym przypadku by-
toby trudne. Jednym z mozliwych sposobow efektywnego rozwiazania kon-
kretnych zadarn jest zastosowanie metody elementéw skoriczonych (do roz-
wiazania rownan réwnowagi) oraz procedury iteracyjnej (w celu wyzna-
czenia rozktadu gestosci materiatu). W procesie iteracyjnym, aby okreslié
wartosé mnoznika Lagrange’a 1y pojawiajacego sie w réwnaniach (6.33) i
(6.39), mozna zrobié uzytek ze zwiazkéw (6.22, 6.33, 6.34, 6.35) w nastepu-
Jjacy sposob. Oznaczmy przez 1, ) i Q3 odpowiednio obszary, w ktorych
obowiazuja zwiazki (6.33), (6.34) i (6.35). Poniewaz musi by¢ spetniony wa-
runek (6.22) wiec

My = /p(x)dQ + /p(x)dQ + /p(x)dQ

Q Qo Q3

Scatkujmy stronami réwnania (6.33), (6.34) i (6.35) odpowiednio w obsza-
rach Q1, Qs i Q3 oraz dodajmy je do siebie. Otrzymamy nastepujacy zwiazek
1/(~v—1 1 0C; i (x 1/(1-v)
,uo/(7 )/ |:27A6EJ()£))eij (X)ekl(x)] dv + pminQ2 + pmaxQS =My ,
941

ktory moze postuzyé do wyznaczania wartosci 11y w kolejnych iteracjach.

W nieco zmodyfikowanej wersji omawianego zadania mozna by przy-
jaé ze niezalezna funkcja poddana zmianom nie jest rozklad gestosci ma-
terialu p(x) lecz efektywny modul Younga F(x) przyjmujacy wartosci w
zadanych granicach

Epin < E(X) < Enax xeN . (6.40)

Wtedy rozklad materialu w rozpatrywanym obszarze bedzie wynikal z
optymalnego rozkladu efektywnego modulu Younga oraz przyjetej zalez-
nos$ci pomiedzy modulem Younga oraz gestoScia masy (zwiazek (6.9), lub
inny przyjety w jego miejsce). W takiej sytuacji ograniczenie (6.12) nalezy
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zastapi¢ w sformutowaniu zadania nieréwnoscia (6.40), natomiast réwna-
nie (6.9) (lub mu ré6wnowazne) bedzie wykorzystane pézniej, po wyzna-
czeniu optymalnego rozkladu efektywnego modutu Younga. Oczywiscie, w
tak postawionym zadaniu catkowe ograniczenie (6.11) nalezaloby zastapié
analogicznym ograniczeniem, lecz nalozonym na funkcje F(x),

/ B(x)dQ = S, xeq . (6.41)
Q

W rezultacie, po prostych obliczeniach analogicznych do przedstawionych
powyzej, otrzymuje sie nastepujace warunki optymalnosci (warunki ko-
nieczne stacjonarnosci funkcjonatu celu):
1 acijkl (X)
= Y 6.42

dla K1(x) #0 ka(x)#0 Y1(x) =102(x)=0
oraz

E(x) = Emin dla ki(x)=0 |, (6.43)

E(x) = Enag dla Ka(x) =0 . (6.44)

Wykorzystujac zwiazki (6.36) (6.37) i przeprowadzajac podobne manipula-
cje jak poprzednio dochodzimy do wniosku ze warunek (6.42) mozna prze-
ksztalci¢ do postaci:

11

E(x) =— - Ciji(x)eij(x)er (%) (6.45)
o 2

dla k1(x) #0 ka(x)#0 P1(x) =102(x)=0

Wynika stad ze optymalny rozklad modulu Younga zapewniajacy stacjo-
narno$¢ funkcjonalu reprezentujacego globalna miare podatnosci ciala po-
winien by¢ proporcjonalny do rozkladu gestosci energii sprezystej, zas war-
tos¢ wspélczynnika proporcjonalnosci pg musi byé tak dobrana aby spelnié
ograniczenie catkowe (6.41).

Zajmiemy sie teraz zadaniem optymalizacji gdy material optymalizo-
wanego ciala jest dany za$ obszar zajmowany przez cialo moze ulegaé
zmianom poprzez przesuwanie czesci powierzchni ograniczajacej ten ob-
szar.
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TO

Rys. 6.2: Cialo poddane optymalizacji. Wlasnosci materialu sa ustalone a
optymalizacji podlega granica I'’"? obszaru.

Skoncentrujemy sie na przypadku w ktérym material, budulec z ktérego
jest zbudowana tkanka lokalnie ma wtasno$ci izotropowe. Nalezy tu pod-
kreslié fakt ze mimo iz lokalnie materiat jest izotropowy to w skali makro,
ze wzgledu swa porowato$é, rézna orientacje, wielko$é i ksztaltty poréw
material jest anizotropowy. Wyobrazmy sobie uklad mechaniczny, z mate-
riatu sprezystego o stalych sprezystych Cjj;; za$ kryterium optymalizacji
jest globalna miara podatnos$ci ukiadu.

Zatozymy dla uproszczenia ze powierzchnie I'’, na ktére dzialaja nieze-
rowe obciazenia oraz I'* - te na ktérych zadane sa zerowe warunki na
przemieszczenia, nie podlegaja zmianom. Nalezy tu podkresli¢ ze w prze-
ciwienistwie do powszechnie przyjetych oznaczen I'’’ w tym wyjatkowym
przypadku nie oznacza brzegu, na ktérym zdefiniowano warunki statycz-
ne a jedynie te jego czesc¢ do ktérej sa przylozone sa obciazenia rézne od
zera. Tak wiec calkowity brzeg ciata sklada sie z trzech czesci: I'*, I'” oraz
I'%, gdzie przez I'® oznaczono swobodny brzeg podlegajacy modyfikacjom.
Na rysunku 6.2 przedstawiono rozpatrywane cialo. Przyjmujac ze €;;(x)
jest kinematycznie dopuszczalnym polem odksztalcen zapiszemy energie
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sprezysta w postaci,
1 1
U= 3 0ij(x)€i;(x)dQ = 3 Cijr(x)ep(x)ei;(x)dS (6.46)
Q Q

Zdefiniujmy teraz najwazniejsze ograniczenia jakie musza by¢ spelnione
przez pola przemieszczen, naprezen oraz przez zmienne decyzyjne. Ozna-
czajac przez V; calkowita objetos¢ ciala mozemy napisaé,

/dQ—VO:O . (6.47)
Q

Zas ré6wnania rownowagi wraz z warunkami na brzegu przyjmuja postacé,

0i5,j(%) = 0 xeQ , (6.48)

0ij(x)n; = T} (x) xer” (6.49)

oij(x)n; =0 xell | (6.50)

ui(x) =0 xel™ . (6.51)

gdzie n; (j = 1,...,3) oznacza skladowe jednostkowego wektora normalne-

go do brzegu I rozpatrywanego ciata, Zbudujemy rozszerzony funkcjonat
celu wlaczajac ograniczenia przy pomocy mnoznikéw Lagrangea,

H = ;/Cijkl(x)ekl(x)eij(x)dﬁ - )\(/dQ ~ )
Q

Q
+ [mtoysan+ [aleolntn; - TGN (g5
Q T
+ /af(x)aij(x)njdf + /ﬁi(x)ui(x)df
e rw
gdzie )\, o, o, 3; sa mnoznikami Lagrange’a (i = 1, ..., 3).

Przyjmijmy ze cze$é¢ I'® powierzchni I' ciala poddana jest nieskoriczenie
malej translacji. Kazdy z jej punktéw przemieszcza sie o wektor or(x) co
w efekcie wywota zmiane objetosci o §V. Spowoduje to oczywiscie zmiane
stanu naprezen i odksztalcen. Zakladajac ze mozna przedtuzyc pola prze-
mieszczen, odksztalcen i naprezen na dodane, nieskonczenie mate obszary,
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Rys. 6.3: Schemat nieskonczenie malej translacji swobodnej czesci po-
wierzchni ciata I'%,

oraz ze przedluzone pola spelniaja w dodanych obszarach réwnania réw-
nowagi zapiszemy funkcjonatl celu dla zmienionej konfiguracji ciata w po-
staci,

H* = % / Cijkr(x) [eri(x) + dex(x)] [e4j(x) + deij(x)] dQ2

Q469
- ()\+6)\)< / dQ—VO)
Q+0Q

+ / [m(x) + 5#Z(X)} [O‘ijyj (X) + 50‘@',]’ (X)] a2

Q+0Q (653)
+ /[aiT(x) + (504?()()] { [aij(x) + 60; (x)]nj — T2(x)}dl

I‘T
+ [ 10l + 80f'(x)] [ + 8y (o) my T

IR

+ / [8:(%) + 86: ()] { [ui () + Sui (x)] — u¥(x)}dT
Fu
Mozna teraz odjaé od siebie wyrazenia (6.52) i (6.53) i policzy¢ zmiane war-
tosci funkcjonalu H spowodowang wariacja brzegu rozpatrywanego obsza-
ru.
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AH=H"-H . (6.54)

Dalsze postepowanie jest standardowe, aby policzy¢ pierwsza wariacje
funkcjonatu H pomijamy w obliczonym wyrazeniu (6.54) male wyrazy wyz-
szego rzedu, dzielac obszar catkowania (2 + 62 na dwa podobszary €2 i 62,
traktujac w;(x,t), A, i, ol , aff, 3; jako zmienne niezalezne, catkujac przez
czesci 1 wykorzystujac ograniczenie catkowe (6.47), réwnania réwnowagi i
warunki brzegowe (6.48, 6.49, 6.50, 6.51) ostatecznie dochodzi sie do wy-
razenia,

6H = ;/Cijkl(x)ekl(x)eij(x)dg - )\/dQ (6.55)
50 692

Aby wykorzysta¢ powyzszy zwiazek mozna dokonac¢ zamiany zmiennych.
Zauwazmy ze d) daje sie wyrazi¢ przy uzyciu jednostkowego wektora n
normalnego do powierzchni I'¥ w wybranym punkcie oraz wektora or wir-
tualnej, nieskonczenie matlej translacji tego punktu,

dQ =n-or dl'? (6.56)

gdzie kropka oznacza iloczyn skalarny wektoréw. Wstawiajac (6.56) do wy-
razenia opisujacego pierwsza wariacje funkcjonatu H otrzymujemy,

oH = % / [Cijr(x)eij(X)ext (%) = Al nmdrmdl . (6.57)

'R
Tak wiec konieczny warunek stacjonarnosci funkcjonalu H mozna zapisaé
w postaci,

% () e(x) em(x) —A=0 xelR . (6.58)
Jak widac¢ optymalne rozwiazanie powinno spelnia¢ warunek stalosci ge-
stosci energii sprezystej na swobodnej powierzchni podlegajacej wariacji.
Aby przesledzi¢ zwiazki pomiedzy zadaniami optymalizacji a szeroka
klasa postulowanych modeli adaptacji kosci zbierzmy w jednym miejscu
wczesniej w tym rozdziale przytoczone rownania odpowiedzialne za adap-
tacje wewnetrzna (6.3), powierzchniowa (6.4) oraz warunki optymalnos$ci
dla zadania optymalizacji gesto$ci materiatu (6.39) i optymalizacji swobod-
nej powierzchni ciala (6.58), przy czym réwnanie (6.39) zapiszemy tak aby
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byto wygodniejsze do interpretacji, (6.59).
remodelowanie wewnetrzne, réwnanie (6.3):

Opa(x,t)

o = BlU-Ui xeq

remodelowanie powierzchniowe, réwnanie (6.4):

0X (x,t
XX _por— g xer® |

ot
optymalizacja materiatu, przeksztalcone réwnanie (6.39):

$Cijr(x) ej(x) ep(x) Mo

=0 xe€Q , (6.59)
p(x) ¥

optymalizacja ksztaltu, réwnanie (6.58):

% iikl(X) €i5(X) ep(x) = A =0  x€ R
Poréwnajmy na poczatek model adaptacji powierzchniowej z warunkiem
optymalno$ci przy optymalizacji ksztaltu ciala. Jak widaé, z warunku
optymalno$ci wynika ze gesto$é energii sprezystej na powierzchniach swo-
bodnych podlegajacych wariacji powinna byé stala i ré6wna mnoznikowi
Lagrangea A. Warto$¢ mnoznika \ zalezy od nalozonego ograniczenia na
calkowita mase ciala, a wiec M, determinuje jego wartos¢. Z drugiej stro-
ny, analizujac réwnanie remodelowania (6.4) widzimy ze zmiany potozenia
swobodnej powierzchni ciala sa proporcjonalne do réznicy gestosci energii
sprezystej na tej powierzchni i jakiej§ wartos$ci odniesienia, ktéra odpo-
wiada stanowi réwnowagi biologicznej. Mozna sie spodziewaé ze algorytm
remodelowania oparty na tym zwiazku bedzie prowadzi¢ do wyréwnania
gestosci energii sprezystej na powierzchni swobodnej podlegajacej remo-
delowaniu. Wyplywa stad wniosek, ze warto§é A w jednym zwiazku jest
odpowiednikiem wartosci odniesienia Uy w drugim z nich. Istnieja jednak
1 istotne réznice pomiedzy obu zadaniami. W zadaniu optymalizacji otrzy-
mujemy w efekcie rozwigzania warunkéw optymalnos$ci optymalna konfi-
guracje ciala poddanego stalym w czasie obciazeniom mechanicznym. W
przypadku adaptacji, réwnania remodelowania pozwalaja §ledzi¢ w czasie
proces zmian ksztaltu kosci niezaleznie od tego czy obciazenia sa state czy
zmienne. Jest i druga wazna réznica, w zadaniu optymalizacji zdefinio-
wano szereg ograniczen, ktorych brak w postulowanym modelu adaptacji.
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Ograniczenie globalne na caltkowita mase ciala zapewnia zachowanie za-
lozonej masy, za$ poziom odniesienia gestosci energii sprezystej wynika z
catkowitej masy My. W przypadku postulowanego modelu remodelowania
nic nie jest wiadomo na temat calkowitej masy kosci, ustala sie ona w za-
leznosci od zalozonego poziomu odniesienia gestoSci energii.

W przypadku zadania optymalizacji niejednorodnego materialu oraz pro-
blemu adaptacji wewnetrznej sytuacja jest odmienna. Zauwazmy przede
wszystkim ze warunek optymalnosci (6.39) zostal przeksztalcony do posta-
ci (6.59) z ktorej wynika ze energia sprezysta przypadajaca na jednostke
masy materialu powinna by¢ w ciele stala. Jej poziom zalezy od stalego pa-
rametru v i mnoznika Lagrangea pg, ktérego wartos$¢ zalezy od catkowitej
masy ciala. Trzeba réwniez pamietac¢ ze warunek (6.59) jest spelniony je-
dynie tam, gdzie gesto$¢ materialu zawiera sie w granicach wyznaczonych
przez przyjete wartosci maksymalna p,,q, 1 minimalna p,,;,. Poréwnujac
to z ro6wnaniem remodelowania (6.3) widzimy istotna réznice - predkosc
zmian gestosci materialu jest proporcjonalna do odchylki gestosci energii
sprezystej od warto$ci odniesienia reprezentujacej stan biologicznej réw-
nowagi. Tak wiec mozna oczekiwaé ze algorytm oparty na tym zwiazku be-
dzie dazy¢ do wyréwnania gestosci energii sprezystej w ciele. Wydaje sie,
przynajmniej z inzynierskiego punktu widzenia ze rozwiazanie otrzyma-
ne z zadania optymalizacji ma wieksze uzasadnienie niz konfiguracja do
ktorej by zbiegala funkcja rozktadu gestosci masy podczas remodelowania
kosci pod dzialaniem ustalonego w czasie obciazenia. W pierwszym z tych
przypadkéw mamy gwarancje najlepszego wykorzystania materiatu. Tak
jak 1 poprzednio - zadanie optymalizacji nie umozliwia §ledzenia w czasie
zmian zachodzacych w kosci, dostarcza jedynie asymptotyczne rozwiaza-
nie do jakiego by dazyla konfiguracja kosci pod stalym obciazeniem.

Zadanie optymalizacji niejednorodnego materialu i fenomenologiczny
model adaptacji wewnetrznej moga by¢ rowniez poréwnane z wyprowa-
dzonym w jednym z poprzednich rozdzialéw modelem ciaglym bedacym
konsekwencja zastosowania hipotezy optymalnej reakcji kosci, patrz réwn.
(5.41). Okazuje sie ze gdyby przyjac ze funkcja p w réwnaniu (5.41) repre-
zentuje gestos¢ materiatu, to wyprowadzone réwnanie remodelowania ma
podobna postaé do postulowanego prawa (6.3). Jednak tak jak w przypad-
ku zadania optymalizacji materialu bodzZcem jest teraz nie gestos$¢ energii
sprezystej a energia sprezysta przypadajaca na jednostke masy. Wyprowa-
dzone zwiazki remodelowania réznia sie jeszcze od modelu postulowanego
(6.3) oraz od warunku optymalnosci 6.59 innymi waznymi elementami. Po
pierwsze, wartos¢ odniesienia jest teraz funkcja czasu. Jest to bardziej re-
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alne niz zalozenie niezmiennego w czasie poziomu. Dzigki temu, ten prosty
model umozliwia miedzy innymi uwzglednienie zmieniajacych sie mozli-
wosci adaptacyjnych organizmu. Ponadto, w wyniku uwzglednienia w sfor-
mutowaniu dodatkowych ograniczen réwnanie remodelowania obowiazuje
jedynie wtedy gdy te ograniczenia nie sa aktywne. W sytuacji gdy ktores
z ograniczen staje sie aktywne, predko$¢ zmian gesto$ci materiatu przyj-
muje jedna z wartosci, maksymalna lub minimalna w zaleznosci od znaku
wrazliwosci funkcjonatu celu. Jest to analogiczny przypadek to tego jaki
jest dyskutowany w rozdziale dotyczacym modelowania osteoporozy, gdzie
po zdefiniowaniu liniowego funkcjonalu celu wedlug otrzymanego prawa
remodelowania zmiany w materiale zachodza albo z maksymalna dopusz-
czalna predkoscia (synteza tkanki) albo z minimalna (resorpcja tkanki).
Tak wiec, pomijajac fakt réznicy bodzca w postulowanym modelu i w wy-
prowadzonym z hipotezy optymalnej reakcji mozna by w przyblizeniu po-
wiedzie¢ ze wyprowadzony model jest w pewnym sensie uogélnieniem po-
stulowanego modelu fenomenologicznego. Nie trzeba podkreslaé, bo jest
to oczywiste, ze wyprowadzony model w przeciwienstwie do rozwiazania
zadania optymalizacji ksztaltu czy materialu zapewnia zwiazki opisujace
ewolucje w czasie konfiguracji kosci umozliwiajace $ledzenie calego proce-
su przebudowy a nie tylko asymptotycznego koncowego efektu wywolane-
go stalymi obciazeniami.

6.3 Podsumowanie

W tym rozdziale skupiono sie na podobienstwach i réznicach pomiedzy
szeroka klasa postulowanych modeli fenomenologicznych majacych odwzo-
rowywa¢é procesy adaptacji koSci a zadaniami optymalizacji. Poréwnano
przypadek adaptacji powierzchniowej z zadaniem optymalizacji ksztaltu
ciala oraz model adaptacji wewnetrznej z zadaniem optymalizacji mate-
rialu w ciele zajmujacym zadany obszar. Pokazano ze w przypadku ad-
aptacji powierzchniowej algorytm remodelowania powinien prowadzié¢ do
wyréwnania poziomu gestoSci energii sprezystej na powierzchni podlega-
jacej zmianom co jest zbiezne z warunkiem optymalnosci otrzymanym w
zadaniu optymalizacji ksztaltu. Znaleziono réwniez interpretacje biome-
chaniczng mnoznika Lagrangea uzytego do wprowadzenia w sformulowa-
niu ograniczenia na calkowita mase ciala - ma on podobne znaczenie jak
energia odniesienia odpowiadajaca stanowi ré6wnowagi biologicznej w dys-
kutowanym modelu fenomenologicznym. Wskazano na istotne réznice po-
miedzy zadaniem optymalizacji niejednorodno$ci materiatu z ktérego jest
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zbudowane cialo a klasa modeli fenomenologicznych opisujacych adapta-
cje wewnetrzna. Pokazano ze zalozenie w modelach fenomenologicznych ze
bodZcem jest réznica pomiedzy aktualna lokalna wartoscia gestosci ener-
gii sprezystej a jej wartoscia odniesienia nie jest dobre z punktu widzenia
mechaniki.

Podkreslono ze rozwiagzania zadan optymalizacji odpowiadaja konfigura-
cjom asymptotycznym do ktérych byé moze by podazata kos¢ poddana sta-
lym warunkom obcigzenia. Takie podejscie nie umozliwia §ledzenia zmian
zachodzacych w czasie, a wiec calego procesu remodelowania.

W ostatniej czesci tego rozdzialu dokonano syntetycznego poréwnania
dyskutowanej na poczatku klasy modeli adaptacji wewnetrznej oraz za-
dania optymalizacji materialu z wyprowadzonym wcze$niej modelem cia-
glym wynikajacym z hipotezy optymalnej reakcji. Wskazano na istotne
réznice pomiedzy tymi modelami, podkreslajac niektére z zalet sformu-
lowania bedacego przewodnia mys$la tej pracy.

7 przeprowadzonej w tym rozdziale dyskusji wynika jeszcze jeden cie-
kawy wniosek. Na przestrzeni wielu lat wciaz toczy sie dyskusja czy kosci
reprezentuja optymalne struktury czy nie. Jak wida¢ postulowane prawa,
ktore pozornie maja niewiele wspélnego z optymalizacja moga odpowiadaé
takim procesom, ktére w efekcie prowadza do rozwiazan optymalnych lub
przynajmniej do nich sie zblizaja.



Rozdzial 7

Wplyw osteoporozy na
procesy przebudowy kosci

Osteoporoza mimo ze bezposrednio nie zagraza zyciu jednak posrednio jest
czesto przyczyna Smierci. Biorac pod uwage liczbe przypadkéw mozna po-
wiedzie¢ ze we wspélczesnych spoleczenstwach mamy do czynienia z epi-
demia osteoporozy. Pociaga to za soba cierpienia jak i olbrzymie koszty
leczenia choroby i urazéw kosci jakie sa jej efektem. Dla przykladu, ponad
40 procent kobiet po sze$cdziesiatym roku zycia w Stanach Zjednoczonych
Ameryki Pélnocnej doznaje urazéow kosci z powodu zaawansowanej oste-
oporozy. Natomiast koszty zlaman bioder w USA wynosza rocznie okoto 9
bilionéw dolaréw, patrz Praemer et al [160]. Matematyczne i komputero-
we modele przebudowy kosci opracowane z uwzglednieniem efektow wy-
wolanych przez osteoporoze moga by¢ jednym z przydatnych elementéw
walki z ta choroba i jej nastepstwami. Jednym z przykladéw gdzie takie
modele moga sie przydac sa przypadki kiedy trzeba oszacowac wytrzyma-
los¢ mechaniczna kosci i jej zmiany na skutek rozwoju osteoporozy a takze
trwalos¢ polaczenia kosci z endoproteza, patrz Rys. 7.1. Do takich celow
moga sie przydac uproszczone modele, ktére nie koniecznie uwzglednia-
ja szczegély zachodzacych w ko$ci proceséw biologicznych wywotujacych
osteoporoze ale za to umozliwiaja przyblizona analize przebudowy tkan-
ki kostnej wraz z rozwojem choroby i ocene wytrzymatosci catej kosci lub
jej duzej czesci. Inne modele sa potrzebne przy badaniu proceséw bioche-
micznych odpowiedzialnych za zmiany chorobowe oraz wplywu réznych
czynnikoéw, jak fizycznych, biologicznych czy farmakologicznych na szyb-
kosc¢ postepowania zmian osteoporotycznych w kosci. W tym rozdziale sa
w skrécie przedyskutowane mozliwo$ci modelowania w oparciu o hipoteze
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Rys. 7.1: Zdjecie RTG stawu biodrowego ze zmianami osteoporotycznymi
przed i po wstawieniu endoprotezy (dzieki uprzejmosci doc. dr hab. P. Mal-
dyka, Instytut Reumatologii w Warszawie).

optymalnej reakcji kosci efektu osteoporozy na procesy przebudowy i ad-
aptacji kosci oraz jest przytoczony prosty przyklad jak mozna uwzglednié
rozwaj osteoporozy na podstawie statystycznych wynikéw badan klinicz-
nych. W ostatniej czesci rozdzialu w szerokim komentarzu przedstawiono
jedna z mozliwych propozycji nowego modelu oraz szkic wyprowadzenia
odpowiednich zwiazkéw wiazacych takie efekty jak gesto$é komorek, ich
aktywno$¢ i porowatosé tkanki.

7.1 Wprowadzenie

Osteoporoza moze wplywac na procesy remodelowania kosci na rézne spo-
wlasnosci. Wedlug Frosta gestosc tkanki i masa ko$ci nie sa dobrymi pa-
rametrami do oceny zaawansowania choroby, patrz [67]. Wyréznia on trzy
rozne typy osteoporozy.
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1. Do pierwszej grupy mozna zaliczy¢ przypadki gdy pacjent ma mniej
tkanki kostnej niz normalnie ale nie powoduje to probleméw dopdki
nie nastapi uraz. Najwiecej ztaman przytrafia sie przy okazji upad-
kéw a najbardziej narazone sa na urazy konczyny. Ta grupa dotyczy
zaréwno dzieci jak i doroste kobiety i mezczyzn.

2. Druga grupa jest zwiazana z obecnoscia osteopenii. W takich przy-
padkach fizyczna aktywno$¢ i zwiazane z nig obciazenia mechanicz-
ne (ale nie urazy) powoduja spontaniczne pekniecia oraz bdl kosci,
gléwnie kregostupa, czesciej u kobiet niz u mezczyzn i rzadko u dzie-
ci.

3. Trzecia grupa to kombinacja cech z dwéch poprzednio tu wymienio-
nych.

7 drugiej strony mozna méwic¢ o osteoporozie wywotanej brakiem obcigzen
mechanicznych jak w przypadku przebywania w przestrzeni kosmicznej,
przewleklej choroby wymagajacej pozostawania przez dtugi okres w t6zku,
czy braku aktywnosci fizycznej. Zauwazono réwniez korelacje pomiedzy
masa ciala czlowieka i budowa kosci co moze by¢ zwigzane z faktem ze przy
zwiekszonej wadze organizmu ko$ci narazone sa na wyzszy poziom obcia-
zen co wywoluje procesy adaptacji i wzrost masy kostnej. Jest osteoporoza
zwigzana z podeszlym wiekiem a szczegélnie z okresem po menopauzie jak
i osteoporoza wywolana zaburzeniami procesé6w metabolicznych. Jak wiec
wida¢ przy modelowaniu wplywu osteoporozy na mikrostrukture kosci i
zmiany jej wytrzymaloSci mechanicznej trzeba by, w zaleznosci od potrzeb,
bra¢ pod uwage rézne efekty biologiczne i biomechaniczne. Niezaleznie jed-
nak od tego jak zakwalifikujemy dany przypadek osteoporotyczny wazniej-
szymi cechami od gestosci tkanki jest wytrzymatosc kosci i jej podatno$é na
mechaniczne uszkodzenia co jest w duzej mierze zalezne od mikrostruktu-
ry kosci (porowato$é i cechy geometryczne mikrostruktury) oraz od mecha-
nicznych charakterystyk materiatu z jakiego zbudowana jest tkanka (lo-
kalne mechaniczne wlasnos$ci tkanki), patrz np. [102]. Dla ustalonej masy
a réznych topologii struktury wytrzymalos$¢ kosci moze sie zmienia¢ w bar-
dzo szerokim zakresie. Jest to zrozumiate, gdyz od rozlozenia materiatu w
obszarze zajmowanym przez ko$¢ zalezy rozklad naprezen a wiec i i mak-
symalne obciazenia jakie moze ona przeniesc. Jest to rowniez potwierdza-
ne przez obserwacje ze wieksza masa kosci nie koniecznie jest zwiazana z
jej wyzsza wytrzymalo$cia na uszkodzenia, patrz np. [174]. Przykladowo,
zahamowanie proceséw resorpcji tkanki przy pomocy $rodkéw farmako-
logicznych wplywa pozytywnie na mase kosci lecz powoduje zmniejszenie
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jej wytrzymatosci i wzrost kruchosci tkanki. Istotnie, wytrzymatosc zalezy
nie tylko od struktury poréw lecz réwniez od wlasnosci mechanicznych bu-
dulca a wiec materii miedzykomdérkowej a ten moze w znacznym stopniu
zmieni¢ swe charakterystyki podczas procesé6w przebudowy i wapnienia.
7 drugiej strony zaobserwowano ze podawanie witaminy K moze zmniej-
szy¢ ryzyko zlaman bez istotnego wplywu na mase i szybko$¢ procesow re-
sorpcji, patrz [189]. Ludzka osteokalcyna - bialko zalezne od witaminy K
zawiera resztki trzy-karboxyglutamatu (Gla) i tylko karboksylowana oste-
okalcyna jest zawarta w ko$ci, patrz [188]. Z obserwacji wynika ze karbok-
sylacja surowicy osteokalcyny wplywa na predko$é¢ propagacji fal ultradz-
wiekowych u dzieci przed okresem dojrzewania co moze by¢ wskaznikiem
zmian mechanicznych wlasnosci kosci, patrz [194]. A wiec, osteokalcyna
jest potrzebna przy mineralnym dojrzewaniu kosci zas niepelna minera-
lizacja tkanki wplywa na pogorszenie jej wlasnosci wytrzymatosciowych,
patrz [13]. Jak wiadomo osteoporoza jest zwiazana ze zwiekszona poro-
watos$cia 1 zmieniona mikrostruktura tkanki a te czynniki bezposrednio
zaleza od mnozenia sie, r6znicowania i apoptozy komoérek bioracych udziat
w procesach ko$ciotworczych i koSciogubnych. Te czynniki, jak to byto dys-
kutowane w poprzednich rozdzialach determinuja z jednej strony wielkosé
i polozenie osteonéw i mineralizacje tkanki a z drugiej rownowage lub jej
brak pomiedzy populacjami osteoklastow i osteoblastéw i ich aktywnoscia
co ma decydujacy wplyw na ewentualny rozwéj choroby. Do komoérek wciaz
docieraja sygnaly przekazywane przy pomocy hormonéw lub przez sasia-
dujace komorki czy otaczajaca je macierz miedzykomoérkowa. Te sygna-
ly reguluja aktywno$¢é komoérek, ich mnozenie i apoptoze. Tak wiec liczne
czynniki, ktére maja wpltyw na te sygnaly moga posrednio determinowaé
aktywno$é lub apoptoze osteoklastéw, osteoblastéw i osteocytow i w efek-
cie wplywa¢ na mikrostrukture kosci i ewentualny rozwdj osteoporozy. Do
czynnikéw tych naleza aktywnos$é organizmu przed i po menopauza i pro-
dukcja hormonéw oraz liczne srodki stosowane w leczeniu farmakologicz-
nym jak hormony plciowe, glukokortikoidy, parathormon czy bisfosfoniany,
patrz [208]. Z drugiej strony istnieje hipoteza ze w przypadku osteoporozy
osteoblasty sa mniej aktywne i synteza macierzy miedzykomoérkowej spa-
da. Przemawiaja za tym réwniez wyniki badan wedlug ktérych w przypad-
kach osteoporotycznych w poréwnaniu do préb kontrolnych zaznacza sie
znaczne zwiekszenie liczby osteocytéw w objetosci jednostkowej podczas
gdy przestrzen zajmowana przez lakunarne pustki jest znacznie zreduko-
wana, patrz [140]. Zagadnienie dotyczace gestos$ci osteocytow 1 jej zwiaz-
ku z predkoscia formowania ko$ci gabczastej jest rowniez dyskutowana w
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pracy [163]. Osobna sprawa jest pytanie jak mechaniczne obciazenia lub
ich brak wplywa na rozwgj lub zahamowanie proceséw osteoporotycznych.
Ta sprawa jest przedmiotem badan w wielu o$rodkach i tematem licznych
publikacji. Przede wszystkim zaobserwowano ze zmienne w czasie obcia-
zenia maja znacznie wiekszy wplyw na procesy przebudowy kosci niz ob-
ciazenia stale. Jak wynika z badan przedstawionych w [36] matle odksztal-
cenia (ponizej 0.01 % ) lecz zmieniajace sie z duzymi czestosciami (10Hz -
100Hz) znacznie wplywaja na wzrost masy i rozw6j morfologii co ma po-
zytywny wplyw na ilo$¢ i jakos¢ tkanki kostnej. Badania przeprowadzone
na modelach zwierzecych wykazaly ze stymulacja sygnalami mechanicz-
nymi moze nawet podwoié¢ szybko§é formowania ko$ci, powstrzymac roz-
wo0j osteoporozy wywolanej brakiem aktywnos$ci fizycznej oraz zwiekszy¢ o
ok. 25% wytrzymatosé kosci beleczkowej. Waznym problemem jest wplyw
osteoporozy na efekty endoprotezoplastyki. Wedlug [177] mozna wyréznié
trzy wazne czynniki wplywajace na mase kosci po operacji wstawienia sta-
wu biodrowego (ang. total hip arthroplasty, THA): 1) utrata kosSci zwigazana
z uszkodzeniem i rozdrobnieniem tkanki podczas operacji; 2) proces adap-
tacyjnej przebudowy kosci i tzw. efektu “stress shielding” po wstawieniu
endoprotezy majacej duzo wieksza sztywno$¢ niz naturalna tkanka, pro-
cesy te zaleza od wlasnosci mechanicznych materiatu protezy, jej ksztalttu,
sposobu wykonczenia powierzchni oraz od sposobu osadzenia endoprotezy
w ko$ci; 3) degradacja kosci na skutek naturalnych proceséw starzenia sie.
Praca [4] donosi o zwiekszonym ryzyku niepowodzenia operacji wewnetrz-
nego zespolenia pekniecia szyjki ko$ci udowej w przypadkach osteoporo-
tycznych zas$ w pracy [59] jest mowa o podobnych obserwacjach w wypad-
kach operacji calkowitego zastapienia stawu biodrowego. Jednak z drugie;j
strony wedlug autoréw pracy [82] nie obserwuje sie skréocenia trwatosci ce-
mentowych endoprotez z powodu osteoporozy wywolanej brakiem aktyw-
noéci fizycznej przez okres do dwudziestu lat. Jednak wydaje sie ze mozna
tu krytykowaé wnioski wyciagniete przez autoréw, gdyz w przypadku bra-
ku aktywno$ci fizycznej wydatnie zmniejszaja sie obciazenia dzialajace na
kosé, a wiec i ryzyko przypadkowego przeciazenia i uszkodzenia polacze-
nia pomiedzy kosScia czy cementem czy tez cementem a endoproteza. Tak
wiec w dalszym ciaggu aktualne i wazne jest pytanie czy fizyczna aktyw-
no$¢ pacjenta moze polepszy¢ funkcjonowanie kosci i trwato§é endoprote-
zy. Wedlug [88] zmniejszenie liczby przypadkéw obluzowania sie endopro-
tezy mozna zaobserwowac u pacjentéw poddanych ¢wiczeniom sportowym
w poréwnaniu do nieaktywnych pacjentéw. Zupelnie przeciwne obserwacje
sa opisane w pracy [183] gdzie mowa o braku jakiejkolwiek korelacji po-



176 ROZDZIAL 7. WPLYW OSTEOPOROZY ...

miedzy utrata masy kosci a fizyczna aktywnos$cia pacjentéw. Niezaleznie
jednak od nieraz sprzecznych doniesien w literaturze fachowej istnieje po-
wszechne przekonanie ze obciazenia mechaniczne wplywaja na szybkosé
zmian osteoporotycznych w kosci i ze funkcjonalna adaptacja odgrywa tu
istotna role. Dlatego tez zagadnienie modelowania proceséw przebudowy
ko$ci w wyniku funkcjonalnej adaptacji przy uwzglednieniu efektow oste-
oporozy jest waznym elementem o aspektach praktycznych i teoretycznych
zaréwno w badaniach nad osteoporoza jak i w przeciwdzialaniu oraz zwal-
czaniu jej skutkow.

7.2 Modelowanie procesow przebudowy kosci w
obecnosci osteoporozy

Jak wynika z poprzednich rozwazan osteoporoza moze by¢ uwzgledniona
podczas formulowania problemu modelowania proceséw przebudowy i ad-
aptacji kosci na rézne sposoby. W sytuacji gdyby rzeczywiste mechanizmy
biochemiczne i biofizyczne byly znane i mogly by byé wyrazone za pomoca
zwiazkéw matematycznych mozna je, wykorzystujac podejscie oparte na
hipotezie optymalnej reakcji, wlaczyé do rozwazan uzywajac odpowiednie
mnozniki Lagrangea. Otrzymany w ten sposéb model, czyli zwiazki mate-
matyczne wiazace ze soba mechaniczne obciazenia, procesy biochemiczne
czy biofizyczne z szybkoscia ewolucji parametréw opisujacych strukture
kosci bedzie mial podstawy biologiczne i moze postuzy¢ zaré6wno do badan
teoretycznych jak i symulacji komputerowych w rozwiazywaniu konkret-
nych przypadkéw klinicznych.

Inny, prostszy sposéb wiaczenia efektéw osteoporozy do modelu adap-
tacyjnej przebudowy kosci nie wymaga szczegélowego rozpatrywania zja-
wisk na poziomie molekularnym czy komérkowym. Takie modelowanie
moze byé przydatne w przypadkach gdy wymagana jest koniecznos¢ prze-
prowadzenia przyblizonych symulacji komputerowych zmian w duzym ob-
szarze lub w calej kosci na przyklad w celu oszacowania degradacji mikro-
struktury kosci na skutek rozwoju osteoporozy i idacych za tym zmian jej
wytrzymalosci. Takie symulacje moga mie¢ miejsce na przyktad przed do-
konaniem operacji wstawienia endoprotezy w celu wybrania odpowiednie-
go modelu zapewniajacego najwieksza trwalosc, lub na przyklad w przy-
padku koniecznos$ci zaprojektowania endoprotezy w indywidualnych nie-
typowych przypadkach. W tym uproszczonym podej$ciu mozna wykorzy-
sta¢ wyniki obserwacji klinicznych dostarczajace informacji o zmianach
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caltkowitej masy kosci i jej porowatosci z wiekiem pacjenta. Dobierajac od-
powiednio funkcje predkosci zmian catkowitej masy w czasie mozna ja na-
stepnie wykorzysta¢ w globalnym ograniczeniu nalozonym na mase rozpa-
trywanej kosci, patrz np. Rys.7.2.

A

masa
kosci

Y

20 40 lata

Rys. 7.2: Zmiana masy kosci z uptywem czasu. Po czterdziestym roku zycia
zaznacza sie istotny wzrost porowatosci kosci 1 spadek jej masy.

Taka przykladowa analiza byla przeprowadzona dla wybranych modeli
adaptacyjnej przebudowy kosci w pracach Lekszyckiego (dla modelu be-
leczkowego i modelu opartego na oddzialtywaniach pomiedzy komérkami)
patrz np. [119], [116].

7.3 Komentarz dotyczacy uwzglednienia efektow
biologicznych

Procesy osteoporotyczne w kosci mozna w modelowaniu uwzgledni¢ na
wiele sposob6w. Ponizej przedstawiono skrétowo, bez dyskusji szczeg6tow,
najwazniejsze elementy jednego z mozliwych sposobéw.

Podstawowe zalozenia

e Zakladamy ze konfiguracja kosci nie jest optymalna, lecz obowiazuje
hipoteza optymalnej reakcji.

e Calkowita masa kosci M (t) pod dzialaniem ustalonych w czasie ob-
ciazen mechanicznych asymptotycznie zbiega do pewnej wartosci
granicznej zaleznej od biomechanicznych cech rozpatrywanej kosci
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opisanych przez wspotczynniki a i b oraz poziomu obciazen, ktorego
miara jest tu calkowita energia sprezysta U(t). Zmiany te sa opisane
réwnaniem,

aM(t)+bM () =U(t) , (7.1)
ktore mozna przepisa¢ w postaci,
d t 1
o [ L% av s [ gt av = 5 [ Culxn) i) cuten
voodt v 2 Jy
(7.2)

gdzie p oznacza gestoSc¢ pozorna tkanki, V' calkowita objetosé kosci,
za$ niejednorodny material z ktérego zbudowana jest tkanka ma wla-
snosci izotropowe.

Predkos¢ zmian gestosci materiatu (tkanki) p(x, t) zalezy od stezenia
osteoklastéw i osteoblastéow d., d; (liczba komoérek na jednostke obje-
tosci tkanki) oraz od ich aktywnosci pic, 11y (predkos$é resorpcji/syntezy
tkanki wyrazona w jednostkach masy na jednostke czasu).

p(x,t) = pp(x,t) dp(x,t) — pe(x,t) de(x, 1) (7.3)

Zdefiniujemy réwniez nieréwnos$ciowe ograniczenie na gestosci ko-
morek (osteoklastéw i osteoblastéw) d. i d, w ktéorym przez a. i oy
oznaczono parametry zalezne od wlasnosci biologicznych zas przez d
parametr zalezny od topologii porowatej tkanki,

ap(X,t) dp(x,t) + ac(x,t) de(x,t) < d(x,t) . (7.4)

Poniewaz wiadomo ze procesy przebudowy struktury kosci odbywa-
ja sie na powierzchniach poréw gdzie lokuja sie osteoblasty i oste-
oklasty odpowiednio produkujac lub rozpuszczajac materie miedzy-
komoérkowa wiec jest naturalne ze maksymalna gesto$¢ komoérek w
danym obszarze musi zaleze¢ miedzy innymi od wielkosci komoérek
1 miejsca przez nie zajmowane oraz od powierzchni poréw dostepne;j
dla osiadajacych tam komoérek. Stad wynika powyzsze ograniczenie.

Przyjmiemy réwniez powszechnie stosowana w modelowaniu kosci
prosta zalezno$¢ pomiedzy modutem Younga F(x,t) oraz pozorna ge-
stoScia materiatu p(x,t) w postaci,

E(x,t) = Ap7(x,1) (7.5)

gdzie ~ jest zalozonym stalym wspétezynnikiem.
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e Zgodnie z zaproponowanym we wczesniejszych rozdzialach schema-
tem postepowania opartym na wykorzystaniu hipotezy optymalne;j
reakcji wybierzemy funkcjonal poréwnawczy. Moze nim byé globalna
miara podatnosci koSci wyrazona przez potowe catkowitej pracy W
sit dzialajacych na powierzchnie S ograniczajaca obszar ciala,

C=-W= / Fi(x,t) ui(x,t) dS (7.6)
2 2 /s

gdzie przez F oznaczono zewnetrzne sily mechaniczne dzialajace na
powierzchnie S, a u(x,t) reprezentuje pole przemieszczen. Dla pél
przemieszczen spelniajacych rownania réwnowagi praca sit
powierzchniowych W jest proporcjonalna do energii sprezystej U
zmagazynowanej w ukladzie, 2U = W a wiec funkcjonal poréwnaw-
czy C mozna wyrazic inaczej,

C=-U+W . (7.7)

Szkic postepowania przy wyprowadzeniu “prawa remodelowania” oraz
zwiezla dyskusja wynikow.

By niepotrzebnie nie powtarzaé szczegéléw wyprowadzenia, ktére sa
analogiczne do dyskutowanych wczesniej w przykladach z poprzedniego
rozdzialu, ponizej zostanie jedynie skrétowo naszkicowany tok postepowa-
nia prowadzacy do ostatecznych zwiazkéw opisujacych model przebudowy
uwzgledniajacy niektore z elementéw biologicznych. Aby zbudowaé funk-
cjonal celu nalezy przedtem policzy¢ pochodna po czasie G funkcjonatu po-
réwnawczego C. Po prostym przeksztalceniu zwiazku (7.7) i zrézniczkowa-
niu po czasie otrzymujemy,

d ) 1 i
G = £ =C= —/ Cijkl(xat) €ij(X,t) epl(x,t) dV
dt 2 Jv
- / Cijri(x,1) €i5(x,t) Ep(x,t) dV (7.8)
v

+ /SFi(X,t) u;i(x,t) dS +/SE-(X, t) wi(x,t) dS

gdzie kropka oznacza rézniczkowanie po czasie.

Funkcjonat celu £ otrzymuje sie poprzez dotaczenie do funkcjonatu G, wy-
korzystujac metode mnoznikéw Lagrangea, zdefiniowane wczesniej ogra-
niczenie na calkowita mase kos$ci, a wiec zwiazek (7.2).
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W rozpatrywanym tu przykladzie przyjmiemy ze funkcja sterowania,
ktora nalezy wyznaczy¢ i ktérej zmiennos¢ w czasie ¢ i przestrzeni x be-
dzie definiowaé efekty przebudowy kosci, jest predkos¢ zmian pozornej ge-
stosci p(x,t) tkanki kostnej. Zakladajac ze rownania réwnowagi oraz zroz-
niczkowane po czasie réwnania réwnowagi sa spelnione mozna pokazaé ze
pierwsza wariacja funkcjonatu celu £ wzgledem funkcji v jest réwna zero.
Podobnie jest w przypadku wariacji wzgledem funkcji «. Natomiast oka-
zuje sie ze pierwsza wariacja rozszerzonego funkcjonatu celu £ wzgledem
zmiennej niezaleznej, J,L jest proporcjonalna do wyrazenia

0Cij OFE

5p-£:—§ . OE 9p dp €ij €kl dV+)\a/ dp dV (7.9)

gdzie )\ reprezentuje mnoznik Lagrange wykorzystany by wtaczy¢ do ana-
lizy wezesniej przytoczone ograniczenie (7.2) jakie powinna spelniac catko-
wita masa kosci. Poniewaz funkcjonat £ jest liniowy wzgledem zmiennej
sterowania p wiec jego aktualna warto$é bedzie zalezala od wrazliwosci
wzgledem p i przestrzennego rozkladu wartosci tej zmiennej. Wprowadz-
my nastepujaca notacje,

10C;j. OF

H=Xa— 2 OE a €ij €kl

(7.10)

H reprezentuje wrazliwos¢ rozpatrywanego funkcjonalu na zmiany funk-
cji sterowania. Z powyzszych rozwazan wynika ze aby zapewni¢ w danej
chwili czasu ¢t minimalng warto$§¢ funkcjonatlu, w kazdym punkcie prze-
strzeni x wartosé p(x,t) powinna przyjmowac¢ maksymalna z mozliwych
wartosci je§li H < 0 lub minimalng warto$é jesli H > 0. Mozemy to zapi-
sa¢ nastepujaco,

dla H < 0 - podobszar z przewaga dzialalnosci osteoblastow:

d ) d

de=0, dy=— oraz p=pup—

= Pmaz 7.11
(6 7)) db p ( )

dla H > 0 - podobszar z przewaga dzialalnosci osteoklastéow:
d ) d .
dy=0, de=— oraz p=—lec— = Pmin (7.12)
Qe dc

dla H = 0 - interface pomiedzy obszarami dzialalno$ci osteoblastycznej i
osteoklastyczne;j:
dpp d

d. = , dp= oraz p=10 (7.13)
12 (e + o) e (e + eap) P
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Aby wyjasni¢ skad sie wziely powyzsze warunki powr6émy na chwile do
poprzednio przytoczonych zwigzkow (7.3) i (7.4),

p(X, t) = ,ub(xa t) db(xa t) - Mc(xa t) dc(x7 t) 5

ap(x,t) dp(x,t) + ae(x,t) de(x,t) < d(x,t)

Pamietajac o interpretacji wprowadzonych parametréw mozna przyjaé ze,
wp(x,t) >0, dp(x,t) >0, pe(x,t) >0, de(x,t) >0, ap(x,t) >0, a.(x,t) >0,
d(x,t) > 0. Dla minimalnej wartosci jaka moze przyjmowacé d.(x,t) a wiec
dla d.(x,t) = 0 z nieréwnosci (7.4) wynika ze d, < d/«a;. Podobnie, dla
dp(x,t) = 0 otrzymujemy d. < d/a.. Stad wynikaze 0 > d, > d/a,i10 > dp >
d/a.. A zatem z réwnania (7.3) otrzymujemy minimalng i maksymalna
wartosé p,
d

Pmin = _Nc(:TC (714)
d

pmax = Wb (715)
dy

Aby dokona¢ interpretacji otrzymanych zwiazkoéw przyjrzyjmy sie jeszcze
ostatniemu z przypadkéw - (7.13), a wiec sytuacja gdy H = 0 czyli,

_ 19Cyn OF
2 OF Op

)\CL 61']' Ekl = 0 . (716)

Po przemnozeniu powyzszego réwnania stronami przez p, wykorzystaniu
zwiazku (7.5) oraz prostych przeksztalceniach otrzymujemy,
tCiumeijen  Aa

= — . (7.17)
P v

Poniewaz wspétczynniki A, a i v nie zaleza od polozenia w przestrzeni wy-
nika stad ze na granicy pomiedzy obszarami odpowiadajacymi resorpcji
i syntezie tkanki energia sprezysta przypadajaca na jednostke masy jest
stala.

Powyzszy model stwarza rézne mozliwosci uwzglednienia wplywu oste-
oporozy na przebudowe kosci. Dzieki wprowadzeniu parametréw majacych
biomechaniczna interpretacje istnieje kilka “kanatéw” ktérymi mozna do-
starczac informacje o biologicznych czynnikach odpowiedzialnych za bada-
ne procesy. Po pierwsze, parametry pu; i yu. odpowiedzialne za aktywnosé
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osteoblastow i osteoklastéw moga zalezec zaréwno od sygnaléw docieraja-
cych z ukladu centralnego jak i od lokalnych czynnikéw biologicznych. Po
drugie, parametr d okreslajacy maksymalna gesto$¢ komorek - niesie on w
sobie duzy potencjal. Zalezy on miedzy innymi od topologii poréw i okresla
ile komoérek moze sie zmiesci¢ na dostepnych powierzchniach - granicach
pomiedzy tkanka kostng a szpikiem wypelniajacym pory. Jednak parametr
ten moze by¢ réwniez uzalezniony od czynnikéw biologicznych okreslaja-
cych na przyklad zdolno$é komoérek do osadzania sie w danym podobsza-
rze oraz mozliwy stopien ich “upakowania” na powierzchni. Wreszcie biolo-
giczne parametry a i b determinuja szybko$¢ zmian zachodzacych w kosci a
wiec pewna globalna biologiczna efektywno$¢ organizmu do zapewnienia
zdolno$ci adaptacyjnych kosci. Na razie powyzsze rozwazania maja teo-
retyczny charakter, aby uwzgledni¢ wspomniane efekty i przeprowadzié
symulacje komputerowe niezbedne sa dodatkowe badania biologiczne.

7.4 Podsumowanie

Niniejszy rozdzial jest po$wiecony modelowaniu proceséw zwigzanych z
rozwojem osteoporozy, w szczegdlnosci - w aspekcie zaproponowanego w
pracy sformulowania opartego na wykorzystaniu hipotezy optymalnej re-
akcji. Pierwsza cze$¢ zawiera syntetyczne omoéwienie, na podstawie naj-
nowszych publikacji w czasopismach specjalistycznych, niektérych z naj-
wazniejszych biologicznych i biomechanicznych aspektéw choroby. Wspo-
mniano tu o jej réznych odmianach i przyczynach. Omoéwiono pokrétce roz-
ne czynniki biologiczne majace istotny wplyw na procesy osteoporotyczne
bedace efektem zaburzonej aktywnosci komérek jak na przyktad, produk-
cja hormonéw w okresach przed i po menopauzie, Srodki farmakologiczne
i inne. Podkreslono ze na efekty osteoporozy objawiajace sie w zmniejszo-
nej wytrzymatosci ko$ci maja wpltyw trzy zasadnicze elementy, ilos¢ tkan-
ki kostnej, jej lokalna wytrzymalo$é determinowana przez lokalng mikro-
strukture i sklad tkanki oraz porowata struktura kosci a w szczegélno-
Sci topologia poréw. Omoéwiono réwniez wplyw czynnikéw mechanicznych
przytaczajac przyklady prac w ktorych wykazano ze bardzo stabe drga-
nia mechaniczne o czestotliwosciach w zakresie 10Hz - 100Hz wplywaja
stymulujaco na wzrost masy kostnej, patrz n.p Rubin [178], [179], [180],
[181], [182]. Osteoporoza odgrywa zasadnicza role w endoprotezoplastyce
iinnych operacjach ortopedycznych. Przedyskutowano niektére z waznych
aspektow tego problemu oraz wskazano na trzy wazne czynniki wplywaja-
ce na mase kosci po operacji wymieniane w literaturze, sa nimi: 1) utrata
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kosci zwiazana z uszkodzeniem i rozdrobnieniem tkanki podczas opera-
cji; 2) proces adaptacyjnej przebudowy kosci i tzw. efekt "stress shielding"
po wstawieniu endoprotezy majacej duzo wieksza sztywnos¢ niz naturalna
tkanka; 3) degradacja kosci na skutek naturalnych proceséw starzenia sie.
W drugiej czesci rozdziatu skupiono sie na sposobach uwzglednienia efek-
tow osteoporotycznych w modelowaniu zmian zachodzacych w kosciach.
Podkreslono ze planowane zastosowanie modelu powinno determinowadé
spos6b opisu i wybér efektéw uwzglednionych w modelowaniu. Inny model
potrzebny jest do analizy wytrzymalo$ciowej calej kosci wraz z proteza po
endoprotezoplastyce a inny bedzie odpowiedni do badania proceséw zacho-
dzacych na granicy implantu i osteoporotycznej kosci. Wskazano ze sfor-
mulowanie, bedace mysla przewodnia tej pracy, stwarza szereg mozliwosci
uwzglednienia zjawisk zwigzanych z rozwojem osteoporozy. Ogélna zasada
jest taka ze do podstawowego wariacyjnego sformutowania problemu prze-
budowy i adaptacji kosci mozna wlaczy¢, przy uzyciu mnoznikéw Lagran-
gea, dodatkowe zwiazki uwzgledniajace wplyw osteoporozy. Najprostszym
sposobem jest dolaczenie globalnego ograniczenia definiujacego szybkosé
zmian calkowitej masy kosci z uplywem czasu. Jest to opcja przydatna w
sytuacji gdy poszukujemy modelu przydatnego do badania zmiennej w cza-
sie wytrzymalo$ci calej kosci.

Bardziej zaawansowane mozliwosci zilustrowano w ostatniej czesci - ko-
mentarzu na temat uwzgledniania efektéw biologicznych w modelowaniu.
Przedstawiono tam szkic wyprowadzenia zwiazkow opisujacych przykta-
dowy model uwzgledniajacy efekty rozlozenia komérek w przestrzeni i ich
aktywnosci wynikajacej nie tylko z symulacji mechanicznej lecz réwniez
bedacej efektem czynnikéw biochemicznych. Zalaczono zwiezla dyskusje
otrzymanych wynikéw i wskazano miejsca gdzie w miare potrzeby mozna
do sformutowania wlaczy¢ efekty biologiczne.
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Rozdzial 8

Przyklady wykorzystania
matematycznych modeli
adaptacji kosci w
symulacjach
komputerowych

Rozdzial ten zawiera material ilustrujacy zastosowania wybranych
uproszczonych modeli adaptacji kosci w obliczeniach komputerowych. Czy-
telnik nie znajdzie tu rozwiazan praktycznych probleméw - w takich przy-
padkach nalezalo by przeprowadzi¢ obliczenia dla tréjwymiarowych mo-
deli kosci. Parametry wystepujace w zwiazkach remodelowania byly wy-
brane arbitralnie a obliczenia przeprowadzono dla zmiennych bezwymia-
rowych. Dlatego z tych obliczen nie mozna na przyklad oszacowac bez-
wzglednych wartos$ci czasu i szybkosci zachodzacych proceséw a jedynie
proporcje pomiedzy wybranymi przedzialami na skali czasu. Wyznaczenie
wartosci wszystkich biomechanicznych parametréw wystepujacych w ma-
tematycznych zwiazkach opisujacych wykorzystane modele powinno sie
odby¢ na podstawie systematycznych badan eksperymentalnych i obser-
wacji klinicznych i bez watpienia wystarczylo by na material do innej pra-
cy. Poniewaz autor nie zajmuje sie eksperymentami biologicznymi a glow-
nym tematem tej pracy bylo opracowanie ogélnej metody umozliwiajacej
formalne konstruowanie réznych modeli adaptacji kosci w przykladach
numerycznych, tak jak juz przed chwila wspomniano, wykorzystano zato-

185
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zone subiektywnie wartosci parametrow. We wszystkich przytoczonych tu
przykladach obliczenia komputerowe przeprowadzono dla uproszczonych
zadan - dla modeli dwuwymiarowych gdyz nic nie stoi na przeszkodzie
aby w razie potrzeby wykorzysta¢ dyskutowane modele do obliczen tréj-
wymiarowych za$ z poznawczego punktu widzenia wprowadzenie trzecie-
go wymiaru niewiele wnosi natomiast wielko§¢ numerycznego zadania ro-
$nie niewspoélmiernie co pociaga za soba konieczno$é uzycia duzych i szyb-
kich komputeré6w do prowadzenia takich obliczen. Analiza mechaniczna
we wszystkich dyskutowanych tu przykladach byla przeprowadzona przy
uzyciu metody elementéw skonczonych. Dzieki temu ze rozpatrywano je-
dynie modele dwuwymiarowe liczba elementéw skonczonych wahata sie w
zaleznosci od zadania w granicach od kilkunastu tysiecy do kilkudziesie-
ciu tysiecy i nigdy nie przekroczyla stu tysiecy. Program do obliczen zostat
napisany w jezyku C. Wszystkie obliczenia przeprowadzono na kompute-
rach klasy PC z procesorem Pentium i686 lub Centrino, pamiecia RAM
2GB oraz zainstalowanym systemem operacyjnym Linux.

W kolejnych przykladach wykorzystano do obliczen rézne modele funk-
cjonalnej adaptacji. Pierwszy z przykladéw ilustruje zastosowanie
najprostszego modelu - ciaglego. Jak juz wspominano przy omawianiu te-
go modelu posiada on powazna wade - jesli nie zastosowaé odpowiednich
ograniczen w obliczeniach numerycznych moze to prowadzi¢ do struktur
typu szachownicy i wyniki zaleza od uzytego modelu elementéw skonczo-
nych (tzn. od podzialu na elementy skonczone i od typu elementéow). W
nastepnych przykiladach wykorzystano modele, ktére pozbawione sa tej
wady. Dzieki wykorzystaniu odpowiednich wiezéw otrzymuje sie struktu-
ry podobne to tych jakie obserwowane sa w naturze. W przypadku mo-
delu beleczkowego ograniczeniem tym jest zalozenie struktury beleczko-
wej, co wyklucza rozwiazanie z materialu kompozytowego jakie otrzymuje
sie w przypadku optymalnego projektowania materiatu, co jest przedmio-
tem wielu prac dotyczacych optymalizacji elementéw konstrukeji, patrz
[116, 115, 120, 114, 121, 195, 8]. W przypadku modelu opartego na od-
dzialywaniach pomiedzy komérkami sytuacja wyglada inaczej. Ten model
jest modelem nielokalnym - sygnaly docierajace do komoérek kosciotwor-
czych i kosciogubnych nie sa informacjami z jednego punktu przestrzeni
a zebrane sa z calego otoczenia komoérki. Dzieki temu jest to zupelnie in-
ne zadanie w poréwnaniu do zadan optymalnego projektowania i “problem
szachownicy” nie wystepuje, patrz [119, 118, 117, 121, 120, 198].
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Rys. 8.1: Rezultat komputerowej symulacji adaptacji ko$ci po wstawieniu
endoprotezy. Poczatkowa konfiguracja kosci (rysunek pierwszy od lewe;j)
zostala otrzymana po przylozeniu obciazen mechanicznych do kosci z ma-
terialu jednorodnego. Dwa nastepne rysunki przedstawiaja kolejne etapy
procesu adaptacji po wstawieniu endoprotezy. Przez analogie do zdje¢ RTG
- czym jasniejszy jest obszar tym wieksza gesto$¢ materiatu.

8.1 Adaptacja kosci przed i po wstawieniu endo-
protezy. Model ciagly

Poniewaz, jak wspomniano juz wczesniej, ciagly model bez dodatkowych
zabiegow prowadzi do powstawania struktur typu szachownicy zaleznych
od siatki elementéw skonczonych i nie ma wielkiego praktycznego znacze-
nia w takiej uproszczonej wersji, przedstawiono tu jedynie jeden przykiad
aby zilustrowaé zachowanie sie takiego ciaglego modelu w konkretnych
obliczeniach komputerowych, tym bardziej ze pojawia sie on w réznych
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wersjach w pracach innych badaczy gdzie postuluje sie podobne zwiazki
do wyprowadzonych przy uzyciu hipotezy optymalnej reakcji kosci. Teore-
tyczne rozwiazanie problemu adaptacji (lub raczej optymalizacji) materia-
hu kosci prowadzi do uzyskania materialu kompozytowego zbudowanego z
nieskonczenie wielkiej liczby nieskonczenie cienkich wiékien zatopionych
w matrycy. Rozwiazania takie sg znane z teorii optymalizacji konstrukgji.
Jednak podczas modelowania przy uzyciu elementéw skonczonych i ma-
teriatu izotropowego nie mamy mozliwosci aby odwzorowac taka sytuacje.
Stad tez rozwiazania numeryczne sa zalezne od siatki elementéw skonczo-
nych i w efekcie otrzymujemy topologie typu “szachownicy”. Gdyby zaist-
niala potrzeba wykorzystania modelu ciagtego do bardziej praktycznych
obliczen, na przyklad w celu oszacowania zmiany wytrzymalosci kosci w
miare rozwoju osteoporozy, nalezato by albo wprowadzi¢ dodatkowe ogra-
niczenia w sformulowaniu lub zastosowac specjalna kontrole w algorytmie
obliczeniowym co mozna tatwo zrobié.

Celem obliczen, ktérych wyniki przedstawiono na rysunku Rys.8.1, by-
lo przesledzenie zmian jakie zachodza w tkance po wprowadzeniu ustalo-
nych w czasie obciazen mechanicznych przylozonych do glowy ko$ci udowe;j
i do kretarza wiekszego. Kosé bytla w dolnej czesci sztywno unieruchomio-
na. Zmienna, ktora podlegala ewolucji wskutek funkcjonalnej adaptacji
byl przestrzenny rozktad modutu Younga E. Poczatkowa warto$¢ modutu,
jednakowa w catym obszarze ko$ci, odpowiada na rysunku kolorowi szare-
mu. Minimalna dopuszczalna warto$é jest odwzorowana na czarno (pory),
zas maksymalna na bialo (koé¢ zbita). Po pewnym czasie, gdy konfigura-
cja kosci sie prawie ustalila i zachodzace jeszcze zmiany byly pomijalnie
mate (pierwszy rysunek od lewej strony) odcieto glowe stawu i wstawiono
stalowa endoproteze (na rysunku zaznaczona na bialo). Ponownie przyto-
zono obciazenia mechaniczne w przyblizeniu réwnowazne poprzednim (ob-
ciazenia maja taka sama wartosc i kierunek lecz ze wzgledu na nieco inny
ksztalt glowy stawu i gléwki protezy zmienily sie nieznacznie punkty przy-
lozenia sil). Nastepne dwa obrazki na rysunku, Rys. 8.1, to znaczy $rodko-
wy i prawy ilustruja kolejne etapy remodelowania - posredni i koncowy,
po ustaleniu sie nowej konfiguracji kosci. Jak mozna zauwazy¢ otrzymany
rozklad modulu Younga, szczegdlnie na lewym obrazku, przypomina roz-
ktad beleczek w prawdziwej kosci, jednak powstale jasno-ciemne pola przy-
pominajace szachownice moga prowadzi¢ do znacznych bledéw w przypad-
ku oceny lokalnej wytrzymatlosci tkanki. Mimo pojawienia sie “szachowni-
cy” mozna zaobserwowaé pewne charakterystyczne makroskopowe zmia-
ny jakie zaszly po wstawieniu endoprotezy. Po pierwsze, nastapilo znaczne
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przemieszczenie materialu kostnego w okolice zakonczenia protezy. Takie
efekty sa czesto obserwowane w praktyce klinicznej i sa uzaleznione od
ksztaltu endoprotezy i sposobu jej osadzenia w kosci podczas operacji. Po
drugie, wida¢ bardzo wyrazne oslabienie tkanki w gornej czesci kosci. Ta-
ka analiza, mimo ze bardzo niedokladna moze dostarczy¢ jak wida¢ pewne
informacje, ktére mogly by by¢ istotne z punktu widzenia trwatosci pota-
czenia protezy z koscia.

8.2 Wybrane przyklady wykorzystania beleczko-
wego modelu przebudowy kosci

W tym podrozdziale przytoczono wybrane przyklady ilustrujace kilka z
wielu mozliwych zastosowan modelu beleczkowego do analizy proceséw
adaptacji kosci. Obliczenia przeprowadzono dla przypadkéw dwuwymia-
rowych, wiec nie maja one wielkiej wartosci praktycznej gdyz nie moga
uwzgledni¢ niektorych z efektow zwigzanych z trzecim wymiarem jednak
daja one pewne wyobrazenie o mozliwo$ciach takiego modelu. Model be-
leczkowy posiada istotna zalete - nie wymaga tak olbrzymich mocy obli-
czeniowych jak model oparty na oddzialywaniach miedzykomérkowych w
ktorym konieczne jest stosowanie bardzo gestych siatek. Moze wiec on byé
przydatny w obliczeniach tréjwymiarowych do dokladniejszej analizy pro-
ces6w przebudowy w calej kosci lub jej duzej czesci. Trzeba w tym miejscu
jeszcze raz podkresli¢ ze prezentowane przyklady sa tu przytoczone jedy-
nie jako ilustracja przykladowo wyprowadzonego uproszczonego modelu
beleczkowego. Do praktycznych obliczen potrzeba by bylo rozwazaé pro-
blem w trzech wymiarach oraz zamiast rozpatrywac zmienno§¢ sztywnosci
poszczegdlnych beleczek (proporcjonalng do modutu Younga) raczej sledzié
zmiennos§¢ ich przekrojéw (co oczywiscie bedzie determinowac sztywnosc).
Jednak do celow ilustracyjnych zastosowane tu uproszczone sformutowa-
nie wydaje sie wystarczajace gdyz rozszerzenie modelu o wspomniane ele-
menty nie przedstawia zadnej trudnosci i nie wnosi koncepcyjnie nic no-
wego a jest jedynie zwiazane z koniecznoscia prowadzenia bardziej czaso-
chlonnych obliczen komputerowych.

Pierwszy z przykladow prezentuje wyniki symulacji komputerowe;j kto-
rej celem bylo sprawdzenie efektow adaptacji kosci poddanej stalym w
czasie obcigzeniom mechanicznym. Przyjeto ze dolny przekréj kosci jest
sztywno podparty zas na glowe stawu oraz na kretarz wiekszy dzialajg si-
ly wynikajace z ci$nienia w stawie oraz z sil przenoszonych przez $ciegno
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Rys. 8.2: Rezultat symulacji komputerowej formowania sie struktury be-
leczkowej w kosci pod wplywem statych w czasie obcigzen mechanicznych.
Po obciazeniu ko$ci z makroskopowo jednorodnego materialu zgodnie z
wyprowadzonym prawem remodelowania zaczyna sie proces przebudowy
tkanki (na goérze rysunki od lewej do prawej: poczatkowa sytuacja, stan
posredni, koncowa konfiguracja). Ponizej pokazano dla poré6wnania struk-
ture prawdziwej kosci (dzieki uprzejmosci dr. W. Glinkowskiego, Akademia
Medyczna w Warszawie).
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przyczepione do kosci. Zgodnie z uzytym modelem beleczkowym zatozono
ze tkanka jest zbudowana z wielkiej iloSci beleczek potaczonych koncami
i tworzacych skomplikowana rame. Beleczki zorientowane sa tak aby nie
wyrozniaé jakiego$ szczegélnego kierunku. Przyjeto ze wskutek procesow
zwiazanych z przebudowa tkanki zmieniaja sie indywidualnie sztywnos$ci
poszczegolnych beleczek proporcjonalne do wartosci modulu Younga kté-
re nie moga przekroczy¢ znanych minimalnej i maksymalnej wartosci (na
rysunkach odpowiadaja im odpowiednio - kolor czarny i bialy). Tak wiec
podczas procesu funkcjonalnej adaptacji §ledzimy indywidualne zmiany w
czasie w kazdej z tysiecy beleczek kostnych. Zalozono ré6wniez ze obowiazu-
je calkowe ograniczenie na modul Younga (5.50) w ktérym przyjeto ze funk-
cja F,(t) jest stala i réwna zero. Odpowiada to sytuacji gdy catkowita masa
kosci pozostaje podczas procesu remodelowania niezmienna. W stanie po-
czatkowym zalozono ze wartosci modulu Younga sa we wszystkich belecz-
kach jednakowe i réwne $redniej arytmetycznej policzonej z minimalnej i
maksymalnej wartosci. Po przylozeniu obciazenia sztywnosci wszystkich
beleczek zaczynaja sie zmieniaé dazac albo do wartosci maksymalnych al-
bo do minimalnych. W ten sposéb niektére z beleczek znikaja a inne sie
wzmacniaja. W obliczeniach nie usuwano z modelu stabych beleczek, kté-
re osiagnely minimalna warto$¢é sztywnosci. Sa one tak slabe ze nie maja
znaczacego wplywu na przenoszone obciazenia. W ten sposéb, gdyby pod-
czas remodelowania zaistniala potrzeba wzmocnienia materialu w wybra-
nym obszarze, beleczki ktére na rysunku sa niewidoczne bo osiagnely swe
minimalne dopuszczalne sztywno$ci moga zaczaé “rosnac” i wzmacniac sie.
Na rysunku Rys. 8.2 pokazano efekt przykladowych obliczen. Patrzac od
lewej strony, widac poczatkowa konfiguracje kosci zbudowanej z “szarego”
usrednionego materiatu. Po przylozeniu mechanicznego obciazenia rozpo-
czyna sie proces remodelowania, co jest widoczne na srodkowej ilustracji,
by wreszcie osiagnaé¢ stan réwnowagi widoczny na prawym rysunku. Po-
nizej pokazano przekrdj prawdziwej kosci gdzie kolory ciemne odpowia-
daja malej gestosci tkanki a jasne - duzej gestosci. Jak nietrudno zauwa-
zy¢ symulacja komputerowa z wykorzystaniem modelu beleczkowego do-
prowadzita do konfiguracji beleczek przypominajacej rozklad beleczek w
prawdziwej kosci. Charakterystyczne tuki utworzone przez ukladajace sie
regularnie beleczki widoczne na dolnej ilustracji wystepuja réwniez bar-
dzo wyraznie na obrazkach ilustrujacych wynik obliczen komputerowych.
Omawiane tu obliczenia wykonano jedynie dla przypadku dwuwymiaro-
wego, ktory nie jest w stanie dokladnie odwzorowaé prawdziwej sytuacji
zaistnialej w koéci, lecz na podstawie otrzymanych wynikéw mozna sie
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spodziewa¢é ze obliczenia z uwzglednieniem trzeciego wymiaru i by¢ moze
- przy podziale na mniejsze elementy moga byé¢ przydatne do przyblizo-
nej analizy proceséw przebudowy w prawdziwych kosciach na przykiad
po wstawieniu endoprotezy czy do zbadania zmian wytrzymatosci kosci w
miare rozwoju proces6w osteoporotycznych.

Obciazenia mechaniczne, a wiec wartosci sil, kierunki i zwroty oraz
miejsca przylozenia maja zasadniczy wplyw na efekty adaptacji kosci. Aby
przekonac sie o tym przeprowadzono proste obliczenia zilustrowane na ry-
sunku Rys. 8.3. W tym przykladzie przeprowadzono symulacje podobna
do opisanej poprzednio. Lecz dodatkowo policzono réwniez nieco zmodyfi-
kowany przypadek, w ktérym obcigzenia dzialajace na glowe stawu bio-
drowego obrécono o kat 10 stopni. Wszystkie inne warunki pozostaly nie-
zmienione. Jak widaé spowodowato to dramatyczne zmiany w rozkladzie i
orientacji beleczek. Efekty niewlasciwych obciazen, na przyklad wywola-
nych warunkami pracy sa powszechnie znane a wiec podobna analiza dla
trojwymiarowego przypadku i wlasciwie oszacowanych obciazen mogta by
by¢ zrédiem cennych informacji.

W nastepnym przykladzie rozpatrzono przypadek osteoporozy. Dla po-
réwnania przeprowadzono symulacje dla kosci “zdrowej” to znaczy takiej
w ktérej podczas remodelowania i adaptacji calkowita masa kosci pozosta-
wala niezmieniona oraz dla kosSci osteoporotycznej o zredukowanej o ok.
25% masie w ktorej podczas remodelowania po wstawieniu endoprotezy
nastepowala wciaz degradacja i ubytek tkanki. Predkos¢ degradacji kosci
byla okreslona przy pomocy funkcji £ (t) wystepujacej w catkowym ograni-
czeniu (5.50). Poniewaz w obliczeniach uzyto zmiennych bezwymiarowych
trudno jest méwié o skali §ledzonych procesé6w w jakis konkretnych jed-
nostkach czasu, jednak mozna poréwnywac szybko$é zachodzacych zmian
w kosci “zdrowej” i osteoporotycznej. Na rysunku Rys. 8.4 pokazane sa
wyniki obliczen komputerowych. W gérnej czesci pokazano ko$¢ “zdrowa”
przed wstawieniem endoprotezy oraz po wstawieniu, po czasie gdy procesy
przebudowy kosci byly pomijalnie mate a wiec ustalil sie stan réwnowagi
biomechanicznej. Ponizej pokazano wyniki symulacji dla kosci z rozwija-
jaca sie osteoporoza, po lewej stronie sytuacje poczatkowa przed wstawie-
niem endoprotezy oraz po prawej - po wstawieniu endoprotezy po takim
samym czasie jaki byl potrzebny na ustalenie sie rownowagi biomecha-
nicznej w kosci “zdrowe;j”. Naturalnie w tym przypadku proces przebudowy
nie ustala sie gdyz dzieki zastosowaniu globalnego ograniczenia na pred-
kos¢ zmian nastepuje ciagla degradacja struktury beleczkowej. Podobne
symulacje, lecz raczej przeprowadzone dla modeli trégjwymiarowych moga
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Rys. 8.3: Efekt symulacji komputerowej formowania sie beleczkowe;j struk-
tury kosci dla dwéch réznych stanéw obciazen. Obciazenia przylozone do
gltéwki stawu réoznia sie w obu przypadkach kierunkiem dziatania. Od le-
wej: wyjSciowa sytuacja, ko§¢ z materialu makroskopowo jednorodnego;
struktura kosci dla obciazen podobnych do fizjologicznych; struktura otrzy-
mana po obréceniu obciazen o 10 stopni w kierunku zgodnym z ruchem
wskazéwek zegara. Czym jaSniejszy obszar tym mocniejsza jest tkanka.
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Rys. 8.4: Analiza przebudowy kosci po wstawieniu endoprotezy w przypad-
ku kosci zdrowej (na goérze) i w przypadku osteoporotycznym (na dole). W
obu przypadkach daje sie zaobserwowaé wyrazna przebudowe struktury
tkanki. W przypadku osteoporotycznym widoczne sa znaczne ubytki kosci.
Ciemne obszary odpowiadaja ostabionej tkance.
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Rys. 8.5: Przyklad analizy przebudowy kosci po endoprotezoplastyce dla
trzech réznych endoprotez. Widoczne sa znaczne réznice struktury kosci
w zaleznosci od ksztaltu endoprotezy. Zmiany dotycza zaréwno porowato-
$ci jak i1 ulozenia beleczek kostnych. Przez analogie do zdjeé¢ RTG - czym
jasniejszy obszar tym mocniejszy material.
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poshuzy¢ w planowaniu operacji przy wyborze endoprotezy i do oszacowa-
nia wytrzymatosci osteoporotycznej kosci z endoproteza po uptywie jakie-
go$ czasu. Oczywiscie aby prowadzié takie praktyczne obliczenia wcze$niej
nalezalo by ustali¢ wartosci parametréw wystepujacych w réwnaniach re-
modelowania w oparciu o systematyczne badania eksperymentalne i ob-
serwacje kliniczne.

Jak wcze$niej wspomniano rozklad pél naprezen i odksztalcen w kosci
ma zasadniczy wplyw na przebieg proceséw przebudowy i adaptacji tkan-
ki. Ksztalt wstawionej endoprotezy w duzym stopniu determinuje stan
mechaniczny w kosci a wiec i nastepujace po endoprotezoplastyce procesy
przebudowy tkanki. Wiadomo ze dobér protezy wpltywa w istotny sposéb na
trwalo$¢ osadzenia jej w kosci. Aby sprawdzi¢ jaki efekt ma ksztalt endo-
protezy na konfiguracje tkanki kostnej po ustaleniu sie réwnowagi biome-
chanicznej przeprowadzono symulacje komputerowe w ktérych do takich
samych kosci wstawiono trzy rézniace sie ksztaltem endoprotezy stawu
biodrowego. Obciazenia mechaniczne pozostaly we wszystkich przypad-
kach jednakowe i nie zmieniajace sie w czasie. Wyniki obliczen zaprezen-
towane sa na rysunku Rys. 8.5. Pokazano tam struktury kosci po ustaleniu
sie réwnowagi biomechanicznej. Jak latwo zauwazy¢ te trzy rozpatrywane
struktury réznia sie miedzy soba istotnymi szczegétami. Zaréwno gestosé
ulozenia beleczek jak tez ich konfiguracje sa dla r6znych endoprotez rézne.
Podobna analiza lecz przeprowadzona dla tréjwymiarowych modeli kosci i
protez mogla by w przyszlosci postuzy¢ jako narzedzie wspomagajace le-
karzy przy planowaniu operacji lub do oszacowania wytrzymalosci kosci z
wstawiona endoproteza albo przy projektowaniu endoprotez.

8.3 Obliczenia z uzyciem modelu opartego na od-
dzialywaniach miedzy komérkami

W tej czesci zamieszczono dwa przyklady ilustrujace wykorzystanie w obli-
czeniach numerycznych wyprowadzonego wczesniej modelu uwzgledniaja-
cego oddzialywania pomiedzy osteocytami, osteoblastami i osteoklastami.
W pierwszym z przykladéw przeprowadzono symulacje rozwoju porowa-
tej struktury tkanki kostnej poddanej obcigzeniom zmiennym w czasie. W
drugim przeanalizowano przypadek osteoporotycznej ko$ci o zmniejszaja-
cej sie wskutek proceséw chorobowych catkowitej masie.

Na rysunku Rys. 8.6 przedstawiono wyniki obliczen dla pierwszego ze
wspomnianych przypadkéw zas na rysunku Rys. 8.7 przykladowa struktu-
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Rys. 8.6: Wynik symulacji rozwoju porowatej struktury tkanki gabczastej
i jej ewolucji pod dzialaniem obciazen mechanicznych zmiennych w cza-
sie. A - sytuacja poczatkowa, material jednorodny; B i C - kolejne etapy
remodelowania pod dzialaniem jednorodnego Sciskania w kierunkach po-
ziomym i pionowym; D, E, F - dalsze etapy przebudowy po zmianie obcia-
zen, dwukrotnie wieksze rozciaganie w kierunku pionowym niz Sciskanie
w kierunku poziomym. Obliczenia przeprowadzono dla modelu uwzgled-
niajacego oddzialywania miedzykomoérkowe. Czarne obszary odpowiadaja
porom.
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re prawdziwej kosSci gabczastej. Przyjeto ze w stanie wyjSciowym Rys. 8.6
(A) préobka kosci o wymiarach 2mm x 2mm jest zbudowana z jednorodnego
materialu ktérego modut Younga przyjmuje warto$é réwna Sredniej aryt-
metycznej (na rysunku - kolor szary) z dwéch wartosci - minimalnej (na
rysunku - kolor czarny) i maksymalnej (na rysunku - kolor bialy). Do ana-
lizy mechanicznej, tak jak i we wszystkich innych przykladach prezento-
wanych w tej pracy zastosowano metode elementéw skonczonych. Zaréwno
w tym jak i w nastepnym przykladzie kwadratowa prébke kosci podzielono
na 25600 kwadratowych elementéw o jednakowej wielkosci. Po przyloze-
niu réwnomiernych obciazen Sciskajacych p Rys. 8.6 (B) i (C) zaczyna sie
tworzy¢ porowata struktura tkanki. Po zmianie obciazenia na 0.5p w kie-
runku poziomym i —1.5p w kierunku pionowym nastepuje przebudowa po-
rowatej struktury kosci wskutek adaptacji do nowego ukltadu sit Rys. 8.6
(D), (E) 1 (F). W uzytym do obliczen modelu, ktérego opis matematyczny
wyprowadzono w rozdziale dotyczacym wykorzystania hipotezy optymal-
nej reakcji w modelowani funkcjonalnej adaptacji ko$ci wystepuje kilka
istotnych parametréw. Jednym z nich jest parametr D wystepujacy w réw-
naniu (5.61). Charakteryzuje on zasieg osteocytéw wysylajacych sygnaly
do osteoblastéw i osteoklastéw. Powstajaca porowata struktura tkanki za-
lezy od tego zasiegu, czym jest on wiekszy tym wiecej komoérek koscio-
tworczych i kosciogubnych jest aktywowanych przez dany osteocyt. Inng
wielko$cia majaca istotny wplyw na powstajaca mikrostrukture tkanki
jest gestosc osteocytow rozrzuconych w macierzy miedzykomoérkowej. W
zdrowych kosciach liczba osteocytow przypadajaca na milimetr kwadrato-
wy waha sie w granicach od 800 do 2500. W obliczeniach, ktérych wyniki
przedstawiono na rysunku, przyjeto gesto$é rowna 1000 osteocytéw na mi-
limetr kwadratowy jednak przeprowadzono réwniez testy dla innych ge-
stosci i réznych wartosci parametru D. Wynika z nich to, co bylo réwniez
zaobserwowane przez Mullender et al. [136] ze wzrost parametru wplywu
D powoduje zmniejszenie porowatosci i wzmocnienie beleczek.

Drugi z przykladow ilustrujacych zastosowanie modelu biomechanicz-
nego opartego na informacji o oddzialywaniach miedzy komérkami doty-
czy analizy zmian w tkance osteoporotycznej. Szczegély obliczen nume-
rycznych sa podobne jak w poprzednim przykladzie, podzial na elemen-
ty, gesto$¢ osteocytow i wartosci parametréw konstytutywnych pozostaly
niezmienione. W obliczeniach mimo tej samej liczby osteocytéow jak w po-
przednim przypadku wygenerowano ich inny rozklad w przestrzeni. Ob-
ciazenie mechaniczne - stale w czasie ciSnienie przylozono do brzegéw po-
ziomych i pionowych. Jednak w tym przypadku przyjeto ze calkowita masa
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Rys. 8.7: Ilustracja przedstawiajaca porowata strukture kosci gabczastej z
nogi indyka.

probki nie jest stala tak jak w poprzednim przykladzie a ulega z uplywem
czasu zmniejszaniu. Na rysunku Rys. 8.8 przedstawiono wyniki obliczen.
W gérnej czesci efekt tworzenia sie porowatej struktury tkanki przy stalej
calkowitej masie i ustalonych obciazeniach mechanicznych. Pokazano w
kolejnosci chronologicznej patrzac od lewej strony do prawej kolejne etapy
przebudowy. Nastepnie przyjeto w catlkowym zatozeniu na predko$é zmian
calkowitej masy ze predkosc ta jest rézna od zera i ma ujemna wartosé
co odpowiada ubytkowi masy kosci. Efekt symulacji komputerowej jest
przedstawiony na kolejnych ilustracjach w dolnej czesci rysunku. Wyraz-
nie widoczne sa zmiany struktury prowadzace do zmniejszania grubos$ci
beleczek kostnych a nawet ich zanikania oraz do wzrostu wielkosci poréw.
Oczywiscie aby otrzymaé jakies wiazace wyniki obliczen dla konkretne-
go przypadku nalezalo by przeprowadzié¢ wczesniej odpowiednie badania
w celu ustalenia wartos$ci parametrow biomechanicznych charakterystycz-
nych dla badanego pacjenta. Dalsze prace nad ulepszonymi modelami po-
winny réwniez doprowadzié do opracowania odpowiednich procedur umoz-
liwiajacych pozyskiwanie niezbednych danych koniecznych do prowadze-
nia obliczen i symulacji indywidualnych przypadkéw.
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Rys. 8.8: Kolejne etapy formowanie sie tkanki gabczastej w préobce o wy-
miarach 2mm x 2mm pod dzialaniem jednorodnego Sciskania w kierun-
kach poziomym i pionowym (na gérze), a nastepnie rozw¢j zmian osteopo-
rotycznych przy zachowaniu obcigzen na tym samym poziomie co poprzed-
nio (na dole). Przez analogie to zdje¢ RT'G czym jasniejszy obszar tym moc-
niejsza tkanka. Czarne obszary odpowiadaja porom.

8.4 Sposoby oceny i porownywania wynikow ob-
liczenn numerycznych

Przy ocenie wynikéw komputerowych symulacji procesow przebudowy ko-
$ci oraz do ich poréwnywania z obserwacjami klinicznymi i wynikami
otrzymanymi w oparciu o rézne modele teoretyczne dobrze by bylo dyspo-
nowac jakimis§ metodami iloSciowymi umozliwiajacymi uszeregowanie wy-
nikéw zgodnie z ustalonymi kryteriami. Opracowanie uniwersalnej obiek-
tywnej metody jest niezwykle trudne lub byé moze wrecz niemozliwe. Skia-
da sie na to wiele réznych przyczyn. Po pierwsze - nie da sie ustalié ja-
kiegos uniwersalnego kryterium. Takie kryterium bedzie zalezalo od tego
do czego ma postuzy¢ rozpatrywany model adaptacyjnej przebudowy ko-
$ci gdyz w réznych sytuacjach beda przewazaé¢ w ocenie odmienne czynni-
ki. Dla przyktadu, gdy rozpatrujemy zagadnienie wzrostu z upltywem cza-
su ryzyka zlamania kosci wywolanego rozwojem osteoporozy powinniSmy
wybrac¢ parametry ktore w zasadniczy sposéb wplywaja na wytrzymatosé
koSci oraz jej mase. Dlatego poza lokalnymi wlasno$ciami mechanicznymi
tkanki kostnej zapewne powinno sie wzia¢ pod uwage zmiany w czasie
masy koSci oraz jej porowatosci. W sytuacji gdy istnieje potrzeba prze-
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prowadzenia symulacji w celu wybrania najlepszej endoprotezy dla kon-
kretnego pacjenta tak aby zapewni¢ najwieksza trwato$é potaczenia kosé-
endoproteza, poza czynnikami czysto biologicznymi wazne sa informacje
o przebudowie tkanki kostnej po operacji w okolicy endoprotezy podczas
gojenia sie i adaptacji kosci do nowej sytuacji i zwiazanych z tym innych
warunkow obciazen mechanicznych. Dlatego istotne beda parametry cha-
rakteryzujace lokalna mikrostrukture tkanki kostnej takie jak kierunki
ulozenia i grubosé beleczek kostnych, rozklad poréw itp. Jeszcze inna sytu-
acja wystapi gdyby na przykiad rozpatrywac zagadnienie rozwoju tkanki
kostnej w okolicy bio-resorbowalnego materialu kosciozastepczego. Wte-
dy istotnymi parametrami sa szybko$ci syntezy nowej tkanki oraz resorp-
cji biomateriatu i ich wzajemne zaleznosci. OczywisScie takich przykladow
mozna mnozy¢ wiecej i wynika z nich ze metoda poréwnawcza jest uzalez-
niona od rozpatrywanego przypadku.

Drugim waznym elementem, ktory przyczynia sie do trudnosci w opra-
cowaniu uniwersalnej metody poréwnawczej jest fakt ze mozna poréwny-
wac w wiarygodny sposé6b tylko wyniki uzyskane przy podobnych zatoze-
niach. A wiec przede wszystkim - wszystkie warunki brzegowe, lacznie z
obcigzeniami mechanicznymi powinny byé zachowane w kazdym z poréw-
nywanych przypadkéw. Nie zawsze jest to mozliwe ze wzgledu na sama
istote modeli, dla przykladu - inaczej beda przykiadane do ukladu obcia-
zenia mechaniczne w modelu ciaglym i w modelu beleczkowym. Jeszcze
gorzej wyglada sytuacja gdy trzeba poréwnywaé wyniki obliczen uzyska-
ne przez réznych autoréw, bardzo czesto sie trafia ze szczegoly dotyczace
zastosowanych warunkoéw brzegowych i obciazen nie sa publikowane. Po-
dobnie sie¢ ma sprawa z wlasno$ciami materialu i innymi parametrami
wystepujacymi w modelach teoretycznych.

Istotnym elementem w ocenie jakosci i przydatnosci wybranego teo-
retycznego modelu i wynikéw opartych na nim symulacji komputerowych
jest poréwnanie otrzymanych rezultatéw z obserwacjami klinicznymi. Pod-
stawowym Zrédlem informacji o prawdziwej kosci sa wtedy zdjecia RTG
oraz wyniki badan przy uzyciu tomografii komputerowej gdyz oczywiscie
same obserwacje dokonane podczas operacji nie moga dostarczyé¢ zadnych
danych ilosciowych. W tym przypadku natrafiamy na dwa podstawowe
problemy. Po pierwsze - pojawia sie zasadnicze pytanie jakie sity oddziatu-
ja na ko$¢ w zywym organizmie a w szczegélnosci w konkretnym pacjencie
i czy w symulacjach komputerowych te obciazenia zostaly w akceptowal-
nym stopniu odwzorowane. Po drugie, w przypadku zdjeé¢ RTG otrzymany
obraz jest efektem absorpcji promieni na drodze przejScia przez tréjwy-
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miarowy niejednorodny obiekt o zmiennej grubosci jakim jest kosc. Tak
wiec aby poréwnywac zdjecie RTG pacjenta z wynikami symulacji kompu-
terowych najlepiej by byto przeprowadzié¢ obliczenia dla tréjwymiarowego
modelu kosci a nastepnie znajac rozktad gestosci materialu bedacy wyni-
kiem remodelowania tkanki kostnej wygenerowaé sztucznie zdjecie RGT
1 poréwnywac je ze zdjeciami pacjenta. Mozna by bylo wtedy zapropono-
wacé kryterium bedace miara réznic zaciemnienia odpowiadajacych sobie
obszaréw na obu zdjeciach. Takie podejscie wydaje sie dostatecznie obiek-
tywne i dosy¢ uniwersalne. Niestety w niniejszej pracy nie sprawdzono w
praktyce zaproponowanego sposobu gdyz przeprowadzono symulacje kom-
puterowe dla przykladéw dwuwymiarowych jako ze obliczenia nie mialy
udowodnic¢ wyzszos$ci wyprowadzonych przykladowo modeli adaptacji ko-
$ci a raczej stuzyc za proste ilustracje wykorzystania zaproponowanej me-
tody wyprowadzenia opisu rozpatrywanych zjawisk. W przypadku dyspo-
nowania skanami kosci pacjenta z tomografii komputerowej poréwnanie
wynikow obliczen z obrazem prawdziwej kosci moze by¢ bardziej wiary-
godne. Mozna wtedy zaproponowaé miary réznic pomiedzy przekrojem ko-
$ci otrzymanym z tomografii a dwuwymiarowym modelem obliczeniowym,
lub w przypadku tréjwymiarowego modelu obliczeniowego - poré6wnywacé
go z calym skanem. Najprostsza miara globalna )1 moze by¢ na przyktad
usredniona réznica pomiedzy lokalnymi wlasnoSciami kosci rzeczywistej
q:(x,t) (uzyskanej na przyklad z tomografu) i wirtualnej (z symulacji kom-
puterowej) ¢s(x,t).

Q= [ lnxt) — ax.)00 6D

gdzie przez V oznaczono calkowita objetos¢ rozpatrywanego obszaru zas
x it oznaczaja odpowiednio polozenie w przestrzeni i czas w ktérym do-
konuje sie poré6wnania. Por6wnywanymi wtasnosciami moga by¢ dla przy-
ktadu gestosci tkanki kostnej uzyskane z badan tomograficznych p;(x,t)
oraz z symulacji komputerowych p;(x, t). Na podobnej zasadzie oparty jest
pomyst metody, wprawdzie nie iloSciowej a jakosciowej, lecz za to bardzo
prostej i dajacej na pierwszy rzut oka oszacowanie w ktérych obszarach
przekroju kosci wystepuja najwieksze réznice pomiedzy obrazem uzyska-
nym z symulacji komputerowej a innym obrazem poréwnawczym (np. zdje-
cie RTG, zdjecie przekroju kosci lub wynik innej symulacji). Polega on na
odjeciu od siebie obu obrazéw na ktérych zaczernienie punktu jest propor-
cjonalne do gestosci tkanki w tym punkcie (lub ew. innej poréwnywane;j
aktualnie wlasno$ci). Oczywiscie oba obrazy przed nalozeniem na siebie
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d)

Rys. 8.9: Poré6wnanie réznych struktur kostnych. Trzecia kolumna jest
efektem odjecia obrazéw z drugiej kolumny od obrazéw z pierwszej ko-
lumny. Jasne obszary na obrazach w trzeciej kolumnie oznaczaja catkowi-
ta zgodnos$é struktur z pierwszej i drugiej kolumny zas zaczernienie jest
proporcjonalne do réznicy miedzy obrazami.
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i odjeciem powinny by¢ znormalizowane. Mozna to latwo zrobi¢ pamieta-
jac ze kazdy punkt na obrazie jest charakteryzowany liczba okreslajaca
stopien szarosci tego punktu. Jesli wiec przyjmiemy dla przykladu ze ko-
lorowi bialemu odpowiada “255” a czarnemu liczba “0” to wszystkie odcie-
nie szarosci mieszcza sie w zakresie 0 -255. Mozna wiec tak przeskalowaé
wszystkie odcienie szaro$ci na danym obrazie aby maksymalne i minimal-
ne wartosci byly réwne 255 oraz 0. Odejmujac od siebie oba obrazy, oraz
przeskalowujac ponownie wartos¢ bezwzgledna réznicy otrzymamy obraz
na ktérym pola czarne beda odpowiadaly punktom w ktérych byly iden-
tyczne znormalizowane gesto$ci zas pola biale tym punktom w ktorych
réznice byly najwieksze. Na Rys. 8.9 pokazano efekt takiego poréwnania
réznych struktur kostnych. W kolumnach pierwszej i drugiej zamieszczone
sa obrazy poréwnywanych struktur zas w trzeciej - ich réznica. W pierw-
szym wierszu odjeto od obrazu przekroju prawdziwej kosci ten sam obraz
co w efekcie daje w trzeciej kolumnie biale pole bo obrazy sa identycz-
ne. W drugim wierszu zamieszczono poréwnanie obrazu prawdziwej kosci
z wynikiem symulacji komputerowej dla modelu beleczkowego. Jak moz-
na zaobserwowac, poza zaczernionymi obszarami gdzie obie ko$ci réznig
sie ksztaltem najwieksze réznice widoczne sa w okolicy kretarza wieksze-
go gdzie zapewne zastosowane w symulacji komputerowej obciazenia ze-
wnetrzne réznia sie w znaczacy sposéb od naturalnych wystepujacych w
prawdziwej koSci. W trzecim wierszu poréwnano obraz prawdziwej kosci
z wynikiem symulacji komputerowej dla modelu ciagltego zas w czwartej -
poréwnano efekty symulacji dla obu modeli, to znaczy beleczkowego i cia-
glego. Jak wida¢ w przypadku poréwnania modelu ciaglego z prawdziwa
koscia réznice w okolicach kretarza wiekszego tez wystepuja gdyz zasto-
sowano podobny jak poprzednio schemat obciazen. Natomiast poréwnanie
modeli ciaglego i beleczkowego daje dosyé¢ duza zgodnosc co dodatkowo by
przemawialo za tym ze zastosowany schemat obciazenia kretarza wieksze-
go roznil sie od usrednionych obciazen dzialajacych na poréwnawcza kosé
naturalna.

Moze sie zdarzy¢ ze poré6wnywanie jednego skalarnego parametru ja-
kim jest na przyklad gesto$é materialu jest niewystarczajace. Rozwaz-
my dla przykladu grupe modeli w ktérych do charakteryzacji materiatu
z jakiego zbudowana jest ko§¢ wykorzystano opis niejednorodnego osrod-
ka anizotropowego. W takiej sytuacji lokalne cechy materiatu trudno jest
wyrazié przy uzyciu jednego parametru. W przypadku materiatéw anizo-
tropowych do poré6wnywania efektéw obliczen komputerowych przydatny
moze by¢ tensor struktury (ang. fabric tensor), wykorzystywany nieraz do
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opisu materialow porowatych miedzy innymi réwniez w mechanice kosci,
patrz np. Harrigan i Mann [79] czy Cowin [38, 45]. Tak jak wcze$niej wspo-
mniano na poczatku tego podrozdzialu mozna zaproponowaé wiele réznych
miar do oceny réznic pomiedzy strukturami tkankowymi czy nawet calymi
kos$¢mi. Zaleza one od cech jakie nas w danym przypadku interesuja i od
specyficznych wlasnosci rozpatrywanych modeli przebudowy koSci.

8.5 Podsumowanie

W tym rozdziale zebrano kilka przykladow ilustrujacych zastosowanie wy-
prowadzonych wezesniej zwiazkow opisujacych funkcjonalna adaptacje ko-
$ci w symulacjach komputerowych. Ze wzgledu na zlozona geometrie pro-
bleméw zwiazanych z biomechanika kosci zazwyczaj obliczenia kompute-
rowe prowadzi sie wykorzystujac metode elementéow skonczonych. Przy
rozwiazywaniu praktycznych probleméw wskazane jest stosowanie
w wiekszo$ci przypadkow tréjwymiarowych modeli MES. Przyklady za-
mieszczone w tym rozdziale sa dwuwymiarowe, gdyz maja by¢ jedynie
prosta pogladowa ilustracja materialu dyskutowanego wczeéniej. Trzy mo-
dele uzyte do obliczen moga miec¢ rézne zastosowania a ich dobér moze
postuzyé za przyklad ze w zalezno$ci od badanych efektéw nalezy postu-
giwaé sie réznymi modelami. Pierwszy, ciagly model moze stuzy¢ po drob-
nej modyfikacji w celu pozbycia sie “efektu szachownicy” do przyblizonej
oceny wytrzymatosci catej koSci podczas proceséw remodelowania zaréw-
no z proteza jak i bez. Struktura typu szachownicy nie jest wynikiem btedu
modelu teoretycznego a raczej efektem dyskretyzacji w obliczeniach nume-
rycznych. Problem ten jest znany z teorii optymalizacji konstrukeji gdzie
optymalna struktura zalezy od dyskretyzacji i podzialu na elementy skon-
czone. Problem ten mozna obej$é stosujac badz odpowiednie ograniczenia
w przeformulowanym problemie badZz modyfikujac algorytm obliczen. W
pracy specjalnie zaprezentowano ten przykilad by pokazac ze z uzyciem
hipotezy optymalnej reakcji mozna otrzymac wyniki analogiczne do otrzy-
mywanych w oparciu o niektére modele fenomenologiczne. W przypadku
analizy wspolpracy kosci z endoproteza wskazane by bylo zastosowanie
ulepszonego modelu interfejsu pomiedzy koscia a implantem gdyz poja-
wiaja sie tutaj wazne efekty polegajace na réznicowaniu sie tkanki, kiedy
to moze powstac¢ tkanka wléknista, chrzestna lub kostna w zaleznosci od
warunkow biomechanicznych zaistnialych w okolicy polaczenia kosci z en-
doproteza. Takich efektéw ten model nie uwzglednia jednak mozna go w
przyszlosci rozszerzy¢ wykorzystujac zaproponowane w tej pracy sformu-
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lowanie wariacyjne oparte na hipotezie optymalnej reakcji. Drugi z mo-
deli - beleczkowy jest wygodny do uzycia w analizie duzych fragmentow
kosci bo nie wymaga olbrzymiej liczby elementéw. Ponadto dzigki zaloze-
niu beleczkowej struktury materiatu w efekcie, mimo ze budulec z ktére-
go zbudowane sa poszczegélne beleczki jest materialem izotropowym, w
rezultacie procesu remodelowania otrzymuje sie makroskopowo anizotro-
powy material gdyz beleczki w réznych obszarach maja inna orientacje
i sztywnos¢. W dalszych pracach nad tym modelem mozna miedzy inny-
mi opracowa¢ metody homogenizacji, ktére dla dostatecznie gestego po-
dzialu na bardzo male beleczki umozliwia przejscie od struktury beleczko-
wej do ciaglego materialu anizotropowego. Trzeci z materiatéw, w ktérym
uwzglednia sie mechanizm przekazywania miedzy komérkami informacji
o stanie mechanicznym w tkance, bardziej sie nadaje do analizy lokalnych
efektow gdyz wymaga bardzo gestego podzialu na elementy skonczone.
Z drugiej strony uwzglednia on podstawowe efekty biologiczne odpowie-
dzialne za adaptacyjna przebudowe tkanki kostnej i jak wynika z obliczen
prowadzi do powstawania struktur tkankowych podobnych do obserwowa-
nych w organizmach zywych. Ré6wniez w przypadku analizy efektéw zmian
osteoporotycznych mozna zaobserwowac charakterystyczne ostabianie be-
leczek kostnych, zmniejszanie ich grubosci prowadzace do catkowitego za-
niku przy réwnoczesnym zwiekszaniu porowatos$ci. Nastepnym krokiem w
celu udoskonalenia tego modelu aby lepiej odzwierciedlal procesy funkcjo-
nalnej adaptacji bedzie uwzglednienie w opisie matematycznym faktu ze
przebudowa tkanki zachodzi zawsze na granicy pomiedzy tkanka kostna a
porami lub na zewnetrznej powierzchni kosci.

W wiekszos$ci z przytoczonych tu przykladéw w obliczeniach zastosowano
ustalone w czasie obciazenia (z wyjatkiem przykladu ilustrujacego efekt
zastosowania modelu uwzgledniajacego oddzialywania miedzykomoérkowe
gdzie przeanalizowano procesy przebudowy tkanki i zmiane jej mikrostruk-
tury pod wplywem zmiennego w czasie schematu obcigzen). Nic jednak
nie stoi na przeszkodzie aby w obliczeniach stosowac obciazenia zmienne
w czasie wedlug dowolnie wybranej funkcji. Mozna réwniez bez trudu za-
stosowac szereg schematéw obciazen majacych swoj wkiad w wypadkowe
obciazenia proporcjonalnie do przyjetych wag zmiennych w czasie. Oma-
wiane tu sformulowanie nie wprowadza istotnych ograniczen i umozliwia
analize réznorakich przypadkéow.

W tym rozdziale przedyskutowano pokrétce tylko wybrane najprostsze mo-
dele stuzace raczej za ilustracje mozliwosci jakie stwarza sformulowanie
oparte na wykorzystaniu hipotezy optymalnej reakcji. Z drugiej jednak
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strony z zalaczonego tu materialu wynika ze w niektérych sytuacjach na-
wet takie proste modele moga by¢ przydatne do przyblizonej analizy pro-
ces6w zwiazanych z funkcjonalna adaptacja kosci.
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Rozdzial 9

Zakonczenie, wnioski 1
perspektywy przyszitych
badan

W niniejszej pracy ograniczono sie jedynie do zagadnien modelowania, kté-
rego celem jest opis zjawisk zwiazanych z procesami przebudowy tkanki
bedacymi efektem funkcjonalnej adaptacji kosci. W zwiazku z tym wszel-
kie inne aspekty modelowania, jak modelowanie geometrii kosci, tworze-
nie modeli do obliczen przy pomocy metody elementéw skonczonych, two-
rzenie wirtualnych modeli kosci na podstawie skanéw otrzymanych przy
uzyciu tomografow komputerowych i inne nie sa przedmiotem tej pracy i
mimo ze sg wazne nie byly tu szerzej poruszane.

Dyskusja przewijajaca sie w rozdzialach czwartym, piatym, széstym i
si6dmym prowadzi do wniosku ze mimo istnienia wielu réznorodnych pro-
pozycji opisu zjawisk zwigzanych z funkcjonalna adaptacja kosci i efek-
tow tych proceséw, wciaz brak satysfakcjonujacych modeli szczegélnie ta-
kich, ktore by z jednej strony uwzglednialy wazne aspekty biologiczne a
z drugiej umozliwialy prowadzenie efektywnych obliczenn komputerowych
zaréwno w skali mikro jak i makro. Wigkszo$¢ znanych modeli to mode-
le fenomenologiczne. Mimo ze wiele z nich w ograniczonym zakresie wa-
runkéw biomechanicznych daja wyniki zblizone do obserwowanych w rze-
czywistosci nie wiadomo jaka bedzie odpowiedZ ukladu reprezentowanego
przez taki model w innych, odmiennych warunkach i czy taka odpowiedz
bedzie miata uzasadnienie w obserwacjach klinicznych i wynikach badan
doswiadczalnych. Na domiar zlego takie modele nie nadaja sie do badania
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istoty mechanizméw odpowiedzialnych za przebudowe tkanki. Z drugiej
strony, nieliczne bardziej zaawansowane modele w ktorych podjeto préby
opisu efektéw na poziomach molekularnym i komérkowym przy obecnym
stanie wiedzy nie bardzo nadaja sie do wykorzystania w symulacjach kom-
puterowych przy badaniu zjawiska remodelowania calej kosci. Wreszcie
obliczenia oparte na zalozeniu ze ko$¢ reprezentuje optymalna strukture
nie umozliwiaja §ledzenia proceséw zachodzacych w czasie a prowadza je-
dynie do asymptotycznego rozwiazania do jakiego by¢ moze dazylaby kosé
w niezmiennych warunkach obciazenia. Niniejsza praca zawiera propo-
zycje nowego podejScia stwarzajacego szanse na opracowanie nowych lub
ulepszonych modeli w duzej czesci pozbawionych gléwnych wad charakte-
rystycznych dla modeli uzyskanych innymi sposobami.

Chcac poréwnac podejs$cie oparte na hipotezie optymalnej rekcji kosci z
podej$ciem “optymalizacyjnym” nalezy podkresli¢ trzy wazne aspekty.
Po pierwsze - modele adaptacyjnej przebudowy kosci moga byé¢ szczeg6l-
nie przydatne w sytuacjach gdy istnieje potrzeba §ledzenia proceséw za-
chodzacych w tkankach w stanach braku réwnowagi biologicznej, jak na
przyklad po urazach, po endoprotezoplastyce, w przypadku hodowli tkan-
kowych, sledzenia i kontrolowania procesu rehabilitacji czy w przypadku
rozwoju zmian osteoporotycznych czy innych zmian chorobowych rzutu-
jacych na procesy syntezy i resorpcji kosci. W takich sytuacjach jesteSmy
nie tylko zainteresowani struktura tkanki po osiagnieciu stanu réwnowagi
biologicznej ale rowniez, a moze nawet przede wszystkim - calym procesem
przebiegajacym w czasie a wiec stanami posrednimi i droga jaka tkanka
doszla do ostatecznej konfiguracji w stanie réwnowagi.
Po drugie - idealem bylby model uwzgledniajacy zaréwno aspekty mecha-
niczne jak i najistotniejsze procesy i oddzialywania biologiczne odpowie-
dzialne za przebudowe tkanki, a wiec odzwierciedlajacy z pewnym przybli-
zeniem prawdziwe zjawiska zachodzace w kos$ciach i réwnocze$nie zacho-
wujacy stopien zlozonosci opisu matematycznego na rozsadnym poziomie
umozliwiajacym przeprowadzenie symulacji komputerowych akceptowal-
nym kosztem. Tak wiec modele, ktore by¢ moze prowadza do podobnych
struktur jak te obserwowane w stanach r6wnowagi biologicznej w kosciach
ale zaproponowane na podstawie przestanek nie majacych nic wspélnego
z biologia sa z punktu widzenia poznawczego mniej interesujace co nie
wyklucza mozliwosci zastosowania ich do rozwiagzania niektérych zadan
praktycznych.
Wreszcie po trzecie - z szeregu prac eksperymentalnych (m. in. Rubina)
wynika ze nawet kilkunastominutowe na dobe obciazanie kosci cykliczny-
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mi sitami powoduje znaczace zwiekszenie aktywnosci komérek odpowie-
dzialnych za przebudowe kosci i co za tym idzie wzmozenie procesu remo-
delowania. Stad wynika ze nawet dopuszczenie lekkich obcigazen tuz po en-
doprotezoplastyce, wymuszanie obcigzen przez specjalnie skonstruowane
aparaty podczas rehabilitacji po urazach czy kontrolowane obciazanie ko-
$ci podczas okreséow braku aktywnos$ci fizycznej pacjenta (np. pozostawa-
nie przez dlugi okres w 16zku, stany niewazkosci i in.) moga by¢ skuteczna
terapia przyspieszajaca korzystne procesy remodelowania. Stad tez mozna
by wysnu¢ przypuszczenie ze modele funkcjonalnej adaptacji umozliwiaja-
ce analize reakcji kosci na takie krétkotrwale wymuszenia tez moga byé
przydatne w wielu sytuacjach.

Majac na uwadze powyzsze uwagi mozna sprobowac syntetycznie porow-
na¢ modele oparte na zalozeniu optymalnosci struktur kostnych (OSK)
oraz modele wyprowadzone przy uzyciu hipotezy optymalnej reakcji
(HOR). Odnoszac sie do pierwszej z trzech przytoczonych powyzej uwag
- juz z samej natury modeli OSK wynika ze prowadza one do asympto-
tycznych rozwiazan a wiec struktur jakie by¢ moze kos¢ osiagnie w stanie
réwnowagi biologicznej. W przeciwienstwie do nich istota modeli HOR jest
Sledzenie przemian zachodzacych w czasie. Wazna jest tutaj jeszcze jedna
réznica. Modele HOR zapewniaja przemieszczanie sie¢ po mapie kosztow
wzdluz jakiej$ ciaglej Sciezki a wiec zmiany struktury kosci sa tez cia-
gle i nie zaobserwujemy momentalnych przeskokéw z jednej konfiguracji
do diametralnie innej. W przypadku modeli OSK, szczegdlnie gdy zasto-
sujemy niektore z algorytmoéw umozliwiajacych odnalezienie globalnego
optimum ostateczna konfiguracja kos$ci moze by¢ bardzo odlegla na ma-
pie kosztéw od konfiguracji poczatkowej i oddzielona od niej wieloma lo-
kalnymi ekstremami co jest zwigzane z wymogiem zapewnienia optimum
globalnego a nie lokalnego. Tak wiec w zalezno$ci od topologii mapy kosz-
téw i1 polozenia na niej poczatkowej konfiguracji kosci przy zastosowaniu
identycznych kryteriéw oba modele moga ale nie musza doprowadzi¢ do
podobnych konfiguracji w stanie ré6wnowagi biologiczne;j.

Odnoszac sie do drugiej z uwag mozna zauwazy¢ ze wprawdzie kryteria do
oceny kosztu czy jakosci struktury kostnej w obu modelach moga (ale nie
musza) by¢ podobne i mie¢ nature inzynierska (na przyklad miara sztyw-
nosci, rézne miary wytrzymatosci, ciezar czy ich rézne kombinacje), ale
dzieki zastosowaniu hipotezy optymalnej reakcji i sformalizowania pro-
cesu budowy modelu przy uzyciu metody mnoznikéw Lagrangea mozna
wlaczyé do sformulowania wiele ograniczen, w tym zmiennych w czasie,
majacych charakter biologiczny. Dla przyktadu - mozna uwzglednic¢ fakt ze
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aktywnos¢ komorek bedzie zalezec oprécz czynnikéw mechanicznych row-
niez od okresowo podawanych $rodkéw farmakologicznych oraz od obszaru
w ko$ci - w niektérych obszarach procesy przebudowy beda ze wzgledu na
czynniki biochemiczne zachodzi¢ gwaltowniej a w innych wolniej. Takie
ograniczenia moga spowodowaé ze proces przebudowy bedzie przebiegaé
inna Sciezka niz w warunkach bez takich ograniczen i wtedy moze to na-
wet doprowadzi¢ do innej konfiguracji w stanie réwnowagi biologicznej. Do
tej kategorii mozna réwniez zaliczy¢ wspomniane juz wczesniej przypadki
pochorobowe odbiegajace swa struktura od “normalnych”. Modele optyma-
lizacyjne OSK nie umozliwiaja badania takich efektow w przeciwienstwie
do tych uzyskanych przy uzyciu zaproponowanej w pracy metody.

Wreszcie odnosnie trzeciej uwagi - zgodnie z poprzednimi komentarzami -
modele optymalizacyjne OSK nie umozliwiaja analizy takich zjawisk jak
wspomniane tam przypadki gdy zasadnicza sprawa jest ocena w przestrze-
ni i czasie efektu réznorakich wymuszen na procesy remodelingu w ko$ci.

Poréwnujac modele oparte na hipotezie optymalnej reakcji kosci z mo-
delami fenomenologicznymi trzeba przyznac ze maja one niektore wspélne
cechy - jedne i drugie sa w duzym stopniu oparte na hipotezach oraz bar-
dzo niepelnej wiedzy wynikajacej gléwnie z obserwacji. Jest naturalne ze
gdybysmy juz wszystko wiedzieli na temat proceséw zwiazanych z funk-
cjonalna adaptacja kosci, zaré6wno na poziomie calego organizmu jak i na
poziomie lokalnym - komérkowym czy molekularnym, wystarczyloby zapi-
sac to wszystko w jezyku matematyki a potem martwié sie jak znalezc¢ roz-
wigzanie otrzymanego problemu. Niestety jesteSmy jeszcze bardzo daleko
od takiego stanu wiedzy. Sila rzeczy wiec musimy positkowaé sie hipote-
zami oraz niepelna wiedza o przyczynach i skutkach wynikajaca z obser-
wacji. Dlatego tez w takiej bardzo niekomfortowej sytuacji trzeba szukac
jakiegos zlotego srodka, ktory jest najmniejszym zlem. Wynika stad bardzo
wazny wymog. Niezaleznie od tego na jakich przestankach i w jaki sposéb
zostal otrzymany dany model teoretyczny, przed zastosowaniem go w prak-
tyce wymaga on bardzo gruntownych badan i studiéw w celu weryfikacji
i potwierdzenia w jakich sytuacjach moze on prowadzi¢ do wiarygodnych
wynikow, co musi by¢ wczesniej poprzedzone wyznaczeniem parametrow
charakteryzujacych rozpatrywany model. Z cala sila nalezy podkresli¢ ze
zaproponowane podejsScie oparte o hipoteze optymalnej reakcji kosci nie
jest w przekonaniu autora tej pracy panaceum na wszystko - nie nalezy
odrzucaé¢ ani modeli opartych na zalozeniu optymalno$ci struktur kost-
nych ani modeli fenomenologicznych, ktére w licznych przypadkach moga
by¢ przydatne. Jednakze wydaje sie ze modele uzyskane przy pomocy opty-
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malnej reakcji kosci sa jakby klamra taczaca pozostate dwie grupy, taczac
w sobie wazne zalety charakterystyczne dla tamtych grup oraz omijajac
niektére z ich wad. Braku dostatecznej wiedzy o biologii proceséw przebu-
dowy nie uda sie nam przeskoczy¢, jednak nawet w takiej sytuacji mozna
sie spodziewaé ze podejscie oparte na hipotezie optymalnej reakcji kosci
stwarza lepsze perspektywy poznawcze. Mozna tu przytoczyé bardzo pro-
sty przyklad. Zalézmy ze ktos$ zapostulowal jaki§ model fenomenologiczny
zapisany przy pomocy ukladu zwigzkéw matematycznych. Okazuje sie ze
nieraz mozna w oparciu o hipoteze optymalnej reakcji kosci wyprowadzié
analogiczne zwiazki. W takiej sytuacji otrzymujemy dwa identyczne mode-
le matematyczne ale ten otrzymany w oparciu o hipoteze optymalnej reak-
cji niesie ze soba fundamentalng informacje o ktorej nic nie wiadomo gdy
korzysta sie z modelu fenomenologicznego. Mianowicie - wynika z niego ze
kos¢ w kazdej chwili reaguje w optymalny sposéb a do wyboru tego sposo-
bu reakcji jest wykorzystane znane kryterium. Jest to nie tylko informacja
istotna z ogélnego filozoficznego punktu widzenia. Ma ona réwniez bardzo
wazne aspekty praktyczne. Nieraz obliczenia numeryczne zwigzane z sy-
mulacja proceséw przebudowy tkanki kostnej wymagaja olbrzymich mocy
komputerowych. Jest wiec istotne aby zoptymalizowaé w miare mozliwo-
$ci algorytmy stosowane do rozwiagzania problemu. Informacja o tym ze
na kazdym kroku czasowym jest minimalizowany funkcjonat kosztu moze
by¢ wykorzystana do budowy efektywnych algorytméw numerycznych. In-
nym przykladem moze by¢ wspomniana wczesniej sprawa uwzglednienia
w modelach HOR efektéw pominietych w podej$ciach fenomenologicznych.
Chodzi o to ze wykorzystujac rezultaty badan biologicznych mozna do na-
szego modelu wlaczyé w formalny sposéb dodatkowe efekty nawet nie wie-
dzac czy maja one istotny wplyw na calo$é procesu czy nie. W rezultacie
otrzymujemy w opisie modelu dodatkowe zwiazki, ktére w miare potrzeby
mozemy wykorzystac lub pominaé. Co wiecej, wykorzystujac metody anali-
zy wrazliwosci mozna oszacowac wpltyw poszczegélnych sktadowych otrzy-
manego modelu na procesy remodelowania. Takie podejScie bez watpienia
poszerza nasza wiedze a wiec wykorzystywanie zaproponowanej metody
wydaje sie stuszne. Podsumowujac powyzsze rozwazania: jakiej metody by
nie uzy¢ nie przeskoczymy naszej niewiedzy w dziedzinie biologii i medycy-
ny jednak wydaje sie ze zaproponowane w pracy podejScie nie wprowadza
dodatkowych wad w stosunku do modeli fenomenologicznych (oraz mode-
li optymalizacyjnych) zas z drugiej strony posiada szereg istotnych zalet,
ktore miedzy innymi moga sie przystuzy¢ do poglebienia naszej jeszcze
bardzo ograniczonej wiedzy.
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Oryginalne elementy pracy.

W niniejszej rozprawie zaproponowano nowe oryginalne podejscie do pro-
blemu modelowania funkcjonalnej adaptacji koSci oparte na hipotezie
optymalnej reakcji sformulowanej przez autora tej pracy. Zaproponowane
podejscie ma cechy duzej ogélnosci i umozliwia sformutowanie problemu w
postaci wariacyjnej i formalne wyprowadzenie kompletu wszystkich zwiaz-
kéw odpowiedzialnych za przebudowe ko$ci w ramach przyjetych zatozen
i ograniczen co stanowi powazna przewage w poréwnaniu do postulowa-
nych modeli fenomenologicznych. Jest ono przedstawione wraz z hipoteza
optymalnej reakcji w rozdziale piatym. W tym tez rozdziale zilustrowa-
no wykorzystanie zaproponowanej metody trzema przyktadami - wypro-
wadzono zwiazki opisujace prosty model ciagly, zwiazki dla beleczkowego
modelu materialu z ktérego zbudowana jest kosc i zwiazki opisujace mo-
del uwzgledniajacy oddzialywania miedzy komérkami. Jak sie okazuje -
jest to dyskutowane w rozdziale széstym dotyczacym zwiazkéw pomiedzy
zadaniami optymalnego projektowania, modelami adaptacji kosci i hipote-
za optymalnej reakcji - wyprowadzone z hipotezy optymalnej reakcji kosci
modele moga w pewnym sensie by¢ traktowane jako uogdlnienie niekto-
rych z modeli zaproponowanych przez innych autoréw. W rozdziale si6d-
mym pokazano na przykladzie modelowania wplywu efektéw osteoporozy
jak mozna w wygodny i sformalizowany sposéb uwzgledniaé elementy bio-
logiczne w modelowaniu. Przedstawiono tam réwniez szczegétowy szkic
wyprowadzenia udoskonalonego modelu uwzgledniajacego wiecej efektow
biologicznych.

Aby sprawdzié¢ przydatno$§é wyprowadzonych przyktadowo modeli w obli-
czeniach komputerowych przeprowadzono z ich uzyciem szereg symulacji
oraz poréwnano otrzymane rezultaty z obserwacjami klinicznymi i wyni-
kami badan laboratoryjnych. Jest to opisane w rozdziale 6smym. Jak wy-
nika z tych obliczen, mimo znacznej prostoty uzytych modeli modeli otrzy-
mane wyniki moga dawac¢ nadzieje na to ze modele te, a by¢ moze réwniez
w przyszloSci udoskonalone dzigki rozszerzeniu o dodatkowe efekty, mo-
ga stuzy¢ w badaniach proceséw przebudowy tkanki kostnej oraz w oce-
nie efektéw tych proceséw, na przyklad przy planowaniu operacji ortope-
dycznych czy projektowaniu endoprotez. Wprawdzie nie istniala mozliwosé
przeprowadzenia symulacji komputerowej dla konkretnego pacjenta i po-
tem poréwnania otrzymanych wynikéw ze struktura jego kosci (nie moz-
na jeszcze robi¢ mikrotomografii catej kosci na zywym pacjencie a analiza
kosci zwierzecej bytaby utrudniona miedzy innymi ze wzgledu na brak $ci-
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stych danych o obciazeniach mechanicznych) jednak otrzymane w wyniku
obliczen struktury tkanek sa bardzo podobne do struktur obserwowanych
w typowych ko$ciach. Najwazniejsze z oryginalnych wynikéw zawartych w
pracy sa w zwiezly sposéb wymienione ponizej.

e Sformulowano nowa hipoteze nazwana w pracy “hipoteza optymalne;j
reakcji kosSci”. Jest ona oméwiona w rozdziale pigtym.

e Zaproponowano i opracowano oryginalnag metode formalnego wypro-
wadzenia zwiazké6w matematycznych opisujacych szeroka klase mo-
deli funkcjonalnej adaptacji kosci. Sformulowanie to jest oméwione
w rozdziale piatym.

e Wyprowadzono z wykorzystaniem zaproponowanej metody przykla-
dowe modele matematyczne adaptacji kosci. Jest to zawarte w roz-
dziale piatym.

e Zbadano wzajemne zwiazki modeli otrzymywanych w oparciu o hipo-
teze optymalnej reakcji z zadaniami optymalnego projektowania oraz
szeroka klasa znanych modeli postulowanych przez innych autoréw.
Wykazano ze postulowane modele zawierajace sie w rozpatrywanej
klasie sa bezposrednio zwiazane z zadaniami optymalnego projek-
towania oraz pokazano ze wyprowadzane modele z wykorzystaniem
zaproponowanej w pracy metody moga by¢ traktowane jako uogélnie-
nie niektérych z postulowanych modeli fenomenologicznych (rozdzial
szosty).

e Zaproponowano ulepszony model osteoporozy w ktérym mozna uw-
zgledni¢ szereg efektow biologicznych (rozdziat siédmy).

e Przeprowadzono szereg symulacji komputerowych wykorzystujacych
wyprowadzone modele adaptacyjnej przebudowy kosci i poréwnano
otrzymane wyniki z obserwacjami klinicznymi i rezultatami badan
laboratoryjnych.

Wazniejsze wnioski
Ponizej wymienione sa najwazniejsze wnioski wynikajace z prac prowa-
dzonych przez autora w ramach badan opisanych w tej pracy.

e Zaproponowane podejscie do problemu modelowania funkcjonalne;j
adaptacji kosci zapewnia wygodne narzedzie stuzace do systematycz-
nego wyprowadzenia kompletu zwiazkéw opisujacych badane proce-
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sy. Poniewaz jest to sformulowanie wariacyjne umozliwia ono w bar-
dzo prosty i elegancki sposéb uwzglednienie lub usuniecie ze sformu-
lowania wybranych efektéw. Dzigki temu otrzymane wcze$niej mode-
le moga by¢ z latwoscia rozwijane w miare poszerzania naszej wiedzy
o istocie mechanizméw odpowiedzialnych za przebudowe koSci.

Metoda zaproponowana w tej pracy jest na tyle ogélna ze umozli-
wia badanie wielu réznych efektéw nie tylko natury mechanicznej a
poniewaz zwigzana jest ona z dobrze zdefiniowanym algorytmem po-
stepowania podczas wyprowadzania zwiazk6w remodelowania otrzy-
mywane w ten sposéb rézne modele moga byé ze soba z latwoscia
poréwnywane.

Dzigki temu ze rézne efekty uwzgledniane sa w sformutowaniu przy
uzyciu mnoznikéw Lagrangea latwo jest bada¢ wplyw réznych czyn-
nikoéw na efekt koncowy procesu remodelowania. Po pierwsze tatwo
jest zidentyfikowac i dokona¢ interpretacji réznych wyrazéw w wy-
prowadzonych zwiazkach opisujacych model a po drugie postugujac
sie metodami analizy wrazliwo$ci mozna dokona¢ oszacowania udzia-
hu wybranych czynnikéw w procesach przebudowy kosci i efekty tej
przebudowy.

Podejscie wariacyjne polegajace na sformulowaniu problemu global-
nego prowadzacego w efekcie do zwiazkéw lokalnych ma kapitalne
znaczenie zaréwno dla lepszego zrozumienia badanych zjawisk jak i
przy budowaniu przyblizonych metod rozwiazania rozwazanego za-
gadnienia.

Sformalizowany sposéb wyprowadzenia zwiazkéw remodelowania za-
bezpiecza nas przed niebezpieczenstwem pominiecia niektérych z za-
lezno$ci. Moze to sie latwo zdarzyé w przypadku postulowania opi-
su matematycznego, tak jak to bylo zazwyczaj robione przez innych
autoréw. Moze to sie przydarzy¢ szczegélnie w sytuacji gdy niektére
ze zwiazkow opisujacych model sa aktywne tylko w niektérych sy-
tuacjach. W wariacyjnym sformutowaniu opartym na hipotezie opty-
malnej reakcji dodajemy wszystkie zwiazki i ograniczenia stosujac
metode mnoznikéw Lagrangea, i w efekcie otrzymujemy komplet row-
nan i nieré6wnosci opisujacy wszystkie przypadki i §ciezki jakimi mo-
ze podazacé proces przebudowy tkanki w ramach przyjetych ogélnych
zalozen.
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e Zaproponowane i dyskutowane w pracy podejscie oparte jest na za-
lozeniu ze zachodzace szybkie dynamiczne procesy sa do pominie-
cia i interesuja nas usrednione, wolno-zmienne w czasie obciazenia.
W przysztosci to sformutowanie bedzie rozszerzone aby uwzglednic
efekt cyklicznych obciazen i uzalezni¢ procesy remodelowania nie tyl-
ko od poziomu obciazen lecz réwniez od ich czestotliwosci.

e Zasadniczym krokiem w omawianym podejsciu jest wybér funkcjona-
hu poréwnawczego dzieki ktéremu mozemy ocenié¢ ktéra konfiguracja
kosci jest lepsza a ktora gorsza. To ogélne zaltozenie jest i zaleta i
wada sformulowania. Zaleta, gdyz majac takie globalne kryterium
mozemy duzo wiecej powiedzie¢ o analizowanym obiekcie. Ponadto
jest to takze bardzo przydatne przy konstruowaniu algorytméw roz-
wiazania problemu. Wada jest to, ze ten funkcjonal jest wybierany
arbitralnie a wiec istnieje duza dowolnosé co nie zawsze jest dobre.
Czasami jest to jednak réwniez zaleta, bo w niektérych konkretnych
sytuacjach dokladnie wiadomo jakie efekty decyduja o jako$ci bada-
nych obiektow i wtedy ta dowolno$é umozliwia nam zdefiniowanie
najodpowiedniejszego kryterium.

e Wreszcie jeszcze jedna wazna sprawa zwigzana ze sformulowaniem
wariacyjnym opartym na uzyciu globalnej miary - funkcjonalu po-
réwnawczego. W przeciwienstwie do tego co moze sie¢ w pierwszej
chwili wydawaé w modelowaniu opartym na hipotezie optymalnej re-
akcji nie zakladamy ze istnieje jakis centralny system kontroli pro-
cesOwW na poziomie caltego ciala zapewniajacy optymalnosc¢ rozwigzan.
Wprawdzie definiujemy globalny funkcjonal poré6wnawczy i w konse-
kwencji wynikajacy z niego funkcjonatl celu, lecz w wyniku wyprowa-
dzenia otrzymujemy zwiazki lokalne, regulujace procesy przebudowy.
Tak wiec do “podjecia’ decyzji” o reakcji materialu w danym punkcie
przestrzeni potrzebna jest jedynie informacja o stanie w tym punk-
cie, lub czasami réwniez w jego malym otoczeniu, tak jak to jest na
przyklad w przypadku wyprowadzonego w pracy modelu uwzglednia-
jacego oddzialywanie pomiedzy komérkami. Mozemy natomiast po-
wiedzie¢ ze natura wypracowala takie rozwiazania, ktore z punktu
widzenia wybranego kryterium sa optymalne, czyli ze mozna poka-
zaé ze proponowane prawo remodelowania, opisujace w przyblizony
spos6b reakcje kosci na zmieniajace sie w czasie warunki spelnia wa-
runek optymalnej reakcji. Inaczej méwiac, majac do dyspozycji pew-
ne zapostulowane prawo mozna poszukiwac takiego funkcjonatu celu
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dla ktorego warunki stacjonarnosci sa wlaénie tym prawem remode-
lowania.

Perspektywy dalszych badan

Niektore z aspektéow zwiazanych z perspektywa przyszlych badan zostaly
juz poruszone powyzej. Jednak istnieje jeszcze szereg spraw ktore wcze-
$niej nie byly poruszone. Autor tej pracy jest gleboko przekonany o tym,
ze w przyszlosSci coraz wieksza role w chirurgii ortopedycznej beda odgry-
wac hodowle tkankowe, lub ogdlniej - inzynieria tkankowa. Juz teraz coraz
szerzej stosowane sa zamiast metalowych implantéw implanty z materia-
16w bio-rebsorbowalnych czy to w charakterze “wypelniacza” ubytkow ko-
$ci czy chrzastki zamiast naturalnych tkanek pobranych z pacjenta czy ob-
cych dawcow czy nawet jako implanty majace zapewnié¢ utwierdzenie kosci
w ustalonej pozycji (n.p $ruby). Wynika stad potrzeba opracowania modeli
uwzgledniajacych wspolprace tkanki i takiego resorbujacego sie materiatu,
a wiec dwa réwnolegle procesy - z jednej strony dziatalno$ci komérek odpo-
wiedzialnych za synteze i przebudowe tkanki a z drugiej - proces resorpcji
implantu. Pojawia sie tu réwniez zagadnienie modelowania rozwoju tka-
nek na tzw. scaffoldach czy to w hodowlach tkankowych czy w warunkach
in vivo. Zaproponowana w pracy metoda moze z powodzeniem postuzy¢ do
prac w tym kierunku.

Innym waznym problemem jest zagadnienie modelowania wspétpracy
tkanki z powierzchnia implantu. Obecny rozwdj technologii stwarza wiele
mozliwosci aby powierzchnie implantéw tak ulepsza¢ poprzez ksztaltowa-
nie ich mikrostruktury, powlekanie dodatkowymi warstwami, modyfika-
cje wlasnosci mechanicznych i inne aby po wstawieniu takiego implantu
warunki na interfejsie byly sprzyjajace czy nawet pobudzaly odpowiednie
komorki do ich aktywnosci kosciotworczej. W badaniach prowadzacych do
opracowania takich implantéw modelowanie tworzenia, réznicowania sie,
gojenia i przebudowy tkanki na granicy ko$é-implant maja zasadnicze zna-
czenie za$§ omawiana tu metoda moze okaza¢é sie bardzo przydatna.
Szeroki zakres badan jest zwiazany z modelowaniem osteoporozy. Jest to
choroba bardzo powszechna i stanowiaca powazny problem. Przy tej okazji,
ale nie tylko tu, pojawia sie zadanie modelowania wplywu §rodkéw farma-
kologicznych na procesy przebudowy kosci i rozwdj osteoporozy. Podobnie
ma sie sprawa z modelowaniem osteoartrozy, ktora jest choroba chrzastki
ale moze by¢ zapoczatkowana przez zmiany kostne.

Osobnym problemem jest wciaz aktualne szerokie zagadnienie optymal-
nego projektowania endoprotez czy innych implantéw przy uwzglednieniu
procesow przebudowy kosci. Istnieje tu szereg waznych aspektow tej spra-
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wy, ktore nie beda tu szczegétowo rozwijane.

Zagadnienie gojenia i przebudowy kosci po operacji i urazach oraz stero-
wanego procesu rehabilitacji to inny szeroki obszar badan gdzie zapropo-
nowane podej$cie moze mieé¢ bezposrednie zastosowanie.

Poza szerokimi mozliwo$ciami zastosowan zaréwno w badaniach teore-
tycznych jak i aplikacyjnych istnieje rowniez mozliwo$é¢ prac nad rozsze-
rzeniem mozliwos$ci podejScia opartego na hipotezie optymalnej reakcji.
Pierwsza sprawa, ktéra sie sama narzuca jest mozliwo§¢ wykorzystania
hipotezy optymalnej reakcji do wyprowadzenia zwiazkow opisujacych mo-
del w ktérym uwzgledniono by interakcje pomiedzy porowata tkanka kost-
ng a wypelniajacymi pory i kanaly szpikowe plynami. Takie rozszerzenie
nie jest trudne i bedzie w przyszlosci przedmiotem prac. Wstepne bada-
nia, na razie bez uwzglednienia efektéw zwiazanych z przeplywami cieczy
w materiale porowatym zostaly przedstawione w pracy Sciarra i Lekszycki
[187] za$ podstawy opisu fenomenologicznego ktory mégltby byé wykorzy-
stany podano w pracach Nowinski i Davis [145] oraz Piekarski i Munro
[159].

Nastepna sprawa, ktéra by¢ moze powinna by¢ w przysztosci przedmiotem
prac, to rozszerzenie sformulowania tak by ujaé problem w ramach opisu
stosowanego w termodynamice. Jest to ciekawy problem, ktérego rozwia-
zanie by¢ moze wprowadzilo by szereg interesujacych elementéw.

Biorac pod uwage niezwykta ztozono$¢ ukladéw biologicznych niepo-
rownywalnie wieksza od wytworéw rak ludzkich, uéwiadamiamy sobie ze
wciaz jesteSmy, mimo niewatpliwych osiagniec, jeszcze bardzo daleko od
rozwiazania wszystkich probleméw zwigzanych z modelowaniem mecha-
nizméw odpowiedzialnych za przemiany w obiektach biologicznych takich
jak kosci. To z jednej strony §wiadczy o ograniczonosci ludzkiego umystu a
z drugiej brzmi bardzo optymistycznie bo stwarza mozliwosci prowadzenia
badan tym dociekliwym, ktérych pasjonuja takie zagadnienia.
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Dodatek B

Podstawowa notacja
stosowana w tekscie

t - czas (poniewaz w pracy rozpatrywane sg procesy zachodza-
ce bardzo wolno w czasie, czas jest traktowany jako
parametr)

X - polozenie punktu w przestrzeni

C(x,t) - tensor sprezystych stalych materialowych

T(x,t) - wektor obciazen zewnetrznych dziatajacych na kosé

u(x,t) - wektor przemieszczen w punkcie x i w chwili ¢

b - wektor sit masowych

II - energia potencjalna

Q - obszar ciala

r - brzeg ciala

rr - czeSc¢ brzegu ciala na ktorej dzialaja zewnetrzne obciazenia

re - cze$¢ brzegu ciala na ktérej zdefiniowano warunki
na przemieszczenia

G - funkcjonat por6wnawczy

v - funkcjonat celu (kosztu)

A - mnoznik Lagrangea

N - mnoznik Lagrangea

Bi - zmienna typu “slack variable”

o - zmienna typu “slack variable”

P - gestos$¢ materiatu
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L  -rozszerzony funkcjonal celu (Lagrangian)

U - zbidr kinematycznie dopuszczalnych przemieszczen

W - zbiér kinematycznie dopuszczalnych wariacji pol
przemieszczen

YV - zbiér kinematycznie dopuszczalnych wariacji pochodnych

po czasie p6l przemieszczen



Dodatek C

Slownik wybranych
terminow biologicznych

(Opracowano na podstawie [147, 186, 89])

Aminokwasy - aminokwasy to organiczne zwiazki chemiczne zawierajace
grupe aminowa i karboksylowa. Sa gléwnymi skladnikami biatek.

Bialko - gléwny organiczny skladnik komoérek. Jest liniowym polimerem
skladajacym sie z aminokwaséw potaczonych wiazaniami peptydowymi.
Kolejnos¢ aminokwaséw jest charakterystyczna dla kazdego biatka.

CAM - ang. cell adhesion molecule, glikoproteina transblonowa podobna
do immunoglobuliny. Uczestniczy w adhezji komorek i przekazywaniu sy-
gnalow.

cAMP - cykliczny monofosforan adenozyny, jeden z informatoréw II rze-
du, uczynniajacy kinaze A. Powstaje z ATP. Jego synteza jest katalizowa-
na przez cyklaze adenylanowa pod wplywem wielu informatoréw I rzedu -
hormonéw.

CyKkliny - bialka, ktérych stezenie zmienia sie w przebiegu cyklu komar-
kowego. Cykliny aktywuja kinazy biatkowe (CDK), zapewniajac

przejscie z jednej do nastepnej fazy cyklu komérkowego.

Cytokiny - cytokiny okres§lane sa takze mianem lokalnych hormonéw
uktadu odpornosciowego, sa czasteczkami biatkowymi wplywajacymi na
wzrost, proliferacje i pobudzenie komoérek bioracych udzial w odpowiedzi
odpornosciowej oraz komérek hemopoetycznych. Cytokiny moga wybiér-
czo pobudzaé odpowiedz komérkowa lub humoralna, co w polaczeniu z ich
iloécia (ponad 100 opisanych cytokin i wciaz odkrywane nowe) powoduje,
ze powstaje niezwykle skuteczny, ale takze bardzo skomplikowany i czu-
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ly system powiazan pomiedzy komorkami ukladu odpornosciowego, tzw.
sie¢ cytokin. Sytuacje dodatkowo komplikuje fakt, ze cytokiny wplywaja
nie tylko na leukocyty, ale takze na inne komérki organizmu, stymulujac
powstawanie goraczki, regulujac morfogeneze komorek i tkanek, czy tez
biorac udzial w procesach patologicznych dzialajac cytotoksycznie. Dodat-
kowo nalezy wzia¢ pod uwage oddzialywania pomiedzy cytokinami. Te i
inne fakty powoduja ze cytokiny nalezy traktowac nie tylko jako na biatka
dzialajace lokalnie, ale takze jako na grupe czasteczek o kluczowym zna-
czeniu dla funkcjonowania organizmu.

Czynnik transkrypcji - jest biatkiem wiazacym DNA na obszarze pro-
motora badZ sekwencji wzmacniajacej w specyficznym miejscu lub regio-
nie, gdzie reguluje proces transkrypcji. Czynniki transkrypcyjne moga byé
selektywnie aktywowane, badz dezaktywowane przez inne biatka, najcze-
$ciej na ostatnim etapie przekazywania sygnalu w komorece.

Czynnik wzrostu i réznicowania - Czynnik wzrostu jest biatkiem wy-
dzielanym przez komoérke, ktore stymuluje ta komérke lub inne komoérki
do podziatu.

DNA - Kwas deoksyrybonukleinowy. DNA jest polimerem nukleotydéw
skladajacych sie z zasad purynowych (adenina A, guanina G) i zasad piry-
midynowych (cytozyna C, tymina T) oraz reszt deoksyrybozowych i reszt
kwasu fosforowego.W skiad czasteczki DNA wchodza dwa lancuchy, ktore
biegna antyréwnolegle (tzn. koniec jednego jest dokladnie naprzeciw po-
czatku drugiego). Lancuchy owijaja sie woko6l wspélnej osi i tworza tzw.
prawoskretna podwdjna helise. Lancuch nici DNA zawiera informacje ge-
netyczna o kolejnosci aminokwaséw w biatkach kodowana w postaci tréjek
nukleotydowych odpowiadajacych odpowiednim aminokwasom podczas
syntezy biatka. Nazywamy to kodem genetycznym.

Enzym - enzymy to rodzaj bialek wystepujacych naturalnie w organi-
zmach zywych, ktérych dzialanie sprowadza sie do katalizowania reakcji
biochemicznych. . Katalizowanie reakcji przez biatkowe katalizatory po-
lega na przyspieszeniu szybkosci zajscia reakcji (szybciej przebiega, ale
wartos¢ stalej rownowagi reakcji pozostaje niezmieniona).

Fenotyp - fenotyp zesp6t dostrzegalnych cech organizmu (wyglad i wia-
Sciwosci), powstalych jako wynik oddzialywania warunkéw $rodowiska na
wlasciwosci dziedziczne (genotyp) organizmu.

Gen - odcinek DNA nadajacy komoérce zdolno$é do tworzenia jakiegos RNA
(réoznych mRNA, tRNA, rRNA i in.), a posrednio kodujacy zwykle takze ja-
kie$ bialko (za posrednictwem mRNA; mRNA okres$la budowe okreslonego
biatka, a tRNA i rRNA to czasteczki pomocnicze uczestniczace w tworzeniu
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bialek kodowanych w réznych mRNA; poszczegélne rodzaje ogromnie zréz-
nicowanych czasteczek mRNA zakodowane sa w réznych genach). Termin
"gen" wprowadzil dunski botanik Wilhelm Johannsen juz w 1909 roku,
kiedy nie zdawano sobie sprawy z dzialania DNA. W pierwotnym znacze-
niu termin ten odnosit sie wiec do abstrakcyjnej jednostki dziedziczenia,
warunkujacej wystepowanie w organizmie (i przekazywanie potomstwu)
jakiejs prostej, elementarnej cechy, np. okreslonej barwy oczu, barwy kwia-
téw, odpornosci albo podatnosci na jakas chorobe. Dzi§ uwazamy, ze wszel-
kie dziedziczne cechy organizméw sa wynikiem wystepowania w komor-
kach odpowiednich biatek, zakodowanych w genach.

Genom -zespol informacji genetycznych zawartych w komoérce lub organi-
zmie. Niezbyt jednoznaczny termin zblizony do pojecia ‘'material genetycz-
ny’. Zaproponowany pierwotnie przez Hansa Winklera, botanika z Uni-
wersytetu w Hamburgu, jako zbitka sléw ’gen’ i ’chromosom’. Stosowany
na kilka sposobéw.

Genotyp - ogél genéw danego organizmu, warunkujacy jego wlasciwosci
dziedziczne.

Glikoproteina RANKL - ang. Receptor Activator for Nuclear Factor mo-
lekula wazna w metabolizmie ko$ci jest czynnikiem przenoszacym sygnaly
i aktywujacym osteoklasty. Zwiekszona produkcja RANKL wywoluje wiele
chordéb kosci, np. reumatoidalny artretyzm.

Grupa karboksylowa - COOH, jedna z podstawowych organicznych grup
funkcyjnych. Charakterystyczna dla wszystkich kwaséw karboksylowych
Ma charakter kwasowy, a kwasowo$¢ zalezy od reszty weglowodorowej. Po-
za bardzo stabymi kwasami tluszczowymi ulega dysocjacji elektrolityczne;j
w roztworze wodnym.

Hemoglobina - czerwony barwnik krwi, biatko zawarte w erytrocytach,
ktorego funkcjq jest przenoszenie tlenu - przylaczanie go w ptucach i uwal-
nianie w tkankach. Mutacje genu hemoglobiny prowadza do choréb dzie-
dzicznych: anemii sierpowatej, talasemii lub rzadkich choréb zwanych he-
moglobinopatiami.

Informatory I rzedu - czasteczki sygnalowe przenoszace sygnaly pomie-
dzy komoérkami. Naleza do nich hormony, neurotransmittery i cytokiny
(czynniki wzrostu i réznicowania).

Informatory II rzedu - male czasteczki (lub jony Ca?*) uwalniane do
cytosolu lub pozostajace w blonie w wyniku zadzialania sygnalu zewnetrz-
nego. Powstaja jako wynik dzialania enzyméw. Przekazuja sygnat do wne-
trza komorki.

Interleukiny - zbiorcza nazwa, ktora okresla sie cytokiny o kluczowym
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znaczeniu dla procesu zapalnego i szerokim spektrum dziatania. Cytoki-
na ta jest wydzielana w odpowiedzi na rézne antygeny pochodzenia wiru-
sowego, bakteryjnego i grzybowego. Oprécz komérek ukltadu odpornoscio-
wego wydzielac ja moga réwniez komoérki "nie-immunologiczne”, takie jak
keratynocyty, co jeszcze podkresla jej role jako uniwersalnego czynnika po-
budzajacego reakcje zapalna.

Kinaza A - enzym przylaczajacy grupy fosforanowe do bialek. Uaktywnia
sie przez zwiazanie cAMP.

Kinaza bialkowa - enzym katalizujacy przylaczanie koncowych grup fos-
foranowych z ATP do okreslonych aminokwaséw biatka, najczesciej do ty-
rozyny, treoniny, seryny.

Kinaza C - zalezna od jonéw Ca’* kinaza biatkowa fosforylujaca reszty
treoniny i seryny bialek. Aktywowana przez informator II rzedu - diacylo-
glicerol.

Koenzym - maloczasteczkowy, niebiatkowy zwigzek organiczny decyduja-
cy o aktywnosci katalitycznej pewnych enzymoéw. Bierze udzial w reakcji
przez oddawanie lub przylaczanie pewnych reagentéw (atomow, grup ato-
mow lub elektronéw). Pozostaje luzno zwiazany z wlasciwym enzymem.
Jako koenzymy funkcjonuja w wiekszosci witaminy lub jony potaczone od-
wracalnie z apoenzymem.

Komorka macierzysta - komorki macierzyste inaczej komorki pnia (ang.
stem cells), sa to komoérki, ktére posiadaja dwie wymienione ponizej cechy:
1. sa zdolne do potencjalnie nieograniczonej liczby podzialéw a wiec ina-
czej mowiac sa nieSmiertelne i samoodnawialne,

2. maja zdolno$é do réznicowania sie do innych typéw komorek.

Ze wzgledu na zdolnos$é¢ do réznicowania komérki macierzyste dzieli sie na:
* totipotentne, takie ktére moga ulec zréznicowaniu do kazdego typu ko-
morek,

* pluripotentne, takie ktore moga dac¢ poczatek kazdemu typowi komoérek
za wyjatkiem komoérek totipotentnych,

* multipotentne, takie ktére moga daé poczatek kilku réznym typom ko-
morek, z reguly o podobnych wlasciwosciach i pochodzeniu embrionalnym,
* unipotentne, inaczej komoérki prekursorowe, moga réznicowaé tylko do
jednego typu komorek, lecz od komoérek terminalnie zréznicowanych ko-
morek somatycznych odréznia je zdolnosé do podziatéw.

Ze wzgledu na ich pochodzenie komérki macierzyste dzieli sie na:

* embrionalne komoérki macierzyste - wyprowadzone z Zrédet embrional-
nych, komérki te sa z reguly toti- lub pluripotentne,

* somatyczne (doroste) komorki macierzyste - znajdowane w narzadach do-
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rostych organizméw, komérki te sa multipotentne,

* komorki progenitorowe - wystepuja w narzadach dorostych osobnikéw,
stuza regeneracji tkanek, sa unipotentne.

Komoérka progenitorowa - komorka macierzysta lub komérka macierzy-
sta szpiku, daje pochodzenie prekursorom komoérek krwi i ukladu odpor-
nosciowego - mieloidalnym komérkom progenitorowym i limfoidalnym ko-
morkom progenitorowym. Jest wielopotencjalna komoérka tkankowo swo-
ista, jednakze potrafi sie réznicowaé w procesie transdyferencjacji w ko-
morki innych tkanek i nalezy ja traktowac¢ jako komoérke pluripotentna, z
czym sa zwiazane daleko idace nadzieje dotyczace jej zastosowania tera-
peutycznego.

Kwas nukleinowy - biopolimer zbudowany z nukleotydéw. Zasadniczo
sa dwa rodzaje kwaséw nukleinowych: kwas rybonukleinowy (RNA) oraz
kwas deoksyrybonukleinowy (DNA). Oba moga wystepowac pod postacia
zaréwno pojedynczej jak i podwdjnej nici, przy czym zazwyczaj DNA two-
rzy ni¢ podwdjna, a RNA pojedyncza.

Ligand - wystepujacy zwigzku kompleksowym atom, czasteczka lub
anion, ktory jest bezposrednio przytaczony do atomu centralnego lub katio-
nu centralnego, zwanego centrum koordynacji albo rdzeniem kompleksu.
Pojecie ligandu (jak réwniez atomu centralnego) nie jest jednoznaczne i w
wielu przypadkach jest kwestia umowna.

Lipid - jest to ogélna nazwa wszystkich zwiazkow zawierajacych kwasy
thuszczowe, lacznie z nimi samymi. Niegdys$ terminem tym okreslano tyl-
ko te zwiazki zawierajace kwasy tluszczowe, ktore wykazywaly wlasnosci
amfifilowe.

Makroczasteczka - zwiazek chemiczny o bardzo duzej masie czastecz-
kowej, ktory sktada sie z wielokrotnie powtérzonych jednostek zwanych
merami.

Mediator - mediator to zwiazek chemiczny posredniczacy w przekazywa-
niu sygnaltu.

Monomer - proste czasteczki tego samego zwiazku chemicznego, z kto-
rych w wyniku polimeryzacji powstaje polimer.

Nukleotyd - podstawowy skladnik budulcowy kwaséw nukleinowych
(DNA i RNA). Jest on zbudowany z cukru - pentozy (w DNA wystepuje
deoksyryboza, za§ w RNA ryboza), co najmniej jednej reszty fosforanowe;j
i zasady azotowej (zasady purynowej, pirymidynowej lub flawinowej). W
nukleotydach DNA wystepuja takie zasady azotowe jak: adenina (A), gu-
anina (G), cytozyna (C) i tymina (T). W nukleotydach RNA wystepuja takie
zasady azotowe jak: adenina (A), guanina (G), cytozyna (C) i uracyl (U).
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Adenina (A) oraz guanina (G) to zasady purynowe. Cytozyna (C), tymina
(T) oraz uracyl (U) to zasady pirymidynowe. W postaci monomeréw niekto-
re z nukleotydow (zwlaszcza rybonukleotydy) odgrywaja wazna role jako
kofaktory enzymoéw (NAD+, FMN), przenosniki energii (np. ATP, GTP) lub
czasteczki sygnatowe (np. cAMP).

Ontogeneza - zespodl przemian zachodzacych w ciagu zycia organizmu od
momentu zaplodnienia do chwili §mierci osobnika.

Osteoblast - osteoblasty to komoérki tworzace kosci (kosciotworcze), wy-
stepujace w miejscach, gdzie odbywa sie wzrost lub przebudowa tkanki
kostnej. Wytwarzaja one czes$c organiczna macierzy kostnej (tzw. osteoid),
w ktorej nastepnie odkladaja sie krysztaly fosforanéw wapnia. Otoczone
substancja miedzykomoérkowa ktorej glownym sktadnikiem jest hydroksy-
apatyt przeksztalcaja sie w osteocyty. Powstaja z komoérek macierzystych
wywodzacych sie ze szpiku kostnego. Czynnosci tych komoérek sa regulo-
wane przez parathormon, NO i witamine D3.

Osteoklast - osteoklasty to wielojadrzaste komérki majace zdolnosc roz-
puszczania i resorpcji tkanki kostnej. Odgrywaja istotna role w warunkach
prawidlowego ksztaltowania sie koSci, proces6w zrostu po ztamaniach oraz
w chorobach kos$ci np. osteoporozie. Sa rodzajem makrofagéw - powstaja
przez fuzje makrofagéw jednojadrowych pobudzanag przez witamine D.
Osteocyt - osteocyty to dojrzate komoérki kostne powstajace z osteobla-
stow. Sa calkowicie otoczone zmineralizowana czescia kosSci - znajduja sie
w tzw. jamkach kostnych, a ich wypustki cytoplazmatyczne, dzieki ktéry-
mi kontaktuja sie z innymi osteocytami i zachowuja funkcje zyciowe, sa
potozone w kanalikach kostnych. W procesie przebudowy kosci pelnia mie-
dzy innymi role “czujnikéw” odczuwajacych stan obciazen mechanicznych
i przekazujacych sygnaly regulujace dzialalno$é osteoblastéw i osteokla-
stow.

Polieptyd - naturalny polipeptyd czyli polimer aminokwaséw polaczo-
nych ze soba wiazaniami peptydowymi -CONH-. Synteza bialek odbywa
sie w specjalnych organellach komérkowych zwanych rybosomami. Zazwy-
czaj liczba reszt aminokwasowych pojedynczego lancucha polipeptydowego
biatka jest wieksza niz 100, a cala czasteczka moze by¢ zbudowana z wielu
tancuchow polipeptydowych (podjednostek).

Prekursorowa komorka - komérka poprzedzajaca w rozwoju inng ko-
morke. Zwane réwniez progenitorowymi, komérki macierzyste tkanek
(tkankowo swoiste), wystepuja w narzadach dorostych osobnikéw, stuza
do ich regeneracji. Sa multipotentne lub unipotentne - daja poczatek osta-
tecznie zréznicowanym komérkom somatycznym tylko jednej, danej tkan-
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ki. Od komoérek somatycznych odréznia je zdolno$é do podziatow.
Prostaglandyny - PG, czynne biologicznie zwiazki, pochodne kwasu ara-
chidynowego. Ich synteza katalizowana jest przez cyklooksygenaze, hydro-
laze i syntaze.

Receptor - Pod pojeciem receptora okresla sie biatka receptorowe, komor-
ki receptorowe, grupy komoérek oraz narzady receptorowe. W biologii ko-
morki mianem receptoréw okresla sie rowniez biatka rozpoznajace hormo-
ny i czynniki wzrostowe.
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Skorowidz

adaptacja, 67, 78, 176
aminokwasy, 249

chrzastka, 30
cytokiny, 250

enzymy, 250

funkcje kosci, 24
funkcjonalna adaptacja kosci, 53, 66,
71

hipoteza optymalnej reakcji, 14, 16,
19, 75, 87, 93, 94, 98, 100,
101, 104, 106, 109, 117, 119,
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homeostaza, 25

homeostaza wapnia, 25

identyfikacja, 18, 146
jama szpikowa, 25

kosci dlugie, 26
komorki macierzyste, 253
komoérki osteogenne, 35

mediator, 253
mikrograwitacja, 69
mikrostruktura tkanki, 41

okostna, 30
optymalizacja, 13, 19, 21, 87, 88, 99,
109, 117, 128, 150, 168

osteoblast, 36, 55, 57, 59, 254

osteocyt, 38, 57, 254

osteoklast, 39, 59, 254

osteon, 63, 66

osteoporoza, 3, 10, 21, 24, 43, 54, 108,
131, 143, 148, 171, 176, 192

RANKL, 36, 39, 59, 251

receptory, 255

remodelowanie, 54, 56, 60-62, 73, 78,
80, 126, 131, 151, 152, 167

resorpcja, 60

sygnalizacja miedzykomoérkowa, 68
szpik, 25, 33
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WYBRANE ZAGADNIENIA MODELOWANIA W BIOMECHANICE
KOSCI

To ze kosci wciaz dostosowuja w ciagu zycia organizmu swa wewnetrz-
na strukture i zewnetrzny ksztalt do obciazen mechanicznych jest wia-
domo od dawna a systematyczne badania w celu wyjasnienia tego zjawi-
ska prowadzone sa juz od ponad wieku. Poniewaz podstawowa i najwaz-
niejsza rola ukladu kostnego sa jego funkcje mechaniczne zapewniajace
utrzymanie organéw we wilasciwych pozycjach, ich ochrone przed uraza-
mi i zapewnienie organizmowi funkcji ruchowych umiejetnoéé adaptacji
do zmieniajacych sie¢ w czasie warunkéw ma wazne implikacje zaréwno
praktyczne jak i teoretyczne. W ostatnich trzech dekadach nastapil nie-
zwykle szybki postep badan w dziedzinie biomechaniki kosci w duzej mie-
rze spowodowany rozwojem technik eksperymentalnych i komputerowych
za$ modelowanie procesé6w odpowiedzialnych za adaptacje zajmuje w nich
wazne miejsce. Jednak te zjawiska sa niezwykle zlozone i zalezne zaréwno
od lokalnych czynnikéw jak i sygnaléw z ukladu centralnego wiec mimo
intensywnych badan zrozumienie natury i szczeg6léw mechanizmé6w bio-
racych udzial w tych procesach nie jest wciaz pelne. W przeszlosci postulo-
wano rézne opisy zjawisk odpowiedzialnych za przebudowe tkanki kostnej
i zwiazane z tym procesy zmiany ksztaltu kosci i jej mikrostruktury. Wiek-
szo$é z tych modeli ma charakter fenomenologiczny i w zwiagzku z tym
nie nadaje do badan majacych doprowadzi¢ do lepszego zrozumienia pro-
blemu. Inne podejscie intuicyjnie akceptowalne przez niektérych badaczy
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opiera sie na zalozeniu ze koS¢ reprezentuje pewna optymalna konstruk-
cje. Niestety takie podejscie tez posiada szereg waznych wad i nie jest po-
wszechnie stosowane.

Z analizy aktualnego stanu wiedzy wynika ze istnieje pewna istotna lu-

ka i potrzebne jest jakies generalne podejs$cie ktére umozliwi formalne wy-
prowadzenie matematycznych zwiazkow opisujacych rézne modele funk-
cjonalnej adaptacji kosSci przystosowanych do teoretycznych badan wybra-
nych biomechanicznych efektéw oraz nadajacych sie do implementacji w
programach komputerowych stuzacych do numerycznych symulacji bada-
nych proceséw.
Praca niniejsza stanowi prébe zapelnienia istniejacej luki. Zaproponowano
nowe podejscie do problemu modelowania zjawisk przebudowy kos$ci opar-
te na oryginalnej sformulowanej przez autora hipotezie optymalnej reak-
cji ko$ci. Zgodnie z ta hipoteza koS¢ nie reprezentuje optymalnego ukladu
jednak sposréd wszystkich mozliwych w ramach istniejacych ograniczen
reakgcji, reaguje tak aby zapewnic¢ w kazdej chwili najszybsza poprawe wy-
branego funkcjonatu jakosci opisujacego jakas okreslona ceche kosci.

Na pierwsza, przegladowa czes¢ pracy skladaja sie poza wstepem roz-
dzialy drugi, trzecii czwarty. W rozdziatach drugim i trzecim zamieszczono
material dotyczacy funkcji i budowy kosci, jej mikrostruktury, proceséow
przebudowy tkanki oraz roli komérek w tych procesach i mechanizméw
odczuwania i przekazywania sygnaléw przez wyspecjalizowane komorki
kostne. Znajomo$¢ tego materiatu jest zdaniem autora absolutnie niezbed-
na przy pracach nad matematycznym i komputerowym modelowaniem ad-
aptacji kosci. Czwarty rozdzial zawiera zwiezly przeglad najwazniejszych i
powszechnie akceptowanych modeli funkcjonalnej adaptacji kosci jakie po-
jawily sie od czasu sformulowania przez Wolffa tak zwanego “prawa Wolf-
fa”.

Nastepne rozdzialy, poczawszy od rozdzialu piatego stanowia druga czesc
pracy i zawieraja material bedacy oryginalnym wkladem autora w dzie-
dzinie badan w biomechanice kosci. Wariacyjne ogélne sformutowanie pro-
blemu modelowania adaptacyjnej przebudowy tkanki kostnej oparte na
zaproponowanej hipotezie optymalnej reakcji jest przedstawione w roz-
dziale piatym. Charakteryzuje sie ono szeregiem istotnych zalet; miedzy
innymi mozna wymieni¢ nastepujace. Zaproponowane podej$cie umozli-
wia formalne wyprowadzenie zwiazkéw dla réznych modeli w zaleznos$ci
od rozpatrywanych efektéw biomechanicznych lub mechanobiologicznych.
Wykorzystujac omawiane sformulowanie mozna w prosty sposéb rozbudo-
wywaé wczeséniej otrzymane modele w miare poglebiania naszej wiedzy o
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mechanizmach odpowiedzialnych za procesy przebudowy tkanki. Do sfor-
mulowania mozna wilaczac rézne efekty natury mechanicznej, biochemicz-
nej i innej. Sformulowanie wariacyjne niesie powazne zalety gdy rozpatru-
jemy konieczno$é implementacji komputerowej i symulacji numerycznych.
Wyprowadzone zwiazki opisuja procesy, a wiec ewolucje w czasie parame-
trow reprezentujacych mikrostrukture i ksztalt kosci w przeciwienstwie
do modeli opartych na zalozeniu ze ko$é reprezentuje optymalna struktu-
re. Zastosowanie ogélnego sformulowania zostalo zilustrowane na trzech
przykladach - wyprowadzono trzy szczegélne modele funkcjonalnej adap-
tacji kosci: model ciagly, beleczkowy i oparty na oddzialywaniach miedzy
komoérkami w ktérym uwzgledniono procesy odczuwania sygnaléw mecha-
nicznych przez osteocyty i przesytania odpowiednich sygnaléw do osteobla-
stow i osteoklastow. W nastepnym rozdziale, sz6stym, oméwiono zwiazki
pomiedzy zadaniami optymalnego projektowania, modelami adaptacji ko-
$ci a hipoteza optymalnej reakcji kosci. Okazuje sie ze postulowane mo-
dele fenomenologiczne maja wiele wspélnego z modelami formalnie wy-
prowadzonymi przy uzyciu dyskutowanej w pracy metody i nieraz moga
by¢ traktowane jako ich szczegélne przypadki. W si6dmym rozdziale omoé-
wiono przypadek osteoporozy oraz przedstawiono szczegélowy szkic wy-
prowadzenia zwiazkéw dla modelu mechanobiologicznego opisujacego pro-
cesy przebudowy tkanki i rozwoju proceséw osteoporotycznych. Nastepny
rozdzial zawiera wybrane wyniki symulacji komputerowych przeprowa-
dzonych przy uzyciu wyprowadzonych modeli. Z analizy tych wynikéw i
obserwacji klinicznych i badan histologicznych wynika ze otrzymane mo-
dele prowadza do struktur bardzo przypominajacych struktury obserwo-
wane w ludzkich kosciach. Prace zamyka podsumowanie wynikéw badan
oraz dyskusja perspektyw przyszlych prac w tej dziedzinie. Praca zawie-
ra rowniez skorowidz, spis ilustracji, stownik najwazniejszych terminéow
biologicznych i spis oznaczen stosowanych w zwiazkach matematycznych.
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SELECTED PROBLEMS OF MODELING IN BONE BIOMECHANICS

It has been observed over hundred years ago that bones adapt their
shape and internal structure according to mechanical demands and lo-
ading conditions. Since one of the most important roles of skeletal sys-
tem is its mechanical function this observation has important implications
both in the theoretical as well as in the applied research. The progress in
bone mechanics in last three decades has been extraordinary and mode-
ling of functional adaptation process plays a significant role in it. However
this phenomenon is very complex and dependent on both local and central
factors and despite over hundreed years research the understanding of its
nature and details of mechanisms involved is not complete yet. Different
approaches have been proposed to enable approximate description of the
phenomena responsible for tissue remodeling and their effect in bone sha-
pe and micro-structure evolution due to variable conditions. Most of the
models are of phenomenological nature and thus they do not contribute
to big extent in better understanding of the problem. Another approach
that is intuitively acceptable for some researchers is based on the assump-
tion that bone represents a kind of “optimal structure”. Unfortunately this
approach suffers also significant disadvantages. It follows from the analy-
sis of the actual state of art that a gap exists and a general approach is
needed which enables systematic, formal derivation of mathematical for-
mulas describing different models of bone functional adaptation suitable
for theoretical investigations of variety of biomechanical effects and for
computer implementation and simulations.
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In a present work a new approach is proposed. This approach is based
on the optimal response hypothesis proposed by the author according to
which the bone does not represent an optimal structure but from the va-
riety of possible reactions to variable in time conditions the one which
assures the fastest improvement of assumed feature is realized. In the
first part of the work including chapters 2 and 3 the macro- and micro-
structure of the bones and their functions including functional adaptation
are discussed. Chapter 4th includes the comprehensive review of the most
popular and accepted models of bone functional adaptation. The second
part starts with chapter 5 and includes the original results of author’s
research. The variational general formulation proposed in this work has
several advantages, among the others one can mention the following. It
enables formal derivation of a complete set of mathematical relations for
different models depending of the choice of the effects under investigation.
Using this approach the extension of previously derived models when our
knowledge concerning mechanisms involved in tissue remodeling grows is
natural and simple. Different effects of various nature, mechanical, bioche-
mical and others can be easily incorporated in the formulation. Variational
formulation is associated with significant advantages when computer im-
plementation is considered. Derived in this way formulas describe time
evolution of the bone structure so they are suitable for investigations of
the processes and not only the final effect.

The application of the general approach proposed in this work is illustra-
ted using three examples, the specific models for continuous material, tra-
becular material and the model including interactions at the cellular level
are derived and examined using computer simulations and results of cli-
nical observations and histological investigations. An important case of
modeling of osteoporosis is also discussed and an outline of derivation of
improved model including interactions between cells is presented as well.
It follows from this works that the approach proposed is convenient in use,
offers big freedom in a choice of effects that are to be investigated and is
well suited for numerical computations. The results of calculations com-
pared with the structures of real human bones display great similarity
of both structures. Before the end of this work a discussion of obtained
results is included and perspectives and possible future interesting and
important research is discussed. The index, dictionary of the most impor-
tant biological terms, list of figures and a list of mathematical notation are
included as well.



