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Streszczenie

Niniejsza praca zawiera propozycje metody powierzchni odpowiedzi umozliwiajgcej efek-
tywna analize niezawodnosci przystosowania oraz w pewnym zakresie analiz¢ niezawod-
nosci no$nosci granicznej. Proponowana metoda bazuje na mozliwosci skutecznego wy-
znaczania wartosci mnoznika obcigzenia za pomocg procedury min—max. Analize zadan
inzynierskich umozliwily zalozenia upraszczajace opis zmiennosci obcigzenn w modelu me-
chanicznym, oraz konsekwentne do nich zalozenia upraszczajace opis stochastyczny ob-
cigzen

W niniejszej pracy zaprezentowano takze ogélng metode powierzchni odpowiedzi oraz
szczegblowe rozwigzania umozliwiajace efektywne szacowanie prawdopodobienistwa awa-
rii w przypadku nieciaglej pierwszej pochodnej funkcji granicznej. Tego typu funkcja
graniczna wystepuje w analizie procesu tltoczenia blach, analizie przystosowania, stanéw
granicznych oraz we wszystkich przypadkach, gdy ztozonos¢ analizy generuje znaczacy
blad numeryczny.

Algorytm metody powierzchni odpowiedzi zawiera okreslong strategie doboru zbioru
realizacji wektora zmiennych losowych, ktére wraz z odpowiadajacymi im wartosciami
funkcji granicznej sg zrédiem informacji o tej funkcji w istotnym obszarze zmiennodci.
Te dane sy wykorzystywane do wyboru wspélczynnikéw aproksymacji funkcji granicznej
metodami analizy regresji. Tak uzyskana jawna postaé¢ funkcji reprezentujacej zachowanie
konstrukeji jest nastepnie wykorzystywana do analizy niezawodnosci metodami standar-
dowymi.






ROZDZIAL

Wstep

1.1. Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy jest opracowanie algorytmu analizy niezawodnosci konstruk-
cji sprezysto—plastycznych poddanych obcigzeniom cyklicznie zmiennym oraz realizacja
systemu komputerowego umozliwiajgcego efektywng analize rzeczywistych konstrukcji.
Tak postawione zadanie wymaga zastosowania w analizie niezawodno$ci nowych tech-
nik obliczeniowych. Z szeregu dostepnych rozwigzan wybrano metode powierzchni od-
powiedzi. Algorytm metody powierzchni odpowiedzi sktada sie z dwéch czesci. Pierwsza,
z nich jest bazujaca na teorii planowania eksperymentéw strategia doboru zbioru realiza-
¢ji wektora zmiennych losowych, ktore wraz z odpowiadajacymi im wartosciami funkcji
granicznej sg zrédlem informacji o tej funkcji w istotnym obszarze zmiennosci. W drugiej
czesci algorytmu te dane sg wykorzystywane do wyboru istotnych wspétczynnikéw aprok-
symacji funkcji granicznej metodami analizy regresji liniowej. Ostatecznie, czasochlonna
analiza konstrukcji sprezysto—plastycznych jest zastgpiona przez otrzymane rownanie re-
gresji, jawng postaé¢ funkeji reprezentujacej zachowanie konstrukeji. Analize niezawod-
nosci w przypadku jawnej postaci funkcji granicznej mozna przeprowadzi¢ metodami
standardowymi. Metode powierzchni odpowiedzi mozna dostosowaé¢ do indywidualnych
cech rozpatrywanego zagadnienia poprzez uwzglednienie w algorytmie wszelkich dostep-
nych informacji o rozpatrywanym problemie i o postaci funkcji granicznej. Mozliwa jest
cala gama algorytméw metody powierzchni odpowiedzi, poczgwszy od rozwigzania ogdl-
nego, ktére nie zawiera dodatkowych informacji o postaci funkcji granicznej i moze by¢é
stosowane w wielu szczegdlnych przypadkach, az do rozwigzania szczegdélowego, ktére ma
zastosowanie tylko do Scisle okreslonej postaci funkcji granicznej.

Wstepne rozwazania niniejszej pracy dotyczg powierzchni odpowiedzi w przypadku
cigglej funkcji granicznej o pojedynczym punkcie projektowym. Jest to milczace zalo-
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zenie towarzyszace poprawnemu rozwigzaniu zagadnienia klasycznymi obecnie metoda-
mi gradientowymi pierwszego i drugiego rzedu. Ich ogromna popularnosé jest zwigzana
z mozliwoécig uzyskania wyniku oszacowania prawdopodobienistwa awarii na podstawie
lokalizacji punktu projektowego, ktérego potozenie jest najczesciej okreslane za pomocs,
metod programowania nieliniowego. Chociaz jest to najbardziej efektywna grupa me-
tod, to moze by¢ stosowana jedynie w przypadku cigglej pierwszej pochodnej funkeji
granicznej.

Rozpatrywana w pracy analiza konstrukcji sprezysto—plastycznych charakteryzuje sie
nieciggloscig pierwszej pochodnej funkcji granicznej. Nieciaglo$é ta jest wynikiem istotnej
wielkosci btgdu numerycznego spowodowanego duzg zlozonoscig wykonywanych obliczen.
Tego typu problem ma miejsce w analizie procesu tloczenia blach, gdzie stosowany jest
algorytm bezposredniego calkowania réwnan ruchu wzgledem czasu, a takze w analizie
przystosowania oraz w analizie no$nosci granicznej konstrukeji, gdzie jest wykorzystywana
iteracyjna procedura min-max.

Prezentowany algorytm metody powierzchni odpowiedzi w przypadku nieciggle]
pierwszej pochodnej funkcji granicznej jest ogdlnym rozwigzaniem, ktérego zastosowa-
nie ilustruje analiza niezawodno$ci procesu tloczenia blach. Proces tloczenia blach ce-
chuje stosunkowo duza losowa zmienno$é spowodowana losowym charakterem parame-
tréw opisujacych wlasno$ci mechaniczne oraz grubosé blachy, czy tez warunki tarcia.
Do najczestszych defektéow nalezg pekniecia blachy, ktoérych niebezpieczeristwo ocenia
si¢ w praktyce na podstawie wykresu granicznej krzywej tloczenia. Z powodu niepew-
nosci oceny mozliwosci wystapienia peknigcia wprowadza si¢ margines bezpieczenstwa.
Proponowany w niniejszej pracy algorytm analizy niezawodnosci procesu ttoczenia blach
umozliwia ilosciowe okreslenie prawdopodobienistwa wystapienia peknigcia blachy przy
znanych rozkladach losowych parametréw charakteryzujacych proces tloczenia. Analiza
procesu tloczenia blach jest przeprowadzana programem STAMPACK.

Szczegblne rozwigzanie algorytmu metody powierzchni odpowiedzi dotyczy przypadku
analizy niezawodno$ci przystosowania oraz ograniczonej klasy zadan analizy niezawod-
nosci no$nosci granicznej. Szczegdlnosé tego algorytmu wynika z uwzglednienia losowej
natury jedynie obcigzen. Efektywng analize spotykanych w praktyce zadan umozliwiaja,
zalozenia upraszczajgce opis stochastyczny obcigzen bedacy nastepstwem opisu obcigzen
przyjetego w modelu mechanicznym. Ponadto, algorytm wykorzystuje wlasnosci stan-
dardowej przestrzeni gaussowskiej, a takze cechy charakterystyczne rozwigzania zadania
przystosowania oraz zadania no$nosci granicznej w oryginalnej przestrzeni zmiennych
losowych. Ztozonos¢ powyzszego zagadnienia jest zilustrowana za pomocy prostego przy-
ktadu analizy belki dwuprzestowe;j.

Metoda min—max odgrywa istotng role w analizie konstrukeji sprezysto—plastycznych.
Dzigki niej istnieje mozliwo$é skutecznego wyznaczania wartosci mnoznika obcigzenia
przystosowania oraz mnoznika obcigzenia okreslajacego nosnosé graniczng szerokiej klasy
konstrukcji. Mnoznik obcigzenia w metodzie min—max jest rezultatem minimalizacji mak-
symalnych wartosci zredukowanego naprezenia poprzez optymalnie dobrane statycznie
dopuszczalne pole naprezen resztkowych. Analizowanie rzeczywistych konstrukeji wyma-



1.2. PRZEGLAD LITERATURY 11

ga uzycia metod numerycznych. Analiza sprezysta jest wykonywana programem metody
elementow skoriczonych FEMLIB. Na bazie rozwigzania sprezystego jest przeprowadzana
analiza przystosowania oraz analiza nosnosci granicznej programem CYCLONE. W ni-
niejszej pracy analizowane sg konstrukcje osiowo-symetryczne modelowane tréjkatnymi
elementami CST.

1.2. Przeglad literatury

Przedmiot rozwazan niniejszej pracy obejmuje swoim zakresem kilka dziedzin nauki.
Sg to: teoria niezawodnosci; metoda powierzchni odpowiedzi w sklad ktorej wchodzg me-
tody analizy regresji liniowej oraz metody planowania eksperymentéw; teoria konstrukeji
sprezysto—plastycznych, czyli teoria przystosowania oraz teoria no$nosci granicznej kon-
strukcji. Kazda z wyzej wymienionych dziedzin jest dobrze udokumentowana i mozna
znalez¢ wiele publikacji dobrze przedstawiajacych rozwdj kazdej z nich z osobna. Znacz-
nie mniej jest prac lacznych, bezposrednio dotyczacych rozwazanych zagadnien. Ponizej
zostaly przedstawione najistotniejsze publikacje z punktu widzenia celu niniejszej pracy.

Analiza przystosowania umozliwia wyznaczenie maksymalnego obszaru zmiennosci
obcigzen zapewniajacego bezpieczng prace konstrukcji. Rozwdj tego dzialu teorii pla-
stycznosci ma bogatg historie. Pierwsze twierdzenie o przystosowaniu sformutowane dla
statycznie niewyznaczalnych belek o przekroju idealnie dwuteowym podane zostato przez
Bleicha [7] w latach trzydziestych. Kilka lat péZniej, w 1938 roku, Melan [70] przedsta-
wit twierdzenia statyczne o przystosowaniu dla ciala tréjwymiarowego. Pierwszy wariant
twierdzenia kinematycznego przedstawil Neal [83] w 1950 roku. Pelng wersje twierdzenia
kinematycznego wraz z dowodem kilka lat pdzniej sformutowal Koiter [58]. Wtedy tez
jako pierwszy zauwazyt, ze twierdzenia nosnosci granicznej sa szczegdlnym przypadkiem
twierdzeri o przystosowaniu. W podsumowujacej pracy [59] z 1960 roku Koiter przed-
stawil twierdzenie o no$nosci granicznej oraz twierdzenie o przystosowaniu w obecnie
uzywanej postaci. Kinematyczne twierdzenie Koitera wraz ze statycznym twierdzeniem
Melana sg okreslane mianem twierdzen klasycznych. Twierdzenia te stanowily fundament
poZniejszego rozszerzania teorii: o bardziej ztozone modele materiatéw, uwzglednienie geo-
metrycznej nieliniowo$ci, nowych rodzajéw obcigzenia czy tez badanie wpltywu tempera-
tury. Kolejne istotne osiagnigcie byto przedstawione w pracach Sawczuka [93] i Gokhfelda
[12], gdzie pokazali metode catkowania réwnan Koitera po czasie. To rozwigzanie po-
zwolito na zastosowanie twierdzenia kinematycznego w teorii ptyt i powlok. Ponadto, w
powyzszych pracach okreslono mechanizmy nieprzystosowania, plastyczno$é¢ naprzemien-
ng oraz zniszczenie przyrostowe. Opis dyskretny konstrukcji wraz z programowaniem
matematycznym zostaly zastosowane w teorii przystosowania przez Maiera [72, 73, 74]
i Cyrasa [16]. Pézniejsze uogélnianie teorii przystosowania miato réwniez miejsce w kre-
gach naukowych IPPT. Prace Kéniga [61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 104], Sawczuka
[10, 98], Kleibera [9, 68], Borkowskiego [8, 9, 10], Siemaszki [101, 104], czy tez Pycki
[89] znacznie przyczynily si¢ do rozwoju teorii przystosowania. Alternatywne sformutowa-
nie zadania przystosowania, umozliwiajgce efektywna, analize konstrukeji przestrzennych,
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zostalo zaproponowane w pracach Zwolinskiego i Bielawskiego [127] oraz Pycko i Mro-

a [90]. Przedstawiona w nich metoda wyznaczania mnoznika obcigzenia przystosowania
oraz no$nosci granicznej zostata sprowadzona do iteracyjnej procedury min—max, ktéra
umozliwia efektywng analiz¢ konstrukcji. Znane sg takze inne rozwigzania stosowane w
analizie konstrukcji sprezysto-—plastycznych, wséréd ktorych nalezy wymieni¢ propozycje
Heitzera i Staata [19], Pontera [36] oraz Zarki [120].

Obecnie teoria niezawodno$ci konstrukeji jest dobrze opisang dziedzing wiedzy, kté-
rg dobrze dokumentujg znane podreczniki i monografie autoréw: Melchersa [78], Thoft-
Christensena i Bakera [114], Augusti, Baratta i Casciati [0] czy tez Madsena, Krenka
i Linda [71]. Wiele os$rodkéw naukowo-badawczych na $wiecie zajmuje sie rozwojem
nowych metod analizy niezawodnos$ci. Wérdd czolowych badaczy, ktérzy zajmuja sie
ta tematyks nalezy wymieni¢ R. Rackwitza, O. Ditlevsena, P. Thoft-Christensena,
A. Der Kiureghiana, G. I. Schuéllera czy tez R. E. Melchersa. Réwniez w kregach nauko-
wych IPPT PAN prowadzone sg badania dotyczace analizy niezawodnosci. Prace w tej
dziedzinie publikowal Dolinski [23, 24, 25], a autorami prac dotyczacych optymalizacji
niezawodnosciowej konstrukeji byli Putresza [88] oraz Stocki [56, 112, 111].

Whplyw losowej natury parametréw definiujgcych konstrukcje na bezpieczeristwo jej
eksploatacji jest od dawna przedmiotem rozwazan. Juz w 1937 roku zostata opublikowana
praca Wierzbickiego [118], w ktérej przedmiotem badan jest bezpieczenstwo konstrukeji
poddanej obcigzeniu losowemu. Chociaz jest to jedna z pierwszych prac poruszajacych
zagadnienie bezpieczenistwa konstrukeji, to za prekursorskg w teorii niezawodnosci uwaza
sie publikacje Freudenthala [38] z 1956 roku. Jednak dopiero w przeciggu ostatnich 30 lat,
czyli stosunkowo niedawno, pojawily sie efektywne, a za razem dokladne metody oceny
prawdopodobienistwa awarii konstrukcji. Krokiem milowym okazata si¢ praca Hasofera
i Linda [16] z 1974 roku, w ktérej zadanie oszacowania wartosci wielowymiarowej catki
okreslajacej prawdopodobienstwo awarii zostalo sprowadzone do zadania programowania
nieliniowego z ograniczeniami, jakim jest procedura poszukiwania punktu projektowe-
go. Punkt ten odpowiada takiej realizacji zmiennych losowych z obszaru awarii, ktérej
wartos¢ funkeji gestosci prawdopodobienistwa jest najwieksza. W punkcie projektowym,
a nie w punkcie odpowiadajagcym wartosciom srednim jak to zostalo zaproponowane
w pracy Cornella [14], jest dokonywana linearyzacja funkcji granicznej i na jej pod-
stawie jest szacowane prawdopodobienistwo awarii. Kierunek wytyczony przez Hasofera
i Linda byl kontynuowany przez Rackwitza i Fiesslera, ktérzy w 1978 roku w pracy
[92] zastosowali transformacje niezaleznych zmiennych losowych o dowolnych rozkladach
prawdopodobienistwa do standardowych zmiennych normalnych. Ponadto, w tej pracy
Rackwitz i Fiessler zaproponowali algorytm poszukiwania punktu projektowego (nazywa-
ny od pierwszych liter ich nazwisk algorytmem RF). Nastepnie Hohenbichler i Rackwitz
[51] zastosowali transformacje Rosenblatta [97] do transformacji zaleznych zmiennych lo-
sowych do (oraz z) przestrzeni standardowej. Transformacja Rosenblatta oraz zapropono-
wana przez Der Kiureghiana i Liu w pracy [21] transformacja Natafa sa najczesciej uzy-
wanymi, podstawowymi narzedziami wspoélczesnej analizy niezawodnodci. Klasycznymi
obecnie metodami analizy niezawodnosci sg bazujace na aproksymacji funkcji granicznej
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w punkcie projektowym funkcjg pierwszego lub drugiego stopnia, odpowiednio, metoda
pierwszego rzedu (FORM) lub drugiego rzedu (SORM). Metoda SORM byla rozwiajana
przez wielu badaczy, Fiesslera, Neumanna i Rackwitza [35], Breitunga [11], Der Kiure-
ghiana [20] czy tez Tvedta [116]. Kolejna, najnowsza, propozycje metody SORM oraz
probe usystematyzowania dotychczas zaproponowanych metod drugiego rzedu przedsta-
wit Adhikari w pracy [2].

Inne podejscie do problemu oszacowania warto$ci wielowymiarowej calki okreslajacej
prawdopodobienistwo awarii prezentuje grupa metod symulacyjnych. Najbardziej znang,
metoda, z ktorej wywodzg si¢ bardziej zaawansowane rozwigzania jest klasyczna meto-
da Monte Carlo. Z powodu koniecznosci wykonania ogromnej liczby symulacji w celu
oszacowania zwykle bardzo malych wartosci prawdopodobienstwa awarii, metoda ta jest
bardzo rzadko stosowana w obliczeniach niezawodno$ciowych. Efektywniejsze metody sy-
mulacyjne zostaly opracowane w latach osiemdziesiatych. Bazuja one na idei redukcji
wariancji poprzez odpowiedni dobér funkcji gestosci prawdopodobienistwa, wedtug ktorej
generuje sie zmienne losowe. Zabieg ten pozwala skoncentrowaé obszar probkowania oraz
znacznie zmniejszy¢ liczbe symulacji. Istnieje szereg prac poswigconych tej grupie metod
symulacyjnych, miedzy innymi prace Schuéllera i Stixa [99], Hohenbichlera i Rackwitza
[50] oraz Doliriskiego [24]. Wérdd tej grupy metod nalezy wyrézni¢ metody wykorzy-
stujace rozwigzanie metody FORM (SORM). W przypadku gdy powierzchnia graniczna
ma ksztalt zblizony do hipersfery, do analizy niezawodnosci najlepiej nadajg sie metody
symulacji kierunkowej. Przeglad metod symulacyjnych mozna znalezé w pracach Melcher-
sa [78, 77]. Metody symulacyjne niezaleznie od wlasnosci funkeji granicznej umozliwiaja,
wyznaczenie prawdopodobienistwa awarii z dowolng dokladnoscig. Jednak w wigkszosci
przypadkéw osiggniecie zadanej dokladnosci wigze si¢ z koniecznoscig przeprowadzenia
zbyt duzej liczby symulacji.

Obiecujacym rozwigzaniem umozliwiajgcym znaczng redukcje liczby symulacji wyda-
je sie by¢ koncepcja tzw. powierzchni odpowiedzi. Pierwotnie koncepcja ta byla rozwija-
na na potrzeby badan do$wiadczalnych. Wkrétce jednak zostaly dostrzezone mozliwosci
szerszego zastosowania tej idei, co tez przelozylo si¢ od poczatku lat 70-tych na inten-
sywny rozwéj metod zwigzanych z ta koncepcja. Metody powierzchni odpowiedzi (MPO)
w szczegdlny sposéb wigzg ze sobg planowanie eksperymentu (zbiér uporzgdkowanych
realizacji wektora zmiennych), matematyczne metody analizy danych oraz statystyczng
ocen¢ wynikéw, umozliwiajac efektywny opis zaleznosci wystepujacej w interesujacym
badacza problemie. Najbardziej znang pracg dotyczacg MPO jest monografia Myersa [31]
z 1971 roku, poprawiona i uzupehiona przez Myersa i Montgomeryego [32] w 2002 roku.
Stala si¢ ona podstawowym podrecznikiem w tej dziedzinie. Opis szeregu metod pla-
nowania do$wiadczen pozwalajacych uzyska¢ w optymalny sposéb interesujaca badacza
informacje mozna znalezé w ksigzkach Zieliniskiego [120] oraz Polariskiego [35]. Wiadomo-
sci na temat matematycznych metod analizy danych okreslanych mianem metod analizy
regresji mozna znaleZ¢é w obszernej monografii Drapera i Smitha [27].

Szczegblny przypadek zastosowarn metody powierzchni odpowiedzi dotyczy analizy
niezawodnosci. Juz w 1982 roku Rackwitz w pracy [91] przedstawil kilka idei dotycza-
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cych réznych typéw funkcji aproksymujacych oraz strategii planowania eksperymentéw.
Réwniez inni badacze dostrzegli zalety tego podejécia. Bucher i Bourgund [12] zapropo-
nowali adaptacyjng MPO, w ktérej funkcja graniczna jest aproksymowana wielomianem
drugiego stopnia bez cztonéw mieszanych. Kolejny krok zrobili Rajashekhar i Ellingwood
[93] poprzez zastosowanie do aproksymacji pelnego wielomianu drugiego stopnia. Fara-
velli [32] juz wezeséniej proponowata podobne rozwiazanie, ktére zastosowata do badania
wplywu przestrzennej zmiennosci mechanicznych i geometrycznych wiasnosci zbiornika
ci$nieniowego. Przykiad bardzo ogélnego rozwigzania MPO potagczonego z metods symu-
lacji kierunkowej jest przedstawiony w pracy Waartsa [117]. Szereg réznych koncepcji i
specyficznych rozwigzan dokumentuje dynamiczny rozwéj metody (zob. [33], [31], [34],
[17], [30], [52], [79]). Pomimo tak wielu opracowari nie zostala opracowana uniwersalna
metoda, a wiec i oprogramowanie, ktére taczytoby szybkosé obliczen z doktadnoscia uzy-
skanych wynikéw. Czesto sformutowanie rozwazanego zagadnienia determinuje przyjete
w analizie niezawodno$ci rozwigzania.

Autorami jednej z pierwszych prac koncentrujagcych uwage na aspektach probabili-
stycznych w analizie przystosowania oraz analizie nosnosci granicznej konstrukcji byli
wloscy badacze, Augusti i Barrata [4, 5]. Nastepna praca, ktéra powinna by¢ odnotowana
jest autorstwa Corotisa i Nafdaya [15]. Praca obejmuje przypadek analizy niezawodnosci
przystosowania oraz nosnosci granicznej plaskich konstrukcji ramowych. Prawdopodo-
bienistwo awarii w tej pracy zostalo zdefiniowane w biegunowym uktadzie wspélrzednych
wykorzystujac pojecie prawdopodobienistwa warunkowego. W Polsce analize niezawodno-
Sci przystosowania oraz no$nosci granicznej konstrukeji pretowych w szerokim zakresie
rozpatrywali Sniady, Zukowski i Sieniawska [107, 108, 109, 105, 106]. Wspélczesnie, anali-
zg niezawodnosci konstrukeji sprezysto—plastycznych migdzy innymi zajmuja si¢ Heitzer i
Staat [17]. W swojej pracy [18] zaprezentowali przyklad analizy konstrukeji przestrzenne;j
metodg FORM. W Polsce pierwsze prace dotyczace analizy niezawodno$ci przestrzennych
konstrukcji sprezysto—plastycznych przy uzyciu metody powierzchni odpowiedzi zostalty
zaprezentowane przez Siemaszke i Knabla na miedzynarodowych konferencjach w Rzeszo-
wie (1999) oraz w Zakopanem (2000). Idea prezentowanej metody oraz przyklad analizy
konstrukeji osiowo—symetrycznych zostaly zawarte w pézniejszej pracy Siemaszki, Bie-
lawskiego i Knabla [102]. Przeprowadzone przyktady numeryczne w pracach [15, 48, 102]
nie obejmowaly przypadku obcigzenn naprzemiennych. Uogélnienie rozwigzania zadania
analizy niezawodnodci konstrukcji sprezysto—plastycznych z uwzglednieniem mozliwosci
wystgpienia obcigzen naprzemiennych jest celem przygotowywanej pracy Doliniskiego,
Knabla i Siemaszki [20].

Wymagania stawiane obecnie konstrukcjom, a w szczegdlnosci nacisk kiadziony na
bezpieczenistwo, ma odzwierciedlenie we wspdlczesnych przepisach projektowych. Analiza
przystosowania oraz nosnosci granicznej konstrukeji bedaca podstawa do budowy normy
ASME VIII i BS5500 projektowania zbiornikéw cisnieniowych pozwala wykorzystaé re-
zerwy nosnosci tkwigce w materiale. Jednak konsekwencjg tak zaprojektowanej konstruk-
cji jest jej wieksza wrazliwo$é na losowe odstepstwa od zakladanych deterministycznie
zmiennych, co sprawia, ze analiza niezawodnosci staje sie koniecznodcia,.



ROZDZIAL

Analiza konstrukcji sprezysto-plastycznych

W tym rozdziale przedstawiono zarys teorii przystosowania oraz teorii no$nosci granicz-
nej konstrukeji w zakresie ograniczonym do zastosowari niniejszej pracy. Rozdzial zawiera
podstawowe zaleznodci oraz elementarne pojecia okreslajgce stopien ogélnosci zastosowa-
nej metody obliczeniowej ze szczegdlnym uwzglednieniem modelu obcigzen.

Prezentowana metoda wyznaczania mnoznika przystosowania oraz mnoznika nosnosci
granicznej bazuje na odmiennym od klasycznego sformutowaniu problemu, a mianowicie
na metodzie min—max. To podejscie umozliwia wyznaczenie mnoznika przystosowania
oraz mnoznika nosnosci granicznej konstrukeji przestrzennych przy nieliniowym warunku
plastycznogci.

2.1. Model materiatu

W pracy rozpatrywany jest izotropowy sprezysto—idealnie plastyczny model materiatu, w
ktérym czgs¢ sprezysty odksztalcenia catkowitego £7; opisuje prawo Hooke’a

et = E;I}:lakl’ (21)

1J i

gdzie E;jp oznacza symetryczny (wzgledem wskaznikéw i, j oraz k, [, a takze wzgledem
ij, kl, gdzie i, j,k,l = 1,2,3) tensor czwartego rzedu skladajacy sie z modutéw sprezy-
stych, a o;; jest tensorem drugiego rze¢du sktadowych stanu naprezenia. Odksztalcenia
wywolane zmianami temperatury z—:g; opisuje liniowa zalezno$¢

w ktérej T jest temperaturg ciala a M;; jest tensorem wspoélczynnikéw rozszerzalno-
Sci cieplnej. Temperatura w rozpatrywanym modelu z zalozenia nie wplywa na zmiang

15
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wiasnosci stalych materialowych. Wystepowanie pola odksztatcenn termicznych zmienia
jedynie pole naprezen.
Przyjecie sprezysto—idealnie plastycznego modelu materiatu implikuje istnienie naste-
pujacej nieréwnosci
Flo.k) <0 (2.3

gdzie F(-) oznacza funkcje skalarng a k oznacza modul plastyczny. Za pomocsg funkeji
(2.3) mozna okresli¢ sprezysty obszar pracy konstrukeji F'(o;;, k) < 0 oraz powierzchnie
plastycznosci

F(o4, k) = 0. (2.4)

W przypadku jednorodnych funkcji stanu naprezenia, wyrazenie (2.3) jest czesto przed-
stawiane w nastepujacej postaci

gdzie f(o;;) oznacza funkcje plastycznosci. W prezentowanym modelu f(o;;) jest funkcjg
jednorodng stopnia pierwszego, czyli f(ao;;) = |a|f(o;;). W niniejszej pracy rozwazano
konstrukcje stalowe, ktérych wiasnosci plastyczne dobrze opisuje warunek plastycznosci
Hubera—Misesa. Ogdlna postaé¢ tego warunku jest nastepujgca

200 = (011 — 022)* + (022 — 033) + (033 — on1)* + 6(0y + 033 + 03,) = 205, (2.6)

gdzie oy oznacza napre¢zenie uplastyczniajgce w przypadku jednoosiowego rozciggania,
ktére wyznacza wartos¢ modutu plastycznego k = 0o/+/3, natomiast o(;(0;;) jest inten-
sywnoscig naprezenia. Stad, funkcja plastycznosci jest okreslona nastepujgco

floi) = %U(i)(%')- (2.7)

Proces plastycznego plynigcia modelu okresla stowarzyszone prawo plastycznego ply-
niecia
. . OF
el = A,
J 802-j

(2.8)

gdzie éfj jest tensorem predkosci odksztalcen plastycznych, a mnoznik A okredla moc
dysypacji energii w trakcie procesu plastycznego ptyniecia (obcigzanie: A > 0, FF =0,
F= 0). Natomiast odcigzanie ()\ = 0) moze przebiega¢ w zakresie sprezystym (F' < 0)
badz plastycznym (F = 0, F< 0). Tensor eéfj jest ortogonalny do powierzchni plastyczno-
Sci F(oy5,k) = 0.

Przyjety model materialu spelia postulat ,statecznosci” Druckera, zob. [28]

(0ij — 07;)€r; 2 0, (2.9)
;‘kj
F(o};) < 0. Postulat ten oznacza, ze powierzchnia plastycznosci nie jest wklesta.

Przy zalozeniu malych przemieszczen catkowite odksztalcenie €;; mozna roztozy¢ na

gdzie stany naprezenia o;; 1 o), sa okreSlone odpowiednio przez F(o;;) =0 oraz

e

Zz 7 . . T
Cz@SC sprezysty 55, plastyczng 5?]- oraz termiczng €;;

Eij = Sfj + 53; + Efj . (210)
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2.2. Model obciazen

W pracy jest brane pod uwage obcigzenie konstrukeji w calej jej objetosci V' oraz na czesci
brzegu S,. Konstrukcja jest podparta na brzegu S,,. Caly brzeg S jest suma S = S, U S,
przy czym czes¢ S, jest rozigczna z S,

Niezaleznie zmieniajace si¢ obcigzenie sitami masowymi f(x,t) okreslonymi w V,
sitami zewnetrznymi p(z, t) okreslonymi na S, oraz temperatura T'(x,t) w V', moze by¢
zdefiniowane za pomoca skoriczonej liczby s = 1,...,n, parametréw obcigzenia ()
nastepujgco, zob. [60]

=S @, p=S @), T=3 n0T@), (21

gdzie
s (t) jest mnoznikiem s-tego ukladu obcigzenia opisujacym historig¢
zmian obcigzenia w czasie,
fi(x),pi(x) sa i—tymi sktadowymi odpowiednich niezaleznych od czasu obcigzen
s—tego niezaleznego uktadu obcigzen
T5(x) niezalezng od czasu temperaturg odpowiadajaca, s—temu niezaleznemu
uktadowi obcigzen.

Wielkosci (2.11) sg formami liniowymi mnoznikéw obcigzenia p,(t). Sprezyste czesci
tensora naprezenia réwniez sg, liniowymi formami p,(t), co jest wazna, cecha powyzszego
opisu obcigzen. Kolejnym powodem takiego modelowania obcigzen jest rozdzielenie
zmiennych, ktére jest wykonywane w celu wyeliminowania czasu z modelu obcigzen.
To uproszczenie wynika w wigkszosci problemoéw praktycznych z faktu braku znajomosci
przysziej historii obcigzenia oraz projektowaniu na podstawie dostepnych danych, czyli
zwykle jedynie danych o ekstremalnych wartosciach obcigzenia. Niezalezne od czasu
granice zmian mnoznikéw obcigzenia mozna okresli¢ nastepujaco

py <ps(t) <ph s=1...n, (2.12)

gdzie pu; odpowiada dolnej a puf gérnej granicy zmian s—tego parametru ps(t). Niezaleznie
zmieniajgce sie uklady obcigzen (2.11) moga wiec realizowaé dowolng $ciezke obcigzenia
w obszarze intensywnosci obcigzenia (2, zdefiniowanym zaleznoscig, (2.12).

Wprowadzajac mnoznik intensywnosci obcigzenia & > 0 mozna proporcjonalnie zwigk-
szy¢ obszar intensywnosci obciazenia ££2 = ¢ wedlug nastepujacej formuty

Eny <ps(t) <&ul s=1...n,, (2.13)

przy czym §u(t) € Q¢ (Rysunek 2.1). Obszar €2; jest okreslany jako obszar poréwnawczy.
Wielko$¢ obszaru €)¢ determinuje rodzaj pracy konstrukeji i pozwala wyrézni¢ nastgpujace
przypadki:

Zachowanie sprezyste. Obcigzenie zmienne, ograniczone obszarem ¢ (£ < &), nie
powoduje przekroczenia granicy plastycznosci w jakimkolwiek miejscu konstrukeji.
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RYSUNEK 2.1. Przyklad obszaru zmiennosci obcigzeri w przestrzeni dwuwymiarowe;j.

Przystosowanie sie. Obcigzenie zmienne, ograniczone obszarem Q¢ (§ < § < n), po-
woduje wystapienie przyrostéw odksztalceri plastycznych, ktore jednakze po pewnym
czasie stopniowo zanikajg. Konstrukcja osigga stan przystosowania i dalej pracuje juz
tylko sprezyscie. Odksztalcenia plastyczne generujg pole naprezen resztkowych, ktore z
kolei istotnie wptywa na aktualny rozklad naprezen w konstrukcji. Maksymalny mnoz-
nik &, dla ktérego mozliwe jest przystosowanie, okresla sie mnoznikiem przystosowania i
oznacza przez 1.

Nieprzystosowanie sie. Obszar zmiennosci obcigzen )¢ wigkszy od obszaru przystoso-
wania (n < £ < §) moze spowodowaé nieograniczong, w czasie dysypacje energii. Nie zni-
kajace przyrosty odksztalcern plastycznych moga doprowadzi¢ do zniszczenia konstrukceji.
Wyréznia sie dwa niezalezne warianty takiej pracy konstrukeji, ktére w pewnych przy-
padkach moga wystepowac tacznie:

e zniszczenie przyrostowe — akumulacja nie zanikajacych przyrostéw odksztatcen
plastycznych tego samego znaku prowadzi do znacznych deformacji, a w koncu
do lokalnego zniszczenia konstrukcji;

e plastyczno$é naprzemienna — generuje zniszczenie niskocyklowe wskutek zme-
czenia materiatu; jest ono spowodowane nie zanikajacymi przyrostami odksztatcen
plastycznych naprzemiennych znakow.

Natychmiastowe zniszczenie. Obszar zmiennosci obcigzeni (¢ przekracza pewng wiel-
kod¢ graniczng Q, (£ > &), dla ktérej juz podczas pierwszego cyklu nastgpi zniszcze-
nie konstrukcji. Mnoznik & okresla no$nos$é¢ graniczg konstrukeji. Daleko idgcym uprosz-
czeniem opisu obcigzeni (przy idealnie sztywno—plastycznym modelu materiatu), ktére
umozliwia analize graniczng, konstrukcji, jest zalozenie jednorazowego, proporcjonalne-
go wzrostu wszystkich sit zewnetrznych. Projektowanie jednak tylko za pomoca metod
analizy granicznej, w przypadku obcigzen zmiennych, jest niebezpieczne z uwagi na mozli-
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wos¢ wezesniejszego wystapienia zjawiska nieprzystosowania. Analiza graniczna konstruk-
¢ji poddanych obcigzeniom zmiennym dobrze okresla zapas bezpieczenstwa na wypadek
wyjatkowego pojawienia sie obcigzen ekstremalnych, ktérych wartosci wykraczaja poza
projektowany zakres pracy konstrukcji.

Odrebnego traktowania wymagajg nastepujace przypadki:

— wystepowania obcigzenia o stalych skladowych parametréw p = const.; tylko zmien-
na cze$¢ obcigzenia powinna by¢ powigkszana przez mnoznik;

— wystepowania obszaru zmiennosci obcigzenia nie obejmujacego poczatku ukitadu
wspéhrzednych; powigkszanie obszaru zmienno$ci powinno dotyczy¢ jedynie wigkszej
granicy mnoznika obcigzenia.

W rozpatrywanym problemie pominieto wplyw efektéw dynamicznych na zachowanie sie
konstrukeji. Obcigzenia dynamiczne sg traktowane jako quasistatyczne.

2.3. Zwiazki opisujace zachowanie sie konstrukcji

Przyjeto zalozenie malych odksztalceri, co pozwala pomingé¢ wplyw zmian geometrii
w réwnaniach réwnowagi oraz w zwigzkach geometrycznych. Réwnania réwnowagi we-
wnetrznej z naprezeniowymi warunkami brzegowymi

oij; + fi =0 wobjetosci V,

(2.14)
oijn; = p; na brzegu S,
oraz zwigzki geometryczne i przemieszczeniowe warunki brzegowe
1( + ;) bjetosci V.
€ij = =(u;; +u;;) wobjetosci V,
AN ) (2.15)

u; =0 na brzegu S,

tworzg zatem zaleznosci liniowe. Powyzsze réwnania, wraz z réwnaniami opisujgcymi
model materiatu, stanowig kompletne sformutowanie zagadnienia.

Dowolne pole naprezen spetniajace réwnania réwnowagi (2.14) (nazywane statycz-
nie dopuszczalnym polem naprezen) razem z dowolnym polem odksztalceri okreslonym
zwigzkami (2.15) (nazywanym kinematycznie dopuszczalnym polem odksztatceri) spehia-
ja zasade prac wirtualnych

%4

1% Su

niezaleznie od rodzaju zwigzkéw fizycznych wiazacych te pola. W szczegdlnosei, zasada
ta obowigzuje gdy pola naprezeri i odksztalcen sg zwigzane zaleznoscig (2.1).

W opisie konstrukeji sprezysto—plastycznych wygodne jest zastosowanie nastepujace;j
dekompozycji stanu naprezenia (por. [59])

Oij = 05- + Oij» (2.17)
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gdzie 05 mozna utozsamia¢ ze stanem naprezenia w konstrukeji idealnie sprezystej pod-
danej dziataniu tego samego obcigzenia a g;; jest polem naprezeil sprezystych powstatym
w konstrukeji nieobcigzonej na skutek deformacji plastycznej, nazywanym polem napre-
zen resztkowych. Na uwage zashuguje fakt, ze dekompozycja (2.17) umozliwia wyznaczenie
pola naprezent w konstrukeji sprezysto—plastycznej przez zlozenie (zgodnie z zasada, super-
pozycji) pél naprezen dwéch konstrukeji pozostajacych w stanie sprezystym. Przy czym
nalezy pamigtaé o tym, ze dzigki polu naprezen resztkowych konstrukcja jest w zakresie
sprezystym, a bez pola naprezeni resztkowych bytaby w stanie sprezysto—plastycznym.
Taki sam podzial dotyczy pola odksztalcen i przemieszczen
€ij = 65 + 55‘??

1
E_ -1 _E | T _ E E
e = Eon + e = 5w +ugy),

ij ) i,] 7,0
’ 2 (2.18)
o = B+ = 0l ).

E R
u; = u; + U,

gdzie 55 jest sumg pdl odksztalcenn termicznych oraz odksztalcenn konstrukeji idealnie
sprezystej zwigzang z polem przemieszezen uf, a 55 jest kinematycznie zgodnym polem
odkszalcen resztkowych zwigzanym z polem przemieszezen resztkowych uff.,

Liniowos¢ zwigzkéw (2.14, 2.15) oraz przyjetej definicji obciazeni (2.11), w przypadku
konstrukeji idealnie sprezystej, pozwala na przedstawienie stanu naprezenia i przemiesz-

czenia za pomocg nastepujacych sum

B ) = pa(t)ok (@),
o (2.19)
WB@t) =3 palt)ul (),

gdzie 055 jest polem naprezeri a uF®(x) jest polem przemieszczen s—tego uktadu obcigzer.
W skiad pola 053 wchodzi pole naprezen generowane przez pole odksztalcen termicznych.
W kazdym punkcie konstrukeji, stosownie do wyréznionych juz obszaréw zmiennogci ob-
cigzen, mozna okresli¢ odpowiadajgce im obszary zmiennosci naprezen, Rysunek 2.2.
Obszar ¥¢ jest wigc zwigzany z obszarem 2:. W przypadku gdy { = 1 to ¥; wyznacza
obszar poréwnawczy i analogicznie ¥¢, (£ = &) wyznacza obszar sprezysty, 2, (£ = 1)
obszar przystosowania, a X, (£ = ) obszar nosnosci graniczne;j.

Pozostaje jedynie wyznaczenie warto$ci mnoznika intensywnosci obcigzenia zapewnia-

jacej przystosowanie si¢ badz okreslajacej nosnos¢ graniczng konstruke;ji.

2.4. Twierdzenia klasyczne teorii przystosowania

Zastosowana w pracy metoda wyznaczania mnoznika intensywnosci obcigzenia bazuje na
tzw. statycznym twierdzeniu Melana [76]. Twierdzenie to stanowi podstawe do dolnego
oszacowania mnoznika przystosowania 7).
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RYSUNEK 2.2. Obszar zmiennosci naprezen.

Konstrukcja przystosuje sie do dowolnej Sciezki obciazenia zawartej w przestrzeni
obciazen okreslonej mnoznikiem n > 1, jesli istnieje takie niezalezne od czasu statycznie
dopuszczalne pole naprezen resztkowych

0ijj(x) =0 w objetosci V,

(2.20)
0ij(x)n; =0 na brzegu S,
ze spelniony jest warunek
f(nol(x,t) + 0i(x)) < k. (2.21)
Powyzszy warunek mozna réwniez przedstawi¢ w nastepujacej postaci, por. [67]
(2 msof () + 045 ()
max max —>— <1, (2.22)

z€V psef) k

przy czym g;; w tym wzorze oznacza pole naprezen resztkowych na koricu procesu przy-
stosowania, gdy konstrukcja pracuje juz tylko w zakresie sprezystym.

Oszacowanie od géry mnoznika 7, ktére réwniez zabezpiecza konstrukcje przed wy-
stapieniem zniszczenia przyrostowego badz plastycznosci naprzemiennej, umozliwia tzw.
kinematyczne twierdzenie Koitera [58].

Konstrukcja nie przystosuje sie do dowolnej sciezki obciazenia zawartej w przestrzeni
obciazen okreslonej mnoznikiem n > 1, jesli istnieje taki cykl odksztalceri plastycznych
éfj(a:,t), ktéry tworzy w danym przedziale czasu < ti, to > kinematycznie dopuszczalny
przyrost odksztalcenia

to
Agi(x) = m@wﬁ—&AR+AR) hjetosci V,
gij(x) = [ &z, = 5 (Bug; u;;) wobjetosciV,
t1

(2.23)

Auft =0 na brzegu S,
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taki, ze dysypacja energii w tym cyklu jest mniejsza niz praca naprezen o, (w t) na tych

/ / ojendVdt > 7 / D(&y;)dVdt. (2.24)

t1 'V t1 'V

odksztatceniach, czyli

D(éfj) oznacza predkosé dysypacji plastycznej, ktéra jest jednoznaczna, funkcja, pola éfj

oraz stowarzyszonego z nim pola naprezen.

Bezpieczne sformulowanie powyzszego twierdzenia wymaga odwrécenia znaku nie-
réwnosci w warunku (2.24). Wyrazenie pozwalajace na oszacowanie bezpiecznej wielkosci
obszaru obcigzeri wygodnie jest przedstawié¢ stosujac zasade prac wirtualnych (2.16) do

< fpen

t1 V
(2.25)
gdzie o,; jest polem predkosci naprezen resztkowych stowarzyszonym z polem predkosci

modyfikacji lewej strony nieréwnosci

2ns
/ / oEldvdt = / > us(t)[ / fralav + / piulds, + / My T%p,;dV | d
t1 s=1 Vv

t1'V

odksztatcen plastycznych éfj generowanych w przedziale czasu < 1, t5 >. Innymi stowy,
konstrukcja przystosuje sig, jesli praca obciazenn dzialajacych na konstrukcje bedzie nie
wieksza niz ilo§é¢ pracy plastycznej (mozliwej do zmagazynowania) powstalej na wszyst-
kich kinematycznie dopuszczalnych polach predkosci odksztalcen plastycznych.

Przy pomocy nieréwnosci (2.24) mozna réwniez analizowaé nieprzystosowanie si¢ kon-
strukcji. Wystepujaca wéwcezas nieograniczona dysypacja energii moze prowadzi¢ do wy-
stgpienia zjawiska zniszczenia przyrostowego lub plastycznosci naprzemiennej, a takze
wystgpienia obu tych zjawisk tacznie. Jednak z uwagi na stosowang metode analizy, ktora
bazuje na podejsciu statycznym, powyzsze zagadnienia nie zostaly przedstawione w pracy.

Twierdzenia o no$nodci granicznej, co zauwazyl podsumowujgc Owczesny stan wie-
dzy Koiter [59], sa szczegélnym przypadkiem powyzszych twierdzen o przystosowaniu.
Przestrzen mnoznikéw obcigzen jest w przypadku nosnosci granicznej zredukowana do
jednego wymiaru.

2.5. Metoda min—max

Tradycyjne metody analizy przystosowania konstrukcji bazujg na przyrostowej analizie
sprezysto—plastycznej, zob. [9, 68]. Praktyczne zastosowanie tego rodzaju analizy jest
jednak bardzo czasochtonne.

Wiekszos¢ metod wyznaczania mnoznika przystosowania oraz mnoznika okreslajacego
nosnosé¢ graniczng bazuje na procedurze programowania matematycznego z ogranicze-
niami, zob. [72, 73, 74], w ktérej stosownie do przyjetej postaci warunku plastycznosei,
zastosowanie ma programowanie liniowe lub nieliniowe. Programowanie liniowe wykorzy-
stuje liniowa aproksymacje warunku plastycznosci. Doktadno$é aproksymacji wpltywa na
ilo$¢ ograniczen wystepujacych w procedurze programowania matematycznego. Ogranicza
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to efektywnos¢ tego podejsécia, zwlaszcza gdy zwieksza sie liczba sktadowych opisujacych
stan naprezenia konstrukcji. Programowanie nieliniowe natomiast charakteryzuje duza
ztozono$é procedur numerycznych i jeszcze wigksze problemy w praktycznym zastosowa-
niu inzynierskim.

Alternatywne sformutowanie zadania przystosowania, umozliwiajace analize konstruk-
cji przestrzennych, zostalo zaproponowane w pracach J. Zwoliniskiego i G. Bielawskiego
[127] oraz S. Pycko i Z. Mroza [90]. Przedstawiona w nich metoda wyznaczania mnoznika
przystosowania oraz nosnosci granicznej zostala sprowadzona do iteracyjnej procedury
min-max, ktéra umozliwia efektywng analize konstrukcji w zlozonym stanie naprezenia.
Idea metody bazuje na podejsciu statycznym wykorzystujacym nier6wnosé (2.21)

foh (@ t) + 0i(x)) < A, (2.26)

w ktérym wprowadzono mnoznik skalarny A zmniejszajacy wartos¢é modutu plastyczne-
go (zamiast mnoznika £ proporcjonalnie powigkszajacego obszar obcigzenia (2.13)), a 0;;
jest statycznie dopuszczalnym polem naprezen resztkowych odpowiadajacym mnoznikowi
A. Tym samym przyjeto & = 1 co oznacza, ze obcigzenie (2.11) moze zmieniaé sie do-
wolnie jedynie wewnatrz ustalonych granic a mnoznik A okresla minimalng, warto$¢ mo-
dutu plastycznosci, przy ktérym wystapi jeszcze zjawisko przystosowania. Zwiazek (2.26)
jest réwnowazny nieréwnosci (2.21), poniewaz pole naprezen resztkowych gwarantujacych
przystosowanie mozna przedstawié¢ nastepujaco

Qij = )\_léij, (227)

a wtedy nieréwnosé (2.26) po prostych przeksztalceniach wykorzystujacych wiasnosé jed-
norodnosci rzedu pierwszego funkcji plastycznosci przybiera postaé

F(N ol (. t) + 04(x)) < k. (2.28)

Alternatywny mnoznik przystosowania A (zob. [90]) wyznacza wielko$é obszaru zmien-
noéci obcigzen A71f;, Aip;, AT gwarantujacg bezpieczng prace konstrukeji. Mnoznik
A =11 w tej metodzie jest rezultatem rozwigzania zadania min—max

1

_ . f(oE(x,t) + 0i(x))
7~ = minmax
oij  ®,t k

, (2.29)

ktore minimalizuje maksymalne wartosci zredukowanego naprezenia f (O’Z'j(il’,', t)) poprzez
optymalnie dobrane statycznie dopuszczalne pole naprezenl resztkowych g;;(x). Pole
0ij(x) jest generowane przez odpowiednio dobrane pole odksztalcent plastycznych

0ii(@) = / GH (@, )< (), (2.30)

v

gdzie Gfl(x, ¢) jest funkcjg wpltywu Greena.

Pole o}(x,t) w analizie przystosowania jest obwiednig naprezeri sprezystych, ktore
odpowiada obciazeniu okreslonemu granicami zmiennosci, zob. (2.13). W analizie no$no-
$ci granicznej 05 (x,t) jest polem naprezen sprezystych, ktére odpowiada przylozonemu
obcigzeniu o ustalonych proporcjach.
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2.5.1. Metoda min—max w programie CYCLONE

Praktyczne zastosowanie powyzszej metody do analizy rzeczywistych konstrukeji wymaga
uzycia metod numerycznych. Najbardziej rozpowszechniong metoda analizy konstrukc;ji,
ktérej wszechstronnosé i efektywno$é umozliwia réwniez modelowanie ztozonych proble-
moéw mechaniki jest Metoda Elementéw Skoniczonych (MES). Na bazie rozwigzania spre-
zystego MES oraz metody min—max zostal opracowany program CYCLONE, zob. [103].
Program ten stuzy do analizy zagadnien plaskich oraz osiowo—symetrycznych. Konstrukcje
modelowane sg za pomocy tréjkatnego elementu skoriczonego CSTY, zob. [29]. Iteracyj-
ny algorytm poszukiwania optymalnego pola naprezen resztkowych jest dostosowany do
warunku plastycznosci Hubera—Misesa, zob. (2.6).

Zwigzek miedzy naprezeniami i odksztalceniami resztkowymi w m-—tym elemencie
skoriczonym jest analogiczny do zwigzku opisujacego zagadnienie liniowo—sprezyste, zob.
Rozdzial 2.3. Natomiast zaleznosé migdzy wektorem naprezen resztkowych g a wektorem
odksztalcen plastycznych eP we wszystkich M elementach jest nastepujaca

o= Ae’, (2.31)

gdzie A jest macierza wpltywu, ktora jest wyznaczana z warunku minimum pelnej energii
potencjalnej konstrukcji nieobcigzonej, zob. [74]. Macierz ta odpowiada funkcji Greena
dla konstrukeji przed podziatem na elementy skoniczone, zob. (2.30).

Realizacja metody min—-max w programie CYCLONE bazuje na rozwigzaniu sprezy-
E
g9
Konsekwencjg tego zalozenia jest stalo$¢ naprezent zredukowanych w elemencie. W rozpa-

stym (o SZEj), przy zalozeniu stalego rozkladu odksztalceri oraz naprezen w elemencie.
trywanym przypadku warto$¢ naprezen zredukowanych w m—tym elemencie jest funkcja,
stanu naprezenia

(Uzred)m == Uzred(aij)m == Uzred<<05)m + (ng)m); (232)

ktéra, determinuje przyjety warunek Hubera—Misesa. W metodzie min-max stosowana
jest funkcja naprezen zredukowanych w elemencie

fn = (02 . )m s m=1,2,....,M, (2.33)

zred

ktérej minimalizacja dla maksymalnych naprezen zredukowanych (2.29) jest dokonywa-
na w procesie optymalizacji. Opis kluczowych idei procedury optymalizacyjnej zostal
zamieszczony ponize;j.

Przyjmujac zalozenie, ze na kroku ¢t —1 (parametr ¢ przyjmuje tutaj wartosci ze zbioru
liczb naturalnych) znane jest pole odksztalceri plastycznych (eP)*~! mozna wyznaczy¢
naprezenia resztkowe i catkowite

(@) ' = A(e), (2.34)
(o) =0+ (0", (2.35)

U Element ten w przypadku zadaii PSN i PSO charakteryzuje staly rozklad odksztalcen i naprezer.
W przypadku zagadnieni osiowo—symetrycznych analizowanych programem CYCLONE, warto$¢ odksztat-
cenia oraz naprezenia jest usredniana w elemencie. Nazwa CST pochodzi od pierwszych liter nazwy ang.
Constant Strain Triangle.
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oraz wartos¢ funkeji naprezent zredukowanych (2.33) we wszystkich M elementach. Warto-
$ci maksymalne funkcji (2.33) moga, by¢ zredukowane przez dodanie na kroku ¢ przyrostu
(No)!, ktéry jest rezultatem przyrostu odksztalcen plastycznych (AeP)t, wzér (2.31).
Okreglenie wartosci sktadowych przyrostu

(AeP) =¢'(e")", (2.36)

czyli wyznaczenie w przestrzeni kinematycznie dopuszcezalnych odksztalcen plastycznych
kierunku poszukiwan (°)!, oraz okreslenie wielkosci perturbacji £ jest kluczowe dla efek-
tywnosci algorytmu min-—max. W ostatecznym rozwigzaniu, stosownie do stowarzyszonego
z przyjetym warunkiem plastycznosdci prawa plyniecia (2.8), skladowe kierunku wektora
optymalizacji (gF)" sg proporcjonalne do sktadowych dewiatora naprezeri, a warto$¢ &'
jest okreslona w nastepujacy sposob.

Wstepnie zaklada sie, ze wartosé £ jest znana. Tym samym znany jest réwniez kie-
runek optymalizacji naprezen resztkowych (@)!, poniewaz (@)" = A(e?)'. Zatem wartosci
sktadowych wektoréw eP oraz o na kroku ¢t moga by¢ przedstawione nast¢pujgco

(eP) = ()1 + (AeP)', (2.37)
() = (o)~ + (La)', (2.38)
przy czym
(Lo) = (Le)' =¢'(0)"- (2.39)
Stad, wektor naprezeni catkowitych
(@) = (@) +(80) = (@) +€(@) = (@) +EAE) . (240
A
fm, fk fk
fm

7

>
0 & & &

RysuNEk 2.3. Graficzna ilustracja zadania optymalizacji w metodzie min—max. Parabole
fr, fm reprezentuja wytezenie, wzér (2.41) odpowiednio w elementach &, m.
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po podstawieniu do warunku (2.33), generuje nastepujaca, funkcje kwadratows

fn(€) = am(€')? + b€ + e, (2.41)
ktérej wspltezynniki d,,, by, ¢ S8 znane, ponadto a,, > 0. W zbiorze funkcji f,, (&),
m=1,2,..., M za pomocg nastepujgcego warunku

fe(€=10) > f(€ =0), (2.42)

poszukiwana jest taka funkcja fi(&"), ktéra reprezentuje najbardziej wytezony element
w konstrukcji, Rysunek 2.3. Wytezenie w elemencie k jest zmniejszane poprzez zwigk-
szanie przyrostu odksztalcen plastycznych (2.36), co zwykle powoduje wzrost wytezenia
w innym elemencie f,, (). Mozliwe sg dwa przypadki, w ktérych proces zwigkszania
przyrostu (AeP)! zostaje przerwany.
1. Gdy wytezenie w elementach k i m jest réwne, punkt & na Rysunku 2.3, a dal-
szy przyrost odksztalcert plastycznych spowodowalby niepozadany wzrost wytezenia
w elemencie m.

2. Gdy nie mozna juz zmniejszy¢ wytezenia fi,(£') poprzez dalszy przyrost odksztalceri
plastycznych i funkcja osigga minimum, punkt & na Rysunku 2.3.
Wyznaczona w ten sposéb wartodé £ determinuje wielko$¢ przyrostéw (Ae?)! oraz (Ao
i pozwala okresli¢ stan konstrukeji (wzory 2.37 oraz 2.38) na kroku t. Nastepny krok ¢+ 1
jest wykonywany analogicznie.

Proces trwa az do osiagniecia zadanej, globalnej wielkosci przyrostu (Ae?), lub osia-
gniecia minimalnej wielkosci przyrostu (Ae?)! na kroku t. W przypadku okreslania mnoz-
nika przystosowania 7, musi by¢ spelione dodatkowe ograniczenie dotyczace stanu na-
prezeri. Maksymalne wytezenie pochodzace od pola odkasztalceri plastycznych konstruk-
cji nieobcigzonej o.cq((0y;)m) nie moze przekroczy¢ maksymalnego wytezenia konstrukcji
obcigzonej azmd((af;n)m + (0i;)m)- W przypadku okreslania mnoznika nosnosci granicznej
& brane pod uwage jest jedynie maksymalne wytezenie opeq((0-)m + (gf})m)

ij
Ostatecznie, mnozniki przystosowania 7 oraz nosnosci granicznej & Wynoszg,

odpowiednio
0o
n= , (2.43)
Uzred<<0-gn)m + (QZ)W)
o
& = o (2.44)

Ozred«o—@'j )m + (ijl)m) 7

w ktorych oy oznacza naprezenie uplastyczniajace w przypadku jednoosiowego rozcigga-
nia. Ponadto, metodg min—-max mozna wyznaczy¢ mnoznik sprezysty &, ktory okresla
obcigzenie odpowiadajace pierwszemu uplastycznieniu sie konstrukcji.
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Wybrane metody analizy

niezawodnosci konstrukcj

W tym rozdziale zawarte sg podstawowe wiadomosci dotyczgce analizy niezawodnosci

elementu oraz opisy wybranych, najbardziej reprezentatywnych metod analizy niezawod-
nodci takich jak FORM, SORM i Monte Carlo. Metody te staly si¢ podstawg do stworze-
nia szeregu nowych algorytméw, opracowanych w celu skrécenia czasu obliczent réznych,

spotykanych w praktyce zadan. Proponowana w dalszej czgséci niniejszej pracy metoda

powierzchni odpowiedzi czesciowo wykorzystuje algorytm metody FORM.

Prébe usystematyzowania metod analizy niezawodnosci podjeto juz w 1981 roku®).

Wyrézniono wtedy nastepujace trzy klasy:

I

IT

I1I

Metody tej klasy to takie, ktére zamiast wyznacza¢ dokladng warto$é prawdo-
podobienstwa awarii weryfikujg czy niezawodnos$é¢ konstrukcji jest wystarczajaca.
W praktyce to podejscie jest realizowane przez zastosowanie czesciowych wspol-
czynnikéw bezpieczenstwa.

Metody reprezentujace te klasg to FORM i SORM. Funkcja gestosci prawdopo-
dobienstwa jest aproksymowana przez ekwiwalentng funkcje rozktadu normalnego,
a prawdopodobienstwo awarii jest wyznaczane przy zalozeniu idealizacji powierzch-
ni granicznej.

Metodami reprezentatywnymi dla tej klasy sa Monte Carlo oraz calkowanie nume-
ryczne wielowymiarowej catki okreslajacej prawdopodobienistwo awarii. Powyzsze
metody pozwalajg wyznaczy¢ dokladng wartosé tej calki, stosujac zadana funkcje
gestosci prawdopodobienstwa wszystkich zmiennych losowych.

Koncepcje metody powierzchni odpowiedzi w analizie niezawodnosci odpowiadaja,

1) Joint Committee on Structural Safety, General principles on reliability for structural design, IABSE,

1981.

27
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klasie II, cho¢ mozna réwniez znalez¢ metody blizsze klasie IIT (por. [117]). Metody klasy
IT realizowane sg zaréwno w oryginalnej przestrzeni zmiennych losowych (por. [12, 93]),
jak i w standardowej przestrzeni gaussowskiej (por. [52, 40, 57]). Opracowane w niniejszej
pracy metody powierzchni odpowiedzi reprezentujg poziom II i sg realizowane zaréwno
w standardowej przestrzeni gaussowskiej, jak i w oryginalnej przestrzeni zmiennych loso-
wych.

3.1. Wprowadzenie

Niezawodno$é¢ konstrukeji jest stosunkowo szerokim pojeciem. Obejmuje ono wszystkie
zagadnienia zwigzane z takim projektowaniem konstrukcji, aby nadawata si¢ do uzytko-
wania zgodnego z jej przeznaczeniem. Analizowana w pracy niezawodno$¢ jest ograni-
czona do rozwazania bezawaryjnosci, czyli takiego stanu konstrukeji, w ktéorym w okre-
slonych warunkach nadaje si¢ ona do eksploatacji w ciggu okreslonego przedziatu czasu.
Przeciwieristwem bezpiecznego stanu konstrukcji jest jej awaria, stan w ktérym konstruk-
cja nie nadaje si¢ do eksploatacji. Zaklada si¢ istnienie tylko tych dwoch stanéw, przy
czym awaria nie musi oznaczaé zniszczenia konstrukeji. Stan konstrukeji identyfikuje na-
rzucone przez projektanta kryterium awarii (zwykle jest to kryterium naprezeniowe lub
przemieszczeniowe). Ponadto w pracy rozpatrywana jest tylko analiza niezawodnodci ele-
mentu, czyli przypadek, kiedy stan calej konstrukcji lub jej czesci okresla tylko jedno
kryterium awarii®.

Analiza niezawodnosci konstrukeji polega na okresleniu, jaki wplyw na stan konstruk-
cji ma losowa natura opisujacych jg parametréw podstawowych Xy, Xo, ..., X,,. Para-
metrami tymi mogg by¢ stale materialowe, obcigzenie czy tez wymiary geometryczne.
W niniejszej pracy wielkosci te sg traktowane jako zmienne losowe (nie bedg brane pod
uwage procesy losowe). Grupujacy je wektor X = [X;, X, ..., X,,]T nazywany jest réw-
niez wektorem zmiennych bazowych. Realizacje = [z, 79, ..., 7,]T wektora X nalezg
do przestrzeni Euklidesowej X. Ocene stanu konstrukeji umozliwia kryterium awarii — lo-
sowa funkcja graniczna g(X'). Wartosci tej funkcji dzielg przestrzen X' nastepujaco

g(x) <0 : obszar awarii ) , (3.1a)
g(x) =0 : powierzchnia graniczna, (3.1b)
g(x) >0 : obszar bezpieczny ) . (3.1¢)

Niezawodnos$¢ konstrukeji jest wigc prawdopodobienistwem wystepowania realizacji
zmiennych bazowych X w obszarze zapewniajacym bezpieczng prace konstrukeji co naj-
ogdlniej mozna zdefiniowaé nastepujaco

R=1-P;, (3.2)

2) W przypadku, gdy stan bezpieczenstwa konstrukcji jest zdefiniowany ukladem stanéw wielu ele-
mentéw (rozwazanych jest kilka kryteriéw awarii), ma zastosowanie systemowa analiza niezawodnosci
(zob. np. [78], [115]). Wtedy znajomos¢ niezawodnosci kazdego elementu wraz z wplywem jego awarii
na system jest brana pod uwage w ocenie niezawodno$ci calego systemu.
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gdzie Py oznacza prawdopodobieristwo awarii. Prawdopodobieristwo Py jest sumg wszyst-
kich zdarzen nalezacych do obszaru €y co wyraza nastepujgca n wymiarowa catka

Pr=P[X € Q] =Pg(X) <0] = g fx(x)dx, (3.3)

gdzie fx(x) = fx,.. x,(z1,...,2,) jest funkcjgy lacznej gestodci rozkladu prawdopodo-
bienstwa zmiennych X. Istote powyzszego zagadnienia ilustruje Rysunek 3.1. W dwu-
wymiarowej przestrzeni zmiennych losowych X = [X;, X5]T zaznaczone zostaly zbiory
(3.1a), (3.1b), (3.1c) oraz warstwice lacznej funkcji gestosci rozkladu prawdopodobien-
stwa fx(z1,x2).

A
X
fx (x)= const.
O
Q. g(x)=0
0 X1
RysunNek 3.1. Powierzchnia graniczna g(x) = 0, obszar bezpieczny i obszar awarii

w przestrzeni zmiennych X

Tak postawione zadanie wydaje si¢ nie nastrecza¢ zbyt wielu probleméw. Jednak kil-
ka aspektéw komplikujacych rozwigzanie tego zadania jest wartych odnotowania. Przede
wszystkim czesto dostepne dane statystyczne sg niekompletne, a wigc gestosé prawdopo-
dobienstwa fx(x) zwykle nie jest znana. Réwniez przyjety model zachowania konstrukeji
moze zawiera¢ pewng niedokladnosé rzutujacg na cigglo$é funkeji granicznej g(X) (lub jej
pierwszej pochodnej). Za pomocg metody wnioskowania beyesowskiego mozna uwzglednic¢
wplyw niepewnosci zwigzanych ze stosowanym modelem oraz z przyjetymi parametrami
rozkladéw zmiennych losowych, zob. [18, 45]3). W niniejszej pracy nie brano jednak pod
uwage wplywu tych niepewnosci, uwzgledniajac jedynie losowosci tkwigce w fizycznej
naturze parametréw opisujacych konstrukeje.

3) Metoda wnioskowania beyesowskiego pozwala uaktualniaé¢ poczatkowe zalozenia dotyczace funkeji
granicznej oraz parametréw rozkltadéw wykorzystujac informacje o pracy konstrukeji uzyskanych w péz-
niejszym czasie.
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Najistotniejszy technicznie problem dotyczy sposobu wyznaczenia wartosci catki (3.3).
Duza liczba zmiennych bazowych X oraz niejawna najczesciej postaé funkeji g(X) czy-
nig numeryczne catkowanie wyrazenia (3.3) niewykonalnym. Jedynie w prostych przypad-
kach, gdy funkcja graniczna jest dana jawnie, analiza niezawodnosci bazuje na numerycz-
nym obliczaniu catki (3.3) (zob. [125]). Analiza niezawodnosci rzeczywistych konstrukcji
jest przeprowadzana za pomocg metod przyblizonych. W tej grupie metod kluczowym
czynnikiem jest czas trwania obliczen. W przyblizeniu jest to czas potrzebny do uzy-
skania pojedynczej wartosci funkeji g(a) (odpowiadajacej realizacji ) pomnozony przez
liczbe N realizacji koniecznych do otrzymania oszacowania Py. Warto$¢ funkcji g(x) naj-
czedciej jest obliczana za pomoca MES, co zwykle oznacza zlozong i czasochtonng analize,
zob. Rozdzialy 2.5 1 5.6. W zwigzku z tym, liczba realizacji N powinna by¢ jak najmniej-
sza zeby prowadzona analiza byta efektywna. Wéréd metod przyblizonych jest duza grupa
bardzo efektywnych metod, ktére bazujg na aproksymacji ¢(X ) niejawnej funkeji g(X).
Metoda powierzchni odpowiedzi nalezy do tej grupy metod.

W praktyce zamiast niewygodnej miary jaka jest Py podaje si¢ wartos¢ tzw. wskazZnika
niezawodnosci, ktéry jest zdefiniowany nastepujaco (zob. [71])

B=-071(Fy). (3.4)

d~1(-) w powyzszym wzorze oznacza funkcje odwrotng dystrybuanty standardowego roz-
ktadu normalnego. Ponizszym wielkoSciom prawdopodobienstwa awarii Py odpowiadajg
nastepujace wartosci wskaznika niezawodnosci

Pr| g5 ~69 107 | g ~ 111074 | b ~ 13- 107" | = ~ 1.3-107° [ 1077

16 3.2 3.7 4.2 4.7 5.2

ktore czesto w literaturze sg przyjmowane jako graniczne, przy okreslonych klasach bez-
pieczenstwa konstrukeji (zob. [80, 22]). Wskaznik 3 wraz z rozwojem przyblizonych metod
analizy niezawodnosci takze ewoluowal, przyjmujac w nazwie rozszerzenie oznaczajgce
sposéb oszacowania Py (por. z punktami 3.1.2, 3.1.3). Najczesciej wskaznik 3 jest koja-
rzony ze wskaznikiem zaproponowanym przez Hasofera i Linda (zob. [16]).

3.1.1. Gaussowska przestrzen standardowa U/

W analizie niezawodno$ci powszechnie jest stosowana gaussowska przestrzen stan-
dardowa U. Jest to zbiér niezaleznych, standaryzowanych zmiennych normalnych
U = [Uy,U,,...,U,]", ktérego taczna gestosé rozktadu prawdopodobienstwa zdefiniowana
jest nastepujaco

n

1 1

n(w,0,I) = u;) = ———exp|——u'ul, 3.5
ol 0.0) = [T o) = s exp [ —gu'u] (3.5)
gdzie I oznacza jednostkows macierz kowariancji. Rozktad miary prawdopodobieristwa w
przestrzeni U jest osiowo symetryczny, a wartos¢ funkcji ¢, (u, 0, I') maleje wyktadniczo
z kwadratem odleglosci od poczatku uktadu wspélrzednych. Ponadto, miarg prawdopo-
dobientstwa zbioru Ly = {w : l(u) = ag +a"u < 0} jest jednowymiarowa dystrybuanta
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standardowego rozkladu normalnego P[[(U) < 0] = ®(—/3), gdzie

8 = signfi(0)] 6*, o* = 1%l (3.6)

przy czym ¢* jest odlegloscig hiperplaszezyzny [(u) = 0 od poczatku uktadu wspétrzed-
nych. Wiasnos¢ tg mozna tatwo sprawdzi¢ na przyktadzie hiperplaszczyzny prostopadiej
do jednej z osi przestrzeni np. u; = ¢, pamietajac jednocze$nie o wlasnosci osiowej
symetrii przestrzeni U.

U

#n(u,0,1 ) = const.

u:

(o]

[(u)=0

RYSUNEK 3.2. Zagadnienie niezawodnosci w gaussowskiej standardowej przestrzeni U.

Wykorzystanie wlasnosci przestrzeni U4 w analizie niezawodnosci umozliwia trans-
formacja catego problemu z przestrzeni podstawowych zmiennych losowych do gaus-
sowskiej przestrzeni standardowej U = T(X) (Rysunek 3.2). W ogélnym przy-
padku zaleznych zmiennych losowych stosowana jest tzw. transformacja Rosenblatta
(zob. [97]). Po raz pierwszy w analizie niezawodnosci zostala ona zaproponowana przez
Hohenbichlera i Rackwitza (zob. [51]). Realizacje [z, 2, ..,z,]" bazowych zmiennych
T

losowych [X7, Xo, ..., X,|T sa transformowane na realizacje [uy, us, . .., u,] niezaleznych
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zmiennych standardowych [Uy, Us, . .., U,|" nastepujaco

®(ur) = Hi(z1) = Fi(z) :/JC1 fi(t) dt

o fi(ry, e, t .
O(w;) = Hy(wi|v, 2. .., 251) = filzy, 2 it )dt, 1=2,3...,n,

oo ficr (w1, a2

przy czym gesto$é prawdopodobieristwa rozktadu brzegowego jest zdefiniowana n wymia-
rows, catks

fi(.fCl,l'Q,...,.CEi) = / fx(.fCl,.T}Q,...,Q?n) d$i+1d$i+2...dxn, (38)

a H;(+|-) oznacza warunkows dystrybuante zmiennej X;. Transformacja ta ze wzgledu na
monotoniczno$¢ ®(-) oraz H;(+|-) jest jednoznaczna. Miara prawdopodobienstwa dowolne-
go obszaru Kx z przestrzeni X po transformacji do przestrzeni U, w ktérej obrazem Ky
jest obszar Ky jest zachowana, czyli P[X € Kx|] = P[U € Ky]. Sformutowanie calego
problemu niezawodnosci w przestrzeni U jest wiec réwnowazne sformulowaniu oryginal-
nemu. Transformacja problemu U = T'(X) do przestrzeni U, w ktérej poszukiwane jest
rozwigzanie, moze by¢ przedstawiona nastg¢pujgco:

— prawdopodobieristwo awarii
Py = fx(x) de = / on(w,0,1) du, (3.9)
Qf Ay

— obszar awarii X — U
Qr={x: g(x) <0} — Ar={u: G(u) <0}, (3.10)
— powierzchnia graniczna X — U
g@) =0 — g[T )] = Glu) =0, (3.11)
gdzie Ay jest obszarem awarii, a G(U) jest funkcjg graniczng w przestrzeni U.

Transformacja U = T'(X) w przypadku niezaleznych zmiennych losowych o dowol-
nych rozkladach ma charakter nieliniowy i moze by¢ przedstawiona w nastepujacej postaci

up =@ [Fx,(z;)] i=1,...,n, (3.12)
gdzie FY, jest dystrybuantg rozkladu zmiennej X;. W przypadku gdy zmienne maja

rozktad normalny i sg skorelowane transformacja zmiennych losowych do przestrzeni U
jest liniowa.
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3.1.2. Wskaznik niezawodnosci Cornella

Jedng z pierwszych, istotnych préb efektywnego szacowania catki (3.3) w praktycz-
nych zadaniach analizy niezawodnosci konstrukcji, gdy nieznane sg rozklady podsta-
wowych zmiennych losowych X, podal Cornell [I4]. Tzw. wskaznik niezawodnosci
Cornella zostal zdefiniowany przy zalozeniu znajomosci jedynie wektora wartosci srednich
X =[X1,Xy,... X,,]T i macierzy kowariancji Cx, oraz przyjecia rozkltadu normalnego
zmiennych X . Idea metody polega na linearyzacji funkcji g(X) w punkcie X, co zostalo
osiggniete przez jej rozwinigcie w tym punkcie w szereg Taylora i uwzglednienie jedynie
dwoch pierwszych wyrazéw tego rozwiniecia

X) = gx) + Y )

i=1

(X; — Xi) . (3.13)

Funkcja §(X) réwniez ma rozktad normalny, stad oszacowanie prawdopodobieristwa awa-
rii moze by¢ zdefiniowane nastepujaco

PWX)<@=PF_9<—EIZ (—i):¢vm», (3.14)
o 04 04
gdzie wartoéé oczekiwang §(X ) oraz wariancje o4(X) mozna w prosty sposéb wyznaczy¢
dzigki przyblizonej postaci funkcji granicznej (3.13), a G jest wskaznikiem niezawodnosci
Cornella®.

Tak zdefiniowany sposéb szacowania prawdopodobienistwa awarii posiada jednak istot-
ng wade. Wynika ona z przyjecia punktu X (w wigkszosci przypadkéw g(X) # 0)
do przeprowadzenia w nim linearyzacji funkeji g(X) (3.13). Postaé g(X) jest wiec zalez-
na od réznych sformutowan funkcji granicznej, czyli réwnowazne w rzeczywistosci funkcje
graniczne — o identycznej postaci powierzchni granicznej g(x) = 0 (zob. Rysunek 3.1)
— w tym wypadku moga mie¢ rézne powierzchnie graniczne §(X) = 0. Ten brak nie-
zmienniczosci moze prowadzié¢ do istotnych bledéw w oszacowaniu prawdopodobieristwa
awarii.

3.1.3. Wskaznik niezawodnosci Hasofera—Linda

Wskaznik niezawodnosci zaproponowany przez Hasofera i Linda [10] jest nastepnym,
istotnym krokiem poczynionym w formulowaniu metod analizy niezawodno$ci. Przede
wszystkim rozwigzuje problem podstawowej wady wskaznika Cornella, czyli braku nie-
zmienniczosci.

Propozycja Hasofera i Linda bazuje na tych samych zalozeniach dotyczacych ogra-
niczonej znajomosci danych charakteryzujacych zmienne losowe, co omawiany powyzej
wskaznik Cornella. Linearyzacja funkcji granicznej jest przeprowadzana w przestrzeni U

4 W literaturze mozna spotkaé nastepujace oznaczenie wskaznika Cornella: Byvrosu (ang. Mean—
Value, First-Order, Second—Moment).
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poprzez rozwiniecie funkcji G(u) w szereg Taylora w lezacym na powierzchni granicz-
nej G(u) = 0 punkcie, ktéry jest punktem najblizszym poczatkowi uktadu wspétrzed-
nych. Punkt ten zwykle wyrézniany gwiazdks u* (w przestrzeni X analogicznie jako a*)
jest nazywany punktem projektowym.

Réwnowazne sformutowania funkeji granicznej w efekcie zawsze beda mialy taks samg
posta¢ przeciecia G(u) = 0. Ze wzgledu na wiasnosci gaussowskiej przestrzeni standar-
dowej, wartos¢ tacznej funkeji gestosci prawdopodobienstwa odpowiadajgca awarii w tym
punkcie jest najwigksza. W konsekwencji metoda daje czesto zadowalajace przyblizenie
nawet nieliniowej postaci powierzchni granicznej G(u) = 0. W przypadku, gdy G(u) = 0
jest liniowa (zob. Rysunek 3.2), oszacowanie P; jest dokladne.

W ten sposéb zadanie oszacowania wartosci wielowymiarowej catki (3.3) zostato spro-
wadzone do zadania programowania nieliniowego z ograniczeniami, jakim jest procedura
poszukiwania punktu projektowego

u*|| = min ||u|l =", 3.15
| = min, ] (3.15)
gdzie ||-]| jest normg euklidesows. Prawdopodobieristwo awarii szacowane za pomoca,

wskaznika Hasofera-Linda® wynosi
Py = ®(=fuL) , (3.16)

gdzie Ppp oraz 6* (zob. (3.6)) to wielkodci zdefiniowane identycznie do omawianych
w punkcie dotyczacym wiasnodci gaussowskiej przestrzeni standardowej (por. punkt
3.1.1). W pracy [16] Hasofera i Linda zostal zaproponowany algorytm shuzacy lokali-
zacji punktu projektowego. Jednak powszechnie z tym algorytmem lgczy sie nazwiska
Rackwitza i Fiesslera [92], ktorzy zastosowali go razem z metodg transformacji dowolnych
zmiennych losowych do przestrzeni U. Algorytm RF jest wykorzystywany w opracowanej
w niniejszej pracy metodzie powierzchni odpowiedzi. Dlatego tez, jego szczegdlowy opis
jest zamieszczony w dalszej czesci rozdziatu.

3.2. Metoda pierwszego rzedu (FORM)

Metoda FORM (ang. First Order Reliability Method) w peni wykorzystuje opis probabi-
listyczny zmiennych losowych poprzez zastosowanie transformacji Rosenblatta (zob. 3.7).
Jest to podstawowa réznica w poréwnaniu do metody szacowania Py za pomocg wskaz-
nika Hasofera i Linda (por. punkt 3.1.3), w ktérej zatozenie normalnogci zmiennych moze
prowadzi¢ do btednych wnioskéw w ocenie niezawodnosci konstrukeji. W szczegdlnosci,
gdy opis probabilistyczny zmiennych dotyczy obcigzeni takich jak wiatr czy $nieg®, ktére
W pewnym uproszczeniu mozna traktowacé jako zmienne losowe o rozkladach prawdopo-
dobienstwa Gumbela lub Frecheta (rozklady te odpowiadaja rozkladom maksymalnych
wartosci tych obcigzenn w rozpatrywanym przedziale czasu).

5 W literaturze mozna spotkaé nastepujace oznaczenie wskaznika Hasofera—Linda: Brosy, (ang. First—
Order, Second—Moment).
6) Tego typu obcigzenia powinny by¢ traktowane jako procesy losowe, zob. [6, 80].
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Idea metody pierwszego rzedu polega na aproksymacji w gaussowskiej przestrzeni
standardowej U powierzchni granicznej G(u) = 0 wielomianem pierwszego stopnia, hi-
perplaszczyzna, i na jej podstawie oszacowaniu wartosci catki (3.9). Hiperptaszcezyzna ta
(por. punkt 3.1.1) opisana réwnaniem

(U) = —a'U + 3, (3.17)

jest styczna do G(U) w punkcie projektowym (zob. Rysunek 3.3, na ktérym poziom
intensywnosci koloru niebieskiego odpowiada wartosci tacznej funkeji gestosci prawdopo-
dobieristwa). Wskaznik 8 = Biz 2 Brora jest zdefiniowany tak jak wspomniany juz

RYSUNEK 3.3. Przyblizenie pierwszego rzedu wartoséci prawdopodobienistwa awarii.

wskaznik Hasofera i Linda (zob. 3.6), a wektor « jest okreslony nastepujaco

a= __VG) : (3.18)
VG (u)|| lu=u

Gléwnym problemem w wyznaczeniu oszacowania Py metoda FORM jest znalezie-
nie potozenia punktu projektowego u*. To zadanie moze by¢ rozwigzane efektywnie za
pomocy kilku algorytméw optymalizacyjnych z ograniczeniami (zob. [70, 1, 121]). Pre-
zentowany ponizej, klasyczny w analizie niezawodnosci algorytm RF, ze wzgledu na swa,
efektywnosé¢ oraz prostote stat sie punktem wyjscia czesci procedur. Réwniez prezento-

wana metoda powierzchni odpowiedzi jest oparta na tym rozwigzaniu.
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Zadanie lokalizacji uw*, zob. (3.15), moze by¢ przedstawione w réwnowaznej postaci
nastepujgco

min Q(w) = [[ul} = u'u. (3.19)

Powyzsze zadanie zostalo rozwigzane poprzez zastapienie funkeji celu Q(u) jej rozwinie-
ciem w szereg Taylor’a wokél punktu w®) w nastepujacej postaci

. 1
O(Au®) = Q(u®) + VQT (u™) Au® + iAu(’“)TVQQ(u(’“))Au(’“) 5o
= w5 ® 4 2™ A® 4 A® Ay ® ‘

gdzie k oznacza kolejng iteracje wektora w oraz podobnie, linearyzacji funkcji G(u)
G(Au®) = G(u®) + VG (u®)Au® . (3.21)

W ten sposéb zadanie (3.19) zostalo sprowadzone do zadania znalezienia optymalnego
przyrostu Au®) = u*+) — 4 *) | czyli

min Q(Aul?) . (3.22)
G(u)=0

Warunek konieczny istnienia w punkcie «® minimum lokalnego wynika z warunku sta-
cjonarnosci funkeji Lagrange’a

L(Au™ \) = u®u® 4 2y @ AY® 4+ Au® Au®

M (G@®) + VET () Au®) | (3.23)

gdzie A oznacza tzw. mnoznik Lagrange’a. Warunek konieczny jest okreslony przez tzw.
kryteria Kuhna—Tuckera (zob. [3, 44]) dane réwnaniami

VL =2u® + 2Au® — A\VG(u®) = 2% — A\VG(u®) =0, (3.24)
Gu®) + VA u™)u* ) — vG u®)u®) = 0. (3.25)

Poszukiwany zwigzek na znajdowanie punktu projektowego u* zostat wyznaczony poprzez
wyeliminowanie mnoznika Lagrange’a \ z powyzszych réwnan. Ponizszy wzor iteracyjny

1
W e (VG - G) G, (326)

w ktoérym iteracje kontynuowane sg az do spelnienia warunku

k+1)  (k
"V =] <

e dla wszystkich i oraz |g(x”)| <€ (3.27)
zostal zaproponowany pierwszy raz przez Hasofera i Linda [16]. We wzorze (3.27) € ozna-
cza zadang tolerancje na wspélliniowosé dwéch ostatnich wektoréw w® i w1, oraz
na warto§é¢ funkcji granicznej g(x) (przy czym x* = T~ (u*)) w przestrzeni oryginalnych
zmiennych losowych X.
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U,
AG(U)
G(u®)
y — OG(ulk+D)
u(k+1)
k
—G( u( )) u® X
Gu*)=0
G(u®)
0G@u™) Uy
>
-0GT (u®) w®
[Pew®)]

RYSUNEK 3.4. Interpretacja geometryczna k—tej iteracji procesu poszukiwania punktu projek-
towego.

Zwiazek (3.26) posiada przejrzysty interpretacje geometryczng, Rysunek 3.4. Wystar-
czy zapisaé (3.26) w nastepujacej postaci

1 VG (u®)
bt1) — = T, (B) Y, (k) _ (k) Y\
v = Faoy (VOO - 6e) geamyp 6%
dlugosé kierunek

1) jest suma, dhugodci rzutu wektora u® na kierunek VG (u®)

gdzie dlugoé¢ wektora u!
oraz diugoéci G(u®)/||VG(u®)||, ktéra wynika z zastapienia powierzchni granicznej
sladem hiperplaszczyzny é(u(k)) = 0 powstalej w skutek linearyzacji funkcji granicznej
G(u™) w punkcie u®). Dhugos¢ G(u®)/|| VG (u®)]|| jest okreslona przez odcinek, kto-
rego jednym koricem jest punkt w® a drugim jego rzut ortogonalny na slad G(u®) = 0.
Tangens kata v nachylenia hiperptaszczyzny G (™)) mozna wyznaczyé¢ za pomocs po-
chodnej kierunkowej tg(y) = VG(u®)/||VG(u®)| - VG(u®) = |[VG(u®)|], stad
G(u®)/tg(y) = G(u)/[[VG(u®)].

Zasade dziatania procedury (3.26) przedstawia Rysunek 3.5. W punkcie u® obliczony
gradient VG (u)) wyznacza kierunek nastepnego kroku. Stad, wektory VG(u!)) oraz
u® sg réwnolegte. Diugoéé drugiego kroku ||u®|| jest okreslona przez uV), G(u")) oraz
VG u®M). Analogicznie w punkcie u? obliczany jest gradient VG(u'?) oraz wartoé
funkcji granicznej w celu wyznaczenia polozenia nastepnego punktu w®. Procedura zo-
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staje przerwana gdy zostang spelione warunki zbieznosci (3.27). Ostatni punkt w(*+V
jest poszukiwanym punktem projektowym w*.

U, \
AN N
N A%
N
7
®3) u TSl
\OQ u/; -2 G(u)=-0.25
@9 ; 2 ~0a
U (u@y— G(u)=0.00
&~ ) G(u)=0.25
B Gu®) =0 (u)
I G(u)=1.00
: >
0 U,

RyYSuNEK 3.5. Graficzne przedstawienie procesu poszukiwania punktu projektowego.

Zwykle na kazdym kroku procedury (3.26) realizowanej w gaussowskiej standardowej
przestrzeni U wykonywana jest transformacja do @ = T '(u) i z * = T(u) przestrzeni
oryginalnych zmiennych losowych X, w ktérej sg obliczane wartos$ci funkcji granicznej
oraz gradientu. Gradient VG(u) ponadto jest transformowany do przestrzeni X wedtug
reguly rézniczkowania funkcji zlozonej

VG(u) = (JH) 'Vy(x), (3.29)

gdzie J = [0u;/0z;] jest macierzg jakobianu transformacji T'.

W praktyce wadg procedury (3.26) okazala sie powolna zbieznoéé, a w przypadku sil-
nie nieliniowych powierzchni granicznych nawet jej brak. Ta niedogodnosé algorytmu RF
zostala czesciowo usunigta poprzez zastosowanie dodatkowo procedury redukeji diugosci
kroku

aF ) = u® 4 oAy ®) (3.30)

gdzie a®) < 1 jest stala, a nowy punkt @™V (zamiast w**1)) jest nastepnym punktem
we wzorze iteracyjnym (3.26). Efektywny algorytm redukeji dlugosci kroku zostat zapro-
ponowany przez Abdo, zob. [1]. Algorytm ten wykorzystuje dwie strategie minimalizacji
kierunkowej. Metode opartg na aproksymacji kwadratowej oraz metode zltotego podzia-
hu odcinka (zob. [3, 119]). Ostatecznie, zmodyfikowany przez Abdo algorytm nazywany
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jest algorytmem Abdo-Rackwitza—Fiesslera (ARF). ARF jest dostepny w wykorzysty-
wanym w niniejszej pracy pakiecie analizy niezawodnosci COMREL [13]. W literaturze
mozna znalezé réwniez inne propozycje modyfikacji procedury RF dotyczace algorytmdéw
wyznaczania diugosci kroku (zob. [70, 121]).

Alternatywg w stosunku do procedury ARF sg algorytmy rekurencyjnego programo-
wania kwadratowego (ang. Sequential Quadratic Programming, SQP). Algorytmy te wy-
korzystuja dodatkows informacje o drugich pochodnych w procedurze okreslania kierunku
poszukiwan. W praktyce informacja ta jest uzyskiwana poprzez aproksymacje macierzy
hesjanu funkcji Lagrange’a jedynie za pomocy gradientéw”™. W przypadku malej liczby
zmiennych algorytmy SQP sa najefektywniejsze. W zadaniach o duzej liczbie zmiennych
(zob. [1]) wzgledy numeryczne powoduja, ze efektywniejszy jest algorytm ARF. Prostota
algorytmu ARF zadecydowala o wyborze tej metody w proponowanej w pracy metodzie
powierzchni odpowiedzi.

Metoda FORM daje najlepsze rezultaty gdy istnieje tylko jeden punkt projektowy.
Wtedy u* jest rozwigzaniem zadania (3.15). W przypadku istnienia wielu lokalnych mini-
mow znajdujacych si¢ w podobnej odleglosci jak u* od poczatku uktadu wspétrzednych,
algorytm ARF nie daje gwarancji znalezienia globalnego minimum (zob. [19, 100]). Kolej-
nym utrudnieniem jest koniecznos$¢ wyznaczania gradientu na kazdym kroku procedury
(3.26). W przypadku mozliwosci zastosowania efektywnych metod analizy wrazliwosci
rozwazanego problemu i tym samym uzyskania w trakcie jednej symulacji wartosci funk-
¢ji i gradientu, algorytm ARF staje si¢ bardzo skuteczny. Gradient jednak zwykle jest
wyznaczany metodg réznic skonczonych, co oznacza dodatkows liczbe symulacji na kaz-
dym kroku procedury.

Oszacowanie Py metoda FORM jest dokladniejsze gdy réwnanie powierzchni
G(u) = 0 jest bliskie réwnaniu hiperplaszczyzny. Aproksymacja pierwszego stopnia po-
mija mogace wystgpi¢ w rzeczywistym rownaniu cztony nieliniowe, ktére maja wplyw
na wielko$é¢ bledu popelianego ta metoda. Dobrym oszacowaniem wplywu nieliniowosci
G(u) = 0 jest poréwnanie wynikéw z bardziej czasochtonng metoda aproksymacji drugie-
go rzedu SORM (por. punkt 3.3). Istotnym ograniczeniem stosowalnosci metody FORM,
ktére pojawia sie w praktyce inzynierskiej, jest niecigglto$é¢ pierwszej pochodnej funkcji
granicznej G(U). W takim przypadku metoda powierzchni odpowiedzi wydaje sie by¢
najlepszg alternatywa. Pomimo wielu ograniczen analiza niezawodnos$ci metodg FORM
umozliwia jednak wystarczajgco doktadne oszacowanie Py réznorodnych zagadnien inzy-
nierskich.

3.3. Metoda drugiego rzedu (SORM)

Ideg metody SORM (ang. Second Order Reliability Method ) jest oszacowanie prawdopo-
dobietistwa awarii Py na podstawie aproksymacji powierzchni granicznej G(u) = 0 hiper-
paraboloida, w znalezionym uprzednio punkcie projektowym w* (zob. [35, 11, 25]) przy

) Najpopularniejsza metoda przyblizania hesjanu jest metoda BFGS, (nazwa pochodzi od nazwisk
Broyden-Fletcher-Goldfarb—Shanno, zob. [41]).
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@,(u,0,1 ) = const.

RYSUNEK 3.6. Przyblizenie drugiego rzedu wartosci prawdopodobieristwa awarii.

zalozeniu dwukrotnej rézniczkowalnosci G(u) = 0, Rysunek 3.6. Oszacowanie wartosci
wielowymiarowej catki (3.9) jest mozliwe dzigki przyblizeniu, ktére zostanie przedstawio-
ne ponizej. Nie istnieje zbyt wiele metod oszacowania tej catki w przypadku aproksymacji
G(u) = 0 wielomianami wyzszych stopni (zob. [43]), w szczegdlnosei stopni nieparzystych,
kiedy to oszacowanie SORM moze prowadzi¢ do grubych btedéw (zob. [20]).

Zasadniczym wyréznikiem metody sg dwa obroty przestrzeni & majace na celu zna-
lezienie takiej transformacji, w ktérej bedzie mozna dokona¢ oszacowania Py. Zadaniem
pierwszego obrotu wokdét poczatku ukladu wspélrzednych jest zorientowanie przestrzeni U
tak, zeby jedna o$ nowego ukladu wspéhrzednych [v] = [v1,v9,. .., v,], np. v, pokrywala
si¢ z kierunkiem wyznaczonym przez wektor u*. Nowa przestrzenn Uz jest wyznaczona
przez nastepujacg transformacje ortogonalng

V=Q'U, (3.31)

w ktorej macierz transformacji @Q,,,,, jest tworzona na podstawie wektora cosinuséw kie-
runkowych a (zob. (3.18)) wypeliajacych ostatnig kolumne macierzy Q. Do wypekienia
pozostalych kolumn najczesciej jest stosowana metoda ortogonalizacji Grama—Schmidta
[37]. Pozostale osie majg wiec dowolng, ortogonalng orientacje. Drugi obrét ma na celu
pewne szczegblne zorientowanie pozostatych osi.

Punkt projektowy w* w przestrzeni Uy staje si¢ punktem v* = Q™ u* = {0,...,0, 3},
w ktérym [ (wskaznik niezawodnosci FORM (3.6)) jest n—tg sktadows wektora v*. Po-
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wierzchnia graniczna G(u) = 0 natomiast w Ug staje sie powierzchnig G,(v) = 0, przy
czym wygodnie jest jg przedstawié¢ w ukladzie wspéhrzednych [v] = [0, v,] jako réwnanie
rozwigzane wzgledem ostatniej wspotrzednej w postaci

Go(v) = Go(®,0,) =0 — v, = fol®) . (3.32)

Oprécz informacji pochodzacych z rozwigzania FORM, czyli lokalizacji punktu v*, para-
boliczna aproksymacja powierzchni f,(?) zastosowana w metodzie SORM wykorzystuje
takze dane o wartosciach drugich pochodnych powierzchni f,(v) w tym punkcie, zgroma-
dzonych w macierzy H (,_1)x(n—1) — hesjanu funkcji f,,(v). To przyblizenie, nie zawierajace
cztonéw liniowych (ze wzgledu na zerowanie sie pierwszych pochodnych f,(v) w punkcie
projektowym) mozna przedstawi¢ nastepujaco

n—1 n—1 ~
Up = fv('ﬁ) ~ Sv('b) = 6 + Z Z M ViV = ﬁ + %@TH’TJ . (333)

Drugi obrét jest wykonywany wokét osi v,. Jego celem jest znalezienie takiego poto-
zenia osi wspéirzednych v, w ktérym hesjan jest macierzg diagonalng. Oznacza to roz-
wigzanie zagadnienia wlasnego macierzy H a wiec wyznaczenia warto$ci wlasnych oraz
odpowiadajacych im wektoréw wiasnych. Uporzadkowany zbiér unormowanych wekto-
réow wilasnych tworzy ortogonalng macierz R. Ta macierz transformuje zadanie do nowej

przestrzeni Uy o nowym ukladzie wspéhzednych [w] = [w,w,] = [wy,...,w, = v,]
nastepujgco

W =RV, (3.34)
w ktérym mieszane pochodne sg réwne zeru a wyrazy na diagonali odpowiadaja warto-
Sciom krzywizn gtéwnych x;, ¢ = 1,...,n—1 powierzchni granicznej. Macierz R zapewnia
spemhienie réwnania

H = RAR" (3.35)
w ktorym A, 1)x(n—1) jest macierzg diagonalng A = [k;],7 = 1,...,n — 1. Powierzchnia

graniczna G, (v) = 0 w nowym uktadzie wspélrzednych staje sie Gop(w) = 0 i analogicznie
do (3.32) przyjmuje nastepujaca postac

Wy, = fw(Ww) . (3.36)

Ostatecznie aproksymacje paraboliczng funkeji granicznej przedstawia réwnanie
1 n—1
Gou(W) = foo(W) — w, & Sp(W) —w, = [+ 3 Z KiWw; — Wy (3.37)
i=1

w ktérym krzywizny gléwne powierzchni w, = f,(w) w punkcie w* odpowiadajacym
punktowi u* sg postaci

90, -
m-:w i=1,2,...,n—1. (3.38)

i 2
ow; Ww=0



42 3. WYBRANE METODY ANALIZY NIEZAWODNOSCI KONSTRUKCJI

Obydwie transformacje (3.31 i 3.34) sg liniowe i zachowuja poczatek uktadu wspot-
rzednych w w = 0. W rezultacie wektor losowy U jest transformowany tozsamosciowo
na wektor losowy niezaleznych standaryzowanych zmiennych gaussowskich W, a wiec
zadanie oszacowania prawdopodobieristwa awarii (zob. (3.9)) przyjmuje postacé

Pr=PIG(U) < 0)= P[Go(W) < 0= P[W, > fu(W)|~ Py = P[W, > su(W)]. (3.39)

W przypadku parabolicznej aproksymacji funkcji granicznej (3.37) powyzsze oszacowanie
moze by¢ przedstawione nastepujgco

Py = P[Wn < (-5~ %nz_l,@-iwgﬂ _
=1

_ / () n1(@,0,I) dw =
wn>5w(

w)

:/_OO ( Z )¢n1w01)d (3.40)

o

Oszacowanie Py, zastosowane w pakiecie COMREL bazuje na rozwinigciu w punkcie
w = 0 w szereg Taylora funkcji In ®(—F — w) =~ In ®(—F) — wip(—03), (zob. [50]), w ktére;

U(=P) = p(=5)/2(=F) . (3.41)

Wprowadzenie tego przyblizenia w (3.40) umozliwia wyznaczenie nastepujacej aproksy-
macji prawdopodobienstwa awarii

n—1
o 1

Ppy = O(— ﬁ)/ exp( Z/{@U)H\m_exp(—%wf) dw =
H/ exp —%w (1+ rip(— ﬁ))) dw; =

l\?l»—l

= ®(—f) H [1+ rip(—=B)] (3.42)

i=1
Gdy  — oo powyzsze oszacowanie jest zbiezne do rozwigzania dokladnego, w ktérym
(—pF) — (. Ten fakt zostal wykazany we wezesniejszej pracy (zob. [11]), ktéra zawiera

uproszczony wzor
n—1

Ppy ~ ®(=3) [J 11+ w872 . (3.43)

i=1
To oszacowanie Ppy daje dobre rezultaty w przypadku duzych wartosci 5 = Brorwm.
W przypadku matych wartosci |Brogu| nalezy zastosowaé oszacowanie

00 n—1 12
11 1 SPATH
Py~ = — _/ sin (ﬁt + = E tg_l(_“it)> n—1 p( )
9 7 Jo 2 — 242
i=1 tH 1+f<¢it

dt, (3.44)

PN
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ktére zaproponowano w pracy [116]. Ponadto, w obydwu wzorach (3.42, 3.43) muszg by¢
spelnione warunki x; > —1/¢(—f) oraz k; > —1/3, i = 1,...,n — 1, ktére wyklucza-
ja mozliwos¢ istnienia w otoczeniu u* (zob. (3.19)) innego punktu blizszego poczgtkowi
uktadu wspétrzednych. Gdy wartosci krzywizn sg bliskie tym ograniczeniom, wyniki osza-
cowania Py, za pomocy wzoréw (3.42, 3.43) sg bledne. Mozna wtedy szacowaé Pjy za
pomocg metody IFFT®) | zob. [123, 124, 122].

Aproksymacja funkcji granicznej paraboloidg pozwala na unikniecie powaznych ble-
déw w szacowaniu wartosci Py, jakie mogg sta¢ si¢ udzialem metody FORM (zob. np.
[39]). Rozszerzone w poréwnaniu do FORM oszacowanie Pry umozliwia zbadanie wplywu
wielkosci krzywizn k; na wielko$é prawdopodobienistwa awarii. Odpowiadajacy oszacowa-
niu SORM wskaznik niezawodnosci jest zdefiniowany nastepujgco

ﬁSORM - _(I)_l(PfQ) . (3.45)

Metoda SORM posiada niestety szereg istotnych ograniczeri. W wiekszosci praktycz-
nych probleméw wystepuje koniecznos$é¢ wyznaczenia macierzy hesjanu metods réznic
skoniczonych. W przypadku zadan o duzej liczbie zmiennych losowych n wymagana jest
wtedy znaczna liczba symulacji n(n—1)/2. Ponadto, prawdopodobienstwo awarii Py, jest
szacowane przy pomocy lokalnej aproksymacji powierzchni granicznej i jest tym lepsze im
bardziej ksztalt powierzchni granicznej jest bliski hiperparaboloidzie. Kolejnym, istotnym
ograniczeniem metody SORM jest brak efektywnej oceny bledu oszacowania Py (zob.
[23]).

Alternatywna, uproszczona metoda aproksymacji drugiego rzedu, ktéra zaklada po-
krywanie si¢ osi uktadu z kierunkami krzywizn gléwnych po pierwszym obrocie (zob.
3.31) i tym samym nie wymaga rozwigzywania problemu wlasnego, zostata zaproponowa-
na w pracy [20] (zob. tez [121]). W metodzie tej, za pomocg zbioru punktéw znajdujgcych
sie na powierzchni granicznej (zlokalizowanych na bazie planu osiowego, zob. 4.3, w pew-
nej ustalonej odleglodci od poczatku ukladu wspétrzednych), otrzymywane sg wartosci
krzywizn potrzebnych w oszacowaniu (3.42). Dodatkowy koszt tego oszacowania to liczba
5=+ 7 symulacji potrzebnych do lokalizacji powierzchni granicznej dla kazdego z 2% (n— 1)
punktéw planu osiowego.

Kolejng propozycje analizy niezawodnosci za pomoca metody drugiego rzedu, porow-
nanie otrzymanych wynikéw z rezultatami innych oszacowan Pjy, oraz prébe usystema-
tyzowania metod drugiego rzedu mozna znalezé w pracy [2].

Powyzsze ograniczenia przyczynily sie do kontynuacji poszukiwan efektywnych metod
analizy niezawodno$ci. Zanim zostanie oméwiona metoda powierzchni odpowiedzi w na-
stepnej czesci rozdziatlu zostang przedstawione dwie metody nalezace do obszernej grupy
metod symulacyjnych, ktére pozwalajg uzyskaé¢ wiarygodne rozwigzanie w zlozonych za-
gadnieniach o duzej liczbie zmiennych.

8) Szybka odwrotna transformacja Fouriera, ang. Inverse Fourier Fast Transformation
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3.4. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo jest podstawowym punktem wyjscia dla calej grupy metod symu-
lacyjnych, w ktérych prawdopodobienistwo awarii jest szacowane przy pomocy zbioru
wygenerowanych w okreslony sposéb realizacji wektora X, zob. [94].

Klasyczna metoda Monte Carlo polega na generowaniu zgodnie z gestoscig danego
w rozpatrywanym zagadnieniu rozkladu prawdopodobieristwa fx(x) zbioru N realizacji
x;, a nastepnie sprawdzeniu czy dana realizacja nalezy czy tez nie nalezy do obszaru
awarii {2y w celu okreslenia wartosci funkcji charakterystycznej zbioru €2

1 gdy xTr € Qf
Xo, () = : (3.46)
0 gdy x ¢y

Wielkosé XQf(X ) jest zmienng losowsg o rozkladzie dwupunktowym
PlXq,(X)=1] =P[X € ] = Py, P[Xq,(X)=0] =P[X ¢ Q] =1 P, (347)
ktorego wartosé srednia oraz wariancja sg okreslone nastgpujgco
Xo,(X) =E[xq,(X)] =1-Pr+0- (1 - Pf) = F; (3.48)
2
Var[Xq, (X)] = E[(Xq,(X))*] = (E[Xq,(X)]) = Py = P} =Pr(1-Py).  (3.49)

Suma realizacji nalezacych do zbioru €y w stosunku do liczby N wszystkich realizacji
przeprowadzonych podczas analizy umozliwia estymowanie prawdopodobienstwa awarii.
Do tego celu jest wykorzystywany estymator wartosci redniej funkcji charakterystycznej
Xq, (X)) zbioru €2

N

~ 1 ~

Xo, = N kE Xo, (X&) = Py, (3.50)
=1

w ktoérym niezalezne wektory losowe X sa generowane zgodnie z faczng gestoscig rozkla-
du prawdopodobienistwa fx(x). Kluczowym problemem tej metody jest ilos¢ symulacji
N potrzebna do uzyskania zadowalajacej doktadnosci oszacowania Py. Miarg bledu po-
pelianego w metodzie Monte Carlo jest wspdlczynnik zmiennosci estymatora

gdzie warto$¢ érednia oraz wariancja estymatora (3.50) dane sa nastepujaco

N
= —~ 1 B 1
Pf:E[Pf]:NZXQf(Xk>:NNPf:Pf (3.52)
k=1
) PO 1 1
op, =Var[P] = > Var[xo, (Xy)] = NP (1= Pp) = =P(1=Pp). (353)
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@n(u,0,1) = const.

RYSUNEK 3.7. Graficzna ilustracja idei metody ‘Monte Carlo’. Przestrzen U.

Na wartos¢ wspdlezynnika (3.51) wpltywa wielko$é szacowanego prawdopodobieristwa
awarii. Przy jego spodziewanych malych wartosciach Py € (1077 + 10™*) oraz akcep-
towalnej doktadnosci, czyli wielko$ci wspétczynnika zmiennosci estymatora vp, = 0.1,
liczba generowanych symulacji jest znaczna, K = 10° = 10°. Ten fakt w zasadzie wyklu-
cza te metode z praktycznych zastosowari. Nalezy nadmienié, ze w przypadku zmiennych
skorelowanych metoda ta najczesciej jest realizowana w przestrzeni U, Rysunek 3.7. Po-
wodem takiego postepowania sa wlasnosci tej przestrzeni (zmienne sg nie skorelowane,
Rozdzial 3.1.1), z ktérych wyplywa mozliwosé generowania realizacji u wektora U zgod-
nie z gestoscig, o, (U, 0, I) za pomocy tylko jednego generatora liczb losowych.

Bardzo rzadko, w przypadku spotykanych w praktyce inzynierskiej zadan o niewielkim
czasie wykonania pojedynczej symulacji, metoda Monte Carlo w jej klasycznej postaci jest
stosowana do weryfikacji wynikéw analizy niezawodnosci otrzymanych innymi metodami.

3.5. Metoda “importance sampling”

“Metoda symulacji wedlug funkcji waznosci” (takie tlumaczenie terminu “importance
sampling” zaproponowano w pracy [88]) jest znacznie efektywniejsza niz klasyczna me-
toda Monte Carlo. Efektywnos¢ tej metody wynika z idei generowania symulacji wedtug
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okreslonej funkcji waznosci, czyli nie w calej przestrzeni zdarzen a jedynie w regionie
o najwiekszej wartosci funkeji tacznej gestosci prawdopodobienistwa awarii, Rysunek 3.8.

#.(u,u’,l) = const.
e

' 4
3 "

?.(u,0,1 ) = const.

RYSUNEK 3.8. Graficzna ilustracja idei metody ‘importance sampling’, w szczegdlnosci jest to
ilustracja réwnania (3.59).

Okreslenie polozenia takiego regionu jest wiec bardzo istotne dla metody importance
sampling. W praktyce najczesciej wykorzystuje sie rozwigzanie metody FORM, ktoére
determinuje taki region potozeniem punktu projektowego, zob. (3.26). Metoda importance
sampling umozliwia poprawe wynikow uzyskiwanych przy uzyciu metod przyblizonych
(FORM/SORM) oraz pozwala na oszacowanie doktadnosci otrzymanej tymi metodami
wartosci Py, zob. [50, 24].

I[stnieje wiele odmian metody importance sampling. Przeglad metod symulacyjnych
stosowanych w analizie niezawodnosci konstrukeji mozna znalezé w pracy [77]. W dal-
szej czesci rozdziatu zostanie przedstawione sformulowanie metody importance sampling
w wersji dostgpnej w wykorzystywanym w niniejszej pracy pakiecie analizy niezawodnosci
COMREL.

Idea metody jest realizowana poprzez wprowadzenie odpowiednio dobranej funkcji
gestosci rozkladu prawdopodobieristwa gy (-) w nastepujacy sposéb

Py = BxlXa, (X)] = Ew o, (W) 200 (3.54)
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a po transformacji zmiennych X do przestrzeni U

on(W,0,1)
gw (W)

W tozsamosciach (3.54) 1 (3.55) Xgq, () oraz X4, (-) sa funkcjami charakterystycznymi

Pr=Eu[Xa,(U)] = Ew | Xa, (W) (3.55)

obszaréw awarii, odpowiednio, zbioréw €2y w przestrzeni X' i po transformacji zbioru Ay
w przestrzeni Y. Symbol Ez(+) oznacza wartosé¢ srednig wzgledem rozktadu fz(-). Wyko-
rzystujac tozsamosé (3.55), estymator prawdopodobieristwa awarii Py mozna przedstawi¢

nastepujgco
K

D 1 @n(vv%uoaI)
Pr=— Wi)———————. 3.56
Wartosé powyzszego estymatora jest szacowana na podstawie realizacji wy wektora Wi
generowanych zgodnie z rozkladem prawdopodobieristwa gw (w). Funkcja gw (-) powinna
spelia¢ nastepujace warunki

/ gw(w)dw =1, (3.57)
Ay

QW(w) = C(Pn(wa 0, I) XAf <w> , C€R. (3'58)

Warunek (3.58) powinien obowigzywaé¢ w prawie calym obszarze A;. Stad wynika, ze
funkcja gw(w) powinna skupia¢ wiekszo$¢ masy gestosci prawdopodobienistwa wokét
punktu o najwiekszej wartosci funkcji tgcznej gestosci prawdopodobieristwa ¢, (w). Na-
turalne wydaje sie wiec przyjecie jako gw(w) n wymiarowego rozkladu normalnego o
wartos$ci $redniej w punkcie projektowym w* i jednostkowej macierzy korelacji I, czyli
gw(w) = @, (w,u*, I). Wtedy estymator prawdopodobieristwa awarii mozna przedsta-
wié¢ nastepujaco (zob. Rysunek 3.8)

K
~ 1 on(Wy,0,1)
Pr=— —_—— . .

To rozwigzanie pozwala efektywnie szacowa¢ Py w przypadku istnienia pojedynczego
punktu projektowego u* oraz postaci powierzchni granicznej znacznie réznej od wielo-
mianu pierwszego lub drugiego stopnia. Koszt estymacji w takim wypadku wynosi kilka
tysiecy symulacji. Efektywnosé estymacji mozna zmniejszy¢ poprzez uwzglednienie infor-
macji o ksztalcie powierzchni granicznej, o ile taka informacja jest dostepna.

Przy zalozeniu, ze powierzchnia graniczna jest wielomianem co najwyzej drugiego
stopnia, mozliwe jest znaczne zmniejszenie ilosci symulacji koniecznych do wystarczajgco
dobrego oszacowania Py. Korzystajac z rozwigzan metody SORM, Rozdziat 3.3, prawdo-
podobienistwo awarii mozna przedstawi¢ w obréconym ukladzie wspolrzednych nastepu-

Jaco

Pr=BW > foW))= [ pwpi(@ 0 Ddw= (360

_ / "D ) (. 0.1) dio = By [0 £ (W)]

[e.o]
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Prawdopodobieristwo awarii jest estymowane za pomoca wyrazenia postaci

Py = %Z & (— fu(Wy) 2V 0.1 (3.61)

k=1 9w (W)

Tak jak poprzednio przyjeto, ze (n—1) wymiarowa funkcja gy;,(+) podlega gaussowskiemu
rozktadowi prawdopodobieristwa gy, (W) = ¢,—1(w,0,X), w ktérym ¥ = [o;] jest dia-
gonalng macierzg odchylen standardowych umozliwiajaca zmiane skupienia realizacji wy,
wokét punktu w* = 0. Konsekwentnie, korzystajac z rozwigzan metody SORM, mozna
skupié¢ realizacje wedtug parabolicznej aproksymacji funkeji granicznej (3.37). Estymator
prawdopodobieristwa awarii (3.61) mozna przedstawi¢ w postaci

~ ~ 1
Pf%Pfs:K

(;Dn—l(wka 07 I)
SDn—1(Wk;, 07 E)

[M] >

O (—su(Wy)) (3.62)

k=1

Efektywnosé tego estymatora mozna poprawi¢ poprzez zminimalizowanie jego wariancji
wzgledem odchylent standardowych o, zob. [24]

1

R —
14+ —
1+ kv
ktére sg wyrazone przez krzywizny gtéwne r;, i = 1,...,n — 1 powierzchni w,, = fi,(w)

w punkcie w* (zob. (3.38)), a wyrazenie 1(—[3) jest okreslone zwigzkiem (3.41). Wyste-
pujacy w zwigzku (3.63) parametr v jest zdefiniowany nastepujaco

_9(=h) L
. 154 5 (1+75) dla ﬁ<m<0. (3.64)

0 dla Kk; =0

Otrzymany estymator (3.62) jest bardzo efektywny niezaleznie od wielkosci szacowa-
nego prawdopodobienistwa awarii. W celu uzyskania wspélczynnika zmiennosci estyma-
tora mniejszego niz 10% do liczby realizacji potrzebnych do oszacowania SORM nalezy
doda¢ jedynie kilkadziesigt symulacji.



ROZDZIAL

Metoda powierzchni odpowiedzi (MPO)

Rozdzial zawiera wybrane wiadomosci dotyczace metod analizy regresji liniowej, zob. [27],
metod planowania eksperymentéw, zob. [85, 120], oraz algorytmoéw laczacych te meto-
dy w szczegdlny sposéb, zwany Metoda, Powierzchni Odpowiedzi (MPO), zob. [81, 82].
W analizie niezawodnosci MPO umozliwia zastapienie zwykle niejawnej relacji Y = g(X)
definiujacej stan konstrukcji poprzez adekwatng aproksymacje Y = 9(X), pozwalajacsy
na efektywne szacowanie prawdopodobienstwa awarii konstrukcji. W rozdziale opisano
rowniez metody weryfikacji poprawnosci aproksymacji oraz statystyczny aspekt zagad-
nienia.

W zwigzku z ogdlnoscig podanych w rozdziale wiadomosci opisane metody mozna sto-
sowaé zarowno w przestrzeni podstawowych zmiennych losowych X jak i w gaussowskiej
przestrzeni standardowej .

4.1. Liniowa analiza regresji
Termin Liniowa Analiza Regresji, cho¢ ogélnie znany, zwykle budzi niepokéj. Owa nie-
pewno$¢ dotyczy stowa regresja. Stowo to jest historyczng konsekwencja poczatkéw po-
szukiwan zwigzkéw zawartych w danych zestawieniach liczbowych (por. [27))V. W jego

1 Odpowiedzialnym za pierwsze uzycie stowa regression byl znany brytyjski antropolog i meteorolog
Sir Francis Galton (1822-1911). Pierwotnie uzyl nawet stowa reversion w nie opublikowanym przemo-
wieniu Typical laws of heredity in man skierowanym do ROYAL INSTITUTE w 1877 roku. Udokumento-
wane uzycie stowa regression pojawia sie w jego przemowieniu wygloszonym w BRITISH ASSOCIATION
AT ABERDEEN a opublikowanym w Nature oraz w JOURNAL OF THE ANTHROPOLOGICAL INSTITUTE
w 1885 roku. W tej drugiej publikacji Galton przedstawil swoje odkrycie.

(...) Rozmiar zebranych z plonu ziaren nie dazy do upodobnienia sie do rozmiaru ziaren uzytych
do zasiewu, lecz jest zawsze bardziej sredni niz rozmiar ziaren uzytych do zasiewu — mniejsze niz ziar-
na z zasiewu gdy ziarna z zasiewu byly duze, wicksze niz ziarna z zasiewu gdy ziarna z zasiewu byly

49
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podstawowym znaczeniu nie obejmuje ono ogétu wiedzy zwigzanej z tym zagadnieniem.
Jednak termin ten jest juz na trwale wpisany w te wcigz rozwijajacg si¢ dziedzine nauki,
obejmujac coraz szersza klase zagadnien.

Podstawows metodg liniowej analizy regresji stosowang do opracowywania danych
(np. zbidr realizacji @; wektora X wraz z odpowiadajacym mu zbiorem wartosci funkeji
granicznej y; = g(x;)), wyciagania istotnych wnioskéw co do mogacej istnie¢ pomiedzy
nimi zaleznodci oraz do wyznaczenia zastepczego modelu matematycznego jest Metoda
Nagmniejszych Kwadratéw (MNK). Elementarnym przykladem zastosowania MNK jest
dobdr takiej linii prostej, ktora najlepiej reprezentuje zaleznos¢ wigzacg zbiér N punk-
tow ((z1,v1), (x2,92), ..., (xn,yn)) (punkty te mogg byé np. wynikiem przeprowadzonego
eksperymentu). Takie réwnanie prostej

musi wiec zawiera¢ wielko$¢ € uwzgledniajacg rozrzut poszczegdlnych y; poza prosta zwa-
ng rowniez linig regresji. Przyjety model jest wielomianem pierwszego stopnia z funkcjami
bazowymi X = 11i X, a nieznane wielkoéci By i B; sg parametrami tego modelu. Row-
nanie (4.1) zostalo przyjete ,a priori” z zalozeniem, ze dobrze opisuje badang zaleznos¢.
To zalozenie zawsze powinno byé¢ sprawdzone. W przypadku stwierdzenia niezgodnosci
na dalszym etapie analizy nalezy zmieni¢ model. Liniowo$é¢ analizy regresji dotyczy linio-
wosci wzgledem nieznanych parametréw (wspélezynnikéw), a funkcje bazowe moga by¢
takze nieliniowe, np. X2, X3, sin(X) itp. Jak mozna si¢ domy#li¢, liczba funkcji bazowych
i ich kombinacji jest ogromna. 7Z drugiej zas strony liczba parametréw modelu zwykle
powinna by¢ znacznie mniejsza niz liczba punktéw, na podstawie ktérych szacuje sie te
parametry.

Na podstawie zbioru N doswiadczenn mozna wyznaczy¢ estymatory by, by nieznanych
parametrow By, By. Poszukiwane réwnanie prostej moze by¢ przedstawione w nastepuja-
cej postaci

?j == bo + blflf, (42)

gdzie y oznacza przewidywang warto$é y dla danego x. Zbiér N punktéw, ktérych war-
tosci sg znane, umozliwia oszacowanie sredniego btedu popelianego podczas korzystania
z réwnania (4.2). Blad ten powinien by¢ jak najmniejszy. Czyli suma kwadratéw odchylen

N N
=1 =1

powinna mie¢ wartos¢ minimalng. Estymatory by, by wyznacza si¢ z warunkéw ekstremum
funkcji S(By, By)

5 al
(9—3070 = ;(yi—bo—bﬂ?i)o
. - (4.4)

male. Doswiadczenie to pokazuje dodatkowo, Ze srednie cofanie sie rozmiaru zebranego z plonu ziarna
w kierunku sredniej jest wprost proporcjonalne do odchyleii rozmiaru ziarna z zasiewu od $redniej. (.. .)
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Po prostych przeksztalceniach powyzszy uktad réwnan przyjmie postaé

N N
b0N+b12$z’ = Zyz
i=1

i=1
N N N
bo Z; + b1 €T, = Tili.
i=1 i=1 i=1

Roéwnania te nazywane sg réwnaniamsi normalnymsi. Ich rozwigzanie mozna przedstawic
nastepujaco

(4.5)

bp =17y — biT (4.6)
5 (@i — 7)(us — 9)
b = = : (4.7)

gdzie T 1 y oznaczaja wartosci $rednie zbioréw, odpowiednio (xy,zs,...,zxN) oraz
(y1,Y2, ---, yn ). Estymowane réwnanie regresji

y=y+b(x—1), (4.8)

jest wynikiem podstawienia do (4.2) zwigzku (4.6).
Miare doktadnosci z jaks réwnanie regresji (4.2) estymuje poszukiwang, zaleznosé (4.1)
wigzaca zbior N punktéw mozna wyznaczy¢ z nastepujacej tozsamosci

Yi— Ui =Y —0— (Ui — ), (4.9)

obrazujacej zwigzek pomiedzy danymi warto$ciami eksperymentu a wartosciami wyzna-
czonymi za pomocg réwnania regresji. Powyzsze réwnanie po podniesieniu do kwadratu
i przeprowadzeniu sumowania, oraz wykorzystaniu zwigzku

Z(yi -9 —9) = Z@z —9)?%, (4.10)

i=1 i=1

ktéry mozna udowodnié¢ za pomocy, (4.8) i (4.7), prowadzi do nastepujacej zaleznosci

( suma kwadratéw ) B ( suma kwadratéw ) N ( suma kwadratéw )
a a

zmienne] poza Sredni zmiennej poza regresj zmienne] w regresyi
N N N 411)

Z(yz - 5)? = Z(yz — ;) + Z(?)z —9)*

i=1 i=1 i=1
Kazdej sumie kwadratéw odpowiada zwigzana z nig, liczba stopni swobody. Liczba ta po-
kazuje ilo$¢ niezaleznych informacji zawartych w N niezaleznych wartosciach yq, s, ...y,
ktora jest potrzebna do wyznaczenia danej sumy kwadratow. Do wyznaczenia sumy kwa-
dratéw zmiennej poza $rednig jest potrzebnych (N — 1) niezaleznych informacji, poniewaz
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suma wszystkich N wartosci jest réwna zeru. Tylko jedna funkcja zmiennych yq, yo, ...yn
wystarcza do wyznaczenia sumy kwadratéw zmiennej w regresji, mianowicie by (poniewaz
ZZ (0 —g)? = b3 Zz (z; —z)?). Suma ta ma wigc tylko jeden stopieri swobody. Liczba
stopni swobody sumy kwadratéw zmiennej poza regresja wynika z réwnania (4.11) 1 wy-
nosi (N —2). Podziatl stopni swobody odpowiadajacy réwnaniu (4.11) mozna przedstawié
nastepujaco

(N—-1)=(N—-2)+1. (4.12)

Korzystajac z réwnan (4.11) oraz (4.12) mozna zestawié prosta tablice analizy wariancyi
(ANOVA, ang. Analysis of Variance), zob. [27]:

Zrédio Suma kwadratéw Stopnie | Sredni kwadrat
swobody

Regresja | > (9, — (Z Tl — )(Z ) ) 1 MSr

Reszta | D.(yi —4:,)>=SS 1lubz odejmowania N—-2 52 = %

Ogdtem | S (y; — )2 =Y 92 — <Z yi)” N -1

TABELA 4.1. Tablica analizy wariancji. Przypadek jednowymiarowy.

Ostatnia kolumna zawiera wielko$ci powstale w wyniku podzielenia sumy kwadratow
przez odpowiadajaca jej liczbe stopni swobody. M Sg jest to $redni kwadrat zmiennej
w regresji, a s? jest srednim kwadratem zmiennej resztowej (e; = y; — ¥;), ktéry jest
rownoczesnie estymatorem wariancji poza regresja otrzymanym przy N — 2 stopniach
swobody?. Zakladajac, ze dany model obowigzuje, domyslnie czyni sie réwniez pewne
zalozenia dotyczace bledu, ktére 6w model powinien spemhiaé. Podstawowe zatozenia od-
noszg si¢ do bledéw e; poszczegdlnych eksperymentéw:

1. & jest zmienng losows o wartosci oczekiwanej Ele;] = 0 i wariancji Var[g;] = o2
2. g; i €; sg nieskorelowane, Cov(g;,e;) =0 dlai # j
3. &; jest zmienng losowg o rozkladzie normalnym &; ~ N (0, 0?)

W analizie regresji trzecie zalozenie nie jest konieczne. Przyjmujac je, dodatkowo zaktada
si¢, ze €; ¢ €; sg koniecznie niezalezne. Na uwage zastuguje fakt, ze w rzeczywistosci,
w przypadku braku informacji dotyczacych rozkladu bledéw lub nakladania si¢ bledéw
z réznych zrédet o réznych rozkladach na koncowy blad eksperymentu, wystepuje ten-
dencja do przyjmowania rozkladu normalnego zgodnie z zasadg centralnego twierdzenia
granicznego. Badajac zmienne resztowe zawsze mozna sprawdzi¢ obowigzywanie zalozenia
punkt 3.

Jako$¢ réwnania regresji mozna oceni¢ stosujagc standardowe metody statystyczne
(zob. [36]). Analiza regresji bazuje na N realizacjach niezaleznych zmiennych losowych
Y1, Ys, .Yy, Kazda funkcja zmiennych losowych jest zmienng losows okreslong parame-

2) SS jest oznaczeniem pochodzacym od skrétu terminu angielskiego ( sum of squares).
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trami rozkladu, a wiec estymatory by, b; sg réwniez zmiennymi losowymi. Cechy charak-
terystyczne ich rozktadéw, takie jak warto$é srednia czy odchylenie standardowe, nie sg
znane. Mozna postawi¢ hipoteze statystyczna, przypuszczenie dotyczace wartosci $red-
niej, a nastepnie ocenié¢ czy ta hipoteza nie jest falszywa. Jezeli weryfikacja obejmuje
tylko jedng hipotezg, to jest to test poziomu istotnosci. Poziom istotnosci to zalozone
z géry krytyczne prawdopodobienstwo, do ktérego poréwnuje si¢ prawdopodobienistwo
wystgpienia zaobserwowanego zdarzenia, przy zalozeniu zachodzenia testowanej hipote-
zy. Hipoteza zostaje odrzucona gdy prawdopodobienistwo jej wystapienia jest nie wieksze
od prawdopodobienistwa krytycznego. Jedli jest wigksze, to znaczy, ze na podstawie za-
obserwowanego doswiadczenia nie ma przestanek wskazujacych na odrzucenie hipotezy.
Hipotez¢ o wartosci $redniej mozna testowaé¢ bez znajomosci wartoéci odchylenia stan-
dardowego na podstawie testu ¢, ktéry opracowal Gosset (pseudonim Student) 3. Test
ten moze postuzyé¢ réwniez do oceny prawdopodobienstwa dotyczacego wzajemnego po-
lozenia uzyskanego oszacowania wartosci sredniej (np. by) i jego prawdziwej wartosci
(konsekwentnie Bj). Przy zalozonym poziomie ufnosci — czyli prawdopodobieristwie wy-
stepowania poszukiwanej wartosci parametru rozktadu w pewnym przedziale — mozna wy-
znaczy¢ granice tego przedzialu zwanego przedzialem ufnosci. Przyjmujac, ze obowigzuje
zalozenie punkt 3., za pomoca kwantylu rozktadu ¢ o (N — 2) stopniach swobody mozna
wyznaczy¢ przedzialy ufnosci poszczegélnych parametréw modelu oraz zweryfikowaé test
hipotezy (np. hipotezy zerowej parametru By, By = 0) o wartosci $redniej. Statystyczna
ocena réwnania regresji wymaga duzej liczby eksperymentéw. W MPO zaproponowane;j
w niniejszej pracy ilo$é eksperymentow jest znacznie ograniczona czasem wykonywania
analizy, a tym samym niewystarczajagca do wiarygodnego zastosowania statystycznych
metod oceny.

Analiza zmiennych resztowych umozliwia sprawdzenie czy wstepnie przyjety model
(4.1) jest modelem poprawnym (zob. [27]). W przypadku, gdy postulowany model jest
modelem poprawnym, wielkosci b; stanowig estymatory nieobcigzone parametréw B;
(tzn. E[b;] = B;). W przypadku, gdy model nie jest poprawny, estymatory sg obcigzo-
ne (tzn. E[b;] # B;). Zmienne resztowe zawieraja dwa rodzaje bledéw. Blad losowy, ktéry
mozna odnie$¢ do btedu popehianego podczas wykonywania eksperymentu (np. blagd
popeliany w trakcie pomiaru temperatury), nazywany bledem czystym, oraz blad mode-
lu (niedopasowania) wynikajacy z przyjecia zlego modelu matematycznego. Blad czysty
w przypadku analizy numerycznej, czyli obliczenn wykonywanych przy uzyciu tego same-
go oprogramowania i tego samego rodzaju maszyny liczacej oraz przy ustalonych danych
wejsciowych nie wystepuje. Zmienne resztowe zawieraja w takim przypadku tylko infor-
macje o niedopasowaniu modelu. Btad modelu moze byé¢ wigc utozsamiany ze $rednim
kwadratem zmiennej resztowej, czyli s?. Jedli warto$é s? nie jest satysfakcjonujaca, czy-
li obcigzenie estymatoréw jest zbyt duze, nalezy zaczaé testowanie innego modelu (np.
wielomianu wyzszego stopnia).

Dodatkows miara wzglednego udziatu odchylenia tltumaczonego przez regresje w cal-

3) Testy moga by¢ przeprowadzane zaréwno wzgledem t jak i F (Fischera—Snedecora) przy podobnym
argumencie, przy czym t> = F.
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kowitym odchyleniu wzgledem éredniej jest wspotezynnik R? przyjmujacy wartoséci z prze-
dziatu [0,1]:
(SS w regres;ji) X (9 — y)*

2 — = ) 4.1
R (SS poza érednia)  X(y; — )2 (4.13)

Innymi stowy, R? jest kwadratem wspétezynnika korelacji wielokrotnej, ktéry jest miarg
kwadratu korelacji pomiedzy y i y. Jedli zaproponowany model idealnie odzwierciedla
poszukiwang zalezno$¢ to R? = 1. Trzeba jednak sobie zdawaé sprawe z tego, ze R>
moze przybraé¢ wartosé¢ réwng jednosci poprzez zastosowanie w modelu N odpowiednio
wybranych wspétczynnikéw (N oznacza liczbe eksperymentéw), gdyz wtedy mozna przy-
ja¢ model dobrany doktadnie do danych. W takim przypadku réwnanie regresji jedynie
"taczy" punkty najprawdopodobniej w ogdle nie opisujgc poszukiwanego odwzorowania.
R? jest miarg uzytecznosci danej funkcji bazowej wystepujacej w modelu, oprécz wyrazu
wolnego by.

4.2. Ogodlna postaé regresji

Powyzsze rozwazania, stosujagc rachunek macierzowy, mozna rozszerzy¢ na przypadek
wielowymiarowy, w ktérym argumentem funkcji Y = g(X) jest n wymiarowy wektor
zmiennych losowych X = [X7, X5, ..., X,,]. Liniowy model opisujgcy zaleznosé wigzaca,
zbior N punktéw w n wymiarowej przestrzeni z odpowiadajacym mu zbiorem warto-
ci funkcji ([x1,y1 = g(x1)], [£2, 92 = g(x2)], ..., [®Nn, yn = g(xn)]) mozna przedstawié
w nastepujacej postaci

Y =XB +e¢, (4.14)

gdzie B jest p elementowym wektorem wspolczynnikéw liniowych, Y  jest
N elementowym wektorem wartosci funkcji odpowiadajacych N realizacjom @; wekto-
ra X skladajacego si¢ z z;,7 = 1,...,n zmiennych, ktérego wartosci odpowiednich funkcji
bazowych zebrane sa w N X p wymiarowej macierzy X. Struktura macierzy X jest wyja-
$niona w nastepnym podrozdziale (por. rozdzial 4.3). € jest N elementowym wektorem
bledéw odpowiadajacych poszczegdélnym realizacjom.

W liniowej analizie regresji zaklada si¢ analogicznie, ze € jest wektorem zmiennych lo-
sowych o wartosciach oczekiwanych E[e] = 0 i nieznanych wariancjach Var[e] = diag[Io?]
oraz, ze elementy € sg nieskorelowane. Konsekwencjg zatozenia E[e] = 0 jest E[Y | = XB.
Suma kwadratéw bledéw wynosi

e'le=(Y -XB)"(Y -XB)=Y'Y - 2B'X"Y + B'X"XB. (4.15)

Zastosowanie MNK pozwala na wyznaczenie wartosci estymatora B minimalizujacego
powyzszg sume kwadratow bledéw. Mozna to uzasadni¢ rézniczkujac powyzsze réwnanie
oddzielnie wzgledem kazdego B; i przyréwnujac powstale wyrazenia do zera, jednocze$nie
zastepujac nieznane wspétezynniki B przez ich estymatory b. Powstaly w ten sposéb
uktad rownarn normalnych jest nastepujacej postaci

(X'X)b =X"Y. (4.16)
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W przypadku istnienia p niezaleznych réwnan macierz (X'X),,, tego uktadu jest nieoso-
bliwa i istnieje jej odwrotnosé. Wtedy mozna zastosowaé standardowe rozwigzanie uktadu
rownan normalnych

b= (X"X)"'xY (4.17)

dowolng ze znanych metod rozwigzywania ukladéw réwnan, np. metode eliminacji Gaus-
sa. Jedli jest to uklad réwnan zaleznych to macierz XTX jest osobliwa, a jej odwrotnogé
nie istnieje. Moze réwniez zdarzyé¢ sie sytuacja, w ktérej macierz XX jest bliska oso-
bliwosci, np. ze wzgledu na zle uwarunkowanie. W obu przypadkach mozna zredukowaé
liczbe parametréw B; definiujacych model poprzez eliminacje parametréw powodujacych
osobliwosé. Tym samym nastepuje zmiana pierwotnie przyjetego modelu.

Metoda SVD (ang. singular value decomposition por. [37]) umozliwia identyfikacje
i eliminacj¢ parametréw odpowiedzialnych za osobliwo$é. Rozwigzanie zadania najmniej-
szych kwadratéw (4.14) metoda, SVD mozna przedstawi¢ nastepujaco

znalezé takie B, ktére minimalizuje |XB — Y |°. (4.18)

Metoda bazuje na dekompozycji macierzy Xy, na iloczyn trzech macierzy. Dwie skraj-
ne Unyp, Vyxp s ortogonalne (skladajg sie z kolumn ortonormalnych), a trzecia Wy,
diagonalna, pozwala na identyfikacje parametréw powodujacych osobliwo$é

X = UWV" = Uldiag(w;)]V"*. (4.19)

W przypadku kwadratowej macierzy X, odwrotnos¢ powyzszego iloczynu mozna tatwo
otrzymac, wykorzystujac wlasnosci macierzy ortogonalnych (transpozycja macierzy orto-
gonalnej jest réwna jej odwrotnosci). W przypadku wiekszej liczby réwnari niz niewiado-
mych, z jakim zwykle ma si¢ do czynienia w MNK, rozwigzanie jest tej samej postaci.
Zastepujac nieznane parametry B poprzez ich estymatory b rozwigzanie metodg SVD
mozna przedstawi¢ nastepujaco:

b= (V) "W U'Y = V[diag(1/w;)]U"Y. (4.20)

Eliminacja parametru b; odbywa si¢ poprzez zastapienie i—tego wyrazu w macierzy dia-
gonalnej W, jesli jest rowny zeru lub bliski zera, przez zero w odwrdéconej macierzy
diagonalnej [diag(1/w;)]. Rozwigzanie, w przypadku gdy liczba niezaleznych réwnan jest
wigksza od liczby niewiadomych, jest identyczne z najlepsza, aproksymacjg w sensie bledu
sredniokwadratowego. W sytuacji gdy wspoélczynniki odpowiadajace réwnaniom zaleznym
sg eliminowane to rozwigzanie, gdy uklad jest wcigz nadokreslony, jest dalej identyczne
z najlepszg aproksymacjg w sensie bledu sredniokwadratowego lecz teraz juz zreduko-
wanego modelu. Metoda SVD pozwala réwniez na otrzymanie rozwigzania w przypadku,
gdy uktad jest niedookreslony (rozwigzanie ogélne uktadu réwnan). Algorytm MPO raczej
wyklucza wystapienie takiego przypadku.

Rozwigzanie MNK ogdlnej postaci regresji (4.17) posiada szereg istotnych wlasnosei.
Niezaleznie od wlasnoéci dowolnego rozkladu bledéw minimalizuje sume kwadratéw e'e.
Elementy wektora b stanowia estymatory nieobcigzone elementéw wektora B o najmniej-
szych wariancjach ale tylko wtedy, gdy postulowany model jest modelem poprawnym (tzn.
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E[b] = B). Znalezienie poprawnego modelu w przypadku nieznanej i skomplikowanej re-
lacji jest raczej niemozliwe. W dgzeniu do satysfakcjonujacej aproksymacji zawsze istnie-
je kompromis pomiedzy dwoma skrajnosciami. Z jednej strony koszty zwigzane z uzy-
skaniem informacji sugerujg jak najmniejszg liczbe funkcji bazowych (wspélezynnikéw
bi,i = 1,...,p) tworzacych réwnanie regresji. Z drugiej, jakos¢ aproksymacji, jej wiary-
godnos¢ wskazujg na uzycie jak najwiekszej liczby wspétczynnikéw (odpowiednio wigksza
liczba eksperymentéw). Rozpatrywany w MPO model nie jest wige z zalozenia poprawny
a jego estymatory sg obcigzone. Na wielko$é¢ obcigzenia wspoétczynnikéw, oprécz réznicy
pomiedzy postulowanym a rzeczywistym modelem, wplywa réwniez wybdr realizacji x;
tworzacych zbiér danych, na ktérych rozpieta jest aproksymacija. Swiadomie zaprojekto-
wany zbidr realizacji nosi nazwe planu eksperymentéw (por. rozdziat 4.3). W ogdélnosci
nie ma procedury statystycznej prowadzacej do uzyskania najlepszego rozwigzania, a na
ostateczny wybdr najwigkszy wplyw ma wlasny osad. Istniejace przestanki utatwiajgce
wyb6r postaci réwnania regresji (czyli np. stopnia wielomianu czy tez rodzaju cztonéw
mieszanych) oraz odpowiedni plan eksperymentéw, mogg znacznie zmniejszy¢ liczbe wy-
konywanych eksperymentéw. Nawet w tak niedoskonalej z punktu widzenia poprawnosci
modelu metodzie, istnieje szereg procedur poszukiwania ‘najlepszego’ réwnania regresji
(por. [27]), czyli wyznaczenie podzbioru takich funkcji bazowych z zalozonego ‘a priori’
zbioru (np. zbiér [1, X;, X;X;, i,7 = 1,...,n]), ktéry najlepiej opisuje badang zaleznos¢.
Przewaznie kryterium oceny jakosci rownania regresji stanowi test ¢ lub F'. Podstawowa,
a zarazem wymagajacg najwiekszych nakiadow obliczeniowych jest metoda wszystkich
mozliwych regresji. W tej procedurze wybdr najlepszego rownania regresji przeprowadza-
ny jest przy pomocy uogdlnienia wielkodci R?. W ogélnej postaci regresji jest to kwadrat
wspdtezynnika korelacji wielokrotnej (ang. square of the multiple correlation coefficient)
inaczej nazywany wspdtczynnikiem determinacji wielokrotnej (ang. coefficient of multiple
determination) zdefiniowany ta sama, formulg, (4.13).

Usprawiedliwienie stosowania MNK wynika z przyjetych zalozen. Jezeli bledy sg nie-
zalezne i podlegaja rozktadowi normalnemu &; ~ N(0,0?), b stanowi najbardziej wiary-
godny estymator B (czyli € ~ N (0, I0?), e podlega n wymiarowemu rozktadowi normal-
nemu, Ele] = 0 i Var[e] = diag[Ic?]), to funkcje gestosci rozktadu prawdopodobieristwa
zmiennych Y7, Y5, .Yy (por. (3.5)) mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

n

1 —g2 1 T
fele) = H o(2m)l/? P {2;} - o™ (2m)n/? P |:;0'§:| ' (421)

=1

Przy ustalonej wartodci o maksymalizacja funkcji fe(g) jest réwnowazna minimalizacji
wielkoéci eTe. W MPO nie ma zadnych przestanek aby przyjaé jakikolwiek rozklad ble-
déw. Powodem jest mata liczba eksperymentéw w stosunku do liczby wspélczynnikéw
modelu oraz w wigkszosci przypadkéw brak przestanek co do rzeczywistej postaci mo-
delu matematycznego. Tym niemniej, MNK umozliwia wyznaczenie wspodlczynnikéw b
minimalizujgcych sume e'e.

Podstawowe wielkosci charakteryzujace ogdlne réwnanie regresji zebrano w tablicy 4.2
analizy wariancji (ANOVA), ktéra jest uogdlnieniem jednowymiarowego przypadku (Ta-
bela 4.1). Suma kwadratéw b'XTY jest sumg dwéch wyrazen, sumy kwadratéw w regresji
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Zrédlo | Suma kwadratéw | Stopnie swobody Sredni kwadrat
Regresja b'X'Y P MSg = ('XTY)/p
Reszta | Y'Y —b'XTY N-p 2= (Y'Y - b'X"Y)/(N — p)
Ogdlem Y'Y N

TABELA 4.2. Tablica analizy wariancji

S (9; — y)?* oraz poprawki centrujacej wzgledem sredniej (> y;)?/N. Stad liczba niezalez-
nych informacji zawartych w tej sumie jest réwna liczbie wspétczynnikéw p. Z powodu
braku bledu czystego s? jest zarazem bledem modelu.

Szczegblne zastosowanie analizy regresji w niniejszej pracy wymaga zastosowania me-
tody nagmniejszej sumy wazonej kwadratéw (wyprowadzenie ukltadu réwnan normalnych
tej metody mozna znalez¢ w pracy Drapera i Smitha [27]). Metoda ta, bazujaca na
rozwigzaniu MNK, pozwala uwzgledni¢ wplyw waznosci eksperymentéw w wyznaczaniu
ksztaltu koricowej aproksymacji. Taki zabieg zwykle jest stosowany przy braku zaufania
do wybranych wynikéw eksperymentow, co przektada si¢ na przyjecie réznych wartosci
wariancji btedéw popemmianych podczas wykonywania eksperymentéw. Idea metody po-
lega na transformacji wynikéw eksperymentéow Y na takie zmienne Z, ktére spehiaja,
podstawowe zatozenia MNK (Z = QB + f,E[f] = 0, Var[f] = diag[I5?]), a nastepnie
zastosowaniu standardowej procedury MNK. Poszukiwany wektor estymatoréw b mozna
wtedy ponownie wyrazi¢ za pomocy pierwotnych danych Y. Rozwigzanie uktadu réwnan
normalnych (4.17) ulega nastepujacej modyfikacji

b= X'V X)) X'vly, (4.22)

gdzie V' jest N x N wymiarowg macierzg wariancji. Gdy eksperymenty sg niezalezne, to
macierz V jest diagonalna, a jej odwrotno$¢ tworzy macierz wagows,

V= diag [wy, ws, ..., w,)] . (4.23)

W MPO réznicowanie wariancji bledéw symulacji komputerowych jest zabiegiem sztucz-
nym, majacym na celu uzyskanie adekwatnej aproksymacji funkcji granicznej w otoczeniu
punktu o najwigkszej wartosci funkcji tgcznej gestosci prawdopodobieristwa odpowiada-
jacego awarii.

Skrocenie czasu samej analizy regresji, a takze lepsza dokladnosé obliczen przy esty-
macji wspotczynnikéw modelu, mozna uzyskaé poprzez zastosowanie jako funkcji bazo-
wych wielomiandw ortogonalnych g—tego stopnia. W przypadku jednej zmiennej funkcje
bazowe (p1(X) = X, p2(X) = X2, ..., p,(X) = X) okreslajg model w nastepujgco

Y; = BO + Blpl(ﬂfl) -+ ngg(ﬂfl) + ...+ quq(xl) +&; (Z = 1, 2, ey N) s (424)

gdzie N > q, a eksperymenty x1, xs,...,xx S§ zaplanowane w rownych odstepach d od



58 4. METODA POWIERZCHNI ODPOWIEDZI (MPO)

siebie. Wielomiany te majg nastepujace wiasnosci

ij(x,-) =0 (1=1,2,...,q)
Y opi@pe(z) =0 (Gik=1,2,..,4:#k) (4.25)

=1

N
Zp?(x» 0  (j=12..9).

Macierz X ogdlnej postaci regresji mozna wiec przedstawi¢ nastepujgco

1 pi(z1)  pa(x1) py(T1)
x| 1 pl@) paz2) Pq(2) (4.26)
1 pi(zn) pa(on) oo pelzn)

Rozwigzanie MNK (4.17) modelu (4.24), ktérego funkcje bazowe sg wielomianami or-
togonalnymi znacznie si¢ upraszcza. Znika problem zwiazany z wyznaczeniem macierzy
odwrotnej (XTX)~! poniewaz iloczyn

XTX = diag [N Zpl x;) Zp2 Ti),. qu x; ] (4.27)

i=1

generuje macierz diagonalng. Postaé¢ pierwszych dwdéch wielomianéw jest nastepujaca

pi(X) = {X;X}, po(X) = [(X;XY— <N212_1>] , (4.28)

gdzie X = (Zf\il x;)/N. Diagonalng postaé¢ powyzszego iloczynu mozna réwniez uzyskaé
planujac odpowiednio eksperymenty (zob. rozdziat 4.3).

W  MPO  przyjeto  model  matematyczny, ktérego  funkcje  bazowe
sg ~ wielomianami co najwyzej drugiego stopnia 2z czlonami mieszanymi
(1, X;, X, X,, 47 = 1,..,n). Model zawierajgcy wszystkie skladowe wektora
B = [By, By, ..., By, Bia, ..., Bin—1yn, Bi1, ..., Bnn| w liczbie p = (n® + 3n+ 2)/2 mozna
przedstawi¢ nastepujaco

Y = BO+ZBX +Zl ; Bi; XX +ZBMX2+5 (4.29)
=1 j=1+41

W prezentowanej pracy wykorzystywane sg réwniez modele prostsze, w ktérych zaklada
sig, ze czes¢ skltadowych wektora B ma wartosci zerowe.
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4.3. Planowanie eksperymentéw

Wiadomos$ci wykorzystane w niniejszej pracy zawarte w tym podrozdziale sa czescig szer-
szego dzialu zwigzanego z metodyka badan do§wiadczalnych (por. [85]). Teoria ta, opraco-
wana w celu wyznaczenia zaleznosci funkcyjnej miedzy wielkosciami charakteryzujacymi
obiekt badan (zbiér z danymi), taczy trzy nastepujace zagadnienia:

e modelowanie matematyczne obiektéw badan,

e planowanie (programowanie) doswiadczeri (eksperymentéw),

e analize wynikéw.
Jezeli istniejace przestanki pozwalaja przyjaé¢ 'a priori‘ model matematyczny, to odpo-
wiadajacy mu plan doswiadczen powinien by¢ tak zaprogramowany, zeby réwnoczesnie
zapewnia¢ najlepsze wykorzystanie informacji zawartej w uzyskanych danych oraz umozli-
wiaé latwg analize wynikéw. Jesli model matematyczny nie jest znany, to dobrze zaprogra-
mowany plan do$wiadczen powinien dopuszczaé mozliwos¢ uzupemhmienia go dodatkowym
planem eksperymentéw oraz modyfikacje modelu matematycznego. Nalezy zaznaczy¢, ze
plan doswiadczen powinien byé¢ dostosowany do danego modelu matematycznego.

I[stnieje szereg opracowanych metod planowania do$wiadczen, pozwalajacych uzyskac
w optymalny sposéb interesujacg badacza informacje (zob. [126]). Uzyte w pracy meto-
dy mozna sklasyfikowaé jako plany eksperymentéw statycznych zdeterminowanych (por.
[85]). Do tej klasy nalezg plany kompletne dwuwartosciowe i tréjwartosciowe (nazywane
réwniez planami czynnikowymi [126], ang. factorial design). Tak zaprojektowany plan
eksperymentéw zawiera kazdg mozliwg kombinacje wartosci (ustalonych przez badacza
realizacji kazdej zmiennej, przy czym kazda zmienna ma taks samg liczbe realizacji)
wszystkich zmiennych &,&,...,&,. Pozwala on szacowaé efekt zmiany wartoéci jednej
zmiennej niezaleznie od pozostatych. Inng wazng zaletg planéw czynnikowych jest mozli-
wos¢ uwzglednienia tacznego wplywu dwdéch zmiennych w réwnaniu regresji. Plany eks-
perymentéw przedstawione ponizej dotyczg zadan, w ktérych réwnanie regresji jest wie-
lomianem co najwyzej drugiego stopnia.

Zaplanowany zbiér do$wiadczen, ktéry okresla dany plan eksperymentéw, wygodnie
jest przedstawi¢ za pomocg macierzy

511 521 fnl
==| (1.30)
glN €2N an

nazywanej macierza, projektows. Macierz ta skiada si¢ wiec z N realizacji wekto-
ra zmiennych, a pojedyncze i-te zaplanowane do$wiadczenie reprezentuje ity wiersz
(€15 &2i -+ &ni) macierzy.

Podstawowymi planami eksperymentow czynnikowych sg plany kompletne dwuwarto-
Sciowe. Plan ten zaktada tylko dwie realizacje kazdej z n zmiennych (liczba kombinacji

N = 2"). W przypadku trzech zmiennych (liczba eksperymentéw N = 23), gdy kaz-
_l’_

da ze zmiennych przyjmuje dwie wartosci, mniejszg §, 1 wieksza ", wszystkie mozliwe
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kombinacje mozna przedstawi¢ nastepujaco

& & &
g & &
& & é"i
=_ | & & &
S R (4.31)
& & &
& & &
& & 4]

Macierz projektowa mozna przetransformowaé wedtug nastepujacego wzoru

@:2<&%&), (4.32)

gdzie d; = & — & oraz & = (& +&7)/2, a & jest mniejszg (wigksza) wartodcia, i-tej

zmiennej. Ta operacja, ktéra mniejszej wartosci ; zmiennej przypisuje liczbe —1, a wigk-
szej &' liczbe 1, pozwala na wygodne i efektywne numerycznie przedstawienie macierzy
projektowej. Powyzsza macierz bedzie zawiera¢ teraz jedynie liczby catkowite

X1 Xy X;
[ 1 —1 -1 ]
1 -1 —1
1 1 -1
1 -1 1
X = . 4.33
1 1 1 (4.33)
1 —1
1 1 -1
1 1 1

Tego typu plan eksperymentéw moze postuzy¢ do estymowania modelu liniowego, po-
niewaz dostepne sg tylko dwie wartosci kazdej zmiennej. Kolejna modyfikacja macierzy
projektowej jest zwiazana z uwzglednieniem wyrazu wolnego. Przy standardowych zalo-
zeniach dotyczacych bledu, liniowy model mozna przedstawié¢ nastepujaco

Y = BO + Ble + BQXQ + Bng + €. (434)
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Wyrazowi wolnemu odpowiada dodatkowa kolumna w macierzy projektowe;j

By By By Bj

X, X, X,
(1 -1 -1 —1]
1 -1 -1 1
1 -1 1 -1
1 -1 1 1
X = 1.
1 1 -1 -1 (4.35)
1 1 -1 1
1 1 1 -1
1 1 1 1

Kolumny tej macierzy tworza wektory do siebie prostopadle. Ta wiasno$é implikuje
diagonalnos$¢ macierzy

X'X = (4.36)

Dlatego tez estymatory by, by, by oraz bs odpowiadaja elementom macierzy X'Y po-
dzielonym przez 8 (por. 4.17). Specyfika takiego planu eksperymentéw powoduje réwniez,
ze wspOtczynniki regresji nie sg skorelowane

Covb = Cov =0’ (XTX)f1 = (0?/8) I. (4.37)

Plany kompletne dwuwartosciowe nalezg do szerszej klasy tak zwanych plandw ortogonal-
nych. Tego rodzaju plany moga implikowaé diagonalnoéé iloczynu XTX, a co si¢ z tym
wigze, wspdtczynniki modelu bazujacego na takim planie nie sg skorelowane.

Plany kompletne dwuwarto$ciowe mogg by¢ réwniez uzyte w przypadku, gdy model
liniowy zawiera czlony mieszane B;; X; X;,7 # j. W przypadku trzech zmiennych (N =
23), zredukowany model (4.29) z wyrazem wolnym oraz z cztonami liniowymi i mieszanymi

Y = BO + Ble + BQXQ + Bng + BnglXQ + Bngng + BQgXQXg + e (438)
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reprezentuje nastepujaca macierz projektowa

X1 Xo X3 X1 Xo X1X3 XoX;

(4.39)

PR
I
e e e e S e

gdzie plan eksperymentow opisujg kolejne wiersze odpowiadajgce kolumnom X, Xo, Xj.
Kolumny tej macierzy tworza wektory do siebie prostopadle, czyli macierz XTX jest
diagonalna. Interpretacje graficzng planu kompletnego dwuwartosciowego dla trzech
zmiennych przedstawia Rysunek 4.1.

RYSUNEK 4.1. Plan eksperymentu N = 2", n = 3.

W przypadku trzech réwnoodlegtych od siebie realizacji kazdej z n zmiennych
(&7, €2, &) (liczba kombinacji N = 3") mozna uzy¢ tej samej transformacji (4.32), przy
czym realizacji §rodkowej £ jest przypisana liczba 0. Pozostale wielkosci sg zdefiniowane
analogicznie d; = & — & a X; = (6 + & + &7)/3. Dla dwéch zmiennych zreduko-
wany model (4.29) po modyfikacji zapewniajacej diagonalnoéé¢ iloczynu XTX przyjmuje

nastepujacg postac

Y = By+ B1 X1 + By Xy + B1o X1 Xo + B (X7 — X7) 4 Boo(X3 — X3) + ¢, (4.40)
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ktéra implikuje stosowng modyfikacje macierzy projektowej

X, X, XP-X? XJ-X7 XiXs

(1 -1 -1 1/3 1/3 1
1 -1 0 1/3  —2/3 1
1 -1 1 1/3 1/3 1
1 0 -1 —2/3 1/3 1
X=1|1 0 —2/3  —2/3 1
1 0 1 —2/3 1/3 1
11 -1 1/3 1/3 1
11 /3 —2/3 1
1 1 1 1/3 1/3 1

: (4.41)

gdzie X? jest érednig wartoscig zmiennej X?2. Kolejne wiersze odpowiadajace kolumnom

X1, X5 opisujg plan eksperymentéw. Plan czynnikowy tréjwarto$ciowy umozliwia uzycie

pelnego modelu wielomianu drugiego stopnia. Podstawowsg przeszkods w jego praktycz-

nym zastosowaniu jest znaczny wzrost liczby kombinacji wraz ze wzrostem liczby zmien-

nych. Analiza jedynie trzech zmiennych wymaga przeprowadzenia az 27 eksperymentéw,

co najlepiej ilustruje Rysunek 4.2.

RyYSUNEK 4.2. Plan eksperymentu N = 3", n = 3.

Planem eksperymentéw wykorzystujacym zalety eksperymentu czynnikowego dwu-

warto$ciowego oraz umozliwiajacym uwzglednienie cztonéw kwadratowych jest plan sta-

tyczny zdeterminowany poliselekcyjny (wieloczynnikowy) (ang. CCD, Central Composite

Design). CCD jest planem czynnikowym dwuwarto$ciowym, poszerzonym o plan ekspe-
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rymentow osiowych, ktére opisuje macierz

Xl X2 Xn
[0 0 0
A 0 0
A0 0

0 —A 0

X = 4.42

0 0 ... —A

0 A

gdzie A jest ustalong przez eksperymentatora odlegloscig od poczatku ukladu wspdt-
rzednych. Interpretacje graficzng planu eksperymentéw osiowych dla trzech zmiennych
przedstawia Rysunek 4.3. Model (4.29) w przypadku trzech zmiennych, po modyfikacji

A X3

RyYSuUNEK 4.3. Plan eksperymentu osiowego, n = 3.

analogicznej do przeprowadzonej w przypadku planu czynnikowego tréjwartosciowego,
mozna przedstawi¢ nastepujaco

3 2 3 3
Y=Bo+> BiXi+> > ByXiX;+ ) BulX]-X])+e. (4.43)
=1 =1

i=1 j=1+i
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Odpowiadajaca temu modelowi macierz projektowa, po transformacji (4.32) zmiennych,
przyjmuje postac

By By By Bj B Bay Bs3 By Biz B
X, Xo X3 Xi—-XP XJ5-X) XI-X7XiXo XiX3 XoX3
(1 -1 -1 -1 1-c 1-c 1-c 1 1 1]
1 -1 -1 1 1—c 1—c 1—c 1 -1 -1
1 -1 1 -1 1—c¢ 1—c¢ 1—c¢ —1 1 —1
1 -1 1 1 1—c¢ 1—c¢ 1—c¢ —1 —1
1 1 -1 -1 1—c 1—c 1—c -1 —1
1 1 -1 1 1—c¢ 1—c¢ 1—c¢ —1 1 —1
1 1 1 -1 1—c 1—c 1—c 1 -1 —1
X=1 1 1 1 1—c 1—c l—c 1 1 1], (444
1 0 0 0 —c —c —c 0 0 0
1 —A 0 0 A?—¢ —c —c 0 0 0
1 A 0 0 A?—¢ —c —c 0 0 0
1 0 —A 0 —c A2 —¢ —c 0 0 0
1 0 A 0 —c A? —¢ —c 0 0 0
1 0 0 —A —c —c A’ —c 0 0 0
1 0 0 A —c —c  A’—c 0 0 0 |

gdzie ¢ = (2"+2A?)/(2"+2n+1), a kolejne wiersze odpowiadajace kolumnom X, X5, Xj
opisuja plan eksperymentéw widoczny na Rysunku 4.4 (liczba eksperymentéw N = 2™ +
2n + 1). Macierz XTX w ogélnosci nie jest diagonalna

A X3

RYSUNEK 4.4. Plan eksperymentu CCD, n = 3.
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BO Bl B2 B3 Bll BQ2 333 Bl? Bl3 B23
s ;
8 +2A2
8 +2A?
8 + 2A?
X — ! 4 7 . (4.45)
r q
.
8
8

L 8 -

Jej czes¢ odpowiadajgca wspodlczynnikom B;; tworzy symetryczng macierz o wy-
miarze n X n, ktora zawiera réwne sobie niezerowe czlony pozadiagonalne
q=(2"(2n +1) — 4A22" — 4A*) /(2" + 2n + 1). Spehienie warunku ¢ = 0 zapewnia or-
togonalnosé planu CCD, co z drugiej strony ustala warto$¢ A przy zadanym n (tabl.
4.3). Narzucony ortogonalnoscig CCD warunek nie zawsze jest akceptowalny, a utrudnie-

n 2 3 4 5 6 7 8
A [ 1.000 | 1.216 | 1.414 | 1.596 | 1.761 | 1.910 | 2.045

TABELA 4.3. Tablica warto$ci A ortogonalnego planu CCD

nia wynikajace z odwrdcenia stosunkowo niewielkiej cze$ci macierzy (4.45) obecnie nie
stanowig problemu rachunkowego.

Przedstawione powyzej plany eksperymentow oraz podstawowa analiza regresji, zosta-
ly zaimplementowane w komercyjnym programie analizy niezawodnosci COMREL, zinte-
growanym z kodem elementéw skoriczonych PERMAS. Potaczenie tych dwéch programéw
oraz mozliwos¢ rownoleglego przeprowadzania obliczen pozwala na efektywne projektowa-
nie zlozonych zagadnienl inzynierskich. Praca zostala wykonana w ramach miedzynarodo-
wego projektu europejskiego ASRA-HPC 4. Plany eksperymentéw stanowia baze MPO
do poszukiwania aproksymacji funkcji granicznej Y = g(X) w gaussowskiej przestrzeni
standardowej U oraz w oryginalnej przestrzeni zmiennych losowych X.

4) The European Community ESPRIT IV/HPCN Simulation and Design Project No. 28159, Domain 6,
Task 6.18, Advanced Structural Reliability Analysis on High Performance Computers (ASRA-HPC),
coordinated by INTES (PERMAS), Stuttgart, Germany.



ROZDZIAL

Wybrane algorytmy analizy niezawodnosci
przy uzyciu MPO

Rozdzial zawiera opis przedstawiajacy chronologiczny rozwdéj koncepcji metody po-
wierzchni odpowiedzi, analize przeprowadzonych testéw oraz wyniki analizy niezawod-
nosci rzeczywistych konstrukeji. Przyjeta koncepcja bazuje na znalezieniu takiej aproksy-
macji G(U) funkeji granicznej G(U), ktéra dawalaby reprezentatywna, postaé powierzch-
ni granicznej G(U) = 0 w otoczeniu punktu projektowego, za pomocs jak najmniejsze]
liczby symulacji. Wlasnosci przestrzeni U oraz przyjeta koncepcja narzucily szereg dodat-
kowych rozwigzan, ktére istotnie wpltywajg na wynik analizy.

5.1. Algorytm MPO

Zaproponowana w niniejszej pracy MPO bazuje na klasycznych juz algorytmach analizy
niezawodno$ci FORM oraz SORM (zob. rozdzial 3) oraz na ogdlnych ideach zawartych
w pracy Rackwitza [91]. Tak jak we wspomnianych metodach prezentowany algorytm
MPO jest realizowany w gaussowskiej przestrzeni standardowej . MPO mozna podzieli¢
na dwa etapy:

I. poszukiwanie punktu centralnego — ta czg$¢ bazuje na procedurze optymalizacyjnej
RF (zob. (3.26));

II. zaplanowanie i wykonanie dodatkowego zbioru eksperymentéw (bez lub ze zbiorem
wybranych eksperymentéw z pierwszego etapu) oraz wagowej aproksymacji funk-
cji granicznej wielomianem pierwszego lub drugiego stopnia w otoczeniu punktu
centralnego.

Wynikiem I etapu MPO jest wstepne oszacowanie potozenia punktu projektowego. Ponie-
waz punkt projektowy jest dokladnie zdefiniowany, zob. rozdziat 3.1.3, kazde oszacowanie

67
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polozenia u* w przestrzeni U (analogicznie &* w przestrzeni X') zostalo nazwane punk-
tem centralnym w. (x.). Na I etapie, w otoczeniu punktu centralnego dana jest réwniez
wstepna aproksymacja funkcji granicznej G(U) hiperplaszczyzng. Dane te, w wielu przy-
padkach pozwalajg na wystarczajgco dobre oszacowanie P;. Rezultatem II etapu jest
aproksymacja G(U) wielomianem pierwszego lub drugiego stopnia. Wykorzystujac za-
miast niejawnej i kosztownej obliczeniowo funkeji G(U) jej aproksymacje G(U) mozna
znalezé¢ “doktadniejsze” oszacowanie polozenia punktu centralnego (oszacowaé wielkosci
krzywizn gléwnych) metodag, FORM (SORM). Dokladnosé nowej lokalizacji u. nalezy
rozumie¢ jako reprezentatywne polozenie tego punktu ze wzgledu na doktadnosé osza-
cowania wartosci calki (3.9). Algorytm MPO ze wzgledu na charakter MNK, a takze
z powodu wzorowania si¢ na metodach FORM oraz SORM, wymaga zastosowania dodat-
kowych rozwigzar.

Procedura poszukiwania punktu centralnego w MPO

Procedura optymalizacyjna RF jest algorytmem gradientowym poszukiwania punktu pro-
jektowego (zob. (3.26)). Jesli nie jest dostepna analiza wrazliwosci konstrukeji, to gra-
dient jest wyznaczany metoda réznic skoriczonych przy okreslonej wielkosci perturbacji.
W MPO, na kazdym i—tym kroku procedury, planowany eksperyment jest podobny do
planu wyznaczonego przez metode réznic skoriczonych (N = n + 1) lecz o duzo wigkszej
odlegtosci pomiedzy punktami d; tworzacymi plan (przy n = 3, Rysunek 5.1). Wielomian

A U

RYSUNEK 5.1. Plan stuzacy do aproksymacji/interpolacji hiperplaszczyzny.
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pierwszego stopnia (por. (4.29))
i=1

stuzy do interpolacji funkcji granicznej na kazdym kroku procedury optymalizacyjne;j.
W procedurze RF wspélezynniki b; réwnania regresji (5.1) sg jednoczesnie traktowane
jako skladowe gradientu VG(U) = [by, by, ...b,]. Baza §; maleje liniowo w trakcie poszu-
kiwania punktu centralnego wedlug nastepujacej formuty

gdzie odleglo$é¢ poczatkowa d; oraz maksymalna ilosé iteracji i,,q, 88 okreslanymi z gory
parametrami procedury. Przerwanie procedury nastepuje, gdy spelnione zostanie kry-
terium zbieznosci (przy zatozonej doktadnosci e, zob. (3.27)), czyli znaleziony zostanie
punkt centralny u.. W procedurze zastosowano réwniez podstawowy algorytm redukcji
dhugosci kroku (zob. (3.30)), w ktérym diugosé kroku jest redukowana o potowe (maksy-
malnie cztery razy, do 1/16 pierwotnej dtugosci kroku), az do osiggniecia bezwzglednej
wartodci funkcji granicznej G(@**V) mniejszej od poprzedniej.

Obrét przestrzeni U w MPO

W algorytmie MPO, podobnie jak w metodzie SORM, po znalezieniu u,. mozna obrdcié
przestrzen U tak, aby jedna z osi pokrywata si¢ z kierunkiem wyznaczonym przez wektor
prostopadly do funkcji granicznej w punkcie centralnym. Operacja ta pozwala lepiej do-
pasowaé wielomian aproksymujacy do rzeczywistego ksztattu funkcji granicznej w poblizu
powierzchni granicznej G(u*) = 0 w otoczeniu punktu uw*.

Metoda najmniejszej sumy wazonej kwadratow

W analizie niezawodnosci metoda FORM, ze wzgledu na wtasnosci przestrzeni U, najistot-
niejsze jest polozenie punktu projektowego. Dlatego tez zastosowanie odpowiednich wag
pozwala zapewni¢ whasciwy ksztalt powierzchni odpowiedzi, zob. wzér (4.22). Nadanie
najwiekszej wagi punktowi centralnemu zapewnia, ze punkt ten bedzie potozony najbli-
zej poszukiwanej aproksymacji. Drugim istotnym czynnikiem, wplywajagcym na wartosé
oszacowania Py, jest ksztalt powierzchni granicznej w otoczeniu punktu centralnego (por.
metode SORM). Zaproponowana w pracy funkcja przypisuje kazdemu punktowi z wy-
branego zbioru eksperymentéw wage stosownie do wartosci funkcji granicznej G(-) oraz
odlegtosci || - || danego punktu od poczatku uktadu wspétrzednych. Funkcja wagowa
w(u;) jest nastepujacej postaci:

w; = wE x w?, (5.3)
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gdzie

—m— |G(uy)] € (0, p)
wiGu _ 3p2
2p

o= wl)
ST wl) (5:5)

¢ =
a u,. zawiera wspélrzedne punktu centralnego. Wspétezynnik p € (0, 1) okresla wielkosé

wplywu wartosci funkcji granicznej G(u;) na koncows wartosé wagi danego punktu. Po
wykonaniu szeregu testow przyjeto p = 0.01, Rysunek 5.2.

1 we

4
c Y
oedfl p= 0.01
p= 0.02
| "'.H ------- p= 0.04
0.64 !| "|I1 _________ p= 0.10
II lll
1 '|L

RysuNEK 5.2. Funkcja wagowa w zaleznosci od réznych wartos$ci wspélezynnika p.

Sferyczne kryterium wyboru

Nastepstwem kryterium zbieznosci procedury RF (3.27) jest bliskie polozenie par ekspe-
rymentéw ze zbioru eksperymentéw sktadajgcych sie na dwie ostatnie iteracje. Rowniez
eksperymenty ze wczedniejszych iteracji mogg znajdowac si¢ w otoczeniu ostatniego punk-
tu centralnego. Kryterium sferyczne pozwala wyszczegblnié¢ zbiér takich eksperymentéw
i powtérnie wykorzystaé¢ informacje o funkcji granicznej zawartg w tym zbiorze. Takze
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witasnosci MNK' determinuja wybér jedynie tych eksperymentéw, ktére znajduja sie w
otoczeniu punktu centralnego. Promien sfery jest zdefiniowany nastepujacym wzorem

RZ‘ = /i(;l' + g, (56)

gdzie k > 1 jest zalozonym ’a priori’ parametrem (domysélnie k = 1). Powyzsze kryterium
(5.6) moze by¢ réwniez uzywane do selekcji eksperymentéw z otoczenia dowolnego punktu
centralnego na kazdym kroku procedury.

5.2. MPO bazujaca na standardowym rozwiazaniu MNK

W grupie metod bazujacych na standardowym rozwiazaniu MNK pierwszy etap MPO,
czyli procedura poszukiwania punktu centralnego, jest realizowany za pomoca najprost-
szego planu eksperymentéw (N = n + 1, Rysunek 5.1). Realizacja drugiego etapu MPO
bazuje na punkcie centralnym w obréconej przestrzeni Ur oraz dodatkowo na jednym
z planowanych eksperymentéw: osiowym (N = 2n + 1), kompletnym dwuwartosciowym
(N = 2"), kompletnym tréjwartosciowym (N = 3") lub CCD (N = 2" 4+ 2n + 1). Ekspe-
rymenty z pierwszego etapu nie sg tu brane pod uwage. Wybrany zbidér eksperymentéw
jest realizowany na bazie znalezionego punktu centralnego, warto$é¢ 9; z ostatniego kro-
ku pierwszego etapu MPO oraz w przypadku eksperymentu osiowego i CCD ustalong,
wartosé¢ A (zob. 4.3). Korzyéci plynace z zastosowania powyzszej strategii, pomijajacej
mozliwo$¢ aproksymacji wagowej, to zalety eksperymentu planowanego (m.in. diagonal-
no$¢ macierzy X’X oraz uwzglednienia lgcznego wplywu dwéch zmiennych w réwnaniu
regresji, por. 4.3). Podstawows, wadg jest natomiast duzy koszt obliczeniowy ogranicza-
jacy stosowanie tej grupy metod do zadan o niewielkiej liczbie zmiennych oraz sztywna
struktura planu eksperymentu.

Przyklad. 5.1

Proponowane powyzej rozwigzania byly weryfikowane za pomocg przyktadu (n = 11),
w ktérym dana analitycznie funkcja graniczna jest nastepujacej postaci

n—1
9(X) =21976 - > X;, (5.7)
i=1
gdzie zmienne X, Xo, ..., X,,_1 podlegajg rozkladowi wykladniczemu o wartosciach pa-

rametréw rozktadu réwnych dla wszystkich zmiennych, 7 = 0 oraz A, przy czym drugi
parametr jest zmienng losows podlegajaca rozkladowi logarytmiczno-normalnemu o war-
tosci éredniej A = 0 i odchyleniu standardowym o, = 0.05 (przyklad ten jest nieznacznie
zmodyfikowany w poréwnaniu do zadania podanego w pracy [39]). Powierzchnia granicz-
na w tym przypadku jest silnie nieliniowa a réznice w oszacowaniu Py metodami FORM
i SORM sg znaczne:

rozwigzanie dokladne Bgxacr = 3.719,

rozwiazanie COMREL (rogry = 2.681, N = 61 eksperymentéw
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rozwigzanie COMREL Bsory = 3.674, N = 61 + 78 = 139 eksperymentéw.

Wynik oszacowania Py za pomocg pierwszego etapu MPO, czyli metoda bazujgca na pro-
cedurze RF, wlasciwie nie odbiega od wyniku FORM (N = 61). Wybér wartosci 6 oraz €
wplywa na ilo$¢ krokéw potrzebnych do osiagniecia zbieznosci w MPO (6 = 0.5, ¢ = 0.1).
Oszacowanie wskaznika niezawodno$ci na podstawie pierwszego etapu MPO (; oraz na
podstawie drugiego etapu MPO (;; w tej grupie metod podane jest w Tabeli 5.1

Plan | B | Brr | N

osiowy 2.681 | V3.671/3.678 | 2 61/83
kompletny dwuwarto$ciowy | 2.681 2.861 2108

CCD 2.680 | V3.668/3.652 | 2 61/2131

) (aproksymacja w przestrzeni I{)/(aproksymacja w przestrzeni Ug )
2) (liczba eksperymentéw I etapu)/(liczba eksperymentéw IT etapu)

TABELA 5.1. Wyniki analizy niezawodnosci MPO przykladu zamieszczonego w pracy [39].

Poniewaz funkcja graniczna jest silnie nieliniowa, to warto$é¢ d—ty réwniez wplywa na
wynik oszacowania Bsoryr. Odpowiednio mata warto$é 6 spowoduje powielenie wyniku
SORM, otrzymanego programem COMREL. Plan kompletny dwuwartosciowy umozliwia
jedynie liniowg aproksymacje powierzchni granicznej. W tym przypadku obrét przestrzeni
nie zmienia wartosci oszacowania P.

5.3. MPO bazujaca na ogdélnym rozwiazaniu SVD

Punkt centralny, ktéry jest rezultatem pierwszego etapu MPO w grupie metod bazujacej
na ogélnym rozwigzaniu SVD, jest wyznaczany tak samo jak poprzednio. Natomiast drugi
etap wykorzystuje rozwigzanie zadania regresji metodg SVD, ktére moze byé¢ stosowane
(zob. 4.2) przy dowolnej konfiguracji zbioru eksperymentéw. Takie podejscie umozliwia
wykorzystanie istotnej informacji (wszystkie eksperymenty nalezace do sfery o promieniu
R (5.6) i $rodku w punkcie centralnym) uzyskanej w trakcie pierwszego etapu MPO oraz
informacji uzyskanej z zaplanowanego dodatkowo zbioru eksperymentéw.

Dodatkowy zbiér eksperymentéw moze by¢ zaplanowany w przestrzeni U lub Ur. W
tym podejsciu wspétezynnik R? (zob. 4.13) jest wykorzystywany do wyboru tego zbioru.
Strategia postepowania jest nastepujgca:

1. Obliczenie warto$ci wspélezynnikéw R?, i = 1,....,n(n + 1)/2 na podstawie zbioru
wybranych eksperymentéw z pierwszego etapu MPO, gdzie kolejnemu R? odpowia-
da model sktadajacy si¢ z cztonéw liniowych i tylko jednego cztonu drugiego stopnia
(por. 4.29).

2. Wybranie okreslonej (w zbiorze wejsciowym danych) liczby najwigkszych R? i od-
powiadajacych im czlonéw drugiego stopnia B;j, 4,7 = 1..n.

3. Zaplanowanie dodatkowego zbioru eksperymentéw stosownie do wybranych zmien-



5.3. MPO BAZUJACA NA OGOLNYM ROZWIAZANIU SVD 73

nych oraz do rodzaju odpowiadajacych im wspélczynnikéw.

Taki sposéb postepowania ma na celu uwzglednienie jedynie tych zmien-
nych/wspétezynnikéw, ktére sy najwieksze. Zatozona liczba zmiennych uwzglednianych
w planowaniu dodatkowego zbioru eksperymentéw okredla liczbe symulacji jaka bedzie
wykonywana podczas drugiego etapu MPO. Dodatkowy zbiér eksperymentéw jest plano-
wany przy pomocy podstawowych planéw eksperymentéw przedstawionych w poprzed-
nim rozdziale (zob. 4.3).

Na uwage zastuguje fakt, ze niewielka liczba eksperymentéw wybranych z pierwszego
etapu MPO nie pozwala na pelng analize regresji. Dlatego tez wybdr istotnych czlo-
now drugiego stopnia przeprowadzany jest za pomocg mozliwie najprostszego modelu.
Ostatecznie, konicowe réwnanie regresji zawiera wszystkie czlony liniowe oraz wszystkie
wyszczegdlnione cztony drugiego stopnia.

\

RyYSUNEK 5.3. Aproksymacja metody MPO-SORM , n = 3.

Aproksymacja metody SORM (MPO-SORM)

Wyjasnienie koncepcji MPO-SORM wymaga nawigzania do algorytmu SORM (rozdzial
3.3). Czesto w praktyce hesjan jest aproksymowany metodg, réznic skoriczonych. Metoda
réznic skoriczonych w tym przypadku oznacza co najmniej N = n(n — 1)/2 dodatkowych
symulacji (eksperymentéw). W wielu przypadkach okazuje sig, ze nie wszystkie krzywi-
zny gléwne istotnie wplywajg na wynik oszacowania Py. Wybierajac tylko te najwigk-
sze 1 rezygnujac jednocze$nie z analizy pozostalych, mozna byloby znacznie zmniejszyé¢
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koszt obliczeniowy analizy bez znacznego spadku dokladnosci. Nie posiadajgc hesjanu
nie ma jednak mozliwosci okreslenia kierunkéw gtéwnych powierzchni. Mozna natomiast
aproksymowadé funkcje graniczng uwzgledniajac jedynie najwieksze wspdélezynniki czto-
now drugiego stopnia, a nastepnie zastosowa¢ metode SORM do znalezienia krzywizn
gléwnych aproksymacji funkcji granicznej. Proponowana metoda polega na planowaniu
eksperymentu wedlug nastepujacych regut:

1. Wybranemu wspétczynnikowi czlonu kwadratowego B;; odpowiada eksperyment
(punkt ‘o’ na Rysunku 5.3) zaplanowany po przeciwnej stronie punktu central-
nego w odniesieniu do eksperymentu zaplanowanego na ostatnim kroku pierwszego
etapu (tak jak w eksperymencie osiowym).

2. Wybranemu wspélczynnikowi cztonu mieszanego B;;, ¢ # j odpowiada eksperyment
(punkt ’o” na Rysunku 5.3) zaplanowany na bazie punktu centralnego wyznaczonego
na ostatnim kroku pierwszego etapu MPO z dodatnim przyrostem zmiennych U;, U;
(podobnie do eksperymentu czynnikowego).

Maksymalna liczba dodatkowych eksperymentéw N = n(n + 1)/2 w tej metodzie jest
wieksza niz w SORM. Wynika to z faktu, ze aproksymacja dotyczy wieckszego obszaru
woko6t punktu centralnego, czyli musi byé¢ aproksymowana funkcja graniczna G(U), a
nie powierzchnia graniczna G(U) = 0 tak jak w metodzie SORM. Algorytm umozliwia
wybranie liczby wspoélczynnikéw drugiego stopnia.

RYSUNEK 5.4. Polaczenie osiowego i czynnikowego planu eksperymentéw, n = 3.
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Polaczenie osiowego i czynnikowego planu eksperymentéw (MPO-SORM4)

Metoda ta rézni si¢ w stosunku do metody poprzedniej jedynie iloscig eksperymentow
planowanych do oszacowania wspéleczynnikéw mieszanych . Wspélezynnikowi cztonu kwa-
dratowego B;; odpowiada jeden eksperyment (punkt o’ na Rysunku 5.4) a wybranemu
wspélezynnikowi czlonu mieszanego Bjj, i # j odpowiadajg cztery eksperymenty (punkt
'o” na Rysunku 5.4) zaplanowane tak jak w eksperymencie czynnikowym N = 22. Maksy-
malna liczba dodatkowych eksperymentéw N = n + 2n(n — 1) jest odpowiednio wigksza.
Strategia ta umozliwia lepsze oszacowanie wspétczynnikéw mieszanych, a wiec zdobycie
pehiejszej informacji o hiperbolicznym ksztalcie funkcji graniczne;j.

CCD ograniczone do zalozonego wymiaru podprzestrzeni
(MPO-SORMccd)

Dodatkowy zbiér eksperymentéw bazujacy na CCD planowany jest w calej podprzestrze-
ni utworzonej przez wybrane zmienne, ktére determinujg obecno$é¢ w rownaniu regresji
czlonéw kwadratowych oraz czlonéw mieszanych. Wybdér zmiennych odpowiadajgcych
cztonom kwadratowym jest prosty. Selekcje komplikuje wybér zmiennych odpowiadaja-
cych czlonom mieszanym. Wybrany wspétczynnik B;;, i # j oznacza, ze dwie zmienne
Ui, U; powinny naleze¢ do zbioru zmiennych tworzacych podprzestrzen tak, aby ten
wspoOtczynnik pojawit si¢ w réwnaniu regresji. Uwzglednienie obydwu zmiennych moze
zwigkszy¢ wymiar podprzestrzeni. Poniewaz w metodzie CCD wraz ze wzrostem liczby
zmiennych znacznie zwigksza sie liczba eksperymentéw (zob. 4.3), to wymiar podprze-
strzeni nie powinien byé¢ wigkszy od zalozonego. Redukcja wymiaru podprzestrzeni pole-
ga na odrzuceniu zmiennych, ktérych cztony kwadratowe odpowiadaja najmniejszym R?
obliczonym podczas pierwszej selekcji wspotczynnikéow drugiego stopnia.

Wada, tej metody jest najwigksza liczba dodatkowych eksperymentow, sztywne zwia-
zanie cztonéw mieszanych z wybranymi zmiennymi oraz mozliwo$¢ odrzucenia pierwotnie
wybranych wspétczynnikow podczas redukeji wymiaru podprzestrzeni. Jednoczesnie za-
chodzi mozliwo$¢ uwzglednienia malto istotnych, nie wybranych czlonéw mieszanych.

Przyktad. 5.2

Powyzsze metody byly testowane na tym samym zadaniu [39], na ktérym przepro-
wadzono analiz¢ proponowanych metod wyznaczania niezawodnosci w poprzednim przy-
ktadzie. Ze wzgledow poréwnawczych przyjeto we wszystkich przyktadach 6 = 0.001 oraz
e = 0.1. W zaleznodci od liczby dodatkowych zmiennych (LDZ) drugiego stopnia w aprok-
symacji funkcji granicznej w Tabeli 5.2 przedstawiono wyniki testow w przestrzeni U
oraz Ur.

Wraz ze wzrostem LDZ oszacowanie niezawodnosci metodami MPO-SORM oraz MPO-
SORM4 staje sie coraz dokladniejsze, co w duzym stopniu zalezy od tego, czy funkcja
graniczna jest aproksymowana w przestrzeni U czy tez w Ur. W tym pierwszym przypad-
ku, gdy LDZ=11, do uzyskania wyniku bliskiego Bsory metodg MPO-SORM konieczne
jest wykonanie N = 126 eksperymentéw a metoda, MPO-SORM4 az N = 291 ekspery-
mentéw (za zadowalajacy w obydwu przypadkach mozna uznaé¢ wynik osiaggniety przy,
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LDZ | MPO-SORMcced MPO-SORM4 MPO-SORM

B | Brr | N | Bu | Brr | N | Bu ‘ Brr ‘ N
2.887 12789 | 75 | 2.745 | 3.179 | 66 | 2.717 | 3.179 | 66
2.999 | 2910 | 85 | 2.858 | 3.583 | 70 | 2.861 | 3.583 | 70
3.105 | 3.028 | 103 | 2.895 | 3.674 | 87 | 2.869 | 3.674 | 75
3.207 | 3.143 | 137 | 2.983 | 3.674 | 111 | 2.966 | 3.674 | 81
3.306 | 3.225 | 203 | 3.044 | 3.674 | 139 | 3.198 | 3.674 | 88

N[O O =~ W

TABELA 5.2. Wyniki analizy niezawodno$ci MPO bazujaca na ogélnym rozwigzaniu SVD
przykladu zamieszczonego w pracy [39] (wynik dokladny Srpxact = 3.719).

odpowiednio N = 75 i N = 87, LDZ=5). Doktadno$¢ oszacowania niezawodnosci meto-
dg MPO-SORMced nie rosnie tak szybko wraz ze wzrostem LDZ. Ponadto, zwigkszanie

LDZ powoduje znaczny wzrost liczby eksperymentéw, bez spodziewanej istotnej poprawy
wynikéw.

5.4. MPO w przypadku analizy nieciaglej pierwszej pochodnej
funkcji granicznej (MPONP)

y
U,

RysuNEeKk 5.5. Koncepcja pierwszego etapu MPONP, pierwsze trzy iteracje.

W niektérych rodzajach analizy konstrukeji pierwsza pochodna funkeji granicznej moze
by¢ nieciggla. Ogdlna tendencja zmian wartosci takiej funkcji jest liniowa lecz réznice
wartosci sgsiadujacych punktow moga by¢ znaczace. W praktyce inzynierskiej przyjeto
okreslaé¢ charakter tego typu funkcji stowem ‘szum’. Analiza niezawodnosci bazujaca na



5.4. (MPONP) MPO W PRZYPADKU ANALIZY NIECIAGLEJ PIERWSZEJ POCHODNEJ ... (1

gradientowych algorytmach optymalizacyjnych (np. FORM) staje sie wtedy nieprzydat-
na, a rozwigzanie zadania metodami symulacyjnymi (np. Adaptive Monte Carlo (AMC))
w przypadku niewielkiej liczby zmiennych okazuje si¢ zbyt kosztowne. Probg rozwigzania
problemu moze by¢ zastosowanie MPO (pierwszy etap) z wystarczajaco duzym 6, np.
9 = o (lub planu eksperymentéw wynikajacego z metody réznic skoriczonych lub cen-
tralnych przy wykraczajacej poza ramy teorii wielkosci perturbacji) i odpowiednio stabiej
postawionym kryterium zbieznosci. Tego typu postepowanie jednak nie zawsze pozwala
osiggnaé zadowalajacy wynik. Osigganie niezadowalajgcych rezultatéw jest spowodowane
trudnosciami w doborze odpowiedniej wartosci 0, ktére wynikajg miedzy innymi z braku
informacji o ogélnej postaci funkcji granicznej oraz wielkosci wystepujacych nieciggtosci.

Metodg zapewniajgca, zbieznodé jest MPO (Rysunek 5.5), w ktérej na kazdym kroku
pierwszego etapu, wykorzystujac wszystkie eksperymenty z otoczenia aktualnego punk-
tu centralnego') (zob. 5.6), jest przeprowadzana aproksymacja liniowa (5.1). Kryterium
zbieznodci jest nalozone na wspélrzedne gradientéw poprzedniej i biezacej aproksyma-
cji, ktére mogg czesciowo bazowaé na podzbiorze tych samych eksperymentéw. Osta-
tecznie duzo wiecej eksperymentéw bierze udzial w koncowej aproksymacji funkcji gra-
nicznej (Rysunek 5.6). Dostepne sg dwa plany eksperymentéw, podstawowy MPONP
(Rysunek 5.1) oraz osiowy MPONP2 (Rysunek 4.3).

RysuNEK 5.6. Koncepcja pierwszego etapu MPONP, iteracje z ktérych eksperymenty znajduja
sie wewnatrz otoczenia ostatniego, széstego punktu centralnego.

DPodobne rozwiazanie mozna znalezé w pracy Standera [110], ktéra dotyczy zagadnienia optymalizacji
ksztaltu stempla do ttoczenia blach w przy uzyciu metody powierzchni odpowiedzi.
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Przyktad. 5.3

Testy MPONP oraz wczesniejszych metod przeprowadzono na wielomianie drugiego
stopnia, ktéry poszerzono o czton wprowadzajacy lokalne fluktuacje modelujace niecia-
glosé funkcji granicznej. Przyjeto wielomian o nastepujgcej postaci

G(X)=30— X7 — X5 +2X35 —2X, —3X1 X3 —4X, Xy + Xo X3 — 3X]—
0[sin(50X7) — sin(50X5) + sin(100X3) — sin(100X,) — sin(100X; X3)—  (5.8)
sin(100X; Xy) + sin(50X, X3) — sin(100X})]

gdzie 0 = [0;0.01;0.1;0.5] okredla wielko$¢ szumu, a zmienne losowe X;...X; pod-
legajg standardowemu rozkladowi normalnemu i sg niezalezne. Poréwnawczy wynik,
ktéry w zasadzie nie zalezy od wielkosci szumu, uzyskano metodg Monte Carlo
Bye = 2.475 (Vlgf = 1.73%, N =5-10°). Testy MPO przeprowadzono przy takich sa-
mych wartosciach parametréw 6 = 0.500 i ¢ = 0.001 z pierwszego etapu MPO oraz przy
takiej samej lokalizacji punktu startowego (poczatek uktadu wspéhrzednych) poréwnywa-
nych metod. Tablica 5.3 zawiera wyniki przeprowadzonej analizy. Pierwszy etap MPO
jest czuly na wybor lokalizacji punktu startowego, co wynika z zastosowania aproksyma-
¢ji funkcji granicznej na podstawie zbioru dosé odleglych od siebie eksperymentéw do
oszacowania gradientu, oraz z ksztaltu samej funkcji granicznej. MPO nie zawsze zbiega
do punktu projektowego u* wyznaczonego metoda FORM, ktéra niezaleznie od lokaliza-
cji punktu startowego znajduje ten sam punkt u* (gdy 6 = 0). Funkcja (5.8) ma wiec
jeden punkt projektowy. Domyslna lokalizacja punktu startowego w poczatku ukiadu
wspéthrzednych przypadkowo zapewnita odpowiednig zbieznos¢ w wigkszosci przypadkéw
(Br = 2.8). Znacznie rézni si¢ tylko oszacowanie $; metoda MPO-SORMced i MPONP2,
gdy 0 = 0.5 a LDZ=4. Wyniki drugiego etapu w oczywisty sposéb zwiazane sg z re-
zultatami pierwszego etapu, sg réwniez zalezne od odleglosci A od punktu centralnego
w jakiej zaplanowany jest kazdy eksperyment z dodatkowego zbioru eksperymentow. W
przypadku zaleznosci innej niz drugiego stopnia wielko$¢ ta moze powodowaé znaczne
réznice w oszacowaniu F.

Wzrost wartosci parametru 6 zwigksza niekorzystne efekty, ostatecznie uniemozli-
wiajac zastosowanie metody FORM (SORM). MPO pozwala uzyska¢ oszacowanie Py,
do ktérego nie mozna mieé¢ jednak pelnego zaufania. W rozwazanym przykladzie przy
6 = 0.5 fluktuacje sg tak znaczne, ze w zasadzie uniemozliwiajg uzyskanie za pomocg do-
stepnego zbioru eksperymentéw reprezentatywnej powierzchni odpowiedzi. Wyznaczenie
P; w takim przypadku wymagaloby zastosowania czasochtonnych metod symulacyjnych.

Przyklad ten, chociaz tabela zawiera poprawne warto$ci wskaznika niezawodnosci,
wyraznie uwidacznia wady zastosowanej metody. W ogdélnym przypadku ogranicza sto-
sowanie MPO do funkcji o wyraznej lokalizacji jedynego punktu projektowego, np. hi-
perplaszczyzny. Zalety jest mozliwos¢ oszacowania Py w przypadku gdy istniejg lokalne
niecigglosci pierwszej pochodnej badz samej funkcji granicznej. Przyklad tego typu funk-
cji jest analizowany w prezentowanym ponizej przyktadzie.
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MPO-SORMced

MPO-SORM4

MPO-SORM

MPONP

MPONP2

B | N

Bir | N

Bir | N

Bir | N

Bir | N

0 =0, Brory = 2.823 (N = 61), Bsory = 2.411 (N = 77)

Br =2.824 (N = T72)

Br = 2.828, 2.823

1 2.748 | 62 | 2.748 | 62 |2.868 | 104 | 2.822 | 128
2 | 2.621 70 2.620 | 71 | 2404 | 65 |3.140 | 113 | 2.622 | 133
3 ]2.486 76 2,325 | 76 | 2362 | 67 |2.461 | 118 |2.695 | 142
4 | 2.486 76 2411 89 | 2411 | 71 |2.411]131 | 2411 | 155
0 = 0.01, Brorm = 2.808 (N = 150), Bsorm = 3.185 (N = 165)
Br = 2.823 (N = 48) Br = 2.828, 2.827
1 2.761 | 49 | 2.771| 49 |2.843 | 53 | 2.822 | 96
2 | 2634 57 2.634 | 58 | 2643 | 52 |2.632| 58 | 2.562 | 101
3 |2.463 63 2519 | 67 |2013| 55 |2.531 | 67 | 2.679 | 110
4 12393 73 2.482 76 2.323 | 58 | 2.576 | 80 | 2.462 | 123
0 =0.10, Brorm = — , brak zbieznosci
Bra = 2.550 B = 2.824 (N = 54) B = 2.818
1 2.862 | 55 | 2862 | 55 |2.809 | 49 | 2.820 | 168
2 | 2.764 63 2.762 60 2.778 | 57 | 2.755 | 54 | 2.930 | 170
3 ]2.764 63 2.676 | 69 2.719 | 60 | 2.779 | 63 | 2.905 | 182
4 |2.386 79 2.657 | 82 |2634| 64 |2.770| 76 | 2.871 | 195
0 = 0.50, Brorm = — , brak zbieznosci
Bra = 1.208 Br = 2.773 +2.813 (N = 60) | 8; = 2.800, 2.820
1 2,936 | 61 |2936| 61 |2.859| 40 |2.852 | 143
2 | 23815 69 2912 | 66 |2.802| 63 |2.820 | 45 | 2.652 | 148
3 12796 75 2.858 | 75 | 2719 | 66 |2.562 | 54 | 1.904 | 157
4 | 1.234 85 2.829 | 88 | 2790 | 70 |2.787 | 67 | 1.093 | 170

TABELA 5.3. Rezultaty testéw przyktadu 5.3.

5.5. Schemat systemu analizy niezawodnosci konstrukcji

W sktad systemu umozliwiajgcego analiz¢ niezawodnosci konstrukeji, Rysunek 5.7, wcho-

dza:

1. program MES generujacy odpowiedZ konstrukeji g(x;);

2. modul MPO, ktéry umozliwia znalezienie aproksymacji funkcji granicznej g(x) na

podstawie zbioru danych {(x;, g(x;)),i =

L,...,N};

3. program do analizy niezawodno$ci COMREL wyznaczajacy prawdopodobieristwo

awarii na podstawie dostepnej aproksymacji g(x).

Modut MPO zostal napisany w $rodowisku programu COMREL, co pozwolito na wy-

korzystanie szeregu udogodnien zwigzanych z typowymi zagadnieniami analizy niezawod-



80 5. WYBRANE ALGORYTMY ANALIZY NIEZAWODNOSCI PRZY UZYCIU MPO
r-—=—=-=-=-=1 - - - a(x;)
1 Dane zadania—¥| Analiza Niezawodnéti |«
e o o o o = - — 4
#x, o,
a(x;)
MPO <

Ig

Program MES

I__!__I |—

| Wyniki 1

[ TR e |

RySuNEK 5.7. Schemat blokowy systemu analizy niezawodnosci konstrukcji sprezysto—
plastycznych.

nosci, Rysunek 5.8. Tak jak to pokazano w Rozdziale 5.1 algorytm MPO jest realizowany

w dwéch etapach.
g

Procedura optymalizacyjna U x
Generacja planu eksperymentéu:’_

poszukiwania punktu centralned
+ Gu()

‘Krok’ procedury RF

-

Punkt centralny®

o

| ETAP

Zaplanowanie i wykonanie dodatkowego . Y
zbioru eksperymentéw oraz Aproksymac;ji Obrét U- Ug
funkcji granicznej w otoczeniu punkt

- X . z
W — X . Generacja planu eksperymentow,
(osiowego, dwuwartEiowego, ccd)

Generacja planu eksperymentd
z uwzgkdnieniem wybranych
symulacji jwz wykonanych

—

Il ETAP

RYSUNEK 5.8. Schemat blokowy numerycznej realizacji MPO w analizie niezawodnosci kon-

strukeji sprezysto—plastycznych.
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5.6. Przyklady zastosowann MPO

Prezentowane ponizej przyktady obrazuja mozliwe zastosowania MPO w analizie nieza-
wodnosci zlozonych zagadnieni inzynierskich. W zagadnieniach tych uwzglednienie losowe;j
natury parametréw opisujacych konstrukcje pozwala w bardziej swiadomy sposéb projek-
towaé rzeczywiste konstrukcje.

Przykiad. 5.4
Metoda MPONP (oraz MPONP2) zostala uzyta do oszacowania Py procesu tlocze-

nia glebokiego blachy aluminiowej (zob. [55, 95, 57, 54, 53]), Rysunek 5.9. Symulacje
procesu tloczenia prowadzono stosujac program elementéw skonczonych STAMPACK,
zob. [96, 84]. Do najczesciej pojawiajacych sie w tym zagadnieniu defektéw naleza pek-
niecia blachy, ktérych mozliwosé powstania ocenia si¢ w praktyce na podstawie wykresu
granicznej krzywej tloczenia, Rysunek 5.10. Punkty powyzej granicznej krzywej tloczenia
odpowiadajg wielko$ciom odksztalcenn gtéwnych, dla ktoérych z bardzo duzym prawdo-
podobienistwem podczas tloczenia wystgpi pekanie blachy, zas punkty ponizej krzywej
graniczne]j tloczenia odpowiadajg stanom bezpiecznym. Z powodu niepewnosci oceny
mozliwosci wystapienia pekniecia wprowadza sie pewien zapas bezpieczeristwa ponizej
granicznej krzywej tloczenia (na ogét 5 lub 10% wielkodci odksztalcenia gléwnego &)
nazywany marginesem bezpieczenstwa. Funkcja graniczna jest zdefiniowana jako naj-
mniejsza pionowa odleglo$é punktu w przestrzeni odksztatcenn gléwnych (sposréd wszyst-
kich punktéw odpowiadajacych przyjetej dyskretyzacji metody elementéw skoriczonych)
od granicznej krzywej tloczenia, co jest tozsame ze sposobem definiowania marginesu
bezpieczenstwa. Zgodnie z ogblng konwencjg odlegtosé punktow lezacych ponad krzywa,
graniczng, przyjmowana jest ze znakiem minus, a pod krzywsg ze znakiem plus, por. wzo-
ry (3.1a-c) Rozdzial 3. Ze wzgledu na stosowany do symulacji procesu tltoczenia algorytm

170

— 48— 74 48—
02
~—50 70 50 —=

—-43 -7 7 43—

2
48 —=

|
f
|
{

R12

=

|

|

|

|

|

|

a

f
70
74
170

—

|
| Die
|
t

RYSUNEK 5.9. Geometria zadania glebokiego tloczenia kwadratowej miski aluminiowe;j.
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Gtebokosé ttoczenia: 15 mm
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RysuNEk 5.10. Rozklad odksztalcen gléwnych wytloczki przy glebokosci ttoczenia 15mm oraz
graniczna krzywa tloczenia.

bezposredniego calkowania réwnan ruchu i zwigzane z nim problemy z rézniczkowalnodcia,
funkcji granicznej nie jest mozliwe stosowanie metod analizy niezawodnosci pierwszego
lub drugiego rzedu. Metody symulacyjne w praktycznym zastosowaniu sg natomiast zbyt
czasochtonne i zostaly wykorzystane jedynie w celu weryfikacji proponowanej metody
powierzchni odpowiedzi.

Rozwazane zagadnienie glebokiego tloczenia kwadratowej miski aluminiowej bylo
przykladem testowym na konferencji Numisheet’93 (zob. [75]), gdzie przyjete byty da-
ne deterministyczne takie jak: grubos¢ poczatkowa blachy 0.81mm, modul Young’a
E =71 GPa, wspétczynnik Poisson’a v = 0.33, rzeczywista krzywa jednoosiowego rozcia-
gania, 0 = 576.79(0.01658 +£F)%-3593 MPa, wspétczynnik tarcia p = 0.162 i sita dociskacza
19.6 kN.

‘ ’ Rozktad ‘ Wartosé oczekiwana | Odch. stand. Opis zmiennych
X1 | log—normalny 0.8 mm 0.04 mm Poczatkowa grubosé blachy
Xy | log—normalny 5.7679 - 108 Pa 3.0-107 Pa | Stala materialowa,
X3 | log—normalny 4900 N 50N Sita dociskacza
X4 | log—normalny 0.162 0.015 Wsp. tarcia blacha—stempel
X5 | log—normalny 0.162 0.015 Wsp. tarcia blacha—matryca
X | log—normalny 0.162 0.015 Wsp. tarcia blacha—dociskacz

TABELA 5.4. Zmienne losowe.
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Metoda | p Py B = —®1(Py) | Liczba symulacji vp, | €
AMC 0 |4.07-1077 4.93 9264 5%
AMC 0.3 ]6.51-107° 4.36 4326 5%
AMC 0.9]4.62-107° 3.91 3325 5%
AMC 1 |5.06-107° 3.89 2826 5%

MPONP | 0.3 | 8.94-10°¢ 4.29 127 0.1

MPONP2 | 0.3 | 6.51-107° 4.36 130 0.1

MPONP | 0.9 | 6.01-107° 3.85 67 0.1

MPONP2 | 0.9 | 4.75-107° 3.90 110 0.1

TABELA 5.5. Poréwnanie wynikéw MPO oraz AMC analizy niezawodnosci procesu tloczenia
blachy.

Poczatkowa analiza miala na celu okreslenie wplywu losowego charakteru kluczo-
wych parametrow procesu glebokiego tloczenia blachy na prawdopodobieristwo wysta-
pienia awarii (pegkniecia blachy). Pod uwage byty brane takie parametry jak: grubosé
poczatkowa arkusza blachy, stata materialowa blachy, sita dociskacza oraz wspoélczynniki
tarcia na styku blachy i dociskacza, blachy i stempla, oraz blachy i matrycy. Przyjeto
szes$¢ zmiennych losowych o logarytmiczno—normalnym rozkladzie funkcji gestosci praw-
dopodobieristwa, Tabela 5.4. Zastosowanie MPONP oraz MPONP2 umozliwito efektywna,
analiz¢ zagadnienia. Ilos¢ symulacji potrzebnych do oszacowania Py okazala si¢ znacznie
mniejsza niz w przypadku metody AMC, Tabela 5.5. Wyniki otrzymane przy uzyciu
MPO objely jedynie oszacowanie Py na podstawie pierwszego etapu metody przy zatozo-
nym kryterium zbieznosci € = 0.1. Zbadano réwniez wplyw wielkoéci korelacji pomiedzy
wspdétezynnikami tarcia na oszacowanie prawdopodobienstwa awarii procesu tloczenia.
Wzrost korelacji powodowal wigksza, zawodnosé procesu, dlatego tez w nastepnym etapie
badan przyjeto peing korelacje pomigedzy wspdtczynnikami tarcia. Tym samym, zamiast
trzech wspolczynnikéw tarcia przyjeto jeden wspélezynnik. Przyjecie tego zalozenia za-
pewnia, ze analizowany bedzie najmniej korzystny przypadek procesu tloczenia. Zalozenie
to znacznie zmniejsza wymiar zadania umozliwiajac efektywne badanie innych aspektéw
procesu tloczenia.

Na nastepnym etapie badan zredukowano liczb¢ zmiennych losowych do trzech,
Tabela 5.6. Przeprowadzono analize zmian wielkosci marginesu bezpieczenstwa oraz war-

‘ ‘ Rodzaj rozkladu | Wartosé¢ Srednia ‘ Odch. stand. | Opis zmiennych

X4 log-normalny 0.81 mm 0.04 mm Poczatkowa grubosé¢ blachy
Xy log—normalny 0.162 0.015 Wspélezynnik tarcia

X1 | logmormalny | 0.3593 0.015 wspolczynnik wzmocnienia
X2 | log—normalny 0.3593 0.020 wspOlczynnik wzmocnienia

TABELA 5.6. Zmienne losowe.
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H Onl MPONP2 MPONP2 AMC
mm| | 0,2 | Py Or N | Py Brr | N I} Vp, N
16 0.15 | 823-1077 | 4.793 | 46 | 1.15-107° | 4.725 | 61
0.20 | 0.000100 3.718 1 39| 9.85-107° | 3.723 | 54 | 3.721 | 7.10% | 1000

17 1 0.15 | 0.000370 | 3.374 | 46 | 0.000314 | 3.419 | 61
0.20 | 0.00437 2.622 | 29 | 0.00401 2.6501 | 44

18 | 0.15 | 0.0165 2.132 | 29 ] 0.0148 2.176 | 44

0.20 | 0.0485 1.660 | 29 | 0.0476 1.669 | 44 | 1.670 | 5.32% | 1000
19 10.15|0.132 1.119 | 39 | 0.108 1.238 | 54

0.20 | 0.192 0.869 | 40 | 0.182 0.907 | 55
20 | 0.15 ] 0.337 0.422 | 59 | 0.280 0.584 | 74

0.20 | 0.373 0.324 | 23 | 0.395 0.267 | 38 | 0.342() | 5.89% | 500

(1) Metoda Crude Monte Carlo.

TABELA 5.7. Wyniki analizy niezawodno$ci procesu glebokiego tloczenia blachy.

todci Py dla misek o réznych glebokosciach H. Wykonane badania miaty réwniez na celu
okreslenie wplywu losowosci wspélczynnika wzmocnienia na szacowane Py procesu tlocze-
nia. Obliczenia przeprowadzono dla dwéch wartosci odchylenia standardowego wspdtezyn-
nika wzmocnienia, n; i ng. Wyniki otrzymane przy uzyciu MPO objely oszacowanie P
na podstawie pierwszego oraz drugiego etapu metody, Tabela 5.7. Z oszacowania Py (oraz
wielkosci krzywizn gléwnych) na podstawie drugiego etapu MPO wynika, ze aproksyma-
cja funkcji granicznej jest zblizona do hiperptaszczyzny. Ta uzyskana niewielkim kosztem
informacja pozwala domniemywaé¢ o poprawnosci otrzymanych wynikow.
Ze stopniem zaglebienia stempla (H) zwigzana jest wielko$¢ marginesu bezpieczeristwa,
ktorej wartosé jest wyznaczana przy pomocy realizacji procesu tloczenia dla wartosci $red-
nich parametrow losowych, co odpowiada przyjetej przez producentéw, deterministycznej
procedurze projektowania produkcji. Dla danego zaglebienia H stempla przeprowadzana
jest réwniez analiza niezawodnosci. Rysunek 5.11 przedstawia wielko$é prawdopodobien-
stwa zniszczenia, oszacowanego na pierwszym etapie MPO, w funkcji marginesu bez-
pieczenistwa dla dwoch wartoéci odchylenia standardowego wspolczynnika wzmocnienia
op1 = 0.15 1 0,2 = 0.20. Wraz ze wzrostem marginesu bezpieczeristwa Py maleje coraz
szybciej. Przy warto$ci marginesu bezpieczenstwa réwnej 7.44% odpowiadajaca 0,1 1 00
warto$¢ prawdopodobienistwa zniszczenia rézni sie znacznie. W obydwu przypadkach pro-
ces tloczenia bylby jednak az nadto niezawodny w stosunku do wymagan producenta,
a dalszy wzrost marginesu bezpieczenistwa doprowadzitby do niepotrzebnej redukcji Py.
Przeprowadzona analiza pokazuje jak margines bezpieczeristwa oraz wielkosé¢ odchylenia
standardowego wspdtczynnika wzmocnienia wplywajg na wielko$¢ P.

Oszacowanie za pomocg MPO wielkosci prawdopodobienistwa zniszczenia w przypad-
ku duzych wartodci P jest obarczone znacznym bledem. Dlatego w takim przypadku
MPO jedynie informuje o zbyt duzej, nie akceptowalnej wartosci P;.
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RYSUNEK 5.11. Prawdopodobieristwo zniszczenia w funkeji marginesu bezpieczeristwa.

5.6.1. Wybrane przyklady analizy niezawodnosci. Przyklady te wykonane
zostaly w ramach projektu ASRA-HPC 5 programu ramowego UE.

Brak zintegrowanych programéw komputerowych umozliwiajacych, obok standardowe;j
analizy konstrukcji, dodatkowo analiz¢ niezawodnogci, jest jednym z gtéwnych powodow
niezbyt szerokiego jej zastosowania w praktyce inzynierskiej. Standardowy pre— i post—
procesor metody elementow skoriczonych nie pozwala uwzgledni¢ stochastycznego opisu
zmiennych, niezbednego w szacowaniu prawdopodobienistwa awarii. Stosowanym do nie-
dawna rozwigzaniem bylo polgczenie kilku programoéw komputerowych komunikujgcych
si¢ ze sobg poprzez utworzenie programéw uzgadniajacych formaty i strukture danych.

W ramach projektu ASRA-HPC zintegrowano program PERMAS (komercyjny pro-
gram MES uzywany w europejskim przemysle samochodowym, stoczniowym oraz ko-
smicznym) z programem COMREL umozliwiajagcym analize niezawodnodci standardowy-
mi metodami oraz dodatkowo opracowang MPO.

Ponizsze przyklady zostaly wykonane za pomocg pakietu PERMAS-COMREL przez
uczestnikéw projektu ASRA-HPC (Alcatel Space Industry, Principie Marine oraz FZJ
GmbH).

Przyktad. 5.5

Rozpatrywano zagadnienie liniowej analizy statycznej zbiornika ci$nieniowego podda-
nego dziataniu wysokich temperatur, w ktérym stale materialowe zalezg od temperatu-
ry. Zbiornik zostal podzielony na 266 przestrzennych elementéw 27 weztowych. Dalo to
w sumie 9916 stopni swobody, Rysunek 5.12. W przykiadzie przyjeto dziesie¢ zmiennych
losowych, w tym istotne z punktu widzenia analizy state materialowe takie jak granice
plastycznosci, modut Young’a oraz wspodlczynnik rozszerzalnosci cieplnej. Zalozono ist-
nienie pomigdzy nimi korelacji przyjmujac p = 0.5. Druga grupa zmiennych losowych
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HTR Pressure Vessel

A\
/

RYSUNEK 5.12. Zbiornik ci$nieniowy.

obejmowala obciazenie z zalozonym wspélczynnikiem korelacji pomiedzy cisnieniem i
temperatura. Funkcja graniczna zostala zdefiniowana jako réznica pomiedzy napreze-
niem granicznym a maksymalnym naprezeniem zredukowanym. Rezultaty analizy zawie-
ra Tablica 5.8. Warto zwrdéci¢ uwage na niewielki, w poréwnaniu do metody AMC, czas
obliczent. Wyniki sg bliskie oszacowaniu Py metodg SORM, a w przypadku wymagajacej
dtuzszego czasu obliczenn metody CCD wynik zbliza si¢ do oszacowania prawdopodobien-
stwa metodg AMC. Dokladnosé wydaje si¢ by¢ zadowalajaca przy zastosowaniu MPO do
wstepnej oceny niezawodnosci konstrukeji. Analiza zostala przeprowadzona we wstepnej
fazie trwania projektu, gdy MPO ulegala jeszcze modyfikacji.

Metoda [CPU[s]| Py

AMC 1182 | 2.77 - 107
SORM 78 | 2.04 - 107
Plan osiowy 182 | 2.01 - 107
CCD 283 | 2.21-107
MPO-SORMced 234 | 2.03 - 107

TABELA 5.8. Rezultaty analizy niezawodnosci zbiornika ci$nieniowego.
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RysuNEK 5.13. Siatka elementéw skoriczonych modelu statku kosmicznego ‘Proteus‘.

Przykiad. 5.6

Analiza niezawodnosci modelu statku kosmicznego ‘Proteus’ poddanego réznym ro-
dzajom obcigzen (temperatura, przyspieszenie i obcigzenie state). Model, Rysunek 5.13,
ktorego siatka elementow skoriczonych byta wykorzystywana w analizie konstrukeji w fir-
mie projektowej, skiada si¢ z 7117 elementéw plytowych i belkowych o 36000 stopni
swobody. Wéréd 37 zmiennych losowych znalazty si¢ przekroje poprzeczne elementéow bel-
kowych, sztywnosé ptytowa, wlasnosci materialowe oraz obcigzenie. Zostala zdefiniowana
naprezeniowa funkcja graniczna jako réznica pomiedzy maksymalng wartosciag napreze-
nia a naprezeniem granicznym materiatu. Analiza niezawodno$ci zostata przeprowadzona
standardowymi metodami oraz MPO, Tabela 5.9.

Metoda ‘ 16} ‘ Py Liczba symulacji
AMC 2.504 | 6.12- 103 2285
FORM 2.406 | 8.07 - 103 35
pierwszy etap bazujacy na procedurze RF | 2.391 | 8.40 - 10(-3) 105

Plan osiowy 2.391 | 8.40 - 102 125
MPO-SORMced 2.348 | 9.44 - 1002 357

TABELA 5.9. Rezultaty analizy niezawodnosci modelu statku kosmicznego ‘Proteus’.
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Wyniki potwierdzajg doktadnosé rezultatéw otrzymanych MPO w poréwnaniu do in-
nych metod. Ponadto wynik analizy metoda AMC zostal uzyskany przy znacznej liczbie
symulacji N = 2285 (czas trwania analizy to okolo 5 godzin) oraz wspdlczynniku zmien-
nosci estymatora vp, = 30.5% co oznacza, ze wynik nie jest zbyt dokladny. Uzyskanie
akceptowalnej w praktyce inzynierskiej doktadnosci, czyli odpowiednio mniejszej wartosci
wspétczynnika Vp, Oznacza zbyt dlugi czas obliczen.

Przyktad. 5.7

MPO byla réwniez testowana na przykladzie modelu rzeczywistego jednokadtubo-
wego szybkiego statku, Rysunek 5.14. Model sklada sie z 27722 elementéw plytowych
i belkowych. Jest to nowa i nietypowa konstrukcja, w przypadku ktérej brak danych sta-
tystycznych uniemozliwia stworzenie ogélnych regut projektowania powszechnie stosowa-
nych w przemyséle stoczniowym. Dostepny jest jedynie zbiér zalecert proponowanych przez
Towarzystwo Klasyfikacyjne (ang.Classification Society). Odnosnie bezpieczeristwa kon-
strukcji Towarzystwo Klasyfikacyjne zaleca poréwnanie wytrzymatosci materiatu z mak-
symalnymi napr¢zeniami mogacymi pojawié¢ si¢ w czasie oczekiwanego czasu eksploatacji
statku oraz uwzglednianie w analizie naprezeri zmeczeniowych. Wspétczynniki bezpieczen-
stwa sg okreslane na podstawie doswiadczenia uzyskanego z obserwacji eksploatowanych
jednostek. Metoda taka moze byé¢ z powodzeniem stosowana w projektowaniu nowych
statkow. Jednakze konieczny proces optymalizacji z uwagi na cel jakim jest osiggniecie
jak najwigkszej predkosci statku znacznie zaweza margines bezpieczeristwa optymalnego
rozwigzania.

W prezentowanym przykladzie docelowo duza predkos$é¢ statku stoi w sprzecznosci
z jego masa, a zadanie dodatkowo komplikuje zmieniajgca sie ilo$¢ zuzywanego paliwa.
Zastosowanie aluminium lub ciggliwego metalu z kolei uwrazliwia konstrukcje statku na
zmeczenie. Stad mozliwosé eksploatacji statku, ktéry osiaga duze predkosci, warunkuje

RYSUNEK 5.14. Siatka elementéw skoriczonych modelu szybkiego statku.
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RYSUNEK 5.15. Schemat konstrukeji statku.

stan morza. Jednak nawet przy okreslonym stanie morza zdarzaja si¢ fale okreslajgce ciez-
sze, niedopuszczalne warunki. Ich skutkiem sg uderzenia dziobu statku o fale. To zjawisko
bylo bezposrednig, przyczyna uszkodzeri obserwowanych na prototypowym statku. Anali-
za niezawodnosci umozliwia lepsze oszacowanie ryzyka powstawania tego typu uszkodzen.

Na pierwszym etapie analizy konstrukcja zostala poddana procesowi optymalizacji,
ktory zawezit margines bezpieczeristwa. Nastepnie zostala przeprowadzona analiza nieza-
wodnodci typowych, spawanych elementéw poszycia statku (Rysunek 5.15) ze wzgledu na
wyboczenie oraz zniszczenie zmeczeniowe. Zostala przyjeta funkcja graniczna zawieraja-
ca wlasnosci materialowe oraz opis obciazeri. Do obliczeri niezawodnosci ze wzgledu na
zmeczenie materialu przyjeto globalne obcigzenie falg dla 15 letniego cyklu eksploatacji.
Wyniki analizy (Tabela 5.10) potwierdzajg dobrg zgodno$é MPO z SORM.

Dodatkowo zostala przeprowadzona analiza niezawodnosci ze wzgledu na mozli-
wos¢ powstania czestosci rezonansowych. W projektowaniu statkéw pasazerskich jednym
z wazniejszych kryteriéw branych pod uwage jest komfort. Stad, przedmiotem wnikli-
wych badani byla mozliwo$¢ wystapienia na pokladach dostepnych pasazerom (Rysunek
5.16) modéw rezonansowych, a w szczegélnosci modéw niskich czestosci. Przewidywa-
nie wielkosci drgan umozliwia analiza numeryczna, ktéra powinna by¢ przeprowadzona
we wczesnej fazie projektowania, aby zapobiec konieczno$ci wprowadzania kosztownych
zmian w rzeczywistej realizacji projektu. W tej fazie projektu wiele czynnikéw majg-
cych wplyw na czesto$é rezonansows, w szczegdlnoscei rozmieszezenie masy (np. sprzetu
i wyposazenia), jest okre§lonych z danym stopniem niepewnosci. Zastosowanie analizy
niezawodnodci pozwala oceni¢ wplyw tych niepewnosci na prawdopodobienistwo wysta-
pienia zjawiska rezonansu pokiadu wzbudzanego praca sruby. Funkcja graniczna zostala

Metoda | CPU [¢] | Py ‘
SORM 1560 0.153
CCD 5040 0.157

TABELA 5.10. Rezultaty analizy niezawodnosci ze wzgledu na zmeczenie materiatu.
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RYSUNEK 5.16. Model MES poktadu dostgpnego pasazerom.

zdefiniowana jako réznica pomiedzy pierwsza, najnizszg czestoscia wlasng konstrukceji
a czestosdcig wzbudnika—$ruby. Przyjeto model stochastyczny z 13 zmiennymi podlegaja-
cymi rozkladowi Gaussa, opisujgcymi obcigzenie pochodzace od wyposazenia i zalezne od
jego lokalizacji. Poniewaz w tym zagadnieniu nie ma mozliwosci wyznaczenia gradientow
zastosowano MPO. Wyniki analizy przedstawia Tabela (5.11). Nie wykonano testu wery-
fikujacego MPO metodami symulacyjnymi MC oraz AMC ze wzgledu na przewidywany,

zbyt diugi, czas potrzebny do przeprowadzenia analizy.

Metoda MPO [CPU[s]| Py |
pierwszy etap bazujacy na procedurze RF | 5640 | 0.0056
plan osiowy 6060 0.0058

TABELA 5.11. Rezultaty analizy niezawodnoéci ze wzgledu na mozliwo$¢ powstania czestosci

rezonansowych.



ROZDZIAL

Analiza niezawodnosci
konstrukcji sprezysto—plastycznych
z wykorzystaniem MPO

W tej czedci niniejszej pracy zaproponowano metode szacowania prawdopodobienistwa
awarii konstrukcji sprezysto—plastycznych przy uzyciu MPO. W badaniu wplywu losowej
natury parametréw na zachowanie si¢ konstrukcji brano pod uwage jedynie obcigzenie.
Opracowana metoda pozwala analizowa¢ niezawodno$é¢ przystosowania oraz rozwigzad
pewng klase zadan niezawodno$ci nosnoéci granicznej. Efektywno$¢ MPO zostata zilu-
strowana dwoma przyktadami.

6.1. Opis stochastyczny obciazen

W analizie niezawodnosci konstrukeji sprezysto-plastycznych najwiekszy wpltyw na praw-
dopodobieristwo zniszczenia konstrukeji ma losowy charakter obcigzenia. Istotnym skiad-
nikiem opisu obciazen jest czas. Uwzglednienie czasu w modelu obcigzenn (traktowanie
obcigzenia jako procesu stochastycznego), w konsekwencji pociggaloby znaczne skompli-
kowanie algorytmu numerycznego z powodu koniecznosci prowadzenia analizy sprezysto—
plastycznej konstrukeji w czasie. Przeprowadzenie takiej analizy wobec wspétczesnych wy-
magan projektowych byloby nieefektywne lub wrecz niemozliwe. Wynika stad koniecznosé
zastosowania szeregu zalozen upraszczajacych opis stochastyczny obcigzen z zachowaniem
tych istotnych cech obciazenia, ktére sg najwazniejsze w rozpatrywanych w niniejszej pra-
cy zagadnieniach.

Zgodnie z zalozeniami dotyczacymi charakteru obcigzenia podanymi w Rozdziale 2.2.,
zob. (2.11, 2.12), obciazenie mozna opisaé za pomocg granic zmian mnoznikéw obciazenia

91
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py ipl gdzie py <0< pt, s=1...n, Obszar zmiennosci obcigzerni jest okreslony w n
wymiarowej przestrzeni mnoznikéw obcigzenia

{p =1, poy ooy pin)|ps € Ry i =1...ng}, (6.1)

zob. Rysunek 2.1. Wygodniej jest natomiast operowa¢ w 2n, wymiarowej przestrzeni
granic mnoznikéw obcigzenia,

(0™ =y, ng g s g Ny i € Ryi= 1.0}, (6.2)
a wilasciwie w nieujemnej czesci tej przestrzeni
(" =llprl ol g s g L Nl | € R i=100 0,4, (6.3)

co zostanie wyjasnione w dalszej czesci pracy. Wektor pt wyznacza wierzcholek 2n,
wymiarowego prostopadloscianu (hiperprostopadtoscianu) Q7 czyli wspéhrzedne obszaru
zmiennosci obcigzen.

Analogicznie do definicji zamieszczonych w Rozdziale 2.2.; zob. (2.13), wprowadza-
jac mnoznik intensywno$ci obcigzenia £ > 0 homotetycznie powiekszajacy hiperprosto-
padloscian £QF = Qg, mozna wyrézni¢ podobne obszary zmiennosci obcigzen: obszar
poréwnawczy €, obszar sprezysty Qt, obszar przystosowania Qj{ oraz obszar nosnosci
granicznej Qg Na podkreslenie zastuguje fakt, ze w przypadku wystepowania obcigzeni,
w ktérych tylko jedna z granic jest niezerowa, przestrzen granic mnoznikow obciazenia
degeneruje si¢ do przestrzeni mnoznikéw obcigzenia. Tylko wtedy mozna w przestrzeni
mnoznikéw obcigzenia okreslié jednoznacznie obwiedni¢ obszaréow przystosowania. Wte-
dy réwniez istnieje tylko jeden wektor, ktéry okredla wspoélrzedne hiperprostopadioscianu
(w przypadku zerowych dolnych granic zmian mnoznikéw obciazenia, pu; = 0,s = 1...n,
zachodzi réwno$é p = p™, Rysunek 6.1). Jezeli jednak wystepuje obcigzenie i, 1 < i < ny,

r 22 =,U;
Q,=Q;

M=

v

RysuNEK 6.1. Obszary zmiennosci mnoznikéw oraz granic mnoznikéw obcigzenia gdy
py = g =0,



6.1. OPIS STOCHASTYCZNY OBCIAZEN 93

\ Elub Eﬂe/

1 Q; My

Hy

RYSUNEK 6.2. Przypadek dwéch mnoznikéw obcigzenia i trzech granic zmiennosci obciazenia.
Obszar zmiennoéci mnoznikéw obcigzenia (¢ jest wyznaczony przez dwa wektory ., i Epy,
a obszar zmiennosci granic mnoznikéw obciazenia Qg‘ jest wyznaczony przez jeden wektor Eu™.

ktére jest opisane przez dwie rézne od zera granice mnoznikéw obcigzenia p; < 0 < p,
to wspdlrzedne hiperprostopadioscianu w przestrzeni mnoznikéw obcigzenia sa okreslone
przez dwa wektory. W przestrzeni granic mnoznikéw obcigzenia wspéirzedne hiperpro-
stopadloscianu s wyznaczone przez jeden wektor pt (Rysunek 6.2), co jest kluczows
korzyscig, tego opisu w zagadnieniu rozwazanym w niniejszej pracy.

Wobec powyzszych ustaleni oraz dostepnych danych stochastycznych dotyczacych zwy-
kle maksymalnych warto$ci obcigzenia, przyjeto nastepujace uproszczenia stochastyczne-
go opisu obcigzen:

e obciazenie P jest zmienng losows niezalezng od czasu (dlatego tez analiza nieza-

wodnosci réwniez jest przeprowadzana niezaleznie od czasu);

e dana realizacja p zmiennej losowej P odpowiada maksymalnej wartosci obciazenia

mogacego wystapi¢ w danym przedziale czasu, np. w przeciggu 10 lat (lub nawet
w calym przewidywanym przedziale czasu pracy konstrukeji);

e do opisu obcigzen przyjeto rozktad prawdopodobieristwa Gumbela nalezacy do gru-

py tzw. rozkltadéw maksiméw I typu.

Konsekwentnie do oznaczeri przyjetych w Rozdziale 3., liczba zmiennych n = 2n,.
Obciazenia zgrupowane s w wektorze zmiennych losowych P = [Py, P, ..., P,|. Prze-
strzeni realizacji p = [p1, pe, - . ., pn] wektora P jest réwnowazna przestrzeni granic zmien-

no$ci mnoznikéw obcigzenia. Wobec tego przyjeto te same oznaczenia obszaréw, Q7 Qg’e,
Q$ oraz Qg Miara prawdopodobienistwa wystgpienia danej realizacji p jest okreslona
przez funkcje lacznej gestodci prawdopodobienstwa obcigzenia fp(p).
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Tak jak juz wspomniano w Rozdziale 2 w analizie przystosowania historia obcigzenia,
jego zmiany w czasie oraz wzajemne interakcje obciazen oddzialywujacych na konstrukceje
nie maja wplywu na jej konicowy stan przystosowania sie. W analizie nosnosci granicznej,
przy zalozeniu sztywno—plastycznego modelu materiatu, wzrost obcigzenia nie musi by¢
zdeterminowany narzuconymi proporcjami. Obcigzenie moze dowolnie wzrasta¢ az do
momentu, w ktérym osiggnie graniczng warto$¢. Wymaga podkreslenia fakt, ze przyjety
opis obcigzen uniemozliwia badanie wplywu, mogacej mieé¢ istotne znaczenie, historii
obcigzenia. Przyjety opis stochastyczny jednak umozliwia analize losowego charakteru
obcigzen na bezpieczeristwo konstrukeji w danym okresie czasu.

Powyzsze zalozenia dotyczace opisu stochastycznego obcigzen w rezultacie generujg to
samo sformutowanie zagadnienia niezawodnosci przystosowania oraz nosnosci granicznej
konstrukeji. Jednak w analizie no$nosci granicznej konstrukeji taki opis obcigzen mozna
stosowaé tylko w ograniczonym zakresie. Alternatywa, takiego opisu obcigzen, w przypad-
ku nosnosci granicznej konstrukeji, jest zalozenie proporcjonalnego narastania obcigzenia
oraz zalozenie opisu stochastycznego obcigzen w biegunowym ukladzie wspéhrzednych.
Taki opis obcigzenn umozliwitby analize w przypadku dowolnego ksztaltu powierzchni
granicznej, lecz uniemozliwitby zastosowanie proponowanej w niniejszej pracy metody
powierzchni odpowiedzi. Ponadto, wystepuja trudnosci interpretacyjne takiego opisu ob-
cigzen.

6.2. Definicja niezawodnos$ci konstrukcji sprezysto—
plastycznych

Zadanie niezawodnosci konstrukeji sprezysto—plastycznych, zob. (3.3), mozna sformuto-
waé w postaci

Py = P[P € 2] = Blg(P) <0 = | e ap. (6.4)

w ktérej obszar awarii €2 jest zdeterminowany przez rodzaj prowadzonej analizy (przysto-
sowania lub nognogci granicznej). Konsekwentnie, zasada ta dotyczy okreslajacej obszar
awarii €y funkcji granicznej g(p), ktéra w analizie przystosowania oraz nosnosci granicz-
nej ma szczegdlng postaé

9" (p) =p:(p) —p. (6.5)

Wyrazenie p; jest dopuszczalng wartoscia obcigzenia jeszcze gwarantujgcego przystoso-
wanie!) 7 = SD lub obciazenia okreslajacego nognosé graniczng konstrukeji?? 7 = LA,
ktére sg wyznaczane dla danej realizacji wektora p. Do wyznaczenia wartosci p; i—tej
realizacji wektora p, metoda min-max wystarczy znajomos¢é proporcji obcigzenia

p.
A= L (6.6)

D) Przystosowanie w jezyku angielskim jest okreslane terminem Shakedown (SD).
2) Analiza nosnosci granicznej w jezyku angielskim jest okreslana terminem Limit Analysis (LA).
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ktora okredla kierunek przekatnej i—tego homotetycznie powickszanego hiperprostopadio-
$cianu. Wyznaczony wektor p(A;) okresla wierzchotek hiperprostopadlodcianu lezacy na
powierzchni granicznej

g (p)=pAN)-p=0 = p;A)=p. (6.7)

W zwigzku z powyzszym, nie istnieje konieczno$¢ poszukiwania polozenia powierzchni
granicznej g (p) = 0 w danym kierunku, poniewaz polozenie tej powierzchni jest okreslo-
ne przez algorytm min—-max. Jest to kluczowa zaleta niniejszego sformulowania, ktéra nie
wystepuje w ogdlnym przypadku analizy niezawodnosci konstrukeji sprezysto plastycz-
nych.

Interpretacja catki (6.4) jest nastepujaca. W zwiazku z przyjetg stochastyczna de-
finicjg obcigzenn prawdopodobieristwo powstania i—tego obszaru obcigzeni, w przypadku
dwéch obcigzen (Rysunek 6.3), moze by¢ sformulowane nastepujaco

R = P[P < P{(\) APy < Pi(\)]. (6.8)
Prawdopodobienistwo sumy wszystkich obszaréw
R=P(PL<P AP,<P)U(P<P’ANP,<P;)U..] (6.9)

okresla niezawodnosé konstrukeji sprezysto—plastycznej. Tym samym catka (6.4) przed-
stawia sume wszystkich realizacji wektora obcigzen P, ktére nie zawierajg, si¢ w obszarze
ograniczonym powierzchnig graniczng (6.7).

AP g'(p<0  g'(p=0

/ ,
4
— —
— 7
— //

i+1 g’(p) >0 -~ ~_ 7
p*, >

pi+1 //// /,/, \
// //’/ \
p| \ pl

RysuNEk 6.3. llustracja graficzna zadania niezawodnosci z zaznaczeniem powierzchni gra-
nicznej oraz dwdéch obszaréw obcigzen.
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Sformulowanie zadania niezawodnosci przystosowania konstrukcji ramowych w podej-
$ciu kinematycznym po raz pierwszy zostalo przedstawione w pracy [15]. Ze wzgledu na
mozliwos¢ doktadnego wyréznienia modéw zniszczenia i odpowiadajacych im czesci ob-
wiedni obszaréw przystosowania w rozwazanym zagadnieniu zaproponowano sumowanie
prawdopodobienstw awarii odpowiadajacych reprezentatywnym dla danego modu znisz-
czenia kierunkom. Prawdopodobienstwo awarii odpowiadajace danemu modowi zniszcze-
nia zostalo wyrazone za pomoca calki we wspéirzednych biegunowych a prawdopodobien-
stwo awarii konstrukcji zostalo okreslone za pomoca prawdopodobienistwa warunkowego.

W rozwazanym w niniejszej pracy zagadnieniu niezawodnosci osiowo—symetrycznych
konstrukcji sprezysto—plastycznych w podejsciu statycznym nie mozna wyrézni¢ granic
pomiedzy danymi modami zniszczenia.

6.3. Idea MPO w analizie niezawodnosci konstrukcji sprezy-
sto—plastycznych

Idea powierzchni odpowiedzi dotyczy przypadku gdy:
A. pierwsza pochodna powierzchni granicznej jest nieciggla;
B. kazdej realizacji wektora zmiennych losowych p odpowiada dana realizacja na po-
wierzchni granicznej g% (p) = 0;
C. obszar wyznaczony przez powierzchni¢ graniczng g% (p) = 0 jest obszarem wypu-
kitym, Rysunek 6.4;
D. kierunek wektora prostopadtego do g% (p) = 0 nalezy do zbioru (6.3), Rysunek 6.4.

Nieciagtos¢ pierwszej pochodnej powierzchni granicznej wynika z nakladania si¢ w trak-
cie analizy programem CYCLONE bledéw numerycznych oraz ze sposobu podzialu na
elementy skoriczone modelu konstrukeji (btedéw generowanych przez zastosowana, proce-
dure optymalizacyjng). Podzial dla zadanej deterministycznie geometrii jest staly i nie
uwzglednia przebiegu rzeczywistej granicy pomiedzy odksztatcong plastycznie i nieod-
ksztalcong czescig konstrukceji, chociaz granica ta zmienia si¢ stosownie do proporcji ob-
cigzen wyznaczajacych przystosowanie badZz nosnos¢ graniczng. 7Z powodu niecigglo$ci
pierwszej pochodnej powierzchni granicznej nie jest mozliwe zastosowanie algorytmoéw
gradientowych analizy niezawodno$ci. Z kolei inne, klasyczne metody analizy niezawod-
nosci nie wykorzystujg niewatpliwej zalety, ad. B, oraz wilasnosci powierzchni granicz-
nej, ad. C i D, tego typu zagadnienia. Z wypukloéci obszaru wynika, ze powierzchnia
graniczna w ogdlnosci moze posiadaé¢ ujemng krzywizne, lub moze nawet nie posiadaé
wyréznionego punktu projektowego (zastosowanie MPO FORM mogloby prowadzi¢ do
powaznych bledéw). Ten fakt z kolei wymusza przebadanie calego obszaru obcigzen o
istotnej mierze prawdopodobieristwa fp(p), zob. przyklady obwiedni rzeczywistych kon-
strukeji, Rysunek 6.21.

W analizie nognosci granicznej konstrukeji powierzchnia graniczna ¢%(p) = 0 jest wy-
pukta, warunek C, lecz nie musi spelmia¢ warunku D, Rysunek 6.4. W przypadku niespel-
nienia warunku D, homotetycznie powigkszany hiperprostopadioscian najpierw osiggnie
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gt (p)=0

g’(p) =0 T

g’(p)=0

RYSUNEK 6.4. Skrajne postacie powierzchni granicznej gZ(p) = 0 oraz przyklad powierzchni
nognosci granicznej ¢¢ (p) = 0, ktéra nie spelnia zalozenia D.

warunek nosnosci granicznej naroznikiem nie lezacym na kierunku giéwnej przekgtnej
hiperprostopadioscianu. W ramach opisu stochastycznego obciazeri taki obszar obcigzen
oznacza awari¢. Proponowana w niniejszej pracy MPO nie obejmuje analizy tej klasy
zadan.

Proponowane rozwigzanie MPO bazuje na sposobie planowania symulacji wykorzy-
stujacym wypuklosé obszaru granicznego w oryginalnej przestrzeni obcigzen.

Warunek wypuklosci obszaru mozna zapisaé¢ nastepujaco:
zbior C C R" jest wypukly jezeli dwa dowolne wektory p,, p, € C dla dowolnego
0 € [0, 1] spelniaja, nastepujacy warunek
Op, + (1 —0)p, eC. (6.10)
Powyzszy warunek oznacza, ze wszystkie punkty tworzace odcinek p;p, nalezg do zbio-

ru C.

W tej przestrzeni dowolny odcinek, ktéorego konce nalezg do powierzchni granicznej
g(p) = 0 jest jednoczesnie zbiorem bezpiecznych realizacji wektora p. Niejawnosé po-
wierzchni granicznej g(p) = 0 oznacza konieczno$é¢ poszukiwania takich realizacji wektora
p nalezacych do g(p) = 0, ktérych miara prawdopodobienstwa jest najwieksza.

Pierwszy krok: MPO w przestrzeni obciazen

Symulacje na pierwszym kroku poszukiwan wykonywane sg na bazie planu eksperymentu
osiowego (przypadek n = 3, zob. 4.3), przy zalozeniu duzej odleglodci § pomiedzy ekspe-
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A P2 pR

Pi-1

RYSUNEK 6.5. Poczatkowa idea MPO w przestrzeni obcigzen.

rymentami (Rysunek 6.5, przypadek n = 2 — 1 poniewaz poszukiwana jest powierzchnia
graniczna), okreslonej nastepujgco

§=kooo  ky€(2,3), (6.11)

gdzie odchylenie o. jest normg euklidesows z wektora odchylen standardowych zmien-
nych. Tak duza warto$¢ § pozwala na wziecie pod uwage prawie calego istotnego dla
wynikéow analizy obszaru. W przypadku wystepowania korelacji pomiedzy zmiennymi,
odleglosci poszczegdlnych symulacji od punktu centralnego powinny by¢ zréznicowane
i uwzglednia¢ wielko$¢ wspdlczynnika korelacji. W niniejszej pracy rozwazania ograniczo-
no do przypadku zmiennych niezaleznych.

Symulacje sg planowane w obréconym uktadzie wspélrzednych w hiperplaszczyznie
prostopadlej do kierunku wyznaczonego przez wektor wartosci srednich p,, wedlug pla-
nu osiowego dla n — 1 wymiaréow. Nastepnie, wspoélrzedne zbioru symulacji sa trans-
formowane z obréconej przestrzeni P® do oryginalnej przestrzeni zmiennych losowych P
([(0,-9),(0,0),(0,9)] — [p;_1, Py, P;], Rysunek 6.5). W wyznaczonych w ten sposéb kie-
runkach poszukiwane sg wartosci mnoznikéw obcigzenia, ktére okreslajg graniczng war-
tos¢ obciazenia dla zadanego stosunku obcigzen, czyli punkty na powierzchni granicznej
9(&p) = 0 ([§i-1Pi1, Py, &ip;), Rysunek 6.6).

Tak wygenerowany zbiér symulacji w przestrzeni P jest wykorzystywany w nastepnym
kroku do poszukiwania punktéw najlepiej charakteryzujacych rozpatrywane zagadnienie.
Pierwotnie idea dalszej procedury MPO byla nastepujaca:
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RYSUNEK 6.6. Poczatkowa idea MPO w przestrzeni obcigzen.

1) na prostej laczacej punkty {,p, oraz &;p; znajdowany bylby punkt p i 0 najwigkszej
wartosci funkcji tacznej gestosci prawdopodobietistwa f(p fi);

2) odpowiadajacy temu punktowi stosunek obcigzen okreslatby kierunek p;, w ktérym
wykonywana bytaby kolejna symulacja, czyli punkt p;py;;

3) procedura wykorzystujac sasiednie punkty oraz nowowyznaczony punkt powtarzata-
by sie az do uzyskania reprezentatywnego zbioru symulacji umozliwiajacego aprok-
symacje g(p) = 0.

Podpunkty ad. 1 i ad. 2 nalezaloby kilkakrotnie powtérzyé¢ w celu okreslenia polozenia
punktu g(&sps;) = 0 o najwigkszej wartodci f({fipy;). Poszukiwanie p;, ad. 1, wyma-
galoby jednak zastosowania dodatkowej procedury. Natomiast w przypadku realizowania
powyzszej idei MPO w przestrzeni U, wspélrzedne punktu w* na prostej taczacej punkty
up 1 u; mozna okresli¢ za pomocy jednego wzoru. Ponadto, dowolny odcinek po trans-
formacji (zob. 3.1.1) do przestrzeni U w wiekszosci przypadkéw ulega jedynie nieznacz-
nemu zakrzywieniu. W skrajnym przypadku (rozklady skosne, Rysunek 6.7), realizacji
Py; W przestrzeni U odpowiada punkt uy;, ktéry nie okresla maksymalnej wartosci funk-
cji tacznej gestosci prawdopodobienstwa p(uys;) (w przypadku zmiennych niezaleznych,
zob. (3.12), f(ps:) # ¢(uyi) chociaz F(py;) = ®(uy;)). Natomiast punkt u* okresla
maksymalng warto$é¢ funkeji tacznej gestosci prawdopodobienstwa ¢(u*). Jego lokalizacja
jest tozsama z oszacowaniem prawdopodobieristwa awarii metoda, FORM. Stad, kieru-
nek wyznaczony przez punkt w* zostal wybrany do poszukiwan rzeczywistego polozenia
powierzchni granicznej.
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RYSUNEK 6.7. Przyklad transformacji odcinka z przestrzeni obcigzen P do przestrzeni U
oraz transformacji odwrotnej odcinka z U do P. Niezalezne zmienne losowe P; oraz Ps

podlegajg rozkladowi Weibull’a o lacznej gestodci prawdopodobienstwa f = fp, fp,, gdzie
fe,(pi) = aipgai_l)ea:p(—(pi/bi)“i)/b;“, p; >0, a>0,b>0. Funkcje fp, i fp, sa okreslone pa-

rametrami o wartodciach (a1 =5, by = 3.5) 1 (a2 = 1.5, by = 2).

Drugi krok: MPO w przestrzeni U

Idea drugiego kroku MPO jest przeniesieniem idei punktu p;; z przestrzeni obcigzen P
do przestrzeni U i poszukiwania punktu w*. Dowolny odcinek w przestrzeni U moze byé
opisany za pomocg réwnania wektorowego prostej [ postaci

u—uy=rt. (6.12)

Zakladajac, ze prosta [; jest wyznaczona przez dwa wektory ug oraz u;, mozna wyznaczy¢
jednostkowy wektor kierunkowy

U; — U
T, =

(6.13)

|w; — uo| '

Stad réwnanie prostej [;, ktéra jest wyznaczona przez pare ug, u; mozna przedstawié
nastepujgco

U —ug =7t . (6.14)

Parametr t w punktach odpowiadajacych koricom wektoréw wuy i w; przyjmuje odpo-
wiednio wartosci ¢t = 0 oraz t = ||u; — ugl||. Natomiast warto$¢ parametru ¢* okreslajaca

wspéhrzedne punktu w* na prostej [; (Rysunek 6.7), moze by¢ wyznaczona z prostych
zalezno$ci

*

rit"t +ug=u
r,-r; =1 = t*

u r; =0
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I n-1=2 ! n-1=3

RyYSUNEK 6.8. Przyktad odcinkéw w przestrzeni U oraz

Punkt u* determinuje stosunek p*, czyli kierunek nowej symulacji w przestrzeni obcia-
zeri. W proponowanej MPO przy poszukiwaniu «* brane sg pod uwage wszystkie odcin-
ki taczace punkt centralny z punktami skrajnymi oraz wszystkie kombinacje pomigdzy
punktami skrajnymi z wylgczeniem punktéw przeciwlegltych, np. w n — 1 = 2 wymiarach
sa N. = 4 odcinki taczace punkt centralny z punktami skrajnymi oraz N, = 4 odcinki
wyznaczone przez same punkty skrajne, w n — 1 = 3 wymiarach N, = 6 a N; = 12,
Rysunek 6.8. Liczba odcinkéw pomigdzy punktami planowanego eksperymentu osiowego,
na ktérych poszukiwany jest punkt projektowy w* znacznie wzrasta wraz ze wzrostem
liczby zmiennych, Tabela 6.1. Symulacje nie muszg by¢ jednak wykonywane w kazdym
wyznaczonym kierunku. Dwa odcinki wyznaczone przez punkt centralny i pare przeciw-
legltych punktow wyznaczajg te samg hiperptaszczyzne. Dany kierunek mozna pominagé
w przypadku, gdy znaleziony na danym odcinku punkt u* jest w duzo wigkszej odlegtosci
od poczatku ukladu wspéhrzednych w poréwnaniu z punktem wyznaczajacym dany odci-
nek. Wokét znalezionych punktéw najblizszych poczatkowi ukladu wspétrzednych znowu
wykonywane sg symulacje na bazie planu eksperymentéw osiowych z pomniejszong ba-

n — 1 | Liczba odcinkéw wychodzaca | Liczba odcinkéw
ze skrajnego punktu do sprawdzenia
1 1 2
2 3 8
3 5 18
n—1 2n —3 2(n —1)2

TABELA 6.1. Charakterystyka liczby odcinkéw oraz odpowiadajacej tej liczbie ilosci ewentu-
alnych symulacji.



102 6. ANALIZA NIEZAWODNOSCI KONSTRUKCJI SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH . . .

zg 0. Po wyznaczeniu zbioru symulacji danym realizacjom przypisywane sg wagi (zob.
(5.3)), a powierzchnia graniczna jest aproksymowana za pomocg MNK wedlug nastepu-

jacego rownania
n—1

PP ) = by + 3 byexcp (e L0 (6.16)

0‘.
i=1 v

"1 = [p1,p2,...pu_1], za$ parametry by, ...b,_; sa wyznaczane dla ustalonego

gdzie p!
¢;. Najlepsze réwnanie regresji jest poszukiwane metodg przeszukiwania zbioru wartosci
c¢=10.0ln; n=1,...,200] i odpowiadajgcych im wartosci parametréw by, ... b, 1. Kry-
terium wyboru najlepszego réwnania regresji stanowi statystyka R?, zob. (4.13). Zapro-
ponowane réwnanie (6.16) pozwala efektywniej odwzorowaé poszukiwang zaleznosé niz
proponowane w pierwszej czesci niniejszej rozprawy réwnanie kwadratowe (4.29). Wia-
snosci funkeji wyktadniczej umozliwiajg ‘dopasowanie sie’ réwnania regresji do skrajnych
przypadkéw powierzchni granicznej, Rysunek 6.4.

6.4. Przyklady

Przedstawiono ponizej dwa przyklady analizy niezawodnosci przystosowania oraz nosno-
Sci granicznej z uwzglednieniem losowej natury obcigzen, za pomocg zaproponowanego
algorytmu MPO. Pierwszy, prosty przykilad analizy belki dwuprzestowej ilustruje zlo-
zono$¢ zagadnienia oraz uzasadnia zastosowanie MPO. Zadanie wyznaczenia dokladnej
postaci powierzchni granicznej zostalo tutaj rozwigzane analitycznie. To rozwigzanie po-
stuzyto do uzyskania MPO aproksymacji powierzchni granicznej. Ostatecznie, poréwnano
wyniki oszacowania P na podstawie aproksymacji oraz analitycznej postaci powierzchni
granicznej kilkoma metodami analizy niezawodnosci. Przyklad ten prezentuje trudnosci
jakie sg zwigzane z uzyskaniem rozwigzania nawet w przypadku tak prostej konstrukcji.
Drugi przykiad dotyczy konstrukeji osiowo—symetrycznej, ktérej rozwigzanie jest moz-
liwe tylko w sposéb przyblizony. Zadanie to zostalo rozwigzane numerycznie za pomocs,
metody min-max. Nawet przy tak stosunkowo prostym modelu uzyskanie rozwigzania
jest bardzo czasochtonne. Ponadto, rozwigzanie zadania procedura min—max jest wraz-
liwe na przyjety podzial na elementy skoriczone, co w polaczeniu z duzg iloscig wyko-
nywanych operacji i naktadaniu si¢ btedéw numerycznych powoduje niecigglos¢ pierwsze;j
pochodnej powierzchni granicznej. MPO pozwala efektywnie uzyskaé¢ dobrg aproksymacje
powierzchni granicznej i na jej podstawie szacowaé prawdopodobienistwo awarii.

6.4.1. Przyklad analizy niezawodno$ci przystosowania oraz nos$nosci gra-
nicznej belki

Analizowana jest belka® pokazana na Rysunku 6.9 o przekroju idealnie dwuteowym
(profil T bez $rodnika), ktéry jest scharakteryzowany przez zadany moment bezwladnosci
J oraz moment uplastyczniajacy przekrdj My. Innymi stowy, dany przekrdj poprzeczny

3) Rozwigzanie deterministyczne w przypadku nieujemnego programu obcigzeri o zadanym stosunku
A =1 mozna znalezé w pracy [67].
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/2 /2 | /2 /2

RYSUNEK 6.9. Belka o przekroju idealnie dwuteowym.

belki pozostanie sprezysty gdy | M| < My, a przegub plastyczny powstanie gdy |M| = M.
Przyrost odksztalcen plastycznych w danym przekroju spowoduje obrét dwéch przeciwle-
glych czesci belki, o odksztatcona belki stanie si¢ tamang. Przeguby plastyczne powstana,
wylacznie w przekrojach o maksymalnych wartosciach momentu zginajacego, w przekro-
jach , lub .

Belka jest obcigzona dwoma sitami py i ps, ktére moga zmieniaé¢ sie wewnatrz zada-
nego obszaru zmiennosci okreslonego przez dwa nieujemne parametry s i ¢, np. obszar
{=sp<p1r<p, 0< pp <typ} lub {=sop < p1 < p, 0 < po < top}, Rysunek 6.10.
Parametry te okreslajg jednoczesnie proporcje obszaru zmiennosci obcigzen A; (zob.

A
P2
mip
tl p
\\\\ . t2 p R /////
[~ : =
| \\\\\ 3 P ////
: i \\\\\ " _v"":’//// pl
; ‘\:n«‘/ )
%P =P -sp 0 p P

RyYSUNEK 6.10. Obszar zmiennoéci obcigzen.
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rozdzial 6). Analiza sprezysto—plastyczna belki (Rozdzial 2) pozwala danemu obszaro-
wi zmiennosci obcigzeri, np. {—s1p < p1 < p, 0 < po < t1p}, przypisaé¢ warto$é mnoznika
obcigzenia p proporcjonalnie powigkszajgcego dany obszar do wielkosci zapewniajgcej
przystosowanie si¢ (mnoznik 7, Rysunek 6.10), badz do wielkosci obciazenia & okreslajg-
cej nosnosc graniczng.

Przystosowanie

W analizie przystosowania konieczne jest wyznaczenie pola momentéw resztkowych, kto-
re jest wynikiem powstalych odksztalcen plastycznych. Mozna je wyznaczyé rozwigzujac
zadanie belki nieobcigzonej, wstepnie odksztatconej. Korzystajac z symetrii zadania wy-
starczy rozwigza¢ dwa schematy I i II wstepnych obrotéw w przekrojach odpowiednio

i , Rysunek 6.11.

RyYSUNEK 6.11. Schemat wstepnych odksztalceri: I w przekroju 1 oraz II w przekroju 2.

Z réwnania ugiecia osi belki
d*w M
= — 1
dz?  EJ’ (6.17)

gdzie E oznacza modul Younga oraz warunkéw brzegowych zadan

dzx

I1: w(0) = w(l) = w(2l) = 0, [dw(x)} e 0, {dw(w)L_l = 0,,

I w(0) =w(l) =w(2l) =0, [w®)]=y2 =0, {dw(:c)} at

dx dx
(6.18)

gdzie [-] oznacza skok wartosci funkceji, zostaly wyznaczone stale catkowania oraz wypro-
wadzone wzory okreslajace wielko$ci momentow rezydualnych
3EJ

Mt = —17(91 + 204 + 03),

3EJ
Mt = Mg = —gT(Ql + 20, + 03),

ktére sy uzaleznione od wielkosci odksztalcenn plastycznych — katéw obrotu 61,60, i 65
odpowiednio w , i|3| przekroju, Rysunek 6.9.

Rozwigzanie zadania idealnie sprezystego, czyli wartosci momentéw zginajacych
w przekrojach , i|3|dla poszczegdlnych programéw obcigzenia zostaly zgrupowane
w Tabeli 6.2.

(6.19)
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Program obcigzenia M, M, Ms
pr=p,  p2=0 Spl —Zpl | =2l
pi=p, pp=tp | BBty | S0 | 188,
PL=—sp, pp=tp 135+3th 6(s 1) pl 13t+35pl
pr=—sp, p2=0 | —2pl el el

TABELA 6.2. Momenty zginajace w odpowiednich przekrojach belki, Rysunek 6.9, dla danych
wartosci obcigzenia, Rysunek 6.10.

Obcigzenie dzialajace na belke musi spelié¢ gwarantujace bezpieczng prace konstrukeji
ograniczenia, ktére mozna wyznaczy¢ za pomocg bazujacego na podejsciu statycznym
twierdzenia o przystosowaniu sie ram przedstawionego ponizej®.

Dana konstrukcja ramowa przystosuje sie, jezeli istnieje takie pole momentéw reszt-
kowych M%(z), ze speione beda nastepujace nieréwnosci

mazx M (z) + M(z) < My(z),
—My(z) < min M (z) + M (z), (6.20)
max M(x) — min M(x) < 2M,(x),

z ktorych pierwsze dwie odnosza, sie do nieprzystosowania zagrozonego zniszczeniem przy-
rostowym, a trzecia plastycznoscia, naprzemienna,

Rozwazania sa wigc ograniczone do maksymalnych i minimalnych momentéw zginajacych
analizy sprezystej. Ze zgromadzonych w Tabeli 6.2 warto$ci momentéw sprezystych zosta-
ly wybrane momenty ekstremalne mogace pojawié¢ si¢ w danym przekroju belki i razem
z warto$ciami momentow resztkowych zebrano je w Tabeli 6.3. Przytoczone twierdzenie

Ekstremum M, M, M,
mazx Spl = pl St Bty
min —L3st3tp] | — G(éf) pl | —&pl
M£E %m m %m

TABELA 6.3. Ekstremalne momenty zginajace w odpowiednich przekrojach belki, Rysunek
6.9, dla danych granic zmiennosci obcigzenia, Rysunek 6.10.

wraz z dwoma pierwszymi warunkami (6.20) %, ktére musza by¢ spetione dla odpowied-

1) Twierdzenie jest zamieszczone w rozdziale 6.3 pracy [67]. M, oznacza granice sprezystosci.
%) Trzeci warunek jest speliony tozsamosciowo, poniewaz dla przekroju idealnie dwuteowego M, = Mj.
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nich wartosci momentéw z Tabeli 6.3 implikuje uktad szesciu nieréwnosci, Rysunek 6.12.

: --*"“'{
i

RYSUNEK 6.12. Rozwigzanie zadania przystosowania oraz zakres jego obowigzywania w prze-

strzeni parametrow s i t.

Pigé¢ z nich jest istotnych, tzn. najmniejszy mozliwy mnoznik obcigzenia n(s,t) spemia

jedna z tych nieréwnosci. Zakres obowigzywania nieréwnosci

a)

ep <20 Mo
PS16s+30 1
8 M,
g _
& s+t
PS30+s)+16t 1 (6.21)
<o
13(1+s) +3t 1
96 M,
< _
PS5 130

W przestrzeni parametréw s i ¢t przedstawiono na Rysunku 6.12, ktéry przestawia rowniez

rzut czesci 'widocznych od dotu’ réwnan (6.21) na plaszezyzne p = 0.
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Nie jest mozliwe przedstawienie obwiedni obszarow przystosowania w przestrzeni ob-
cigzen [p1, po] ze wzgledu na niejednoznaczno$é wynikajacg z mozliwosci wystepowania
ujemnych wartosci obcigzenia p;.

Nosnosé Graniczna

W przypadku no$nosci granicznej konstrukecji belkowych wyniki uzyskane za pomocy
podejscia statycznego oraz kinematycznego sg takie same. Dana belka byla analizowa-
na metoda kinematyczng. Dla zadanego obszaru zmiennosci obcigzeni, Rysunek 6.10, ze
wzgledu na symetrie zadania, rozwigzanie pigciu modéw zniszczenia (pigciu kombinacji
obcigzenia) redukuje sie do dwéch przypadkéw, Rysunek 6.13.

JAN
|
!

12 2 | e | e
i

RYSUNEK 6.13. Podstawowe mody zniszczenia belki.

Praca sil zewnetrznych (moc), czyli praca jaka wykonuje dane obcigzenie na przemiesz-
czeniu w (predkosci przemieszezeni w) wynosi odpowiednio

A) L=pu=pi, B) L= (p+p)i=(s+1)pu, (6.22)

a praca sit wewnetrznych (moc), czyli energia jaka jest dysypowana w konstrukeji mierzo-
na iloczynem momentu zginajacego M, i kata obrotu osi belki ¢ w przegubie, w ktérym
nastapito uplastycznienie przekroju wynosi

WMy 6 M,

A) D= Mo(pr— (—¢2) = (4+2)— T (6.23)
: . WMy 8w,
B) D= My(p1+ @2) = (4 +4) l“: l“. (6.24)
A
P2
6p
ap.
2p-
Py
-|6p -I4p -|2p 0 6p -

RYSUNEK 6.14. Obwiednia no$nosci granicznej w przestrzeni obcigzen.
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Z réwnania L = D mozna wyznaczy¢ obcigzenie graniczne

8 My
(1+s)l

6.M,

(6.25)

oraz obwiednie nosnosci granicznej, Rysunek 6.14.

Niezawodnosé

W analizie niezawodno$ci przystosowania oraz nosnosci granicznej belki przyjeto opis sto-
chastyczny obcigzen zgodnie z zalozeniami podanymi w Rozdziale 6. Dodatkowo zatozono
brak zalezno$ci pomiedzy zmiennymi. Granice zmienno$ci obcigzen belki opisano trzema
zmiennymi losowymi [P;F, P, P,7], ktérych parametry rozkltadu zostaty przedstawione
w Tabeli 6.4. Takie sformulowanie zadania niezawodnosci pozwala na przedstawienie ob-
wiedni obszaréw przystosowania w przestrzeni granic zmiennosci obcigzen (w przestrzeni
realizacji). Obwiednia, ktéra jednoczesnie jest powierzchnig graniczna, jest dana w posta-
ci parametrycznej

[pfapfvp;r] = [p7 —Sp, tp]u Svt = (07 OO) 9 (626)

gdzie p = p(s,t) jest okreslone warunkami (6.21) obowigzujacymi w odpowiadajacym
im zakresie, Rysunek 6.12. Powierzchni¢ (6.26) mozna przetransformowa¢ do przestrzeni
granic zmiennosci obciazent [py, py, p;], Rysunek 6.15, gdzie przyjmuje nastepujaca postaé

a) go=16p; —3p3 +96=0,

b) gy=p; —ps +8=0,

¢) ge=—3pf +3p; —16p3 +96=0, (6.27)
d) ga=—13pf + 13p; — 3pF +128 =0,

e) ge=—16p7 —3pF +96=0.

Powierzchnia graniczna w postaci parametrycznej (6.26) opisuje zalezno$é odcinkami li-
niowg co tatwo sprawdzi¢ podstawiajac do réwnari (6.27) odpowiednie wartosci p dane
zaleznodciami (6.21). Obwiednia no$nosci granicznej w przestrzeni granic zmiennosci ob-
cigzen, Rysunek 6.15, jest wynikiem przeciecia dwoéch graniastostupéw, ktorych kontury
zostaly wyznaczone w przestrzeni obcigzen, Rysunek 6.14. Powierzchnia ta ma nastgpu-

‘ Zmiennal L | o ‘Typ rozktadu

P 3.2 0.40 Gumbel

P 2.8 10.28 Gumbel

P, 3.0 10.30 Gumbel

TABELA 6.4. Opis zmiennych losowych.
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N LS

fp(p) = const.

P

JAY
+
Py
R
P1
RYSUNEK 6.15. Obwiednie obszaréw przystosowania i nosnosci granicznej w przestrzeni granic
obcigzeni oraz warstwica funkeji tacznej gestosci prawdopodobieristwa fp(p).
jaca postac
k) gx=py —p3 +8=0,
1 g1 = —p;_ +6=0
’ (6.28)

m gm:p1_+6207

n) g,=-p; +6=0.

~— o

Punkt na tej powierzchni (maksymalna warto$é obcigzenia wystepujacego w danym okre-
sie czasu) definiuje obszar, w ktérym obcigzenie moze dowolnie przyrasta¢ bez kumulo-
wania przyrostow odksztatcen plastycznych i osigga nosnosé graniczng spelniajac jeden
z powyzszych warunkéw (6.28).

MPO umozliwia wyznaczenie aproksymacji obwiedni obszaréw przystosowania przy
liczbie symulacji N = 43 nastepujacej postaci

32 - 28
9(p) = 5.33 — 0.00098 exp [1.35 (]91()—40)} —0.49 exp {0.21 (plo—%)] —pi =0,
(6.29)
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RYSUNEK 6.16. Aproksymacja obwiedni obszaréw przystosowania (SD) i no$nosci granicznej
(LA) w przestrzeni granic obciazeri oraz zbiory symulacji, ktére postuzyly do wyznaczenia
powyzszych aproksymacji.

oraz obwiedni no$nosci granicznej przy N = 45 w postaci

£ 32 - 28
§(p) = 32.03 — 0.00038 exp [1.26 (ploTo)} — 26.85 exp {0.01 (1’1()728)} —pi=0.
30)

Funkcje (6.29) i (6.30) sg dane jawnie (Rysunek 6.16), co pozwala zastosowaé odpowiednia,
metode analizy niezawodnosci bez ograniczen zwigzanych z liczbg symulacji potrzebnych
do oszacowania P.

Analiza niezawodno$ci zostala przeprowadzona kilkoma metodami w celu poréwnania
doktadnosci uzyskanych wynikéw oraz liczby symulacji N potrzebnych do ich uzyskania.
Wyniki uzyskane metoda Monte Carlo (wspélezynnik zmiennosci estymatora vp, = 5%,
zob. (3.51)) przyjeto jako punkt odniesienia w stosunku do innych metod oraz do po-
rownania wynikéw uzyskanych za pomocs aproksymacji powierzchni granicznej MPO,
Tabela 6.5. Powyzsza tabela nie zawiera wynikéw analizy badanego zagadnienia jako
analizy niezawodnosci systemu, poniewaz tylko w tym szczegélnym przypadku dane sg,

Rzeczywiste obwiednie MPO
Metoda SD LA SD LA
3 | N 3 | N 3 [N| B [N
Monte Carlo 3.154 | 1000000 | 3.433 | 1000000 | 3.147 | 43 | 3.425 | 45
Advanced Monte Carlo | 3.412 7000 3.507 7000 3.361 | 43 | 3.520 | 45
FORM 4.010 57 3.702 45 3.509 | 43 | 3.704 | 45

TABELA 6.5. Rezultaty analizy niezawodnosci przystosowania (SD) oraz nosnosci granicznej
(LA) belki dwuprzestowej. Analize przeprowadzono na podstawie rzeczywistych obwiedni i ich
aproksymacji (MPO).
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Zmienna | p [MPal | o [MPa] | Typ rozkladu

Py 150.0 3.0 Gumbel

I 12.0 1.2 Gumbel

TABELA 6.6. Opis zmiennych losowych.

Dodatkowo zostal przebadany wplyw zmiany zewngtrznego promienia rury
Ry = 25,26, 27 mm na wielko$¢ Py przy ustalonym promieniu wewng¢trznym 2; = 12 mm.
Przyjeto warunek plastyczno$ci Hubera—Misesa oraz granice plastycznosci og = 200 MPa.

Analize przystosowania oraz mnosnosci granicznej przeprowadzono programem
CYCLONE. Program wykorzystuje rozwigzanie sprezyste MES uzyskiwane programem
FEMLIB®, w ktérym model numeryczny jest generowany za pomocs, elementu CST (tréj-
kat o liniowej funkcji ksztattu). CYCLONE pozwala wyznaczy¢ metoda min—max wartosé
mnoznika obciazenia zapewniajacego przystosowanie 1 badz okreslajacego nosnosé gra-
niczng konstrukeji &, Rozdzial 2. zob. (2.43 i 2.44).

W obydwu przypadkach MES stuzy do wyznaczenia stanu naprezenia, w tym maksy-

nlaa:(crlE

mat(q ) dla danej poréwnawczej wielkosci obcigzenia p,.

malnej wartodci naprezenia o
Poszukiwang wielkos¢ obcigzenia przystosowania pgp mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

2]

Psp = Mpo = dpo, (6.31)
1 max (6 32)
O zred — _Uzre . .
n d

Po podstawieniu (6.32) do zwiazku (6.31) powstanie zaleznosé

Psp = Z?ff ) (6.33)

zred

ktora okresla wielko$¢ obcigzenia przystosowania pojedynczej symulacji w zaleznosci od
danych zadania (og, pg) oraz danych pochodzacych z analizy MES i CYCLONE (7, o7%%).

zred
Podobna do (6.33) zaleznoé¢ zostata wykorzystana do wyznaczania wielkosci obcigzenia

nosnosci granicznej pra

00 Do = §100po
0 = .
O zred UZL«%

pra = &po = (6.34)

Chociaz brane sa pod uwage tylko maksymalna warto$é intensywnosci naprezeti ™% oraz
zred

max

mnoznik obcigzenia bedacy rezultatem redukcji o7y

do wartosci 0,4, to reprezentuja,
one stan naprezenia w calej konstrukeji, Rysunek 6.18. Analiza przystosowania oraz no-
$nosci granicznej jest bardzo czasochtonna w poréwnaniu do zadania MES. W powyzszym
przykladzie czas potrzebny do otrzymania zadanej zbiezno$ci, badZ minimalnej wielkosci
perturbacji odksztalceni plastycznych konczacych dzialanie programu CYCLONE, wynosi

nawet 40 min. (komputer z procesorem PENTIUM IV 1.8GHz, 1GB RAM).

6) Program metody elementéw skoriczonych FEMLIB autorstwa P. Tauzowskiego, zob. [113]
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VAN

Y/

R

S
5

SD LA

RYSUNEK 6.18. Podzial na elementy skoriczone oraz pola intensywnosci naprezeni przystoso-
wania (SD) i no$nosci granicznej (LA) [MPa).

Przy uzyciu MPO uzyskano nastepujgce aproksymacje funkeji granicznych przystoso-

wania (SD) oraz nosnosci granicznej (LA) trzech wartosci promienia zewngtrznego Ry

SD25)
LA25)
SD26)
LA26)
SD27)

LA27)

~150.0
gspas = 17.98 — 0.038 exp {0.7 <7917)} —
~150.0

— 150.0
gspas = 19.82 — 0.0125 exp {0.75 (pl—)} E—

3.0
Grass = 34.18 — 5.44 exp {0.11 (1%1050'0” —
gspar = 652.1 — 573.3 exp {0.01 (3?1_3—10500” —
graz = 124.2 — 0.19 exp {0.02 (1%1()50'0” ——

(6.35)
(6.36)
(6.37)
(6.38)
(6.39)

(6.40)

Wyniki (Ry; = 26 mm) przeprowadzonej analizy zostalty przedstawione na Rysunku 6.20),

gdzie punktami zaznaczono wyniki pojedynczych symulacji. Ponadto zaznaczono wartosci

$rednie zmiennych losowych oraz warstwice funkcji lacznej gestosci prawdopodobienistwa
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RYSUNEK 6.19. Wyniki analizy niezawodnosci przystosowania i nosnosci granicznej.

zmiennych. 7Z Rysunku 6.20 wynika, ze obydwie obwiednie majg nieciggle pierwsze po-
chodne. Ponadto na przykladzie obwiedni SD widaé¢, ze moze by¢ ona istotna w dwdéch
regionach i w obydwu jakos$¢ aproksymacji powinna byé¢ podobna. MPO pozwala wy-
znaczy¢ za pomocy 11 + 13 symulacji taksg aproksymacje, ktéra wystarczy do dobrego
oszacowania prawdopodobieristwa awarii.

Podobnie jest w przypadku pozostatych dwéch $rednic Ry = 25,27 mm, Rysunek 6.21.
Niewielka liczba symulacji (8 + 13) wystarczy do znalezienia dobrej aproksymacji tylko
istotnych czegsci obwiedni.

Wyniki analizy niezawodno$ci przystosowania i no$nosci granicznej zostaly przedsta-
wione na Rysunku 6.19, ktéry zarazem moze postuzyé do wyboru takiej warto$ci promie-
nia Ry, aby zaprojektowana konstrukcja charakteryzowala si¢ zgdang wielkoscia, wskaz-
nika niezawodnosci (. Przedstawiona zalezno$é¢ ukazuje rowniez maly wplyw promienia
Ry w zakresie stosowanych w rzeczywistoéci tolerancji wykonania tego typu konstrukeji
(£0.01 mm) na wartos¢ wskaznika (.
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RYSUNEK 6.20. Rura (Rysunek 6.17) o $rednicy Ro = 26 mm. Obwiednia obszaréw przysto-
sowania (SD) i no$nosci granicznej (LA) oraz ich aproksymacje w przestrzeni obcigzen [MPa].
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RYSUNEK 6.21. Rury (Rysunek 6.17) o $rednicach Ry = 25,27 mm. Obwiednie obszaréw
przystosowania (SD) i no$nosci granicznej (LA) oraz ich aproksymacje w przestrzeni obcigzen

[MPa).






ROZDZIAL

Whnioski

Rozwazania podjete w niniejszej pracy obejmowaly dwa zagadnienia. Pierwszym z nich

byla analiza niezawodnosci konstrukcji za pomocg metody powierzchni odpowiedzi
(MPO). Analizowano znang ide¢ adaptacyjnej metody powierzchni odpowiedzi opraco-

wang, zgodnie z pomystem R.Rackwitza, zob. [91], ktéra zostala uzupehiona o szereg

nowych, nastepujacych usprawnien:

1.

Poszukiwanie punktu centralnego w MPO jest realizowane za pomocg planu osio-
wego przy liniowo zmniejszajacej sie bazie.

Obrét przestrzeni U tak, aby jedna z osi pokrywala si¢ z kierunkiem wyznaczonym
przez wektor prostopadly do funkcji granicznej w punkcie centralnym. Operacja
ta pozwala lepiej dopasowaé wielomian aproksymujacy do rzeczywistego ksztaltu
funkcji granicznej w poblizu jej przeciecia G(u*) = 0.

Zastosowanie metody najmniejszej sumy wazonej kwadratow, ktéra poprzez przy-
pisanie wag pozwala zapewni¢ wlasciwy ksztalt powierzchni odpowiedzi. Zapropo-
nowana funkcja przypisuje wagi wybranym eksperymentom stosownie do wartosci
funkcji granicznej oraz odleglodci danego punktu od poczatku uktadu wspdirzed-
nych.

Sferyczne kryterium wyboru pozwala wyszczegélni¢ zbior takich eksperymentow,
ktore znajduja si¢ w otoczeniu punktu centralnego i powtérnie wykorzystaé infor-
macje o funkcji granicznej zawartg w tym zbiorze.

Zastosowanie ogélnego rozwigzania zadania regresji metodg SVD na drugim eta-
pie MPO. To rozwigzanie umozliwia wykorzystanie istotnych informacji uzyska-
nych w trakcie pierwszego etapu MPO oraz informacji uzyskanych z dodatkowo
zaplanowanego zbioru eksperymentéw na drugim etapie. Zbiér dodatkowych ekspe-
rymentéw jest planowany za pomocy, statystyki R?, ktéra stuzy do wyboru zbioru
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istotnych wspétczynnikéw drugiego stopnia w réwnaniu regresji. Procedura jest
realizowana w podprzestrzeni przestrzeni U lub Uxr na bazie nowych strategii pla-
nowania eksperymentéw.

e Aproksymacja metody SORM.
e Polaczenie osiowego i czynnikowego planu eksperymentow.

e Poszerzony o plan eksperymentéw osiowych plan czynnikowy dwuwarto$ciowy
(CCD) ograniczony do zalozonego wymiaru podprzestrzeni.

Odmiennym rozwigzaniem jest uwzglednianie wszystkich eksperymentéw z otoczenia ak-

tualnego punktu centralnego w liniowej aproksymacji funkcji granicznej na kazdym kroku

pierwszego etapu MPO. Ten etap MPO jest realizowany za pomocg dwéch planéw eks-

perymentéw, podstawowy MPONP oraz osiowy MPONP2. Kryterium zbiezno$ci jest na-

lozone na wspétrzedne gradientéw poprzedniej i biezacej aproksymacji funkeji graniczne;j.

To rozwigzanie zostalo opracowane dla przypadku niecigglej pierwszej pochodnej funkcji

graniczne;j.

Przeprowadzono szereg testéw proponowanych rozwigzan. Z analizy rezultatéw wyni-

kaja nastepujace wnioski dotyczgce analizy niezawodnosci przy uzyciu MPO, posrednio

bedace konsekwencjg ogdlnych cech zagadnienia analizy regres;ji.

1.

Zbieznosé algorytmu poszukiwania punktu centralnego pierwszego etapu MPO do
rzeczywistego lokalnego minimum nie jest zagwarantowana. W przypadku braku
cigglosci pierwszej pochodnej funkeji granicznej takie minimum moze w ogdlnosci
by¢ nieosiggalne. MPO umozliwia znalezienie aproksymacji funkeji granicznej oraz
lokalizacje punktu odpowiadajacego punktowi projektowemu.

. Koricowa aproksymacja drugiego etapu MPO w ogdlnoéci moze wcale nie odzwier-

ciedla¢ poszukiwanej relacji. Ponadto, najmniejszy blagd aproksymacji jest w otocze-
niu wartosci $rednich zmiennych wyznaczonych na podstawie zbioru eksperymen-
téw, ktére biorg udzial w analizie regres;ji.

. Wartosci parametréow sterujacych algorytmem MPO wplywajg na otrzymywany wy-

nik zaréwno lokalizacji punktu centralnego jak i oszacowania prawdopodobieristwa
awarii uwzgledniajacej efekty drugiego stopnia. Blad jest tym wigkszy im bardziej
jest ztozona posta¢ funkcji graniczne;j.

Zwigkszanie liczby eksperymentéw drugiego etapu nie poprawia wyniku, poniewaz
rozwiazanie jest zdeterminowane przyjets klasa funkeji bazowych.

. MPO pozwala uzyskaé¢ dobre oszacowanie prawdopodobienistwa awarii w przypadku

gdy funkcja graniczna posiada wyrazng, lokalizacje tylko jednego punktu projekto-
wego (takze gdy aproksymacja MPO dotyczy przypadku braku cigglodci pierwszej
pochodnej funkeji granicznej), funkcja graniczna jest np. hiperparaboloida.

. W poréwnaniu do metody FORM (SORM), przy podobnej ilosci wywotari wartosci

funkcji granicznej, MPO dostarcza informacji o funkcji granicznej z obszaru wokoét
punktu projektowego wraz z oceng, jakosci aproksymac;ji.

MPO umozliwia oszacowanie prawdopodobieristwa awarii w przypadku niecigglej
pierwszej pochodnej funkcji granicznej, gdy nie mozna zastosowaé¢ metod gradien-



7. WNIOSKI 119

towych. W przypadku malej liczby zmiennych (mniej niz 10) czas obliczeri jest
znacznie krétszy niz w przypadku metod symulacyjnych. Metoda MPONP (oraz
MPONP2) zostala zastosowana do analizy niezawodnosci procesu glebokiego tto-
czenia blachy aluminiowe;j.

8. MPO warto stosowa¢ w przypadku znanego charakteru funkecji granicznej.

Drugim z rozwazanych zagadnien byta analiza niezawodnosci konstrukcji sprezysto—
plastycznych za pomocg metody powierzchni odpowiedzi. Zadanie zostalo ograniczone
do badania wplywu losowej natury jedynie obcigzeri. Opis stochastyczny obcigzen zostat
uproszczony konsekwentnie do zalozen klasycznej teorii przystosowania. Przyjeto nie-
zalezny od czasu opis tzw. rozkladem maksiméw (np. rozklad Gumbela) Ponadto, po
raz pierwszy sformulowano zadanie niezawodnosci przystosowania korzystajac z definicji
przestrzeni granic mnoznikéw obcigzenia, zob. [26]. Taki model obcigzenia mozna réw-
niez wykorzysta¢ do analizy niezawodnos$ci no$nosci granicznej okreslonej klasy zadan,
Rozdzial 6.3.

Dosy¢ szczegdlne whasnosci powierzchni granicznej przystosowania (oraz pewnej klasy
zadani nosnoéci granicznej) pozwolily na opracowanie nowatorskiego algorytmu MPO do
analizy niezawodnosci, na podstawie ktérego powstal efektywny system do obliczen nu-
merycznych zadan spotykanych w praktyce inzynierskiej. Przeprowadzono szereg testow
proponowanego rozwigzania. Ze zdobytych doswiadczen oraz rozwazan zawartych w tej
czedci niniejszej pracy wynikajg zamieszczone ponizej wnioski:

1. MPO pozwala uzyska¢ globalng reprezentacje zachowania sie konstrukeji ze szcze-
gbélnym uwzglednieniem regionéw o istotnej wartosci funkcji tacznej gestosci praw-
dopodobieristwa awarii. Dotychczas stosowane efektywne metody analizy niezawod-
nosci umozliwiajg znalezienie jednej aproksymacji o lokalnym zasiegu.

2. MPO moze by¢ stosowana zaréwno w przypadku cigglosci oraz braku cigglosci
pierwszej pochodnej funkcji granicznej.

3. MPO nadaje si¢ do analizy zadan o niewielkiej liczbie zmiennych. Na obecnym
poziomie mocy obliczeniowej komputerow Ztozonosé analizy konstrukeji sprezysto—
plastycznych uniemozliwia efektywne rozwigzywanie praktycznych zadan o duzej
liczbie zmiennych losowych.

Przeprowadzona analiza rozwazanych w niniejszej pracy zagadnienn ukazuje mozliwosé
podjecia w przyszlodci nastepujacych tematéw badan:
1. Rozwazenie mozliwosci stworzenia systemu eksperckiego, ktéry w trakcie analizy
mogtby rozpoznawaé typ funkcji granicznej i szacowaé¢ prawdopodobienstwo awarii
najbardziej efektywna metods.

2. Analiza niezawodnosci konstrukcji sprezysto—plastycznych przy zalozeniu losowej
natury dowolnych parametréw a nie tylko obcigzen.

3. Optymalizacja niezawodnosciowa konstrukcji sprezysto—plastycznych.

4. Definicja stochastycznego opisu obcigzen w analizie no$nosci graniczne;j.
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5. Generowanie siatki elementéw skonczonych z uwzglednieniem zaréwno jakosci roz-
wigzania zadania sprezystego jak i jakosci rozwigzania zadania min—max.

6. Uwzglednienie dodatkowych informacji, np. takich jak zaleznos¢ zmiennych czy
tez wielko$¢ wspolczynnika korelacji, w planowaniu strategii pierwszego oraz na-
stepnych krokéw w analizie niezawodnodci konstrukeji sprezysto—plastycznych przy
uzyciu powierzchni odpowiedzi.
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