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1.1 Modelowanie ciągłe i dyskretne w mechanice materiałów. . . . . . . 1
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Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3 Wybrane modele konstytutywne kontinuum 42
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toda funkcji kary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

9.5.5 Równania ruchu dla sprzężonego modelu MED/MES – me-
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1. Wstęp

1.1 Modelowanie ciągłe i dyskretne w mechanice materiałów

Rozpatrywane w niniejszej pracy metody numeryczne, metodaelementów skónczo-
nych (MES) i metoda elementów dyskretnych (MED), wykorzystują dwa ró̇zne podej-
ścia w modelowaniu materiałów. Metoda elementów skończonych jest metodą dyskre-
tyzacyjną, stosowaną w celu rozwiązania numerycznego modelu ciągłego, zás metoda
elementów dyskretnych jest otrzymana bezpośrednio poprzez opis matematyczny ma-
teriału jako ósrodka dyskretnego.

1.1.1 Ciągłe i dyskretne modele materiałów

Budowa ciał stałych charakteryzuje się swoistą strukturą. W przypadku niektórych
materiałów, np. skał, ich ziarnista struktura często jestwidoczna gołym okiem, a w
przypadku innych materiałów, np. metali, ich struktura (mikrostruktura) ujawnia się
przy obserwacji pod mikroskopem. Rysunek 1.1a,b przedstawia przykładowe mikro-
struktury metalu i skały obserwowane pod mikroskopem optycznym. Obecnie obser-
wacje mȯzna prowadzíc w skali nano, a nawet na poziomie cząstek elementarnych.
Na rys. 1.1c przedstawione są kryształy złota obserwowanepod mikroskopem elek-
tronowym. W przypadku metali i skał ziarna, tworzące strukturę ciała, są ze sobą
powiązane siłami kohezji, natomiast w przypadku materiałów sypkich, np. suchego
piasku (rys. 1.1d), mamy do czynienia z ziarnami (cząstkami) nie powiązanymi ze
sobą.

Ze względu na sposób traktowania struktury materiału fizyczne modele materiałów
można ogólnie podzielić na:

• modele ciągłe (kontinuum),

• modele dyskretne.

Modele ciągłe pomijają nieciągłości lub pustki występujące w materiale oraz ziarnistą
i molekularną strukturę materiału, uważając go za ósrodek ciągły w sensie makro-
skopowym. Zakłada się ponadto,że ciągłósć ósrodka jest zachowana również pod
obcią̇zeniem.

W modelowaniu matematycznym ośrodka ciągłego ciało traktuje się jako obiekt
geometryczny w przestrzeni euklidesowej, której punkty identyfikuje się z cząstecz-
kami materialnymi ciała [82, 181]. W stosunku do tak wyidealizowanego ciała de-
finiuje się ciągłósć w sensie matematycznym. Zakłada się ciągłość występujących

1
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a) b)

c) d)
Rys. 1.1. Struktura materiału – a) mikrostruktura metalu obserwowana pod mikroskopem
optycznym, b) mikrostruktura piaskowca obserwowana pod mikroskopem optycznym, c)
kryształy złota obserwowane pod mikroskopem elektronowym, d) ziarna piasku.

w teorii funkcji z mȯzliwym wyjątkiem na skónczonej liczbie wewnętrznych po-
wierzchni nieciągłósci, oddzielających obszary ciągłe.

W przeciwiénstwie do modeli ciągłych modele dyskretne uwzględniaj ˛a nieciągło-
ści materiału lub jego rozdrobnienie, traktujac go jako ośrodek złȯzony z obiektów
dyskretnych. Mȯzna budowác modele dyskretne uwzględniając strukturę materiałów
na ró̇znych poziomach obserwacji. Obecnie coraz częściej przedmiotem zaintereso-
wania jest struktura materialu jak również funkcjonalnośc elementów tej struktury w
możliwie małej skali. Mȯzliwość projektowania materiałów i struktur atomowych
wzmaga zainteresowanie tymi metodami mechaniki, które prowadzą do modelowa-
nia materiałów na poziomie nanostruktury lub na poziomie atomowym, jak np. na-
nomechanika i dynamika molekularna. W metodzie elementów dyskretnym materiał
modeluje się jako zbiór elementów (cząstek) sztywnych oddziałujących między sobą
poprzez siły kontaktu.

Przy przej́sciu od modelu fizycznego do matematycznego opisuje się odpowied-
nimi równaniami obowiązujące i założone prawa i zasady fizyki. W modelowaniu
materiałów poddanych obciążeniom głównym zadaniem jest odpowiednie sformuło-
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wanie związku konstytutywnego, charakteryzującego zachowanie się materiału. Kon-
struowanie ogólnych związków konstytutywnych jest zagadnieniem bardzo złȯzonym.
W tworzeniu modeli konstytutywnych w mechanice kontinuum popularne jest podej-
ście fenomenologiczne. Polega ono na znalezieniu możliwie zwartej formy zapisu
zalėznósci zaobserwowanych w eksperymentach przeprowadzanych w skali makro-
skopowej.

W modelach dyskretnych zachowanie makroskopowe materiałuotrzymuje się po-
przez przyjęcie odpowiednich modeli oddziaływania między obiektami modelu dys-
kretnego. Modelowanie na niższym poziomie pozwala na opracowanie modelu kon-
stytutywnego dla poziomu bezpośrednio wẏzszego. Wykorzystywane jest to w mode-
lowaniu wieloskalowym, w którym opisuje się zachowanie materiałów w wielu ska-
lach. Model konstytutywny materiału w metodzie elementów dyskretnych mȯzna trak-
towác jako dyskretny model mikromechaniczny, który zdefiniowany jest przez związki
konstytutywne dla oddziaływania kontaktowego między elementami dyskretnymi.

1.1.2 Numeryczne metody rozwiązywania zagadnień ciągłych

Modele matematyczne, opisujące ośrodek ciągły, są najczęściej układami równán cał-
kowych lub ró̇zniczkowych cząstkowych. Wynika to stąd,że w ósrodku ciągłym wy-
stępujące zmienne są zależne od co najmniej jednej zmiennej przestrzennej oraz czasu
(jeśli badany obiekt jest zmienny w czasie). Model matematyczny jest uzupełniony
odpowiednimi warunkami brzegowymi i początkowymi. W rezultacie otrzymuje się
do rozwiązania zagadnienie brzegowe lub brzegowo-początkowe.

Jedynie w prostych zagadnieniach możliwe jest ścisłe rozwiązanie analityczne
otrzymanego problemu matematycznego. Najczęściej rozwiązanie wymaga stosowa-
nia metod przybli̇zonych. W praktyce wykorzystuje się najczęściej przybli̇zone me-
tody numeryczne. W wyniku model matematyczny przybiera postać, którą mȯzna
nazwác modelem numerycznym danego obiektu.

Metody numeryczne oparte są na pewnej procedurze dyskretyzacyjnej, która trans-
formuje problem ciągły (układ o nieskończonej liczbie stopni swobody) do problemu
dyskretnego, w którym mamy do czynienia z układem równań o skónczonej liczbie
niewiadomych. W zagadnieniach brzegowo-początkowych lub brzegowych dla zagad-
nienia ciągłego przeprowadza się zwykle najpierw dyskretyzację przestrzenną, prowa-
dzącą do dyskretnego zagadnienia początkowego, które rozwiązuje się, wprowadza-
jąc dyskretyzację czasową, umożliwiającą przybli̇zone całkowanie równań względem
czasu.

Do numerycznych metod przybliżonego rozwiązywania ciągłych zagadnień
brzegowo-początkowych zaliczamy metodę różnic skónczonych – MRS [205], me-
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todę elementów brzegowych – MEB [39], metodę elementów skończonych – MES
[138, 137, 315, 22], ró̇znorodne metody bezsiatkowe, jak np. metodę cząstek rozmy-
tych (ang. SPH – smoothed particle hydrodynamics) [171], metodę punktów swo-
bodnych [126], metodę punktów materialnych, zwaną również metodą „cząstki w ko-
mórce"(ang. material point method lub particle-in-cell-method) [295,296].

Istotą metody ró̇znic skónczonych [205] jest zastąpienie pochodnych odpowied-
nimi ilorazami ró̇znicowymi okréslonymi na dyskretnym zbiorze punktów. Metodę
różnic skónczonych początkowo stosowano do równań różniczkowych (sformułowa-
nie lokalne), później rozszerzono zakres jej zastosowań na zagadnienia sformułowane
w postaci wariacyjnej (sformułowanie globalne). W standardowym sformułowaniu
MRS stosowano regularną (kwadratową, prostokątną lubszéscienną) siatkę węzłów.
W zaawansowanych sformułowaniach stosuje się dowolną siatkę węzłów [170]. Ilo-
razy ró̇znicowe mȯzna zbudowác na dowolnie wygenerowanych punktach, dzięki temu
to sformułowanie MRS mȯzna zaliczýc do metod bezsiatkowych [206]. Zaletą MRS
jest prostota sformułowania i łatwość implementacji. Sformułowanie MRS dla do-
wolnych siatek pozwala wyeliminować problemy z dyskretyzacją skomplikowanych
kształtów geometrycznych. W dalszym ciągu jedną z wad jest kłopotliwe zadanie
warunków brzegowych typu von Neumanna. Metoda różnic skónczonych jest szeroko
stosowana w mechanice płynów. Jest również stosowana w mechanice ciał stałych, np.
znany program do rozwiązywania zagadnień z geomechaniki FLAC [79] jest oparty na
metodzie ró̇znic skónczonych.

W niniejszej pracy jako metoda dyskretyzacji zagadnienia ciągłego będzie stoso-
wana metoda elementów skończonych. Ideą metody elementów skończonych jest po-
dział rozpatrywanego obszaru ciągłego na skończoną liczbę podobszarów (elementów
skónczonych) połączonych ze sobą w punktach węzłowych orazaproksymacja rozwią-
zania w obszarze elementów za pomocą funkcji interpolacyjnych (funkcji kształtu) i
wartósci w węzłach [138, 137, 315, 18]. Równania metody elementów skónczonych
otrzymuje się ze sformułowania całkowego (globalnego) zagadnienia, korzystając z
zasady wariacyjnej lub z metody residuów (reszt) ważonych. W metodzie wariacyjnej
wykorzystuje się słabe sformułowanie analityczne, np. równanie zasady prac przygo-
towanych lub definiuje się problem minimalizacji pewnego funkcjonału. Metoda resi-
duów wȧzonych przekształca lokalne sformułowanie zagadnienia brzegowego w cał-
kową postác słabą. Do przybli̇zonego rozwiązania zagadnienia minimalizacji stosuje
się metodę Ritza, a do słabej postaci stosuje się metodęGalerkina. Metoda Galerkina
jest metodą bardziej ogólną niż metoda Ritza, mȯzna ją stosowác równiėz wtedy, gdy
nie mȯzliwe jest zdefiniowanie zagadnienia minimalizacji i nie istnieje sformułowanie
wariacyjne (słabą postać otrzymuje się wówczas z metody residuów ważonych). MES
jest metodą stosunkowo najbardziej uniwersalną i wszechstronną. Do zalet MES na-
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leży łatwósć dyskretyzacji skomplikowanych kształtów, łatwość okréslenia warunków
brzegowych i łatwósć adaptacyjnego zagęszczania i rozrzedzania siatki.

Metoda elementów brzegowych [39] polega na sprowadzeniu układu równán róż-
niczkowych z zadanymi warunkami brzegowymi do układu równań całkowych, okre-
ślonych na brzegu rozpatrywanego obszaru. W odróżnieniu od metody elementów
skónczonych i metody ró̇znic skónczonych, jej stosowanie nie wymaga dyskretyzacji
wnętrza obszaru, a jedynie jego brzegu. Jest to główna zaleta tej metody. Metoda
elementów brzegowych dobrze reprezentuje nieskończone obszary. Niestety jej wady,
takie jak trudnósci w zastosowaniu do zagadnień nieliniowych i ósrodków niejedno-
rodnych, ograniczają możliwości jej wykorzystania.

Jedną z niedogodności w stosowaniu metody elementów skończonych jest koniecz-
nósć generacji odpowiedniej siatki elementów, co w przypadku skomplikowanych trój-
wymiarowych geometrii nie jest proste dla niektórych typówelementów. W analizie
dużych deformacji siatka elementów ulega nadmiernym dystorsjom, co powoduje ko-
niecznósć nieraz wielokrotnego przesiatkowania domeny obliczeniowej. Uniknięcie
tych problemów to jeden z powodów rosnącej popularności metod bezsiatkowych.
Istnieje wiele metod bezsiatkowych. Powyżej wspomniano o bezsiatkowej metodzie
różnic skónczonych [206]. Innymi metodami bezsiatkowymi jest metodacząstek roz-
mytych (ang. SPH – smoothed particle hydrodynamics) [171], metoda punktów swo-
bodnych [126], metoda punktów skończonych (ang. fnite point method) [214] i bez-
siatkowa metoda Galerkina (ang. element free Galerkin method) [24]. Wspólną ce-
chą metod bezsiatkowych jest to,że lokalna aproksymacja poszukiwanej funkcji jest
oparta jedynie na wartościach tej funkcji (lub wartósciach działających na nią opera-
torów, np. pochodnych) w poszczególnych wybranych punktach obszaru. Ta aproksy-
macja nie wymaga istnienia jakiejkolwiek sztywnej struktury węzłów, ani okréslania
jakichkolwiek połączén między węzłami. Węzły mogą być generowane regularnie i
równomiernie lub w sposób dowolny z możliwością lokalnego zagęszczania. Jedną
z zalet metod bezsiatkowych jest łatwość lokalnego zagęszczania dyskretyzacji po-
przez dodawanie punktów. W metodach bezsiatkowych stosunkowo łatwe jest równiėz
wprowadzenie nieciągłości materiału. Z tych powodów metoda cząstek rozmytych i
metoda punktów swobodnych jest stosowana do symulacji zniszczenia materiału pod
obcią̇zeniem uderzeniowym. Metoda cząstek rozmytych została początkowo rozwi-
nięta dla problemów dyskretnych w astrofizyce [66]. Później została zastosowana
jako metoda dyskretyzacyjna do zagadnień ciągłych. Często zalicza się ją do szerokiej
klasy metod cząstek materialnych. Niektóre z metod cząstek materialnych są oparte
o model dyskretny i spełniają założenia pozwalające traktować je równiėz jako szcze-
gólną odmianę metody elementów dyskretnych [171].
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1.1.3 Numeryczne metody rozwiązywania zagadnień dyskretnych

W wyniku modelowania dyskretnego otrzymuje się bezpośrednio dyskretny prze-
strzennie model matematyczny, w którym zmienne są jedyniefunkcjami czasu. W
związku z tym rozwiązanie numeryczne tego zagadnienia uzyskuje się bez potrzeby
stosowania przestrzennej procedury dyskretyzacyjnej, wprowadzając jedynie dyskre-
tyzację czasową.

Typową metodą numeryczną, wykorzystującą bezpośrednio dyskretny model fi-
zyczny, jest metoda elementów dyskretnych [57]. Terminem metoda elementów dys-
kretnych okrésla się klasę metod, w których materiał jest reprezentowany przez zbiór
elementów/cząstek/bloków o skończonych rozmiarach, oddziałujących między sobą.
Często metody elementów dyskretnych, zwłaszcza metody wykorzystujące elementy
dyskretne o kształcie kuli, określa się jako metody cząstek (ang.particle methods)1. P.
Cundall dla sformułowanej przez siebie metody elementów dyskretnych stosuje termin
„distinct element method” [53].

Nie kȧzdy model dyskretny mȯzna zaliczýc do metod elementów dyskretnych.
Przyjmuje się [56],̇ze algorytm metody elementów dyskretnych:

• musi opisywác skónczone (du̇ze) przemieszczenia i obroty elementów dyskret-
nych,

• musi pozwalác na rozdzielenie połączonych elementów,

• musi wykrywác automatycznie istniejące i powstające nowe pary kontaktujących
się elementów dyskretnych.

Cząstki (elementy dyskretne) mogą być dowolnego kształtu – (i) w zagadnieniach
dwuwymiarowych: walce o podstawie kołowej (rys. 1.2a) [57,255] lub eliptycz-
nej [282], graniastosłupy o podstawie będącej dowolnym wielobokiem (rys. 1.2b)
[52, 59], (ii) w zagadnieniach trójwymiarowych: kule [53, 255, 167, 110], elipso-
idy [288, 131] lub wielósciany [54, 106]. Mȯzna tėz stosowác elementy dyskretne o
dowolnie nieregularnym kształcie zdefiniowane matematycznie lub utworzone przez
połączenie na sztywno lub sprężyście cząstek sferycznych (rys. 1.3) [185, 198]. Sto-
sowanie ró̇znych kształtów jest uzasadnione tym,że cząstki (ziarna, bloki) w ró̇znych
materiałach mogą mieć nieregularny kształt i stosowanie elementów dyskretnycho
kształtach zbli̇zonych do ziaren rzeczywistych umożliwia lepszą reprezentację ośrodka
dyskretnego [185]. W [186] pokazano,że aczkolwiek podstawowe efekty występujące
w ośrodku granularnym mȯzna uchwycíc przy zastosowaniu elementów dyskretnych

1Termin metody cząstek obejmuje zazwyczaj również bezsiatkowe metody cząstek, np. metodę SPH,
stosowane jako metody dyskretyzacyjne w rozwiązaniu numerycznym zagadnién ciągłych [171].
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a) b)

Rys. 1.2. Ró̇zne kształty elementów dyskretnych: a) walce, b) wieloboki.

Rys. 1.3. Tworzenie nieregularnych ziaren z cząstek sferycznych [185].

o kształcie sferycznym, to zastosowanie elementów o kształcie niesferycznym popra-
wiało zgodnósć ilościową z wynikami eksperymentalnymi. Zaletą walcowych isfe-
rycznych elementów dyskretnych jest duża efektywnósć numeryczna osiągana dzięki
łatwemu wykrywaniu kontaktu między cząstkami. Nieregularne cząstki wymagają
bardziej skomplikowanego i kosztowniejszego obliczeniowo algorytmu wykrywania
kontaktu [298, 297].

Rozmiary elementów dyskretnych zależą od poziomu modelowania. Metody ele-
mentów dyskretnych (cząstek) można stosowác jako metodę modelowania na pozio-
mie atomowym, mikroskopowym, mezoskopowym lub makroskopowym. Elementy
dyskretne (cząstki, bloki) mogą reprezentować odrębne ciała materialne, jak np. atomy
lub cząstki, ziarna materiału sypkiego lub rozdrobnionego, jak równiėz mogą repre-
zentowác ziarna struktury materiału lub pewien podobszar ośrodka ciągłego, będąc
szczególnym rodzajem dyskretyzacji.

Metoda elementów dyskretnych traktuje najczęściej modelowany problem jako za-
gadnienie dynamiki. Ruch cząstek jest zgodny z zasadą dynamiki Newtona dla brył
sztywnych – modelem matematycznym w metodzie elementów dyskretnych są równa-
nia ró̇zniczkowe zwyczajne, równania Newtona dla ruchu postępowego oraz równania
Eulera, jésli w danym sformułowaniu rozpatruje się ruch obrotowy. Modelowanie dys-
kretne mȯzna równiėz stosowác do rozwiązywania zagadnień statycznych [284].
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W zalėznósci od modelowanego problemu cząstki (elementy dyskretne) mogą od-
działywác między sobą ró̇znego rodzaju siłami. Na poziomie makroskopowym mogą
to być siły oddziaływania kontaktowego włącznie z siłami tarcia, siły spójnósci (kohe-
zji lub adhezji) lub siły grawitacji (w symulacji zjawisk astrofizycznych). Na poziomie
atomowym (molekularnym) mogą to być siły oddziaływania elektrostatycznego, siły
jądrowe lub siły van der Waalsa.

Ważnym, a często jedynym mechanizmem oddziaływania międzycząstkami, jest
oddziaływanie przez kontakt przy zderzeniu cząstek. Ze względu na sposób traktowa-
nia kontaktu zderzających się cząstek metody elementówdyskretnych mȯzna podzielíc
na metody „sztywnego” (nieodkształcalnego) kontaktu (ang. hard contact) [144, 97]
i metody „miękkiego” (odkształcalnego) kontaktu (ang. soft contact) [57, 289]. W
metodach sztywnego kontaktu, zwanych również metodami sterowanymi zdarzeniami
(ang. event driven method), na podstawie równań ruchu wyznacza się moment naj-
wczésniejszego zderzenia pary cząstek. Dla tej pary wyznacza się prędkósci cząstek
po zderzeniu na podstawie zasady zachowania pędu i przy założonym współczynniku
restytucji. Zakłada się nieodkształcalność kontaktujących się cząstek i zaniedbuje się
czas zderzenia (przyjmuje się czas zderzenia równy zeru),dlatego metoda nadaje się
do modelowania problemów, w których rzeczywisty czas zderzenia jest bardzo krótki.
W metodzie kontaktu sztywnego nie określa się siły kontaktu. Standardowe metody
sterowane zdarzeniami działają dobrze w przypadku małej liczby zderzén, podczas
gdy dla du̇zej liczby zderzén, co ma miejsce przy dużym zagęszczeniu cząstek, rozwią-
zanie mȯze tracíc statecznósć. Opracowano ulepszone sformułowania metody sztyw-
nego kontaktu, które lepiej radzą sobie z problemami wielokrotnych zderzén [81].

W metodach miękkiego kontaktu [57] dopuszcza się pewną penetrację elementów
(ograniczenia kontaktowe są wprowadzone za pomocą funkcji kary), co mȯzna trakto-
wać jako efekt równowȧzny odkształceniu się cząstek wskutek zderzenia. W metodzie
tej wprowadza się model dla oddziaływania kontaktowego, wkierunku normalnym jak
i stycznym do płaszczyzny styku. Można równiėz wprowadzíc model dla momentu od-
działywania kontaktowego. W metodach kontaktu miękkiegozderzenie trwa pewnien
czas, zalėzny od modelu kontaktu [167]. Metody miękkiego kontaktu s ˛a dokładniejsze
w rozpatrywaniu jednoczesnych zderzeń między wieloma cząstkami.

Oddziaływanie między elementami dyskretnymi/cząstkami może równiėz wystę-
powác bez zderzén między cząstkami, jak np. w modelach rozpatrywanych w dyna-
mice molekularnej (ang. MD – molecular dynamics) [98, 164]. Przedmiotem analizy
w dynamice molekularnej jest ruch układu cząstek/atomów.Oddziaływanie między
nimi okrésla się na podstawie przyjętego potencjału oddziaływania. Model matema-
tyczny stanowią równania różniczkowe zwyczajne, opisujące ruch cząstek zgodnie
z zasadą dynamiki Newtona. Dynamika molekularna stanowi standardowe narzę-
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dzie w badaniach zachowania się gazów, cieczy i ciał stałych na poziomie moleku-
larnym. Łatwo jest dostosować tę metodę do badania układów dyskretnych makro-
skopowych [290]. Standardowo dynamika molekularna wykorzystywana jest do obli-
czén parametrów materiałowych, takich jak współczynnik dyfuzji, ciepło włásciwe i
przewodnósć, a tak̇ze do badania struktur krystalicznych i reakcji chemicznych. Moż-
liwe jest równiėz badanie włásciwósci mechanicznych materiałów polikrystalicznych
[148]. W modelowaniu molekularnym można stosowác równiėz modelowanie sta-
tyczne. W pracy [284] badano przemieszczenia w strukturze pojedynczego krysz-
tału na poziomie pojedynczego atomu, wykorzystując podejście dyskretne oparte na
statyce molekularnej. W modelowaniu numerycznym dyskretną strukturę atomów
zamieniono na siatkę pseudolementów, reprezentującychoddziaływanie molekularne
między atomami-węzłami.

W niniejszej pracy będzie stosowana i rozwijana metoda elementów dyskretnych
oparta na modelu dyskretnym, wykorzystującym cząstki cylindryczne w zagadnie-
niach płaskich i kuliste w zagadnieniach trójwymiarowych.Metoda ta jest oparta na
idei zaprezentowanej po raz pierwszy przez P. Cundalla w [57]. Metodę tę mȯzna
wykorzystywác do modelowania na poziomie mikro-, mezo- lub makroskopowym.
Metoda mȯze býc wykorzystana do modelowania materiałów granularnych i ośrod-
ków rozdrobnionych, jak równiėz do modelowania skał i gruntów. Cząstka może re-
prezentowác rzeczywiste ziarno materiału lub pewien konglomerat ziarn, jak równiėz
reprezentowác pewien przypisany jej obszar ośrodka ciągłego, stanowiąc szczególną
metodę dyskretyzacji ośrodka. W modelu bada się ruch postępowy i obrotowy czą-
stek pod wpływem sił zewnętrznych oraz wzajemnego oddziaływania cząstek. Wza-
jemne oddziaływanie obejmuje siły kontaktowe w kierunku normalnym i stycznym
do powierzchni styku oraz oddziaływanie o charakterze momentu. Siły kontaktowe
uwzględniają siły sprę̇zyste, siły tłumienia i tarcie, mȯzliwe jest równiėz wprowadze-
nie wiązán pochodzących od sił spójności. Przyjęcie odpowiedniego modelu oddzia-
ływania kontaktowego pozwala uzyskać pȯządane zachowanie makroskopowe mate-
riału. Uwzględnienie mȯzliwości zrywania wiązán między cząstkami umożliwia mo-
delowanie powstawania i propagacji pęknięć w materiale. Jest to metoda o wszech-
stronnych mȯzliwościach w zastosowaniu do modelowania problemów z występują-
cymi nieciągłósciami. Jest metodą powszechnie uznaną w modelowaniu skał, gruntów
i materiałów granularnych.

Przykładem modeli dyskretnych nie zaliczanych do metod elementów dyskretnych
są modele sieciowe (ang. lattice), w których ciało stałe modeluje się jako przestrzenną
konstrukcję prętową lub belkową. Modele sieciowe umożliwiają analizę procesu pę-
kania na poziomie mikrostruktury [17, 33, 147], jak również są stosowane do modelo-
wania materiałów rozdrobnionych [38].
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Innym przykładem modelowania numerycznego, wykorzystuj ˛acego modelowanie
dyskretne, jest metoda sztywnych elementów skończonych [153], w której układ cią-
gły jest zastąpiony układem brył sztywnych połączonych ze sobą niewȧzkimi elemen-
tami sprę̇zystymi i tłumiącymi. Równania opisujące ruch sztywnychelementów skón-
czonych są oparte na równaniach dynamiki ciała sztywnego,dlatego ich postác mate-
matyczna jest podobna do równań stosowanych w metodzie elementów dyskretnych,
wykorzystującej elementy o dowolnym kształcie. W metodzie sztywnych elementów
skónczonych, w sformułowaniu przedstawionym w [153], nie rozpatrywano mȯzli-
wości oddziaływania kontaktowego między elementami. W założeniu metoda miała
służyć idealizacji większych części konstrukcji, których odkształcenia można było za-
niedbác. Połączenia za pomocą elementów sprężystych z załȯzenia były trwałe, nie
przewidywano mȯzliwości ich zerwania, dlatego metoda sztywnych elementów skoń-
czonych nie mogła býc stosowana do symulacji odkształceń z nieciągłósciami wywo-
łanymi powstawaniem i propagacją szczelin.

1.1.4 Wady i zalety modeli ciągłych i dyskretnych

Każdy z opisywanych modeli i kȧzda z metod ma swoje zalety w modelowaniu wy-
branych zagadnién, jak równiėz swoje ograniczenia. Standardowe modele ciągłe nie
są odpowiednie do zagadnień, w których procesy zachodzą pod wpływem zjawisk wy-
stępujących w małej skali. W modelowaniu zagadnień w małej skali dynamika mole-
kularna wykorzystująca modele dyskretne jest naturalnymsposobem modelowania.

Duże trudnósci występują przy stosowaniu modelowania ciągłego w zagadnieniach
z nieciągłósciami, problemach lokalizacji odkształceń lub mechaniki pękania. Pro-
blemy, w których występuje osłabienie materiału, z matematycznego punktu widzenia
są źle sformułowane (ang. ill-posed). Konieczne jest stosowanie różnorodnych metod
regularyzacji, jak sformułowania nielokalne [227], sformułowania gradientowe [61],
model ósrodka Cosserat [278] lub modele lepkoplastyczne [68].

Do rozwiązania problemów z nieciągłościami opracowano specjalne sformułowa-
nia metody elementów skończonych, np. [42]. W sformułowaniach uwzględniających
silne nieciągłósci, standardowa interpolacja, stosowana w metodzie elementów skón-
czonych, jest wzbogacona o specjalne funkcje opisujące nieciągłe pola aproksymo-
wanych zmiennych [60, 203]. Mimo dużych mȯzliwości tych metod, do zagadnień z
licznymi powierzchniami nieciągłósciami, w których następuje rozdzielenie badanego
obszaru ciągłego na wiele oddzielnych podobszarów, lepiej nadają się modele dys-
kretne, nie wymagające kłopotliwych założén związanych z ciągłóscią stosowanych
funkcji w obszarze opisywanym modelem. Możliwości modelowania dyskretnego są
wykorzystywane w metodzie elementów dyskretnych. Metoda ta w naturalny sposób
uwzględnia istniejące i powstające pod obciążeniem nieciągłósci. Doskonale nadaje
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się do modelowania materiałów granularnych, rozdrobnionych, gruntów i skał. W
efektywny sposób modeluje problemy pękania.

Modele dyskretne prowadzą zazwyczaj do dużych modeli obliczeniowych, co sta-
wia wysokie wymagania mocy obliczeniowej i pociąga za sob ˛a długie czasy obliczén.
Ogranicza to w znacznym stopniu możliwości stosowania metody elementów dyskret-
nych. W niektórych przypadkach modelowanie ciągłe może býc bardziej efektywne.
Wielkość modelu obliczeniowego w metodzie elementów dyskretnych wynika z ko-
niecznósci stosowania elementów o zbliżonych rozmiarach. W metodzie elementów
skónczonych w większósci zagadnién mȯzna stosowác siatki o zmiennej gęstości, co
pozwala zoptymalizowác wielkósć modelu obliczeniowego.

Prostota sformułowania metody elementów dyskretnych, opierającej się na przyję-
ciu prostych kształtów elementów i prostych modeli oddziaływania kontaktowego, jest
z jednej strony zaletą, jednak z drugiej strony może ograniczác mȯzliwości uzyskania
dokładnego rozwiązania, zwłaszcza jeśli chodzi o siły. Inną wadą metody elementów
dyskretnych jest trudność wyznaczenia parametrów mikroskopowych dla zadanych
własnósci makroskopowych.

Wobec wymienionych wad i zalet modelowania ciągłego i dyskretnego naturalnym
jest dą̇zenie do łączenia tych odmiennych podejść w celu wykorzystania zalet obydwu
sposobów modelowania i badanie możliwości wzajemnego uzupełniania się. Wprowa-
dzając pewne elementy modelowania dyskretnego do modeli ciągłych mȯzna popra-
wić mȯzliwości modelowania nieciągłości. Takim przykładem jest wbudowanie dys-
kretnego elementu szczeliny do modelu metody elementów skończonych. Dyskretny
model szczeliny mȯze býc reprezentowany poprzez element sprężysty lub kontaktowy
o odpowiednich włásciwósciach. Próbą połączenia zalet modelowania ciągłego i dys-
kretnego są niektóre metody bezsiatkowe, jak np. metoda cząstek rozmytych (SPH) i
metoda punktów swobodnych oraz modelowanie wieloskalowe,w których na niskich
poziomach stosowane są modele dyskretne, a na poziomach wyższych modele ciągłe.

Innym podej́sciem umȯzliwiającym wykorzystanie zalet modelowania ciągłego i
dyskretnego jest integracja różnych podej́sć w jednym modelu numerycznym z możli-
wością ich równoczesnego wykorzystania w różnych podobszarach modelu.

W niniejszej pracy zostanie przedstawione sformułowanie unifikujące metodę ele-
mentów skónczonych i metodę elementów dyskretnych.

1.1.5 Jawne i niejawne metody całkowania względem czasu

Model matematyczny dynamiki odkształcalnego ośrodka ciągłego po dyskretyzacji
przestrzennej, np. za pomocą metody elementów skończonych, oraz model matema-
tyczny ósrodka dyskretnego, np. otrzymany metodą elementów dyskretnych, stanowią
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zagadnienie początkowe opisane przez układ równań różniczkowych zwyczajnych z
odpowiednimi warunkami początkowymi. Rozwiązanie problemu wymaga całkowa-
nia tych równán względem czasu. W rozwiązaniu numerycznym stosuje sięmetody
przybliżonego całkowania. Najczęściej stosowane metody przybliżonego całkowania
zagadnién początkowych nalėzą do klasy metod ró̇znicowych [122]. Metody ró̇zni-
cowe wprowadzają dyskretyzację czasową – przybliżenia rozwiązania wyznaczane są
jedynie w pewnych punktach (chwilach czasu) należących do przedziału rozwiązania.

Metody całkowania mȯzna podzielíc na metody jawne (otwarte, ang. explicit) i
niejawne (zamknięte, ang. implicit):

• metody jawne zakładają spełnienie równań ruchu na początku kroku czasowego i
ekstrapolują rozwiązanie w czasie∆t,

• metody niejawne próbują (zazwyczaj iteracyjnie) spełnić równanie ruchu na kóncu
kroku.

Zaletą metod jawnych (otwartych) jest niewielki koszt wyznaczenia nowego przy-
bliżenia (w kolejnej chwili czasu). Kolejne wartości poszukiwanych funkcji uzyskuje
się bezpósrednio poprzez rozwiązanie układu równań otrzymanych po zastosowaniu
schematów ró̇znicowych. Rozwiązanie jawne jest szczególnie łatwe jeśli zastosuje się
diagonalizację macierzy mas. Wówczas układ równań MES rozprzęga się i nie ma po-
trzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy dla wyznaczenia rozwiązania
układu równán algebraicznych. Wadą tych metod jest warunkowa stabilność, ogra-
niczająca długósć kroku całkowania, co sprawia,że rozwiązanie wymaga stosowania
dużej liczby kroków całkowania.

Zaletą metod niejawnych (zamkniętych) jest możliwość zbudowania algorytmu
bezwarunkowo stabilnego. Koszt otrzymania nowego przybliżenia jest jednak znacz-
nie większy. Rozwiązanie niejawne wymaga zazwyczaj zastosowania procedury itera-
cyjnej. Koniecznósć uzyskania zbiėznósci na kroku rozwiązania jest jedną z z niedo-
godnósci schematów niejawnych, gdyż w wielu przypadkach, np. w zagadnieniach z
kontaktem lub w problemach silnie nieliniowych, mogą wystąpíc problemy ze zbiėz-
nóscią rozwiązania iteracyjnego.

Do zalet metod jawnych należą małe wymagania wobec pamięci komputera, dzięki
temuże nie buduje się macierzy sztywności układu. Złȯzonósć obliczeniowa, zarówno
czasowa jak i pamięciowa, jest liniowa w zależnósci od liczby stopni swobody, co w
metodach niejawnych jest najczęściej niemȯzliwe. W przypadku du̇zych modeli za-
lety metod jawnych przeważają nad ich wadami i niedogodnościami, co sprawia,̇ze są
chętnie wykorzystywane w praktyce do analizy zagadnień inżynierskich, prowadzą-
cych do du̇zych modeli obliczeniowych.
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Metoda elementów skończonych z jawnym całkowaniem równań ruchu jest po-
pularnym narzędziem w wielu zastosowaniach praktycznych, jak np. analiza kon-
strukcji poddanych obcią̇zeniom uderzeniowym, symulacja procesów tłoczenia blach
i inne. Mȯzliwości zostaną przedstawione w aplikacjach zawartych w niniejszej pracy.
Jawne algorytmy całkowania są standardową metodą rozwiązania w metodzie elemen-
tów dyskretnych, która jest szeroko wykorzystywana w rozwiązywaniu zagadnién z
geomechaniki.

1.2 Cel i zakres pracy

Celem niniejszej pracy jest opracowanie sformułowań teoretycznych i algorytmów nu-
merycznych dla dwóch ró̇znych metod numerycznych, wykorzystujących jawne cał-
kowanie równán ruchu względem czasu:

• metody elementów skończonych,

• metody elementów dyskretnych,

ich implementacja w programie komputerowym oraz zastosowanie w analizie prak-
tycznych problemów iṅzynierskich.

Rozpatrywane zagadnienia praktyczne należą do ró̇znych dziedzin nowoczesnej
techniki. Analizowane będą

• procesy technologiczne, takie jak

– procesy przeróbki plastycznej objętościowej na zimno,

– procesy tłoczenia blach,

– procesy odlewania metali techniką traconego modelu,

oraz

• zagadnienia geotechniki, głównie procesy urabiania skał.

Dostępnósć dwu ró̇znych metod numerycznych daje możliwość wyboru najbar-
dziej odpowiedniego modelu dla rozpatrywanego zagadnienia. Metoda elementów
skónczonych zostanie zastosowana do badania dużych odkształcén metali w procesach
przeróbki plastycznej, zaś metoda elementów dyskretnych zostanie wykorzystana do
modelowania piasku w symulacji wytwarzania formy piaskowej oraz do modelowania
skał w symulacji procesów urabiania skał.

Jednym z głównych celów niniejszej pracy jest również integracja metody elemen-
tów skónczonych i metody elementów dyskretnych – opracowanie jednolitego algo-
rytmu numerycznego dla obydwu metod oraz opracowanie zintegrowanego programu
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MED/MES. Celem integracji jest umożliwienie jednoczesnego wykorzystania mode-
lowania ciągłego i modelowania dyskretnego w różnych czę́sciach lub ró̇znych pod-
obszarach tego samego modelu. Pozwoli to tworzyć optymalne modele numeryczne z
modelowaniem dyskretnym w podobszarze, gdzie mogą wystąpić nieciągłósci i dys-
kretyzacją za pomocą elementów skończonych tam, gdzie stosowanie elementów dys-
kretnych mogłoby býc nieefektywne. Dzięki temu można w sposób efektywny za-
stosowác obydwie metody, wykorzystując ich zalety i unikając ichwad. Przykładem
modelu wykorzystującego zintegrowane modelowanie jest model skrawania skały, w
którym narzędzie skrawające jest dyskretyzowane za pomocą elementów skónczo-
nych, czę́sć obszaru skały, podlegająca rozdrobnieniu, jest modelowana za pomocą
elementów dyskretnych, a pozostała część, nie podlegająca rozdrobnieniu, za pomocą
elementów skónczonych.

Wspólny schemat całkowania w obydwu metodach numerycznychrozwijanych
w niniejszej pracy ułatwia ich wspólną implementację w jednym programie nume-
rycznym. Dzięki wspólnemu algorytmowi rozwiązania możliwe będzie stworzenie
wspólnych procedur dla obydwu metod. Konieczne będzie również opracowanie spe-
cjalnych algorytmów. W celu umożliwienia modelowania ró̇znych podobszarów tego
samego materiału za pomocą różnych metod niezbędne będzie opracowanie specjal-
nych algorytmów sprzęgających, pozwalających na przeniesienie oddziaływania mię-
dzy obydwoma obszarami bez wprowadzania niepożądanych niefizycznych efektów
odbicia fal na połączeniu podobszarów MES i MED.

Rozpatrywane zagadnienia mechaniki charakteryzują siędużymi zmianami geo-
metrii badanych obiektów i nieliniowym zachowaniem materiałów. Badane są różno-
rodne materiały poddane złożonym procesom fizycznym. Rozpatrywane są metale i
polimery poddane du̇zym odkształceniom, badane są przepływy materiału granular-
nego oraz deformacje i zniszczenie skał. W zagadnieniach tłoczenia blach rozpatruje
się kształtowanie części z zastosowaniem nowoczesnych materiałów jakimi są:

• blachy spawane (ang.TWB – tailor welded blanks),

• blachy powlekane polimerem.

W celu modelowania nieliniowego zachowania się materiałów zostaną implemen-
towane następujące modele konstytutywne:

• model dla du̇zych odkształcén sprę̇zysto-plastycznych metali, izotropowy oraz z
anizotropią plastyczną,

• sprę̇zysto-lepkoplastyczny model dla dużych odkształcén polimerów,

• mikromechaniczne modele dla modelowania piasku i skał metodą elementów dys-
kretnych.
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W celu zastosowania modelu elementów dyskretnych do modelowania skał zosta-
nie opracowany sposób wyznaczania parametrów modelu mikroskopowego na podsta-
wie wyników testów laboratoryjnych, próby jednoosiowegościskania i próby brazy-
lijskiej. Zostaną przedstawione metody wyznaczania uśrednionych wielkósci makro-
skopowych takich, jak odkształcenia i naprężenia dla modelu dyskretnego w metodzie
elementów dyskretnych.

Bardzo wȧznym elementem opracowywanych algorytmów numerycznych zarówno
w metodzie elementów skończonych, jak i w metodzie elementów dyskretnych jest al-
gorytm analizy kontaktu. W du̇zych zagadnieniach analizowanych za pomocą metody
elementów skónczonych, takich jak symulacja tłoczenia blach czy analizadużych pro-
blemów z geomechaniki metodą elementów dyskretnych, bardzo wȧzne jest efektywne
i niezawodne wykrywanie kontaktu.

W niniejszej pracy zostanie opracowany własny algorytm, umożliwiający analizę
zagadnién kontaktowych:

• między brzegami obszarów dyskretyzowanych elementami skończonymi,

• między elementami dyskretnymi,

• między elementami dyskretnymi a brzegiem obszaru dyskretyzowanego elemen-
tami skónczonymi.

Rozpatrywane zagadnienia wymagają specjalnych sformułowań na poziomie ogól-
nym algorytmu oraz na poziomie elementów skończonych. Implementowany zostanie
specjalny algorytm całkowania równań dla sformułowania mieszanego metody ele-
mentów skónczonych, pozwalający uniknąć blokady objętósciowej w problemach z
małąścísliwością oraz dający stabilne rozwiązanie dla elementów trójkątnych i czwo-
rościennych z liniową interpolacją przemieszczenia i ciśnienia. Pozwoli to zwięk-
szýc mȯzliwości analizy du̇zych odkształcén sprę̇zysto-plastycznych w problemach
przeróbki plastycznej. W celu efektywnej analizy dużych odkształcén sprę̇zysto-
plastycznych w zagadnieniach kształtowania blach zostanie implementowany spe-
cjalny trójkątny element powłokowy bez obrotowych stopniswobody.

Modelowanie procesów urabiania skał wymagać będzie szeregu nowych i orygi-
nalnych rozwiązán. W symulacji urabiania skał będzie badana interakcja skały i na-
rzędzia urabiającego, rozpatrzony zostanie proces rozdrabniania skały pod wpływem
narzędzia urabiającego, jak również będzie analizowany stan narzędzia, stan naprężén
oraz proces zu̇zywania narzędzia w trakcie urabiania. Dla badania zużycia narzędzi
urabiających zostanie opracowany specjalny algorytm, umożliwiający badanie ewolu-
cji kształtu narzędzia. W opracowanym modelu uwzględnione będą efekty termiczne,
zostanie uwzględniona generacja ciepła wskutek tarcia napowierzchni kontaktu na-
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rzędzia i skały, będzie badany proces przepływu ciepła w skale i narzędziu. Wpływ
temperatury narzędzia zostanie wzięty pod uwagę w ocenie wielkósci jego zu̇zycia.

Wszystkie algorytmy numeryczne zostały implementowane w programie nume-
rycznym Simpact/Stampack rozwijanym przez autora od wielulat we współpracy
z Międzynarodowym Centrum Metod Numerycznych w Inżynierii w Barcelonie,
CIMNE (katal. Centre Internacional de Mètodes Numèrics en l’Enginyeria,ang. In-
ternational Center for Numerical Methods in Engineering).

1.3 Plan pracy

W rozdziale 1 przedstawiono motywację podjęcia niniejszej pracy badawczej oraz jej
cel i zakres. Przedstawiono główne założenia modelowania ciągłego i dyskretnego w
mechanice materiałów. Omówiono metody numeryczne służące do rozwiązania pro-
blemów sformułowanych w ramach obydwu podejść. Szczególną uwagę zwrócono na
metodę elementów skończonych z jawnym całkowaniem równań ruchu oraz metodę
elementów dyskretnych. Przedstawiono wady i zalety modeliciągłych i dyskretnych
oraz korzýsci wynikające z ich integracji. Krótko omówiono główne cechy jawnego
schematu całkowania, stosowanego w obydwu metodach numerycznych. Zawarty we
Wstępie przegląd literatury ograniczono do pokazania rozwoju i stanu biėzącego roz-
patrywanych metod numerycznych wraz z pracami nad ich integracją. Literatura do-
tycząca bardziej szczegółowych zagadnień jest przedstawiona w poszczególnych roz-
działach pracy.

W rozdziale 2 przedstawione jest sformułowanie metody elementów skónczonych
jako metody rozwiązania zagadnienia ruchu ciała odkształcalnego. Krótko opisano
wybrane elementy skończone. Następnie omówione są schematy całkowania rów-
nán MES w czasie, ze szczególnym uwzględnieniem algorytmu jawnego, będącego
podstawowym schematem rozwiązania stosowanym w niniejszej pracy. Rozdział 3
zawiera podstawowe sformułowania wybranych modeli konstytutywnych u̇zywanych
w modelowaniu zagadnień praktycznych przedstawionych w niniejszej pracy. W roz-
dziale 4 sformułowanie metody elementów skończonych jest rozszerzone na zagad-
nienie kontaktowe.

W rozdziale 5 rozwinięto specjalne sformułowanie metody elementów skónczo-
nych dla problemów z małą́scísliwością, oparte na sformułowaniu mieszanym ze
specjalnym algorytmem całkowania. Sformułowanie eliminuje szkodliwy efekt blo-
kady objętósciowej występujący w standardowym przemieszczeniowymsformułowa-
niu MES i niestabilnósć ciśnienia w standardowym sformułowaniu mieszanym MES.
Poprawnósć sformułowania jest pokazana w praktycznych przykładach przeróbki pla-
stycznej objętósciowej na zimno. Wszechstronne możliwości rozwiniętego programu
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numerycznego w zastosowaniu do symulacji złożonych procesów kształtowania blach
ukazuje rozdział 6.

Rozdział 7 rozpoczyna część pracy póswięconą metodzie elementów dyskretnych
oraz zintegrowanej metodzie elementów dyskretnych i skończonych. W rozdziale 7
przedstawiono podstawowe sformułowanie metody elementówdyskretnych obejmu-
jące równania ruchu oraz model oddziaływania kontaktowego między elementami
dyskretnymi. W rozdziale 8 przedstawiono teoretyczne zależnósci między wielko-
ściami mikro- i makroskopowymi w modelach opartych na metodzie elementów dys-
kretnych.

Tematem rozdziału 9 jest integracja metody elementów skończonych i metody
elementów dyskretnych będąca numeryczną realizacją hybrydowego modelowania
dyskretno-ciągłego. W niniejszej pracy rozwinięto algorytm sprzę̇zenia obydwu me-
tod numerycznych, posiadający wszechstronne możliwości stosowania ró̇znych metod
w obszarach oddzielnych jak również w różnych czę́sciach tego samego ośrodka. W
integracji metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych wykorzy-
stano wspólne elementy obydwu metod. Jednym ze wspólnych zadán realizowanych w
obydwu modelach jest poszukiwanie i wyznaczanie oddziaływania kontaktowego. W
rozdziale 10 opisano implementowany numeryczny algorytm poszukiwania kontaktu
w zintegrowanym systemie metody elementów skończonych i metody elementów dys-
kretnych. Niezawodnósć i numeryczna efektywność algorytmu wykrywania kontaktu
jest bardzo wȧznym aspektem w analizie dużych problemów.

W rozdziale 11 badane są efekty falowe występujące w modelach metody elemen-
tów skónczonych, metody elementów dyskretnych oraz w modelach hybrydowych me-
tody elementów skónczonych i metody elementów dyskretnych. Głównym przedmio-
tem badán są odbicia fal na wewnętrznej nieciągłości, występującej przy połączeniu
obszarów modelowanych, za pomocą różnych metod.

Rozdział 12 ukazuje przykład zastosowania metody elementów dyskretnych do
modelowania materiałów granularnych. Metoda elementów dyskretnych jest zasto-
sowana do modelowania piasku w numerycznym modelu procesu wytwarzania formy
w odlewaniu technologią traconego modelu. W modelu tym wykorzystano równiėz
hybrydowe modelowanie metodami elementów dyskretnych i skończonych.

Rozdziały 13–17 pokazują różnorodne mȯzliwości wykorzystania metody elemen-
tów dyskretnych oraz hybrydowej metody elementów dyskretnych i skónczonych w
modelowaniu skał i zagadnień urabiania skał. Podstawowe zagadnienia związane z
modelowaniem skał metodą elementów dyskretnych są tematem rozdziału 13. Przed-
stawiono w nim sposoby dyskretyzacji próbek skały i praktyczne wyznaczanie para-
metrów modelu dyskretnego poprzez symulację podstawowych prób laboratoryjnych,
próby jednoosiowegósciskania oraz próby brazylijskiej. W rozdziale 14 wykorzy-
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stano metodę elementów dyskretnych i hybrydową metodę elementów skónczonych i
dyskretnych do symulacji problemów mechanicznego urabiania skał. Pokazano moż-
liwości metody elementów dyskretnych w modelowaniu zniszczenia skał, charkatery-
zującego się licznymi nieciągłościami.

W rozdziale 15 rozszerzono sformułowanie elementów dyskretnych na zagadnie-
nia przepływu ciepła. W rozdziale 16 połączono algorytm analizy termicznej z al-
gorytmem metody elementów dyskretnych dla zagadnień ruchu formułując algorytm
metody elementów dyskretnych dla zagadnień termomechanicznych. Algorytm ten
wykorzystano w modelowaniu procesu urabiania skał jako zagadnienia termomecha-
nicznego, w którym efekty cieplne mają istotne znaczenie.Kolejnym rozszerzeniem
rozwijanego modelu numerycznego jest wprowadzenie w rozdziale 17 zu̇zycia jako
dodatkowego efektu w mechanicznym i termomechanicznym modelu oddziaływania
kontaktowego między skałą a narzędziem urabiającym. Rozwinięty algorytm nume-
ryczny zastosowano do praktycznego przykładu skrawania skały.

Praca zawiera dwa dodatki prezentujące wybrane podstawowe równania i definicje
dotyczące opisu ruchu ciała odkształcalnego (dodatek A) ibryły sztywnej (dodatek B).

1.4 Stosowana notacja

W pracy w zapisie równán zostanie wykorzystana notacja tensorowa oraz notacja al-
gebraiczna (macierzowa). Notacja tensorowa zostanie zastosowana głównie w zapisie
podstawowych równán praw fizyki. W wyprowadzeniu dyskretnych równań metody
elementów skónczonych oraz metody elementów dyskretnych notacja tensorowa zo-
stanie zastąpiona notacją macierzową, wygodniejszą przy formułowaniu algorytmów
numerycznych. Ze względu na zwartość zapisu notacja tensorowa zostanie zastoso-
wana najczę́sciej w postaci absolutnej.

W stosowaniu notacji tensorowej i macierzowej zostaną przyjęte następujące za-
sady:

1. Wielkósci skalarne oraz składowe tensorów i wektorów zostaną zapisane pochyłą
czcionką normalną, np.̨,K,ai ,bi ,ci ,Ai j ,Bi j ,Ci j ,Di jkl ,�i j .

2. Symbole tensorów i wektorów w notacji tensorowej zostan ˛a zapisane pogrubioną
czcionką pochyłą, np.a,b,c,A,B,C,D,�.

3. Symbole macierzy i wektorów w notacji macierzowej będązapisane pogrubioną
czcionką prostą, np.a,b,c,A,B,C,D,¢. W notacji macierzowej niektóre tensory
rzędu drugiego, np. tensory naprężenia czy odkształcenia, są odwzorowane przez
wektory kolumnowe, a tensory czwartego rzędu, np. tensor konstytutywny, są
odwzorowane przez macierze.
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4. Iloczyn skalarny wektorów

˛= a ·b (1.1)

jest równowȧzny następującemu wyrażeniu w notacji macierzowej:

˛= aTb . (1.2)

5. Iloczyn wektorowy

c = a×b (1.3)

w notacji macierzowej jest zastąpiony następującym wyrażeniem:

c = ãb, (1.4)

gdzieã to antysymetryczna macierz stowarzyszona z wektorema = {a1 ,a2 ,a3}T,
zdefiniowana w następujący sposób:

ã =




0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0


 . (1.5)

6. Iloczyn tensorowy dwóch wektorów (diada) w niniejszej pracy zapisywany jest w
następującej postaci:

A = ab , (w notacji wskaźnikowej Ai j = aib j) . (1.6)

W notacji macierzowej mȯzna go zapisác jako:

A = abT . (1.7)

Analogicznie do równania (1.6) iloczyn zewnętrzny dwóch tensorów wẏzszego
rzędu zapisuje się w następującej postaci:

D = AB , (w notacji wskaźnikowej Di jkl = Ai j Bkl) . (1.8)

7. Proste nasunięcie (iloczyn wewnętrzny) dwóch tensorów jest zapisywane jako:

C = A ·B , (w notacji wskaźnikowej Ci j = AikBk j) . (1.9)

Równowȧzne wyrȧzenie w notacji macierzowej jest następujące

C = AB . (1.10)

8. Pełne nasunięcie dwóch tensorów jest zapisywane jako:

B = D : A , (w notacji wskaźnikowej Bi j = Di jkl : Akl) . (1.11)

W notacji macierzowej operację kontrakcji dwóch tensorówwyraża się przez od-
powiednio zdefiniowaną operację mnożenia macierzowego (wektorowego), np.

B̄ = DĀ , (1.12)

gdzieĀ i B̄ to wektory kolumnowe zawierające składowe tensorów drugiego rzędu
A i B, aD to macierz zawierająca składowe tensora czwartego rzęduD.
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1.5 Przegląd literatury – rozwój badań i stan wiedzy

Zakres niniejszej pracy jest szeroki i obejmuje wiele zagadnień z dziedziny mechaniki i
metod numerycznych. W pracy tej rozpatruje się dwie różne metody numeryczne: me-
todę elementów skónczonych, opartą na jawnym całkowaniu równań ruchu względem
czasu oraz metodę elementów dyskretnych, wykorzystującą walcowe i kuliste cząstki.
Przegląd literatury zostanie ograniczony do problemów ogólnych związanych z wy-
mienionymi metodami, włącznie z pracami nad ich integracją. Przedstawiony zosta-
nie rozwój rozpatrywanych metod numerycznych i opartego nanich oprogramowania.
Przegląd literatury dotyczącej bardziej szczegółowychzagadnién będzie dokonany w
dalszych rozdziałach w ramach rozwiązywania rozpatrywanych zagadnién.

1.5.1 Metoda elementów skónczonych z jawnym całkowaniem równán ruchu

Początki nieliniowego sformułowania metody elementów skończonych sięgają drugiej
połowy lat szésćdziesiątych ubiegłego wieku. Pierwszy nieliniowy program MES,
MARC, pojawił się na rynku w roku 1969 i do dzisiaj jest jednym z programów o
najszerszych mȯzliwościach [194]. Zarówno MARC jak i inne najbardziej znane pro-
gramy nieliniowe MES takie, jak ANSYS [7], ABAQUS [2], ADINA[1] wykorzy-
stywały sformułowanie z niejawnym rozwiązaniem zarówno nieliniowego problemu
statyki, jak i dynamiki.

Komercyjne programy MES z jawnym całkowaniem równań ruchu pojawiły się
dopiero pod koniec lat osiemdziesiątych. Wyrosły one na bazie wczésniejszych prac
badawczych nad algorytmami wykorzystującymi jawne algorytmy całkowania równán
ruchu [23]. Jednymi z pierwszych prac w tej dziedzinie były prace Belytschki ze
współautorami [20, 19, 25]. Sformułowania teoretyczne prezentowane w tych pracach
zostały implementowane w programie numerycznym WHAMS [21].

Momentem przełomowym w rozwoju programów MES z jawnym całkowaniem
równán ruchu było pojawienie się programu DYNA3D, którego pierwsza wersja po-
wstała w Lawrence Livermore National Laboratory w roku 1976[99]. Doświadczenia
uzyskane podczas stosowania DYNA3D pokazały,że ze względu zarówno na efek-
tywnósć, jak i dokładnósć rozwiązania wskazane jest stosowanie prostych liniowych
sformułowán elementów. Elementy wyższego rzędu, obok znacznego kosztu oblicze-
niowego, wprowadzały nierealistyczny szum numeryczny z powodu stosowania dia-
gonalnej macierzy mas w zagadnieniach propagacji fal [101]. Program DYNA3D był
nieustannie rozszerzany, jego kolejne wersje zawierały nowe modele materiałów, nowe
algorytmy analizy kontaktu oraz nowe opcje pozwalające modelowác nowe zagadnie-
nia.
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Oryginalnym przeznaczeniem DYNA3D było modelowanie zjawisk związanych z
zastosowaniami militarnymi, przede wszystkim symulacja obcią̇zén uderzeniowych
pochodzących od wybuchów jądrowych i badanie odporności schronów podziemnych
na obcią̇zenia uderzeniowe. Z czasem znaczny wysiłek został włożony w rozwinięcie
możliwości zastosowán cywilnych, takich jak np. numeryczne badanie wytrzyma-
łości pojazdów na zderzenia (ang. crashworthiness) oraz symulacja procesów prze-
róbki plastycznej [102]. Jednym z głównych zastosowań stała się symulacja procesów
kształtowania blach.

Do 1988 r. DYNA3D był programem ogólnie dostępnym (ang. public domain).
W 1988 r. na jego bazie główny twórca programu J. Hallquist rozpoczął rozwija-
nie programu komercyjnego LS-DYNA, który jest do dzisiaj jednym z najwȧzniej-
szych programów MES wykorzystujących jawny schemat rozwiązania [101]. Program
DYNA3D jest w dalszym ciągu rozwijany w Lawrence LivermoreNational Laboratory
i został wzbogacony o liczne nowe możliwości [70].

Ogólnie dostępna wersja programu DYNA3D stała się podstawą do rozwoju in-
nych programów komercyjnych MES wykorzystujących jawne całkowanie względem
czasu takich, jak PAM-CRASH/PAM-STAMP [221, 222], MSC Dytran [195], RA-
DIOSS [234], które nalėzą do najwȧzniejszych programów na rynku oprogramowa-
nia inżynierskiego. Rozwój tych programów został zainicjowany wdrugiej połowie
lat osiemdziesiątych. Pierwszym krokiem w rozwoju programu PAM-CRASH firmy
ESI była pomýslna analiza wytrzymałósci uderzeniowej Volkswagena Polo w 1985 r.
Pierwsza wersja programu RADIOSS pojawiła się w roku 1986.

Sukces rynkowy programów MES opartych na jawnym schemacie całkowania rów-
nán ruchu zachęcił niektórych producentów standardowego oprogramowania MES,
opartego na niejawnych schematch rozwiązania, do stworzenia wersji swojego opro-
gramowania wykorzystującego jawne schematy, w ten sposóbpowstał Dytran [195] i
Abaqus Explicit [3], którego pierwsza wersja pojawiła sięw roku 1991.

W 1990 r. w CIMNE w Barcelonie został zainicjowany rozwój oprogramowania
Simpact/Stampack. Początkowo program zastosowano do obliczenia wytrzymałósci
uderzeniowej nadwozi autobusów. Następnym zastosowaniem była symulacja proce-
sów tłoczenia blach. Autor prawie od samego początku, począwszy od roku 1993,
brał udział w rozwoju oprogramowania będąc jednym z jego głównych autorów. Po-
czątkowo program był tworzony w języku Fortran 77, w drugiej połowie lat dziewię́c-
dziesiątych oprogramowanie zostało całkowicie przeprogramowane na język Fortran
90/95, dzięki czemu mȯzliwe było wprowadzenie wielu nowoczesnych elementów
programowania, takich jak np. obiektowość. W programie zostało wprowadzonych
wiele nowych sformułowán teoretycznych. Główny nacisk w tamtym okresie poło-
żono na rozwój mȯzliwości symulacji wieloetapowych procesów kształtowania blach
[253, 217]. Autor niniejszej pracy zaprojektował strukturę programu umȯzliwiającą
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wszechstronne modyfikacje modelu w trakcie analizy, dzięki czemu mȯzliwe jest mo-
delowanie wieloetapowych procesów kształtowania, w których następują zmiany na-
rzędzi (powierzchni kontaktowych), położenia blachy i warunków brzegowych kine-
matycznych i obcią̇zeniowych. W celu efektywnego modelowania blachy w tłoczeniu
blach został implementowany efektywny element powłokowy bez obrotowych stopni
swobody. Specjalny model równoważnego modelu progów ciągowych został opra-
cowany i zbadany przez autora [245]. Ponadto opracowano specjalny algorytm do
symulacji okrawania wytłoczki i wycinania otworów. Stwierdzono,że w symulacji
sprę̇zynowania powrotnego następującego po usunięciu wytłoczki z prasy, zastosowa-
nie sformułowania jawnego nie jest efektywne. Optymalne rozwiązanie daje połą-
czenie modelu numerycznego jawnego w symulacji tłoczenia zniejawnym modelem
numerycznym procesu sprężynowania powrotnego. W programie Stampack autor im-
plementował niejawny algorytm analizy dla analizy sprężynowania powrotnego [250].

Równoczésnie autor rozwijał mȯzliwości programu w modelowaniu innych zagad-
nień, np. przeróbki plastycznej objętościowej. We współpracy z prof. O.C. Zienkiewi-
czem i prof. R.L. Taylorem wprowadzono specjalne algorytmycałkowania względem
czasu stabilizujące liniowe elementy czworościenne [314]. Autor rozszerzył możli-
wości modelowania w programie procesów przeróbki plastycznej wprowadzając algo-
rytm sprzę̇zonej analizy termomechanicznej. Z jawnym rozwiązaniem równán ruchu
dla zagadnienia dynamicznego zostało sprzężone rozwiązanie problemu termicznego,
równiėz wykorzystujące jawne całkowanie względem czasu [253, 262]. Dzięki im-
plementacji wymienionych algorytmów program Stampack stał się jednym z niewielu
programów, który jest w stanie analizować złożone problemy tłoczenia blach. Wyniki
uzyskane za jego pomocą dorównywały, a nawet przewyższały dokładnóscią, wyniki
uzyskane za pomocą innych uznanych programów komercyjnych [129, 94].

Obecnie programy metody elementów skończonych z jawnym całkowaniem rów-
nán ruchu są nie kwestionowanym narzędziem projektowania inżynierskiego w takich
dziedzinach jak modelowanie konstrukcji poddanych obciążeniom uderzeniowym, za-
równo konstrukcji budowlanych, jak i pojazdów mechanicznych oraz konstrukcji lot-
niczych. Inną wȧzną dziedziną zastosowań przemysłowych jest symulacja procesów
przeróbki plastycznej, głównie procesów tłoczenia blach.W tej dziedzinie programy
te są nie tylko efektywne, ale dają bardzo dokładne wyniki. Mimo, że obecnie wzro-
sły mȯzliwości programów niejawnych w zastosowaniu do złożonych problemów tło-
czenia blach, dzięki zweryfikowanej dokładności wyników, uzyskiwanych za pomocą
programów jawnych, ich pozycja w zastosowaniu do tłoczeniajest na pewno nieza-
grożona.

Chociȧz ogólne podstawy teoretyczne sformułowania jawnego metody elementów
skónczonych są ju̇z dokładnie zbadane, wciąż trwają prace badawcze nad ulepsze-
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niem i rozwojem algorytmów numerycznych, wprowadzeniem nowych sformułowán
elementów i nowych modeli konstytutywnych. Nowe wymaganiapojawiają się w
związku z wprowadzaniem nowych materiałów i nowych procesów technologicznych.
W niniejszej pracy zostaną przedstawione oryginalne prace autora nad algorytmem
stabilizującym liniowe elementy trójkątne i czworościenne w analizie procesów pra-
wie niéscísliwych, zwiększające możliwości analizy przeróbki plastycznej objętościo-
wej. Zostaną przedstawione algorytmy umożliwiające symulację złȯzonych wieloeta-
powych procesów kształtowania blach. Będzie też przedstawione modelowanie proce-
sów kształtowania z nowoczesnych materiałów, blach spawanych laserowo oraz blach
powlekanych polimerem.

1.5.2 Metoda elementów dyskretnych

Metoda elementów dyskretnych obejmuje klasę metod numerycznych opisujących dy-
namiczne zachowanie zbioru oddziałujących między sobącząstek o skónczonych roz-
miarach o dowolnym kształcie.

Sformułowanie elementów dyskretnych2 wykorzystujące cząstki walcowe (w 2D)
lub sferyczne (w 3D) zostało po raz pierwszy zaproponowane przez Cundalla i Stracka
[57]. Przedstawiony algorytm został implementowany w latach 1979-80 w progra-
mie BALL&TRUBALL, który był wykorzystywany głównie do modelowania mate-
riałów granularnych. Rozwinięciem programu BALL&TRUBALL są komercyjne pro-
gramy PFC2D i PFC3D (PFC = Particle Flow Code), których pierwsza wersja została
wprowadzona na rynek w 1994 roku przez firmę Itasca, założoną przez P. Cundalla
[124, 125].

Firma Itasca od 1980 r. rozwija również program elementów dyskretnych UDEC,
wykorzystujący elementy o kształcie wieloboków (dla zagadnién płaskich) [52]. Roz-
winięciem tego programu na zagadnienia trójwymiarowe przy zastosowaniu elemen-
tów wielósciennych jest program 3DEC, który został wprowadzony na rynek w 1988
roku [54, 106]. W programach UDEC i 3DEC elementy dyskretne mogą býc trakto-
wane jako elementy sztywne lub odkształcalne.

Począwszy od roku 2000 autor pracował nad implementacją algorytmu metody
elementów dyskretnych, wykorzystującej jako elementy dyskretne cząstki walcowe
lub sferyczne w programie metody elementów skończonych Simpact/Stampack [255].
Dzięki wspólnemu algorytmowi całkowania równań ruchu względem czasu było moż-
liwe opracowanie jednolitego oprogramowania metody elementów skónczonych i ele-
mentów dyskretnych. Szczegóły implementacji są opisane wniniejszej pracy. Al-

2P. Cundall stosuje termin „distinct element method” w odniesieniu do swoich sformułowań metody
elementów dyskretnych wykorzystujących elementy sferyczne jak równiėz elementy o kształcie wielo-
boków i wielóscianów.
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gorytm jest podobny do zaproponowanego przez Cundalla i Stracka [57], niemniej
jednak zawiera wiele oryginalnych rozszerzeń, jak np. mȯzliwość modelowania za-
gadnién przewodnictwa ciepła i zagadnień sprzę̇zonych termomechanicznych, model
kontaktu termicznego, uwzględniającego generację i wymianę ciepła, model kontaktu
uwzględniający zu̇zycie z algorytmem zmiany kształtu wskutek zużycia, a ponadto
algorytm metody elementów dyskretnych zawiera sprzężenie z metodą elementów
skónczonych, umȯzliwiające jednoczesne stosowanie zintegrowanego modelowania
dyskretno-ciągłego. Szczegóły zintegrowanego algorytmu są przedstawione w niniej-
szej pracy.

Obecnie metoda elementów dyskretnych jest uznanym narzędziem w modelowa-
niu zagadnién z nieciągłósciami o ró̇znej skali, od skali atomowej do skali makrosko-
powej, praktyczne zastosowania obejmują modelowanie geomateriałów, tak kohezyj-
nych jak i niekohezyjnych, skał [117, 59], betonu [110] i materiałów granularnych
[167]. Metody elementów dyskretnych wciąż są rozwijane. Wprowadzane są nowe
możliwości modelowania. W [59] zaproponowano nowy dokładniejszy opis oddziały-
wania kontaktowego między elementami dyskretnymi opartyna modelach sprężysto-
plastycznych z mechaniki kontinuum. Metoda elementów dyskretnych jest równiėz
wykorzystywana w modelowaniu wieloskalowym do wyznaczenia zachowania makro-
skopowego materiału [59, 145]. Bardzo burzliwy postęp można obserwowác w roz-
woju i zastosowaniach metod dynamiki molekularnej [236]. Obecny poziom rozwoju
metod elementów dyskretnych i przegląd ich zastosowań mȯzna znaleź́c w [48, 145].
W wielu ósrodkach badawczych pracuje się nad rozwojem programów opartych na
algorytmach metod elementów dyskretnych. Wśród programów mȯzna wymieníc
SDEC [67], YADE [304], ELFEN [76] oraz DEMAT [14].

W Polsce prace nad rozwojem metody elementów dyskretnych s ˛a stosunkowo nie-
liczne. Nalėzy wymieníc udoskonalenia w opisie zjawiska zderzenia i oddziaływania
kontaktowego w sformułowaniu metody elementów dyskretnych w pracy habilitacyj-
nej J. Leszczýnskiego [167].

1.5.3 Integracja metody elementów skónczonych i dyskretnych

Możliwość wykorzystania w jednym modelu zalet różnych metod, a jednocześnie
uniknięcia ich wad, jest motywacją do integracji różnych metod numerycznych, np.
metody elementów skończonych i metody ró̇znic skónczonych [149, 150, 151], me-
tody elementów skónczonych i metody elementów brzegowych [287, 239, 275] oraz
metody elementów skończonych i metody cząstek rozmytych (SPH) [266]. W mode-
lach hybrydowych konkurujące ze sobą metody są traktowane jako metody wzajemnie
uzupełniajace się.
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Integracja metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych jest
aktualnym problemem badawczym [196, 232, 307]. Jest to szczególny przypadek re-
alizacji modelowania dyskretno-ciągłego. Połączenie dwóch ró̇znych podej́sć umȯzli-
wia opracowanie optymalnego modelu, wykorzystującego zalety obydwu metod, du̇zą
efektywnósć i dokładnósć metody elementów skończonych w modelowaniu odkształ-
cén, które mȯzna uznác za ciągłe oraz naturalne uwzględnienie za pomocą metody
elementów dyskretnych nieciągłości istniejących w badanej strukturze lub powstają-
cych w niej pod wpływem obcią̇zenia.

Złożone modelowanie dyskretno-ciągłe jest obecnie przedmiotem wielu prac ba-
dawczych w dziedzinie modelowania wieloskalowego, łącz ˛acego modelowanie cią-
głe z modelem dyskretnym opartym na sformułowaniach dynamiki molekularnej
[303, 32]. Hybrydowe modele MED/MES mogą mieć równiėz zastosowanie w tego
typu modelowaniu, metoda elementów dyskretnych może býc użyta do modelowania
materiału w skali mikro- lub mezoskopowej, a metoda elementów skónczonych umȯz-
liwia modelowanie materiału w skali makroskopowej.

Mimo wielu prac w dziedzinie integracji jest wciąż wiele do zrobienia. Jak dotych-
czas nie istniejėzaden komercyjny program umożliwiający jednoczesne stosowanie
metody elementów dyskretnych i metody elementów skończonych. W publikowanych
pracach w modelowaniu hybrydowym MED/MES najczęściej stosuje się dwa różne
programy, np. w [232] w hybrydowym modelu tunelu zastosowano program metody
elementów dyskretnych PFC2D i program metody elementów skończonych FLAC.
Podobnie sprzę̇zono programy metody elementów dyskretnych PFC3D i metody ele-
mentów skónczonych FLAC w modelu hybrydowym w [307]. W [264] przedstawiono
koncepcję modelowania hybrydowego MED/MES przy wykorzystaniu kodów nume-
rycznych PFC2D i ANSYS.

Modelowanie dyskretno-ciągłe za pomocą oddzielnych programów MES i MED
wiąże się z pewnymi ograniczeniami i jego realizacja jest kłopotliwa. W niniejszej
pracy zostanie przedstawiony zintegrowany program MED/MES, w którym imple-
mentowano metodę elementów dyskretnych i metodę elementów skónczonych. Sta-
nowi to du̇zą zaletę przedstawianego algorytmu w stosunku do innychprac. W in-
tegracji wykorzystano wspólne cechy obydwu sformułowań, w tym m.in. wspólny
algorytm rozwiązania oparty na jawnym całkowaniu równań ruchu.

Hybrydowe modelowanie metodą elementów skończonych i dyskretnych jest
przedstawione w niedawno opublikowanej pracy [196], podsumowującej wczésniej-
sze prace, np. [197, 219]. W pracy tej stosuje się przejście od modelu ciągłego do
dyskretnego, uwzględniające defragmentację materiału poddanego obciążeniom ude-
rzeniowym. Początkowo stosuje się model ciągły i dyskretyzację elementami skoń-
czonymi, które przy zniszczeniu są rozłączane i traktowane jak elementy dyskretne.
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Stosowane są elementy dyskretne, odpowiadające kształtem elementom skónczonym
w dyskretyzacji początkowej – wieloboczne (w 2D) lub wielościenne (w 3D). Ele-
menty dyskretne w sformułowaniu przedstawionym w [196] mogą býc traktowane jako
odkształcalne – wtedy są dyskretyzowane za pomocą elementów skónczonych.

Koncepcja integracji w niniejszej pracy jest odmienna. Stosuje się metodę elemen-
tów dyskretnych wykorzystującą elementy cylindryczne (w 2D) lub sferyczne (w 3D).
Wstępny etap prac nad sformułowaniem przedstawionym w niniejszej pracy przedsta-
wiono w [216, 251]. W zawartym tam sformułowaniu modelowanie dyskretne i ciągłe
było stosowane do oddzielnych części uwzględnionych w modelu. W niniejszej pracy
zostanie zaprezentowane sformułowanie o znacznie szerszych mȯzliwościach. Dzięki
specjalnemu sprzężeniu podobszarów MED i MES, modelowanie dyskretne i ciągłe
można zastosowác do ró̇znych podobszarów tej samej części. Metody sprzę̇zenia za-
stosowane w niniejszej pracy oraz otrzymane równania dla zagadnienia sprzę̇zonego
charakteryzują się pewnym podobieństwem do metod i równań rozwiniętych w pra-
cach [240, 248, 249], gdzie rozpatrywano układy złożone z czę́sci odkształcalnych i
sztywnych. Czę́sci sztywne wprowadzały dodatkowe więzy kinematyczne, które były
uwzględniane za pomocą metody mnożników Lagrange’a lub metody funkcji kary.
Rozpatrywane obecnie układy charakteryzują się znacznie większą złȯzonóscią. Mo-
del składa się z licznego zbioru sztywnych elementów dyskretnych, które są połączone
między sobą oraz z częściami dyskretyzowanymi za pomocą elementów skończonych.
Możliwości wykorzystania rozwiniętego modelu sprzężonego są przedstawione szcze-
gółowo w dalszej czę́sci niniejszej pracy.



2. Sformułowanie metody elementów skónczonych

Wstęp

Celem niniejszego rozdziału jest przedstawienie sformułowania metody elementów
skónczonych jako metody numerycznej dla rozwiązania nieliniowego zagadnienia ru-
chu ciała odkształcalnego. Przedstawione zostanie lokalne i wariacyjne sformułowanie
problemu ruchu ciała odkształcalnego. Następnie zostanie wprowadzona przestrzenna
procedura dyskretyzacyjna. Podane zostaną najważniejsze załȯzenia dla wybranych
elementów skónczonych stosowanych w niniejszej pracy. Jako następny etap rozwią-
zania problemu zostanie przedstawiona dyskretyzacja czasowa i jawny schemat cał-
kowanie równán MES względem czasu. Zaprezentowane sformułowania teoretyczne
są podstawą algorytmów numerycznych implementowanych we własnym programie
numerycznym.

2.1 Definicja problemu ruchu ciała odkształcalnego

Rys. 2.1. Ruch ciała odkształcalnego

Przedmiotem rozwȧzán będzie ruch ciała stałegoB (rys. 2.1) podlegającego odkształ-
ceniu w przedziale czasu od 0 doT. Ruch rozpatrujemy w w przestrzeni euklidesowej
Ensd, gdziensd = 2 lub 3, z wprowadzonym kartezjańskim układem współrzędnych
o jednostkowych wektorach bazowychei , i = 1, . . . ,nsd. Ciało B w pewnej chwili
t ∈ [0,T] zajmuje obszar(Ωt ∪Γt) ⊂ Ensd, gdzieΓt = ∂Ωt jest brzegiem obszaruΩt .

27
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Ciało poddane jest działaniu sił objętościowych b oraz powierzchniowycht na czę́sci
brzeguΓt

σ . Na czę́sci brzeguΓt
u zadane są kinematyczne warunki brzegowe. Zakłada

się przy tym,żeΓt
σ ∩Γt

u = /0 orazΓ̄t
σ ∪ Γ̄t

u = Γt , gdzieΓ̄t
σ i Γ̄t

u oznaczają domknięcia
zbiorówΓt

σ i Γt
u.

Współrzędne punktów materialnych w konfiguracji ciała w chwili t = 0 (material-
nej) zostaną oznaczoneX

X = Xiei , X∈ Ω̄0 , (2.1)

a współrzędne punktów materialnych w konfiguracji ciała w chwili t ∈ (0,T] (od-
kształconej lub przestrzennej) zostaną oznaczone przezx

x = xiei , x ∈ Ω̄t , (2.2)

gdzieΩ̄0 = Ω0∪Γ0 i Ω̄t = Ωt ∪Γt .

Ruch ósrodka ciągłego mȯzna opisywác na wiele ró̇znych sposobów [208, 22, 181].
Podstawy opisu ósrodka ciągłego poddanego dużym przemieszczeniom i odkształce-
niom oraz podstawowe pojęcia i definicje w zakresie potrzebnym do wprowadzenia
dyskretnych równán metody elementów skończonych do zagadnień nieliniowych są
podane w dodatku A. W niniejszym rozdziale zostanie przyjęty opis materialny z ak-
tualną konfiguracją przestrzenną (odkształconą) jakokonfiguracją odniesienia, zwany
uaktualnionym opisem lagrangeowskim.

Aczkolwiek w opisie tym konfiguracją odniesienia jest konfiguracja odkształ-
cona, to ruch opisuje się poprzez odwzorowaniex = x(X, t), pola przemieszczenia
u = u(X, t), prędkósci v = v(X, t) i przyspieszeniaa = a(X, t) będące funkcją współ-
rzędnych materialnychX [22]. Przemieszczenieu = u(X, t) jest zdefiniowane jako:

u(X, t) = x(X, t)−X (2.3)

a prędkósć v = v(X, t) i przyspieszeniea = a(X, t) są odpowiednimi pochodnymi ma-
terialnymi:

v(X, t) =
∂u(X, t)

∂ t
= u̇ (2.4)

a(X, t) =
∂v(X, t)

∂ t
=

∂ 2u(X, t)
∂ t2 = v̇ (2.5)

Dla opisu procesów fizycznych charakteryzujących ciało w ruchu wprowadza się
zmienne w czasie pola odpowiednich wielkości skalarnych, wektorowych i tensoro-
wych zdefiniowanych w obszarze i na brzegu danego ciała. Podstawowe definicje są
podane w dodatku A.
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2.2 Sformułowanie lokalne zagadnienia ruchu ciała odkształcalnego

Opis matematyczny ruchu ciała odkształcalnego prowadzi dozagadnienia brzegowo-
początkowego, którego sformułowanie lokalne (mocne) w konfiguracji odkształconej
jest dane przez następujący układ równań, por. [181],

• zasada zachowania masy

�(X, t)J(X, t) = �0(X) , X∈ Ω0 , t ∈ [0,T] (2.6)

• równania ruchu (równania Cauchy’ego)

∇ ·�+�b = �a , x ∈ Ωt , t ∈ [0,T] (2.7)

• naprę̇zeniowe warunki brzegowe

n ·� = t , x ∈ Γt
σ , t ∈ [0,T] (2.8)

• przemieszczeniowe warunki brzegowe

u = ū , x ∈ Γt
u , t ∈ [0,T] (2.9)

• warunki początkowe

u = u0 , v = v0 , X∈ Ω̄0 , t = 0, (2.10)

gdzie � jest gęstóscią masy,J jest wyznacznikiem tensora gradientu deformacjiF,
� tensorem naprę̇zén Cauchy’ego,n jest wektorem normalnym do powierzchniΓσ
skierowanym na zewnątrz ciałaΩ.

Celem analizy jest wyznaczenie pola przemieszczeniau = u(X, t) spełniającego
układ równán (2.7)–(2.10). Układ równán (2.7)–(2.10) musi býc uzupełniony odpo-
wiednim równaniem konstytutywnym pozwalającym wyznaczyć �(X, t). Stosowane
w niniejszej pracy modele konstytutywne są przedstawionew rozdziale 3.

2.3 Sformułowanie słabe zagadnienia ruchu ciała odkształcalnego

Sformułowanie słabe równoważne równaniom (2.7)–(2.9) ma następującą postać,
por. [23]:
∫

Ωt
� : δ"dΩ =

∫

Ωt
�(b−a) ·δudΩ+

∫

Γt
σ

t ·δudΓ , (2.11)
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gdzieu jest dowolnym kinematycznie dopuszczalnym polem przemieszczenia,δu jest
jego wariacją (zwaną polem wirtualnego lub przygotowanego przemieszczenia), aδ"

wariacją tensora małych odkształceń zdefiniowanego równaniem (A.14) przy przyję-
tej wariacji pola przemieszczeń δu. Równanie (2.11) wyrȧza zasadę prac przygoto-
wanych, która okrésla warunek równowagi dynamicznej jako warunek równości prac
przygotowanych sił wewnętrznych i zewnętrznych. Warunki brzegowe (2.8) i (2.9) są
uwzględnione w równaniu (2.11) – warunki brzegowe przemieszczeniowe (2.9) po-
przez załȯzenie kinematycznej dopuszczalności polaδu, a warunki brzegowe naprę-
żeniowe (2.8) poprzez włączenie pracy przygotowanej obciążenia na brzegu do ze-
wnętrznej pracy przygotowanej.

2.4 Dyskretyzacja przestrzenna równán ruchu

Forma słaba równán ruchu (2.11) stanowi wygodną bazę teoretyczną dla rozwinię-
cia sformułowania metody elementów skończonych w wersji przemieszczeniowej
[138, 137]. Równania ruchu w metodzie elementów skończonych są najczęściej otrzy-
mywane w postaci semidyskretnej poprzez wprowadzenie dyskretyzacji przestrzennej
w słabym sformułowaniu zagadnienia ruchu.

Wyprowadzenie równán MES zostanie przedstawione w notacji macierzowej.
Równanie (2.11) w notacji macierzowej można zapisác w następujący sposób:
∫

Ωt
δuT� üdΩ+

∫

Ωt
δ©T¢dΩ−

∫

Ωt
δuT�bdΩ−

∫

Γt
σ

δuTt dΓ = 0, (2.12)

gdzie tensor naprężenia Cauchy’ego i tensor małych odkształceń są reprezentowane
przez wektory¢ i ©, które mają następujące składowe:

¢ = {σ11 σ22 σ33 σ12 σ13 σ23}T (2.13)

© = {ε11 ε22 ε33 2ε12 2ε13 2ε23}T . (2.14)

Dokonujemy dyskretyzacji przestrzennej objętości Ω dzieląc ją nanel nie pokrywają-
cych się elementów

Ω =
e=nel⋃

e=1

Ωe (2.15)

Zakładamy,że kinematycznie dopuszczalne pole przemieszczenia może býc interpo-
lowane jako
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u(x) = N(x) r e, x ∈ Ωe, (2.16)

gdzieN jest macierzą funkcji interpolacyjnych (funkcji kształtu), a re jest wektorem
uogólnionych parametrów węzłowych. W ogólnym przypadku uogólnione paramtery
węzłowe mogą miéc chrakter przemieszczeń lub innych wielkósci np. obrotów. Za-
kłada się,że funkcje kształtu zapewniają kinematyczną dopuszczalnósć pola prze-
mieszczenia (włącznie z ciągłością) dla dowolnych wartósci uogólnionych parame-
trów węzłowych. Wariacja pola przemieszczenia jest dana wyrażeniem

δu(x) = N(x)δ re, x ∈ Ωe. (2.17)

Związek między liniowymi odkształceniami© i przemieszczeniami w notacji alge-
braicznej mȯzna zapisác jako

© = Lu , (2.18)

gdzieL jest macierzą-operatorem zdefiniowaną w następujący sposób

L =




∂
∂x1

0 0

0
∂

∂x2
0

0 0
∂

∂x3
∂

∂x2

∂
∂x1

0

∂
∂x3

0
∂

∂x1

0
∂

∂x3

∂
∂x2




. (2.19)

Wariacje liniowego odkształcenia przy uwzględnieniu równán (2.18), (2.16) i
(2.17) mȯzna zapisác w następującej postaci:

δ© = Bδ re, x ∈ Ωe, (2.20)

gdzie macierz-operatorB jest dana wzorem

B = LN . (2.21)

Wstawiając zalėznósci (2.16)–(2.20) do równania (2.12) zasadę prac przygotowanych
dla układu dyskretyzowanego można zapisác w następującej postaci:



32 2. Sformułowanie metody elementów skończonych

e=nel

∑
e=1

(δ re)
T
(∫

Ωe

�NTNdΩe

)
r̈e+

e=nel

∑
e=1

(δ re)
T
(∫

Ωe

BT¢dΩe

)

−
e=nel

∑
e=1

(δ re)
T
(∫

Ωe

NT�bdΩe

)
−

e=nel

∑
e=1

(δ re)
T
(∫

Γe∩Γσ
NTt dΓe

)
= 0. (2.22)

Równanie (2.22) mȯzna zapisác w następującej postaci

(δ r )T (Mr̈ +Fint −Fext)= 0, (2.23)

gdzie wprowadzono definicje globalnej macierzy masM , globalnych wektorów uogól-
nionych parametrów (przemieszczeń) węzłowychr oraz węzłowych sił zewnętrznych
i wewnętrznych,F int i Fext, które otrzymuje się poprzez złożenie macierzy masme

oraz odpowiednich elementowych wektorówre, f int
e i f ext

e :

r =
enel

A
e=1

re, Fint =
enel

A
e=1

f int
e , Fext =

enel

A
e=1

f ext
e , M =

enel

A
e=1

me, (2.24)

gdzie A jest standardowym operatorem agregacji globalnych wektorów i macierzy
(zob. [119]), a elementowy wektor sił wewnętrznychf int

e , elementowy wektor sił ze-
wnętrznychf ext

e oraz elementowa macierz masme są dane następującymi wzorami:

f int
e =

∫

Ωe

BT�dΩe, (2.25)

f ext
e =

∫

Ωe

NT�bdΩe+
∫

Γe∩Γσ
NTt dΓe, (2.26)

me =
∫

Ωe

�NTNdΩe. (2.27)

Równanie skalarne (2.23) musi być spełnione dla dowolnych wariacji przemieszczeń
węzłowychδ r , skąd wynika,̇ze musi býc spełniony następujący układ równań

Mr̈ +Fint −Fext = 0, (2.28)

lub, w innej postaci

Mr̈ = Fext−Fint . (2.29)

Równania (2.28) lub (2.29) są dyskretyzowanymi przestrzennie równaniami ruchu (lub
równowagi dynamicznej) będącymi podstawowymi równaniami stosowanej w niniej-
szej pracy metody elementów skończonych.
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2.5 Dyskretne równania ruchu z uwzględnieniem tłumienia

Tłumienie mȯzna uwzględníc jako czę́sć wewnętrznych sił węzłowych lub wprowa-
dzić je jawnie do równán ruchu (2.29) przez dodanie członuCṙ reprezentującego siły
tłumienia

Mr̈ +Cṙ = Fext−Fint . (2.30)

Macierz tłumieniaC może býc przyjęta jako proporcjonalna do macierzy bezwładno-
ści M

C = βM (2.31)

Jest to szczególny przypadek tłumienia Rayleigha

C = αK + βM , (2.32)

gdzie K jest macierzą sztywności. Tłumienie zdefiniowane równaniem (2.31) jest
otrzymane z wyrȧzenia (2.32) przez przyjęcieα = 0, co fizycznie oznacza,że wẏzsze
postacie drgán są słabo tłumione [49]. Z drugiej strony przyjęcieβ = 0 i α 6= 0 po-
wodowałoby silne tłumienie wẏzszych częstósci drgán. Chociȧz macierz sztywnósci
w sformułowaniu jawnym nie jest obliczana, implementacja pełnego tłumienia Rayle-
igha jest mȯzliwa przy zastosowaniu następującej formuły:

K =
∂Fint

∂ r
≈ ∆Fint

∆r
. (2.33)

2.6 Wybrane elementy skónczone

2.6.1 Elementy bryłowe

W niniejszej pracy obszar ośrodka ciągłego jest dyskretyzowany za pomocą prostych
elementów skónczonych. W zagadnieniach dwuwymiarowych: osiowosymetrycz-
nych, płaskiego stanu odkształcenia oraz płaskiego stanu naprę̇zenia są stosowane
3-węzłowe i 4-węzłowe izoparametryczne elementy trójk ˛atne i czworokątne. W za-
gadnieniach trójwymiarowych są stosowane 4-węzłowe i 8-węzłowe elementy czwo-
rościenne i széscióscienne.

Interpolację przemieszczeń (2.16) mȯzna zapisác w następujący sposób

u(x) = N(x) r e =
n

∑
i=1

Ni(x)ui , (2.34)
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gdzieNi orazui są odpowiednio funkcją kształtu i przemieszczeniemi-tego węzła,i =
1, . . . ,n, n jest liczbą węzłów. W 3-węzłowych elementach trójkątnych wykorzystuje
się liniowe funkcje kształtu

N1 = ξ , N2 = η , N3 = 1−ξ −η , (2.35)

gdzieξ i η są współrzędnymi powierzchniowymi, por. [315]. Elementten będzie na-
zywany w tej pracy Tr1 (ang. triangle – trójkąt). W 4-węzłowych izoparametrycznych
elementach czworokątnych pole przemieszczenia dyskretyzuje się za pomocą bilinio-
wych funkcji kształtu [315]:

Ni(ξ ,η) = 1
4 (1+ ξ ξi)(1+ ηηi) , (2.36)

gdzieξi i ηi są współrzędnymi naturalnymi wi-tym węźle o wartósci±1. Element ten
będzie nazywany w tej pracy Q1 (ang.quadrilateral – czworokąt).

W 4-węzłowych elementach czworościennych stosuje się liniowe funkcje kształtu:

N1 = ξ , N2 = η , N3 = ζ , N4 = 1−ξ −η −ζ , (2.37)

gdzie ξ , η i ζ są współrzędnymi objętościowymi, por. [315]. Element ten będzie
nazywany w tej pracy Te1 (ang. tetrahedron – czworościan). W 8-węzłowych izopa-
rametryczncyh elementach sześciósciennych pole przemieszczenia jest interpolowane
za pomocą trójliniowych funkcji kształtu o nstępującejpostaci [315]:

Ni(ξ ,η ,ζ ) = 1
8(1+ ξ ξi)(1+ ηηi)(1+ ζζi) , (2.38)

gdzieξi , ηi i ζi są współrzędnymi naturalnymi dlai-tego węzła, przyjmującymi war-
tości±1. Element ten będzie nazywany w tej pracy H1 (ang. hexahedron – sześcio-
ścian).

Proste liniowe elementy skończone charakteryzują się dużą efektywnóscią w anali-
zie nieliniowej. Wadą ich jest mniejsza dokładność od elementów z funkcjami kształtu
wyższego stopnia, jednak pożądaną dokładność rozwiązania mȯzna uzyskác stosując
odpowiednio gęstą dyskretyzację w miejscach występowania du̇zych gradientów od-
kształcenia i naprę̇zenia. Przedstawione w tym rozdziale sformułowanie metodyele-
mentów skónczonych nazywa się sformułowaniem przemieszczeniowym,w którym
dyskretyzuje się pola przemieszczenia i jego pochodnych.Zagadnienia odkształcenia
charakteryzującego się całkowitą lub dużą niéscísliwością wymagają stosowania sfor-
mułowania mieszanego (hybrydowego) elementów skończonych, w których dyskrety-
zuje się pola przemieszczeń oraz pola císnienia hydrostatycznego lub odkształcenia.
Sformułowania te zostaną przedstawione w rozdziale 5.
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2.6.2 Element powłokowy bez obrotowych stopni swobody

Standardowe elementy skończone stosowane w modelowaniu powłok mają zazwy-
czaj przemieszczeniowe i obrotowe stopnie swobody [43]. Stopnie swobody o charak-
terze obrotowym sprawiają spore trudności w analizie problemów z dużymi obrotami
– konieczne jest stosowanie specjalnych sformułowań [300].

W niniejszej pracy przedstawione zostanie sformułowanie trójkątnego elementu
powłokowego bez stopni obrotowych, zwanego BST (ang. Basic Shell Triangle),
którego wersja liniowa została opracowana w [211], a implementacja w nieliniowym
sformułowaniu dynamicznym z jawnym całkowaniem równań ruchu względem czasu
została zrealizowana przy współudziale autora [209, 210, 218]. Element BST jest pro-
stym i efektywnym obliczeniowo elementem skończonym, a jednocześnie dającym
dokładne wyniki w w skomplikowanych problemach nieliniowych takich jak zagad-
nienia tłoczenia blach.

Element BST jest oparty na założeniu kinematycznym Kirchhoffa dla powłok,
zgodnie z którym prędkósć odkształcenia w dowolnym punkcie powłoki̇© =
{ε̇xx , ε̇yy, 2ε̇xy}T można wyrazíc poprzez parametry definiujące prędkość odkształce-
nia powierzchnísrodkowej, które jest rozłȯzone na stan odkształcenia membranowego
©̇m = {ε̇m

xx , ε̇m
yy, 2ε̇m

xy}T oraz stan odkształcenia zgięciowego›̇ = {κ̇xx , κ̇yy, 2κ̇xy}T:

©̇ = ©̇m +z›̇ , (2.39)

gdziez jest odległóscią rozpatrywanego punktu powłoki od jej powierzchniśrodkowej
mierzoną wzdłu̇z osiz lokalnego układu kartezjańskiegox = {xyz}, zdefiniowanego na
powierzchnísrodkowej w ten sposób,że osiex i ysą styczne do powierzchniśrodkowej
powłoki.

Sformułowanie elementu BST wprowadza dyskretyzację powierzchni środkowej
powłoki trójwęzłowymi elementami trójkatnymi ze standardowymi liniowymi funk-
cjami kształtuN(x):

x = N(x)x(e) , x ∈ A(e) , (2.40)

gdziex(e) jest wektorem współrzędnych węzłowych elementu,A(e) jest obszarem ele-
mentu. Pole prędkósci v(x) wewnątrz elementu może býc wyrȧzone w podobny spo-
sób poprzez prędkości węzłowev(e):

v = N(x)v(e) , x ∈ A(e) . (2.41)

Prędkósci odkształcenia membranowego można wyrazíc w zalėznósci od prędkósci
węzłowych w następujący sposób:

©̇m = Bmv(e) . (2.42)
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Liniowa interpolacja pola prędkości (2.41) daje stałą prędkość odkształcenia mem-
branowego w elemencie. Macierz-operatorBm jest tȯzsama z macierzą dla elementu
o stałym odkształceniu CST (ang. Constant Strain Triangle) [138]. Element powło-
kowy jest elementem mieszanym z niezależnym polem prędkósci odkształcenia zgię-
ciowego. Sformułowanie dla części zgięciowej wykorzystuje w sposób typowy dla
metody objętósci skónczonych (ang. Finite Volume Method) [212] twierdzenie o dy-
wergencji, z którego uzyskuje się następującą zależnósć dla prędkósci odkształcenia
zgięciowego

∫

A(e)
›̇dA =

∫

Γ(e)
Q∇vzdΓ , (2.43)

gdzie

Q =




nx 0
0 ny

ny nx


 , ∇vz =





∂vz

∂x

∂vz

∂y





, (2.44)

vz jest prędkóscia ugięcia powłoki (normalną do powierzchniśrodkowej),Γ(e) jest
brzegiem elementu,nx i ny są składowymi jednostkowego wektora normalnego do
brzegu elementu wzdłuż osi lokalnychx i y, odpowiednio, por. rys. 2.2. Zastosowana

Rys. 2.2. Grupa sąsiadujących elementów definiująca element BST.

interpolacja pola prędkości odkształcenia zgięciowegȯ› jest nieciągła na brzegach i
stała wewnątrz elementu. Uwzględniając to założenie w równaniu (2.43) otrzymuje
się

›̇(e) =
1

A(e)

∫

Γ(e)
Q∇vzdΓ . (2.45)
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Równanie (2.45) wyrȧza prędkósci odkształcenia zgięciowego w funkcji gradientu
prędkósci ugięcia powłoki wzdłu̇z brzegów elementu. Całki wzdłuż brzegu elementu
w równaniu (2.45) mȯzna obliczýc w sposób jawny przyjmując uśrednioną wartósć
gradientu prędkósci wzdłu̇z brzegu elementu na podstawie wartości policzonych dla
dwu sąsiadujących elementów. W wyniku tego uśrednienia prędkósć odkształcenia
zgięciowego w elemencie (e) można przedstawić jako

›̇(e) = Bbv(pe) , (2.46)

gdziev(pe) jest wektorem prędkósci węzłów grupy elementów pokazanych na rys. 2.2,
składającej się z elementu(e) i elementów sąsiednich

v(pe) = {vi v j vk vl vm vn}T . (2.47)

Wstawiając wyrȧzenia (2.42) i (2.46) do równania (2.39) otrzymuje się prędkósć od-
kształcenia w dowolnym punkcie powłoki w funkcji węzłowych prędkósci przemiesz-
czeniowych bez potrzeby stosowania węzłowych prędkości obrotowych. W ten sposób
unika się wprowadzenia obrotowych stopni swobody.

2.7 Dyskretyzacja równán ruchu po czasie

Rozwiązanie zagadnienia dynamiki opisanego równaniem (2.30) z odpowiednimi wa-
runkami początkowymi i brzegowymi polega na przeprowadzeniu całkowania tego
równania względem czasu. Całkowanie względem czasu odbywa się w sposób przy-
rostowy, w którym odkształcone konfiguracje są wyznaczanedla kolejnych chwilt1,
t2, . . ., tn−1, tn, tn+1, . . ., T, gdziet1 = ∆t1, tn = tn−1 + ∆tn, a ∆tn jest długóscią kroku
całkowania, an jest numerem kroku całkowania.

2.7.1 Całkowanie niejawne równán ruchu

Schematy niejawne rozwiązania wykorzystują równanie (2.30) napisane dla nieznanej
konfiguracji w chwili czasutn+1 = tn + ∆t, dla której poszukuje się rozwiązania przy
znanym rozwiązaniu w chwilitn:

Mr̈n+1 +Cṙn+1 = Fext
n+1−Fint

n+1 . (2.48)

Po prawej stronie równania (2.48) znajduje się człon zależny od poszukiwanego roz-
wiązaniarn+1

Fint
n+1 = Fint

n+1(rn+1,¢n+1) (2.49)
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Rozwiązanie równania (2.48) wymaga zastosowania odpowiedniej procedury iteracyj-
nej:

Mr̈ (k+1)
n+1 +Cṙ (k+1)

n+1 = Fext
n+1−Fint(r (k)

n+1,¢
(k)
n+1) , (2.50)

gdzie indeksy(k) i (k+1) okréslają kolejne iteracje.

Można stosowác różne schematy iteracyjne w celu wyznaczenia rozwiązania. Zwy-
kle niejawna procedura rozwiązania wykorzystuje linearyzację wektora sił wewnętrz-
nych wokół pewnego punktu, np. wokół stanu odkształcenia określonego poprzezr (k)

n+1

Fint(r (k+1)
n+1 ,¢

(k+1)
n+1 ) = Fint(r (k)

n+1,¢
(k)
n+1)+

∂Fint(r (k)
n+1,¢

(k)
n+1)

∂ r (k)
n+1

δ r (k)
n+1

= Fint(r (k)
n+1,¢

(k)
n+1)+K (k)

n+1δ r (k)
n+1 , (2.51)

gdzie

K (k)
n+1 =

∂Fint(r (k)
n+1,¢

(k)
n+1)

∂ r (k)
n+1

. (2.52)

jest tzw. styczną macierzą sztywności. Przy uwzględnieniu równań (2.50) i (2.51)
schemat iteracyjny Newtona–Raphsona można zapisác

Mr̈ (k+1)
n+1 +Cṙ (k+1)

n+1 +K (k)
n+1δ r (k)

n+1 = Fext
n+1−Fint(r (k)

n+1,¢
(k)
n+1) . (2.53)

Z równania (2.53) wyznacza się iteracyjną poprawkęδ r (k)
n+1, za pomocą której kory-

guje się rozwiązanie

r (k+1)
n+1 = r (k)

n+1 + δ r (k)
n+1 (2.54)

aż do uzyskania pȯządanej zbiėznósci w równaniu (2.50).

Rozwiązanie równán (2.53) i (2.56) wymaga rozwiązania układu równań algebra-
icznych, co w przypadku symulacji dużych rzeczywistych problemów może wymagác
bardzo długich czasów obliczeń. Niekiedy mogą się pojawić problemyże zbiėznóscią
procedury iteracyjnej. W symulacji zagadnień kontaktowych dodatkowym problemem
jest zmiana aktywnych powierzchni kontaktu w trakcie iteracji. Tych wad nie mają
procedury rozwiązania oparte na schematach jawnych.

Jésli człony uwzględniające efekty inercyjne i lepkie w równaniu (2.30) są małe,
można je zaniedbác otrzymując równanie równowagi quasi-statycznej. Równanie to
zapisane dla nieznanej konfiguracji w chwili czasutn+1 ma następującą postać:

Fext
n+1−Fint

n+1 = 0. (2.55)
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Warunek równowagi (2.55) jest podstawą niejawnego schematu rozwiązania zagad-
nienia quasi-statycznego. Podobnie jak w przypadku modeludynamicznego niejawne
rozwiązanie zagadnienia quasi-statycznego wymaga zastosowania procedury iteracyj-
nej, np. danej równaniem analogicznym do równania (2.53):

K (k)
n+1δ r (k)

n+1 = Fext
n+1−Fint(r (k)

n+1,¢
(k)
n+1) , (2.56)

z którego wyznacza się iteracyjną poprawkęδ r (k)
n+1 służącą do otrzymania kolejnego

przybliżenia rozwiązania zgodnie z równaniem (2.54). Iteracje prowadzi się do otrzy-
mania rozwiązania spełniającego warunek (2.55) z pożądaną dokładnością.

2.7.2 Schemat jawny całkowania równán ruchu

Algorytmy jawnego całkowania wykorzystują postać dyskretnych równán ruchu (2.30)
zapisanych dla znanej konfiguracji w chwilitn:

Mr̈n +Cṙn = Fext
n −Fint

n . (2.57)

Z równania (2.57) wyznacza się rozwiązanie dla następnej chwili tn+1 = tn + ∆tn+1.
Typowym algorytmem jawnego całkowania w czasie jest schemat różnic centralnych
ze zmiennym krokiem całkowania:

r̈n = M−1
D

(
Fext

n −Fint
n −Cṙn

)
, gdzie MD = diagM , (2.58)

ṙn+1/2 = ṙn−1/2 + r̈n∆tn+1/2 , gdzie ∆tn+1/2 = 1
2(∆tn + ∆tn+1) , (2.59)

rn+1 = rn + ṙn+1/2∆tn+1 . (2.60)

Algorytm całkowania pozwala na stosowanie zmiennego krokucałkowania.

Model elementów skónczonych mȯze posiadác zarówno przemieszczeniowe, jak
i obrotowe stopnie swobody. W przypadku obecności stopni swobody obydwu ro-
dzajów konfiguracja odkształcona w chwilitn jest okréslona przez przemieszczenia
rn wszystkich węzłów oraz przez odpowiednie macierze obrotuokréslające połȯzenie
kątowe węzłów posiadających obrotowe stopnie swobody.W każdym kroku czasu ob-
licza się aktualne przýspieszenia i prędkości liniowe i kątowe, następnie przyrostowe
przemieszczenia i obroty, które służą do uaktualnienia konfiguracji. Całkowanie rów-
nán ruchu obrotowego zostanie przedstawione dla metody elementów dyskretnych w
rozdziale 7.

Macierz mas zdefiniowana równaniem (2.27) jest zwana macierzą konsystentną.
Przy stosowaniu macierzy konsystentnej równania ruchu sąsprzę̇zone i całkowanie
wymaga odwracania macierzy w każdym kroku całkowania. Zastąpienie macierzy
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konsystentnej macierzą mas skupionych (diagonalną) daje bardzo du̇zy wzrost efek-
tywnósci rozwiązania – równania ruchu są rozprzężone i nie ma potrzeby odwracania
żadnej macierzy. Zastosowanie macierzy diagonalnej w niewielkim stopniu wpływa
na rozwiązanie. Macierz konsystentna daje górne oszacowanie wartósci własnych,
macierz mas skupionych daje częstości drgán własnych, które są niższe ni̇z częstósci
rzeczywiste [49]. Macierz mas skupionych może býc otrzymana w ró̇zny sposób. Naj-
prostszym sposobem jest równomierne rozłożenie masy elementu na definiujące go
węzły – jest to sposób wystarczający dla prostych elementów, jak np. liniowy element
trójkątny lub czworóscienny.

2.7.3 Stabilnósć schematu całkowania równán ruchu

Schemat całkowania numerycznego równań ruchu względem czasu jest stabilny, jeśli
przy dowolnych warunkach początkowych i braku obciążén zewnętrznych, po dowol-
nie wielu krokach całkowania wszystkie przemieszczenia s ˛a ograniczone. Schemat
jawny całkowania metodą różnic centralnych jest stabilny pod warunkiem,że krok
całkowania∆t nie jest dłu̇zszy ni̇z pewien graniczny krok zwany krokiem krytycz-
nym ∆tcr

∆t ≤ ∆tcr =
2

ωmax
, (2.61)

gdzieωmax jest najwẏzszą częstóscią własną układu dyskretnego. Można dowiésć, że
najwyższa częstósć układu dyskretnego elementów skończonychωmax jest niewiększa
niż najwẏzsza z częstósci drgán własnych pojedynczych elementów systemuωE

max [26]

ωmax≤ ωE
max, gdzie ωE

max = max
i,e

ωe
i , i = 1, . . . ,ne

do f ,e= 1, . . . ,nE (2.62)

ne
do f jest liczbą stopni swobody elementu, anE – liczbą elementów skónczonych.

Ograniczenie (2.62) pozwala oszacować najwẏzszą częstósć całego układu wyznacza-
jąc częstósci własne dla pojedynczych elementów. Dla prostych elementów wyrȧzenie
na częstósci własne mȯzna otrzymác w jawny sposób [119]. W innych przypadkach
można ją oszacowác za pomocą przybliżonych wzorów lub rozwiązác zagadnienie
własne.

Równanie (2.61) jest prawdziwe przy założeniu zerowego tłumienia. Jeśli w ukła-
dzie występuje tłumienie, krytyczny krok jest dany następującym wyrȧzeniem:

∆tcr =
2

ωmax

(√
1+ ξ 2−ξ

)
, (2.63)

gdzie parametrξ , okréslający wielkósć tłumienia, stanowi stosunek wielkości wystę-
pującego tłumienia do tłumienia krytycznego, dla drgań swobodnych o częstości ωmax.
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2.7.4 Wady i zalety jawnych metod całkowania równán ruchu

Efektywnósć metod jawnych opiera się na możliwości u̇zycia diagonalnej macierzy
mas, dzięki czemu w kroku opisanym równaniem (2.58) nie ma potrzeby kosztownego
numerycznie odwracania macierzy. W rówaniach dyskretnychalgorytmu jawnego
zbędne jest konstruowanie globalnej macierzy sztywności, co zmniejsza zapotrzebo-
wanie programów komputerowych na pamięć. Następną zaletą jawnego schematu cał-
kowania względem czasu, zdefiniowanego równaniami (2.58)–(2.60), jest jego nieite-
racyjny charakter, dzięki czemu nie występują problemyze zbiėznóscią rozwiązania
nieliniowego. Podstawową wadą metod jawnych jest ich warunkowa stabilnósć i spo-
wodowane tym ograniczenie długości kroku całkowania, co prowadzi zazwyczaj do
dużej liczby kroków potrzebnych do rozwiązania problemu. W przypadku du̇zych
modeli numerycznych zalety metod jawnych najczęściej przewȧzają nad ich wadami,
dzięki czemu programy oparte na jawnym całkowaniu równań ruchu chętnie są sto-
sowane w analizie złȯzonych problemów iṅzynierskich, jak symulacja zderzeń pojaz-
dów, czy symulacja tłoczenia blach.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono podstawowe sformułowanie metody elemen-
tów skónczonych wykorzystywane w niniejszej pracy. Przedstawiono sformułowanie
teoretyczne zagadnienia ruchu ciała odkształcalnego. Wprowadzono równania opi-
sujące zagadnienie ruchu w postaci lokalnej (silnej) i wariacyjnej (słabej). Przedsta-
wiono procedurę dyskretyzacyjną prowadzącą do semidyskretnych równán ruchu w
metodzie elementów skończonych. Przedstawiono podstawowe założenia elementów
skónczonych stosowanych w niniejszej pracy do dyskretyzacji obiektów trójwymiaro-
wych oraz powłok. Do dyskretyzacji powłok w niniejszej pracy jest stosowany ele-
ment BST posiadający tylko przemieszczeniowe stopnie swobody, co zapewnia dużą
efektywnósć obliczeniową i czyni go odpowiednim do rozwiązywania dużych zagad-
nień. W końcowej czę́sci rozdziału omówiono jawne i niejawne schematy całkowania
dyskretnych równán ruchu względem czasu. Szczególną uwagę zwrócono na cechy
schematów jawnych, które są podstawą algorytmów numerycznych stosowanych w
niniejszej pracy. Przedstawione sformułowania teoretyczne zostały implementowane
we własnym programie numerycznym.
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Wstęp

Aczkolwiek wyprowadzone w rozdziale 2 równania ruchu nie wymagajążadnych za-
łożén o związku konstytutywnym określającym naprę̇zenia, analiza procesu defor-
macji ciała odkształcalnego wymaga uzupełnienia specyfikacji ruchu takiego ciała o
odpowiednie związki konstytutywne. Ogólnie można stwierdzíc, że związki konsty-
tutywne wyrȧzają zalėznósć między odkształceniem a naprężeniem, lub między ich
prędkósciami. W niniejszym rozdziale przedstawione są wybrane związki konstytu-
tywne, wykorzystywane w modelowaniu zagadnień praktycznych przedstawionych w
niniejszej pracy.

3.1 Związki konstytutywne dla materiału sprę̇zystego

Model materiału liniowo sprę̇zystego opisuje z zadowalającą dokładnością zachowa-
nie ró̇znych materiałów, w tym skał i metali, w zakresie małych odkształcén. Wiele
materiałów, np. elastomery, zachowuje się nieliniowo sprężyście w zakresie du̇zych
odkształcén.

Można wyodrębníc dwie ogólne koncepcje sformułowania modeli materiału sprę-
żystego:

• model hiposprę̇zysty,

• model hipersprę̇zysty.

Obydwa podej́scia są równiėz wykorzystane do opisu efektów sprężystych w imple-
mentowanych modelach materiału sprężysto-plastycznego.

3.1.1 Hiposprę̇zyste modele konstytutywne

Hiposprę̇zysty związek konstytutywny w ogólności jest pewną funkcją określającą
związek między dowolną obiektywną miarą prędkości naprę̇zenia

◦
� a tensorem pręd-

kości deformacjid zdefiniowanym przez równanie (A.23)2
◦
� = f(�,d) . (3.1)

Dla szerokiej klasy materiałów hiposprężystych mȯzna przyją́c zalėznósć liniową:
◦
� = C̄ : d , (3.2)

42
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gdzieC̄ jest tensorem czwartego rzędu o składowych będących stycznymi modułami
sprę̇zystymi.

Możliwe są ró̇zne definicje obiektywnych pochodnych naprężenia. Jedną z możli-
wych definicji jest pochodna stosowana w sformułowaniu modelu hiposprę̇zystego w

niniejszej pracy pochodna Jaumanna-Zaremby
∇
� (np. [18, 267])

∇
� = �̇−! ·�+� ·! . (3.3)

Stosując pochodną Jaumanna-Zaremby
∇
� związek konstytutywny (3.2) może býc za-

pisany jako

∇
� = CJ : d . (3.4)

Dla materiału izotropowego tensor stycznych modułów sprężystychCJ można wyra-
zić przez stałe Lamégoλ i µ

CJ = λ11+2µI , (3.5)

gdzie1 i I są odpowiednio tensorami jednostkowymi drugiego i czwartego rzędu.

3.1.2 Związki konstytutywne dla materiału hipersprę̇zystego

Materiałem hipersprę̇zystym jest nazywany materiał posiadający pewien potencjał
sprę̇zysty, który jest gęstóscią energii wewnętrznej będącą skalarną funkcją wybra-
nych tensora odkształcenia. Potencjał sprężysty mȯze býc wyrȧzony jako funkcja ró̇z-
nych miar odkształcenia, np. tensora odkształcenia Greena-Lagrange’aE, tensora
odkształcenia Almansiego, albo tensora gradientu deformacji F. Dla materiału hiper-
sprę̇zystego naprę̇zenia otrzymuje się przez różniczkowanie potencjału sprężystego, w
konfiguracji przestrzennej mamy

� = �
∂ψ(")

∂"
, (3.6)

a w konfiguracji materialnej

S = �0
∂ψ̄(E)

∂E
lub T = �0

∂ψ̃(F)

∂F
. (3.7)

Wychodząc ze związków hipersprężystych (3.6) lub (3.7) uzyskuje się równanie dla
materiału hiposprę̇zystego (3.2). Odwrotne przekształcenie w ogólnym przypadku
może býc niemȯzliwe, poniewȧz nie dla wszystkich materiałów istnieje potencjał sprę-
żysty.
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3.2 Dekompozycja odkształcén sprężysto-plastycznych

W klasycznej teorii plastyczności postuluje się addytywny rozkład wybranej miary
odkształcenia sprężysto-plastycznego ośrodka ciągłego. Green i Naghdi postulowali
addytywny rozkład tensora odkształcenia Greena-Lagrangana czę́sć sprę̇zystą i pla-
styczną

E = Ee+Ep . (3.8)

W modelach hiposprę̇zysto-plastycznych postuluje się addytywny rozkład tensora
prędkósci deformacjid

d = de+dp . (3.9)

W ślad za Lee [165] przyjmuje się obecnie zazwyczaj,że najbardziej ogólną formą
dekompozycji odkształceń sprę̇zysto-plastycznych na część sprę̇zystą i plastyczną jest
multyplikatywny rozkład tensora gradientu deformacji

F =
∂x

∂X
=

∂x

∂X̄
· ∂X̄

∂X
= F e ·Fp . (3.10)

Z fenomenologicznego punktu widzeniaF e−1 jest interpretowany jako tensor definiu-
jący odkształcenie związane z odciążeniem materiału – wprowadza się beznapręże-
niową konfigurację odcią̇zoną (rys. 3.1). Odkształcenie definujące przejście między

Rys. 3.1. Multyplikatywny rozkład tensora gradientu deformacji.

konfiguracją odniesienia (materialną) i konfiguracją odciążoną jest zdefiniowane przez
plastyczny tensor deformacjiFp

Fp = F e−1 ·F . (3.11)

Konfiguracja odcią̇zona oznaczona przez̄X jest zdefiniowana lokalnie, tylko w pew-
nym otoczeniu rozpatrywanego punktu materialnego. Ponadto konfiguracja ta nie jest
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zdefiniowana jednoznacznie, istnieje nieskończenie wiele takich konfiguracji różnią-
cych się między sobą o dowolny obrót ciała sztywnego.

3.3 Model materiału hiposprę̇zysto-plastycznego z anizotropią
właściwósci plastycznych

W programie numerycznym implementowano model materiału hiposprę̇zysto-
plastycznego dla powłoki dyskretyzowanej elementem BST, opisanym w podrozdziale
2.6.2, z uwzględnieniem anizotropii właściwósci plastycznych.

Model materiału hiposprę̇zysto-plastycznego formułuje się zakładając hipospręży-
sty związek typu (3.2) dla części sprę̇zystej tensora prędkości odkształcenia i uzupeł-
niając odpowiednimi warunkami i prawami. Hiposprężysto-plastyczny model mate-
riału jest zdefiniowany przez następujący ogólny układ równán:

• Addytywny rozkład tensora prędkości odkształceniad postulowany równa-
niem (3.9).

• Hiposprę̇zyste równanie konstytutywne (założono pochodną Jaumanna)

∇
� = C : de. (3.12)

• Warunek uplastycznienia

f (�,q) = 0, (3.13)

gdzieq oznacza wektor parametrów wewnętrznych.

• Prawo płynięcia

dp =
̇
∂˚(�,q)

∂�
, (3.14)

jeśli ˚= f , mamy do czynienia ze stowarzyszonym prawem płynięcia.

• Prawo umocnienia
◦

q = −
̇h(�,q) . (3.15)

• Warunki obcią̇zenia/odcią̇zenia (warunki Kuhna-Tuckera)


̇≥ 0, f (�,q) ≤ 0, 
̇ f (�,q) = 0 (3.16)

z warunkiem konsystentności


̇ ḟ (�,q) = 0. (3.17)
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W sformułowaniu omawianego modelu tensor prędkości deformacjid jest tȯzsamy
z tensorem©̇ obliczanym z równania (2.39). Addytywny rozkład tensora prędkósci
deformacji na czę́sć sprę̇zystą i plastyczną mȯzna zapisác w postaci1:

©̇ = ©̇e+ ©̇p . (3.18)

Model jest sformułowany dla powłoki, dla której przyjęto hipotezę Kirchhoffa-Love’a.
Pozwala to załȯzyć, że w kȧzdym punkcie powłoki panuje płaski stan naprężenia
z trzema niezerowymi składowymi tensora naprężenia, ¢ = {�11,�22,�12}T . Dla
opisu deformacji powłoki przyjęto lokalny układ współrz˛ednych kartezjánskich x =
{x1,x2,x3}T , którego osiex1 i x2 leżą w płaszczyźnie powłoki. Odpowiadający rów-
naniu (3.12) hiposprę̇zysty związek konstytutywny

∇
� = C̄ ©̇e (3.19)

wiąże przyjętą pochodną obiektywną tensora naprężenia z trzema składowymi części
sprę̇zystej tensora prędkości deformacji©̇e = {"̇e

11, "̇
e
22,2"̇

e
12}T . MacierzC̄ jest tenso-

rem modułów sprę̇zystych dla płaskiego stanu naprężenia uwzględniającym założenie
o zerowych naprę̇zeniach normalnych do powierzchniśrodkowej powłoki (�33 = 0).

W modelu przyjęto anizotropowy warunek uplastycznienia Hilla z r. 1948 [111]
przy załȯzeniu anizotropii normalnej. Założono, że w rozpatrywanych przykładach
właściwósci materiału powłoki w jej płaszczyźnie stycznej można uznác za nieza-
leżne od kierunku, natomiast są one znacząco różne od włásciwósci w kierunku po-
przecznym (normalnym) do powierzchni powłoki. W modelu założono ponadto izo-
tropowe wzmocnienie z efektywnym odkształceniem plastycznym "̄p jako parametrem
wewnętrznym (q = {"̄p}).

Odpowiadające tym założeniom kryterium Hilla ma następującą postać [111]:

f (¢, "̄p) =

√

�2
11+�2

22−
2R̄

1+ R̄
�11�22+

2(1+ R̄)

1+ R̄
�2

12−�pl("̄
p) = 0 (3.20)

R̄ jest średnim współczynnikiem Lankforda wyznaczonym według wzoru

R̄=
R0+2R45+R90

4
(3.21)

R0, R45 i R90 są współczynnikami Lankforda dla kierunków określonych kątami 0o,
45o i 90o względem kierunku walcowania blachy. Dla materiału izotropowego, gdy
R̄= 1, warunek Hilla (3.20) jest tȯzsamy z warunkiem Hubera-Misesa.

1W dalszej czę́sci podrozdziału zostanie zastosowana notacja algebraiczna.
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Naprę̇zenie uplastyczniające�pl jest funkcją efektywnego odkształcenia plastycz-
nego"̄p. W implementowanym modelu funkcję tę można aproksymowác przez:

• krzywą z liniowym umocnieniem

�pl("̄
p) = �Y0 +H "̄p , (3.22)

gdzieH jest modułem wzmocnienia;

• krzywą potęgową Ludwika-Nadaia

σ = K(ε0 + ε̄p)n , (3.23)

gdzieK, n i ε0 są stałymi materiałowymi;

• krzywą łamaną daną przez zbiórN punktów(�pl i, ε̄
p
i ), i = 1, . . . ,N.

Czę́sć plastyczną prędkości odkształcenia wyznacza się na podstawie stowarzyszo-
nego prawa plastycznego płynięcia

©̇p =
̇
∂ f
∂�

, (3.24)

gdzie
̇ mnȯznik plastycznego płynięcia, af funkcja plastycznósci okréslona równa-
niem (3.20), przy czym spełnione są warunki (3.16) i (3.17).

Prędkósć odkształcenia wzdłu̇z grubósci powłoki "̇33 nie wchodzi bezpósrednio
do sformułowania. Mȯzna ją wyznaczýc w zalėznósci od innych składowych, część
sprę̇zystą"̇e

33 ze związku

"̇e
33 = −ν("̇e

11+ "̇e
22) , (3.25)

a czę́sć plastyczną̇"p
33 z warunku niezmiennósci objętósci przy plastycznym płynięciu

"̇
p
33 = −("̇p

11+ "̇p
22) . (3.26)

W symulacji tłoczenia blach można przyją́c, że odkształcenia sprężyste są pomijalnie
małe w stosunku do występująch odkształceń plastycznych i zmianę grubości mȯzna
wyliczać biorąc pod uwagę tylko warunek stałej objętości materiału (elementu).

Warunek uplastycznienia sformułowany przez Hilla w 1948 r.dobrze oddaje za-
chowanie materiału charakteryzującego się współczynnikami Lankforda większymi
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od jednósci i zawodzi w przypadku małych wartości tego współczynnika charaktery-
stycznych np. dla aluminium. Aby usunąć wady warunku uplastycznienia Hill zapro-
ponował kolejne udoskonalenia [113, 114, 115].

Jedną z trudnósci w implementacji numerycznej modelu hiposprężysto-
plastycznego jest konieczność stosowania algorytmu całkowania naprężén zachowu-
jącego obiektywnósć równania konstytutywnego. Uaktualnianie naprężén wymaga
całkowania w punkcie materialnym

¢n+1 = ¢n +
∫ tn+1

tn
¢̇dt , (3.27)

przy czym nalėzy uwzględníc definicję odpowiedniej pochodnej obiektywnej, np.
(3.3) oraz ró̇zniczkowe równanie konstytutywne (3.2) dla wybranej pochodnej. Na
podstawie równania (3.3) pochodna materialna, której należy użyć w równaniu (3.27)
w notacji algebraicznej wyrȧza się w następujący sposób:

¢̇ =
∇
�−¢¨−¨T¢ , (3.28)

gdzie
∇
� jest dane równaniem (3.19).

Istnieje wiele ró̇znych algorytmów całkowania równania hipoplastycznego, które
w przybliżeniu lub w pełni zachowują obiektywność [84]. Głównym problemem w
tych algorytmach jest całkowanie obrotu naprężén [121].

Ze względu na łatwósć uaktualniania naprężén w sformułowaniu modelu
hiposprę̇zysto-plastycznego dla elementu powłokowego wygodnie jest przyją́c współ-
obrotowy (korotacyjny) układ współrzędny, obracający się zgodnie ze spinem̈ . Po-

chodna Jaumanna
∇
� jest równowȧzna pochodnej względem czasu we współrzędnych

korotacyjnych¢̇R, por. [271]. Wobec tego całkowanie hiposprężystego równania
konstytutywnego w układzie korotacyjnym może býc przeprowadzone w uproszczony
sposób:

¢Rn+1 = ¢Rn +

∫ tn+1

tn
¢̇Rdt , (3.29)

gdzie wszystkie wielkósci są wyrȧzone w układzie korotacyjnym. Stosując w równa-
niu (3.29) metodę punktúsrodkowego, naprężenia próbne w sprężystym predyktorze
otrzymuje się z następującej zależnósci:

¢TR
Rn+1

= ¢Rn +
(
C̄©̇
)

n+1/2∆tn . (3.30)
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Naprę̇zenia próbne uzyskuje się, zakładając,że przyrost odkształcenia ma charakter
sprę̇zysty. Dla tak otrzymanych naprężén próbnych sprawdza się warunek plastyczno-
ści

f (¢TR
Rn+1

, ε̄p
n) ≤ 0 (3.31)

biorąc funkcję plastyczności f daną równaniem (3.20). Jeśli warunek (3.31) jest speł-
niony przyjmuje się

¢Rn+1 = ¢TR
Rn+1

, (3.32)

w przeciwnym wypadku stosuje się do fazy plastycznego korektora, w którym sprowa-
dza się naprę̇zenia na powierzchnię plastyczności. W implementowanym algorytmie
wykorzystano procedurę powrotu na powierzchnię plastycznósci dla płaskiego stanu
naprę̇zenia rozwiniętą w [268].

3.4 Model materiału hipersprę̇zysto-plastycznego

Kłopotliwego całkowania naprężén mȯzna unikną́c w modelu sprę̇zysto-plastycznym
zakładając występowanie hipersprężystósci. Algorytm numeryczny dla modelu
hipersprę̇zysto-plastycznego implementowany dla elementów bryłowych, przedsta-
wionych w podrozdziale 2.6.1, jest oparty na sformułowaniuprzedstawionym w
[87, 88, 90, 89]. Sformułowanie to umożliwia analizę du̇zych sprę̇zysto-plastycznych
odkształcén materiału izotropowego przy założeniu, że czę́sć sprę̇zysta odkształcén
jest mała, co jest w pełni uzasadnione dla metali. Algorytm numeryczny został imple-
mentowany w postaci opracowanej w [87] dla materiałów ze wzmocnieniem liniowym
i nieliniowym danym analitycznie oraz rozszerzony przez autora dla krzywej umocnie-
nia danej przez zbiór punktów.

W opisie du̇zych odkształcén sprę̇zysto-plastycznych w modelu zakłada się multy-
plikatywny rozkład tensora gradientu deformacjiF na czę́sć sprę̇zystąF e i plastyczną
F p, dany równaniem (3.10), wprowadzający beznaprężeniową konfigurację pośred-
nią. Podstawowe związki modelu definiuje się w konfiguracji pośredniej, a następnie
transformuje się je do konfiguracji odkształconej lub oryginalnej.

W konfiguracji pósredniej, analogicznie do równań (A.12) i (A.13), definiuje się
odpowiednie tensory odkształcenia,Ē

e, Ē
p i Ē

Ē
e

= 1
2(C̄−I) , gdzie C̄ = F eT ·F e, (3.33)

Ē
p

= 1
2(I−bp−1

) , gdzie bp−1
= F p−T ·F p−1

, (3.34)

Ē = 1
2(C̄−bp−1

) (3.35)
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spełniające addytywną zależnósć

Ē = Ē
e
+ Ē

p
. (3.36)

Stosując do tensorów̄Ee, Ē
p i Ē operacjępull-backz konfiguracji pósredniej na konfi-

gurację oryginalną otrzymuje się odpowiednie tensory Greena-Lagrange’a: sprężysty,
plastyczny i całkowity

Ep = 1
2 (Cp−I) , gdzie Cp = FpT ·Fp , (3.37)

Ee = 1
2 (C−Cp) , gdzie C = FT ·F , (3.38)

E = 1
2 (C−I) , (3.39)

spełniające zalėznósć

E = Ee+Ep . (3.40)

Z kolei operacjapush-forwardna konfiguracje odkształconą, zastosowana do tensorów
Ē

e, Ē
p i Ē, daje odpowiednie tensory Almansiego: sprężysty, plastyczny i całkowity

ee = 1
2(I−be−1

) , gdzie be−1
= Fe−T ·Fe−1

, (3.41)

ep = 1
2(be−1 −b−1) , gdzie b−1 = F−T ·F−1 , (3.42)

e = 1
2(I−b−1) , (3.43)

równiėz związane addytywną zależnóscią

e = ee+ep . (3.44)

Związki addytywne zachodzą również dla odpowiednich tensorów prędkości odkształ-
cenia w konfiguracji oryginalnej, pośredniej i odkształconej:

Ė = Ė
e
+ Ė

p
, (3.45)

D̄ = D̄
e
+ D̄

p
, (3.46)

d = de+ dp . (3.47)

Tensory prędkósci odkształcenia w konfiguracji oryginalnej̇E, Ė
e, Ė

p uzyskuje się
jako pochodne materialne tensorów Greena-Lagrange’aE, Ee, Ep. W konfiguracji
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pósredniej i odkształconej tensorȳD,D̄e i D̄p orazd, de i dp uzyskuje się poprzez
zastosowanie pochodnej Lie do tensorów odkształceniaĒ, Ē

e i Ē
p oraze, ee i ep:

D̄ = Lv(Ē) , D̄
e
= Lv(Ē

e
) , D̄

p
= Lv(Ē

p
) , (3.48)

d = Lv(e) , de = Lv(e
e) , dp = Lv(e

p) . (3.49)

Związki kinematyczne dla odkształceń i prędkósci odkształcén na dowolnej z trzech
rozpatrywanych konfiguracji mogą być zdefiniowane na tej konfiguracji lub też uzy-
skane przez odpowiednią operacjępull backlub push forward, zastosowaną do związ-
ków kinematycznych, wyprowadzonych dla jednej z dwóch pozostałych konfiguracji.

Podstawowe zalėznósci konstytutywne równiėz formułuje się w konfiguracji po-
średniej [87, 88]. Postuluje się istnienie funkcji energii swobodnej	̄

	̄=	̄
e
(Ē

e
)+	̄

p
(Q̄) , (3.50)

gdzie 	̄
e

i 	̄
p

są czę́sciami sprę̇zystą i plastyczną energii swobodnej, āQ jest to
zbiór odpowiednich parametrów wewnętrznych. Wprowadza się potencjał plastycz-
nego płynięciaḠ(S̄(Ē

e
),Q̄) oraz warunek plastyczności F̄(S̄(Ē

e
),Q̄). Na podstawie

nierównósci Clausiusa-Duhema

S̄ :D̄− ˙̄	≥ 0 (3.51)

można otrzymác wyrȧzenie na naprę̇zenia analogiczne do równania (3.7):

S̄ =
∂ 	̄e

(Ē
e
)

∂ Ē
e . (3.52)

W ogólnym przypadku postuluje się niestowarzyszone prawopłynięcia w postaci

D̄
p
=
̇

∂ Ḡ

∂ S̄
. (3.53)

Model uzupełniony jest poprzez warunki obciążenia-odcią̇zenia oraz prawo ewolucji
parametrów wewnętrznych.

Wszystkie zalėznósci konstytutywne mȯzna przetransformować do konfiguracji
oryginalnej lub odkształconej [87], w szczególności funkcję energii swobodnej można
wyrazíc w konfiguracji odkształconej jako

ψ =  e(ee,be−1
)+ p(q,be−1

) , (3.54)
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gdzie q to odpowiednie zmienne wewnętrzne, abe−1
jest lewym tensorem Fingera

danym równaniem (3.41)2. Dla funkcji energii swobodnej w postaci (3.54) otrzymuje
się wyrȧzenie na tensor naprężenia Kirchhoffa

� = �0
∂ e(ee,be−1

)

∂ee . (3.55)

Do konfiguracji odkształconej można przetransformować potencjał plastycznyḠ i
funkcję plastycznego płynięciāF

Ḡ(S̄,Q̄) = g(�,q,be−1
) , (3.56)

F̄(S̄,Q̄) = f (�,q,be−1
) . (3.57)

Prawo plastycznego płynięcia w konfiguracji odkształconej ma następującą postać

dp = γ̇
∂g
∂�

. (3.58)

Kompletny opis modelu konstytutywnego jest zawarty w [87],zás obszerne omówie-
nie jest zamieszczone w [88, 90].

Uproszczenie modelu dla małych odkształceń sprę̇zystych

Dla małych odkształcén sprę̇zystych sprę̇zysty tensor Fingerabe−1
jest w przybli̇zeniu

równy tensorowi jednostkowemu, dlatego można go opúscíc w równaniach (3.54)–
(3.57). Układ równán definiujących uproszczony model w konfiguracji odkształconej
jest następujący:

• addytywna dekompozycja tensora Almansiego

e = ee+ep , (3.59)

• funkcja energii swobodnej

 =  e(ee)+ p(q) , (3.60)

• hipersprę̇zyste równanie konstytutywne

� = �0
∂ e(ee)

∂ee , (3.61)

• warunek plastycznósci

f (�,q) = 0, (3.62)
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• stowarzyszone prawo plastycznego płynięcia

dp = Lv ep = 
̇
∂ f (�,q)

∂�
, (3.63)

• prawo umocnienia

Lvq = −
̇h(�,q) , (3.64)

• warunki obcią̇zenia/odcią̇zenia


̇≥ 0, f (�,q) ≤ 0. 
̇ f (�,q) = 0. (3.65)

W modelu hipersprę̇zystym nie ma potrzeby poługiwania się różniczkową postacią
związku konstytutywnego, a więc obiektywność jest zapewniona automatycznie.

Dzięki temu,że odkształcenia sprężyste są małe, funkcję sprężystej energii swo-
bodnej przyjęto w postaci

 e = λ tr(ee)2 + µ(ee : ee) (3.66)

gdzieλ i µ są stałymi Lamégo. Przy tej postaci potencjału sprężystego tensor naprężén
Kirchhoffa � otrzymuje się z następującej zależnósci

� =
∂ (ee)

∂ee = λ tr(ee)+2µ ee (3.67)

Założono warunek uplastycznienia Hubera-Misesa z izotropowymwzmocnieniem
(q = {ε̄p}):

f (�, ε̄p) =
√

3
2 dev(�) : dev(�)−σpl(ε̄p) = 0, (3.68)

gdzie ε̄p jest efektywnym odkształceniem plastycznym. Model implementowano z
trzema alternatywnymi krzywymi umocnienia, (i) z krzywą zumocnienieniem linio-
wym daną równaniem (3.22), (ii) z krzywą z umocnieniem nieliniowym daną równa-
niem (3.23) i (iii) z krzywą zdefiniowaną przez zbiór punktów.

Czę́sć plastyczna energii swobodnej p dana jest równaniem

 p = 1
2 H(ε̄p)2 (3.69)

dla krzywej umocnienia danej równaniem (3.22) lub równaniem

 p =
K

n+1
(a+ ε̄p)n , (3.70)

jeśli krzywa umocnienia dana jest równaniem (3.23).
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Implementacja numeryczna modelu

Algorytm numeryczny dla przedstawionego sformułowania modelu konstytutywnego
wyznacza naprę̇zenia i uaktualnia wszystkie zmienne dla przyrostowej zmiany konfi-
guracji odkształconej odΩn w chwili tn do Ωn+1 w chwili tn+1. W konfiguracjiΩn,
zdefiniowanej przez tensor deformacjiFn, znane są zmienne definiujące stan odkształ-
ceniabe−1

n i qn. Znajomósć sprę̇zystego tensora Fingerabe−1
wystarczy do zdefinio-

wania sprę̇zystej czę́sci odkształcenia danej rozkładem multyplikatywnym (3.10). W
wyniku rozwiązania równania ruchu otrzymuje się przyrostowe pole przemieszczeń
∆u. Celem algorytmu jest wyznaczenie nowego tensora deformacji Fn+1 oraz uaktu-
alnienie zmiennychbe−1

i q, co pozwoli wyznaczýc naprę̇zenia w nowej konfiguracji
Ωn+1 .

Pole przyrostowych przemieszczeń ∆u pozwala wyznaczýc gradient deformacjif
dla odkształcenia przyrostowego

f = I+ ∇ ·∆u , (3.71)

który z kolei umȯzliwia wyznaczenie tensora gradientu deformacjiFn+1 dla nowej
konfiguracjiΩn+1:

Fn+1 = f ·Fn. (3.72)

Algorytm numeryczny uaktualnienia zmiennych stanu dla nowej konfiguracji składa
się z dwóch etapów – sprężystego predyktora i plastycznego korektora. Na etapie sprę-
żystego predyktora zakłada się,że plastyczne deformacje są zamrożone, tzn. tensor
gradientu deformacji plastycznej się nie zmienia (FpTR

n+1 = F
p
n). Przy liczeniu próbnego

tensora gradientu deformacji sprężystejFeTR
n+1 korzysta się z następującej zależnósci

FeTR
n+1 = Fn+1 ·

(
F

p
n+1

TR
)−1

= f ·Fn · (Fp
n)

−1 = f ·Fe
n (3.73)

otrzymanej z równania opisującego rozkład multyplikatywny tensora gradientu defor-
macji (3.10). Wyrȧzenie (3.73) wykorzystuje się do wyznaczenia próbnego spręży-
stego tensora Fingera:

be−1
n+1

TR
= f−T ·be

n
−1 ·f−1 , (3.74)

a następnie próbnego sprężystego tensora Almansiego

ee
n+1

TR = 1
2

(
I−be−1

n+1
TR
)

, (3.75)
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co pozwala policzýc próbne naprę̇zenia�TR
n+1 z równania (3.67).

Rzeczywiste naprę̇zenia wyznacza się w drugim etapie algorytmu numerycznego,
plastycznym korektorze. Warunek plastyczności f ≤ 0 jest sprawdzony i przeprowa-
dza się korekcję jésli f ≥ 0. Ostateczną wartość sprę̇zystego tensora Fingera wyznacza
się z zalėznósci [87, 88]:

be
n+1

−1 = be−1
n+1

TR
+2λ nn+1 . (3.76)

Człon 2λ nn+1 jest obliczany korzystając z niejawnego algorytmu. Po obliczeniu rze-
czywistej wartósci sprę̇zystego tensora Fingerabe

n+1
−1 wyznacza się ostateczną war-

tość sprę̇zystego tensora Almansiego

ee
n+1 = 1

2

(
I−be−1

n+1

)
(3.77)

oraz naprę̇zenia�n+1 z równania (3.67).

3.5 Modele konstytutywne dla polimerów

W niniejszej pracy analizowane jest kształtowanie opakowań z blachy stalowej pokry-
tej powłoką polimeru. Jako polimer stosuje się PET, czylipoli(tereftalan etylenu). W
celu włásciwej reprezentacji włásciwósci materiału implementowano specjalne mo-
dele sprę̇zysto-lepkoplastyczne przeznaczone do modelowania polimerów.

Rysunek 3.2 przedstawia doświadczalne krzywe naprężenie–odkształcenie dla jed-
noosiowegósciskania PET dla ró̇znych prędkósci odkształcenia przy stałej temperatu-
rze 25◦C, zaczerpnięte z [69]. Widoczny jest wpływ prędkości odkształcenia na wła-
ściwósci mechaniczne PET. Właściwósci mechaniczne polimerów silnie zależą rów-
nież od temperatury i ciśnienia (czę́sci kulistej tensora naprężenia) [292]. W niniejszej
pracy załȯzono, że zmiany temperatury w badanych procesach odkształcenia są sto-
sunkowo niewielkie i temperatura jest traktowana jako zadany parametr.

PET jest semikrystalicznym polimerem o strukturze złożonej z frakcji amorficznej
i krystalicznej. Własnósci polimeru zalėzą od stopnia krystalizacji. Wpływ tempera-
tury uwidacznia się w przypadku polimeru amorficznego zwłaszcza przy przekracza-
niu temperatury zeszklenia. Temperatura zeszklenia rozpatrywanego polimeru, amor-
ficznego PET, wynosi ok. 80◦C. Temperatura zeszklenia nie jest stała, zależy m.in.
od císnienia hydrostatycznego. Procesy kształtowania opakowań z blachy powlekanej
polimerem są projektowane w ten sposób, by proces odbywał się dla polimeru w stanie
amorficznym poni̇zej temperatury zeszklenia.

Krzyweściskania, przedstawione na rys. 3.2, są typowe dla polimeru amorficznego
poni̇zej temperatury zeszklenia. Krzywe te posiadają wyraźn ˛a granicę plastyczności z
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natychmiastowym osłabieniem, następnie występuje zakres stabilnego płynięcia oraz
umocnienia materiału, związany z uporządkowaniem łańcuchów cząsteczek polimeru
wzdłuż kierunku obcią̇zenia.

Rys. 3.2. Dóswiadczalne krzywe naprężenie–odkształcenie dla jednoosiowegościskania PET
w temperaturze 25◦C, według [69].

Istnieje wiele ró̇znorodnych modeli konstytutywnych dla polimerów opartychna
podej́sciu fenomenologicznym lub mikromechanicznym. Do najbardziej popularnych
modeli fenomenologicznych należą modele zaproponowane przez Boyce i in. [36],
Arrudę i Boyce [10], Arrudę i in. [11],́scísliwy model Leonova zaproponowany przez
Tervoorta [280], oraz model sformułowany przez Bergströmai Boyce [29]. W niniej-
szej pracy zastosowano model Arrudy-Boyce [10] orazścísliwy model Leonova [280].

3.5.1 Model Arrudy-Boyce

Złożone włásciwósci sprę̇zysto-lepko-plastyczne polimerów reprezentuje się przez
różnorodne złȯzone modele reologiczne, przedstawiane jako szeregowe i równole-
głe połączenia sprężyn i tłumików. Schemat reologiczny odpowiadający modelowi
Arrudy-Boyce jest przedstawiony na rys. 3.3. Zbudowany jest on przez szeregowe
połączenie sprę̇zyny (e), reprezentującej zachowanie sprężyste, i elementu Kelvina-
Voigta (p), reprezentującego własności reologiczne (plastyczne).

Opis du̇zych odkształcén niesprę̇zystych wykorzystuje multyplikatywny rozkład
(3.10) tensora gradientu deformacjiF na czę́sć sprę̇zystąF e i plastycznąFp.

Tensor naprę̇zenia Cauchy’ego� jest wyznaczany z następującej zależnósci:

� =
1
J e(2µeEe+ λ etr [E e]I) , (3.78)

gdzie J e = det[F e], µe i λ e są stałymi Lamégo, aE e jest tensorem odkształcenia
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Rys. 3.3. Schemat reologiczny modelu Arrudy-Boyce.

Hencky’ego, obliczanym przy wykorzystaniu rozkładu (3.10)

Ee = ln [V e] (3.79)

V e jest lewym tensorem rozciągnięcia, otrzymanym przez rozkład polarny tensoraF e,
por. równanie (A.6):

F e = Re ·U e = V e ·Re. (3.80)

Czę́sć plastyczna tensora prędkości deformacji jest dana następującym równaniem:

dp =
γ̇ p

τ
dev[�∗] , (3.81)

gdzieτ jest zastępczym naprężeniem,

τ =
√

dev[�∗] : dev[�∗] , (3.82)

�∗ jest naprę̇zeniem sterującym plastycznym płynięciem:

�∗ = �− 1
J eF e ·�p ·F eT , (3.83)

gdzie�p jest naprę̇zeniem w sprę̇zynie modelującej umocnienie materiału. Prędkość
plastycznego płynięcia

γ̇ p = γ̇0 exp

[
−∆E∗

kBθ

(
1−
(

τ
s+ αpp

)5/6
)]

(3.84)

∆E∗ – energia aktywacji plastycznego płynięcia dla stanu beznaprę̇zeniowego,γ̇ 0 –
mnȯznik prędkósci plastycznego płynięcia,αp – parametr wrȧzliwości na císnienie,p
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– ciśnienie,s– wytrzymałósć naścinanie,kB – stała Boltzmanna,θ – temperature bez-
względna. Osłabienie po uplastycznieniu jest uwzględnione przez przyjęcie równania
ewolucji dla wytrzymałósci naścinanies

ṡ= h

(
1− s

sss

)
γ̇ p , s(0) = s0 , (3.85)

s0 – początkowa wytrzymałósć naścinanie,sss– końcowa wytrzymałósć naścinanie,h
– moduł osłabienia. Naprężenia reprezentujące opór materiału w wyniku umocnienia
przy du̇zych odkształceniach są wyznaczane przy zastosowaniu modelu nieliniowej
sprę̇zystósci dla elastomerów [36, 10]:

�p = µ dev[Bp] , (3.86)

gdzie:

Bp = Fp ·FpT (3.87)

µ jest modułem sprę̇zystósci nieliniowej obliczanym z następującego równania

µ = µR

(
λL

3λ p

)
L−1

(
λ p

λL

)
, (3.88)

gdzieµR i λL są stałymi materiałowymi,µR ma charakter modułu, aλL jest pewnym
charakterystycznym wydłu̇zeniem zwanym blokującym (ang. locking), λ p jest efek-
tywnym (zastępczym) wydłu̇zeniem

λ p =
√

tr [Bp]/3, (3.89)

aL(x) jest funkcją Langevina daną przez

L(x) = coth(x)− 1
x

. (3.90)

3.5.2 Modelścísliwy Leonova

Uogólnionyścísliwy model Leonova jest zbudowany z pewnej liczby elementów Ma-
xwella połączonych równolegle (rys. 3.4). Został on zaproponowany w [280] przez
Tervoorta, który rozdzielił naprężenie w elemencie Maxwella na ciśnienie i czę́sć de-
wiatorową. Taki element został przez niego nazwany „elementem Leonova”, a cały
model ścísliwym modelem Leonova. Wzmocnienie odkształceniowe materiału jest
reprezentowane przez nieliniową sprężynę równoległą do elementów Leonova (rys.
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Rys. 3.4. Schemat reologiczny modeluścísliwego Leonova: a) z trzema elementami Leonova,
b) z jednym elementem Leonova.

3.4). Uogólniony model Leonova może wymagác wyznaczenia wielu parametrów w
zalėznósci od liczby zastosowanych elementów Leonova. W wielu przypadkach wy-
starczy u̇zyć jednego elementu Leonova z równoległą nieliniową sprężyną reprezentu-
jącą wzmocnienie odkształceniowe (rys. 3.4b). W takim przypadku tensor naprężenia
Cauchy’ego� można podzielíc na naprę̇zenie w elemencie Leonova�L i naprę̇zenie
reprezentujące wzmocnienie materiału�H

� = �L +�H (3.91)

Do obliczenia naprę̇zenia reprezentującego wzmocnienie materiału można stosowác,
podobnie jak w przypadku modelu Arrudy-Boyce, model wykorzystujący funkcję
Langevina. Naprę̇zenie w elemencie Leonova�L jest rozłȯzone z kolei na czę́sć spo-
wodowaną odkształceniem objetościowym�v oraz czę́sć dewiatorową� d

�L = �v +� d (3.92)

Dewiator naprę̇zenia� d jest naprę̇zeniem sterującym płynięciem plastycznym, które
jest opisane za pomocą nieniutonowskiego prawa

dp =
1

2η
� d (3.93)

z lepkósciąη obliczaną według równania

η = Aτ 0
(τ eq/τ 0)

sinh(τ eq/τ 0)
, (3.94)

gdzieτ 0 jest stałą materiałową o charakterze naprężenia, aτ eq jest naprę̇zeniem za-
stępczym

τ eq =
√

� d : � d . (3.95)
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ZmiennaA jest obliczana z następującego równania:

A = A0exp

[
∆H
RT

+
µ p
τ0

−D

]
, (3.96)

gdzieA0 jest stałą materiałową,∆H – energią aktywacji,R– uniwersalną stałą gazową,
θ – absolutną temperaturą,p – ciśnieniem,µ – parametrem wrȧzliwości na císnienie,
D – parametrem osłabienia, którego zmiany określa następujące równanie ewolucji

Ḋ = h

(
1− D

D∞

)
γ̇p (3.97)

gdzieh jest modułem osłabienia,D∞ – wartóscią graniczną parametru osłabienia,γ̇p –
efektywną prędkóscią plastycznego płynięcia.

Podsumowanie

W tym rozdziale przestawiono sformułowania modeli konstytutywnych materiałów
implementowanych przez autora w programie numerycznym i wykorzystywanych w
modelowaniu zagadnień praktycznych. W pracy rozpatrywane są zagadnienia od-
kształcania metali, polimerów oraz skał. Przedstawione modele konstytutywne dla
ośrodka ciągłego mogą być stosowane do opisu małych deformacji skał w zakresie
sprę̇zystym oraz du̇zych deformacji metali i polimerów w zakresie sprężystym i nie-
sprę̇zystym. W modelowaniu skał główny nacisk w tej pracy położono na wykorzy-
stanie modelowania dyskretnego, dlatego nie wprowadzono zaawansowanych modeli
konstytutywnych dla skał.

Na początku rozdziału omówiono zasady tworzenia modeli sprężystych w oparciu
o załȯzenie hipo- i hipersprę̇zystósci. Obydwie koncepcje są następnie wykorzystane
w sformułowaniu modeli sprę̇zysto-plastycznych. Założenie hiposprę̇zystósci wyko-
rzystano w sformułowaniu modelu dla dużych odkształcén sprę̇zysto-plastycznych
metali, szczególnie kształtowanych blach. Model implementowano dla powłok dys-
kretyzowanych elementami BST. W modelu uwzględniono anizotropię normalną dla
odkształcén plastycznych. Hipersprężystósć załȯzono w sformułowaniu modelu dla
dużych odkształcén sprę̇zysto-plastycznych metali. W opisie kinematyki dużych od-
kształcén wykorzystano multyplikatywny rozkład tensora gradientudeformacji. Po-
stác funkcji sprę̇zystej energii swobodnej przyjęto zakładając,że czę́sć sprę̇zysta od-
kształcén jest mała, co jest w pełni uzasadnione dla metali.

W końcowej czę́sci rozdziału przedstawiono sformułowania dwóch znanych zli-
teratury modeli sprę̇zysto-lepkoplastycznych dla polimerów, modelu Arrudy-Boyce i
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ścísliwego modelu Leonova. Modele dobrze reprezentują właściwósci reologiczne po-
limerów amorficznych poniżej temperatury zeszklenia. Będą one wykorzystywane do
modelowania powłoki polimerowej blachy, nowoczesnego materiału stosowanego w
przemýsle opakowán produktów spȯzywczych.

Poprawnósć implementacji i działania opisanych modeli konstytutywnych zostaną
pokazane w przykładach zamieszczonych w następnych rozdziałach niniejszej pracy.



4. Ruch układu ciał odkształcalnych
w zagadnieniu kontaktowym

Wstęp

W wielu praktycznych zastosowaniach modelowanie warunkówbrzegowych wymaga
uzględnienia warunków kontaktu. Warunki kontaktu są dodatkowymi więzami w
zagadnieniu ruchu ciała odkształcalnego. Zagadnienia kontaktowe są w dalszym
ciągu istotnym przedmiotem badań, zarówno w dziedzinie sformułowań teoretycz-
nych [265], jak i w dziedzinie numerycznych algorytmów [159, 302]. Celem obec-
nych prac badawczych nad zagadnieniami kontaktowymi jest formułowanie zaawan-
sowanych modeli kontaktu uwzględniających różnorodne zjawiska fizyczne, jak tar-
cie, smarowanie, zu̇zycie, generacja i wymiana ciepła, czy kohezja. Uwzględnienie
fizycznej natury zjawisk w kontakcie prowadzi do modelowania kontaktu na poziomie
mikroskopowym [272].

W niniejszej pracy sformułowano algorytm kontaktu pozwalający badác różne
przypadki kontaktu, występujące w zintegrowanym modelumetody elementów skoń-
czonych i metody elementów dyskretnych. W zagadnieniu kontaktowym układu ciał
odkształcalnych rozpatrywany będzie kontakt z tarciem. Wmetodzie elementów dys-
kretnych rozpatrywane będą bardziej złożone modele kontaktu, uwzględniające kohe-
zję, generację i wymianę ciepła oraz zużycie.

W niniejszym rozdziale przedstawione uprzednio sformułowanie metody elemen-
tów skónczonych zostanie rozszerzone na zagadnienie kontaktowe.Rozdział zawiera
sformułowanie teoretyczne ciągłego zagadnienia kontaktowego, jego dyskretyzację
oraz implementację w rozwijanym programie numerycznym.

4.1 Sformułowanie zagadnienia kontaktowego z tarciem

Rozpatrujemy układ składający się z dwóch1 odkształcalnych ciałB(1) i B(2), które
mogą się ze sobą kontaktować 2 (rys. 4.1). Ciała podlegają odkształceniu w przedziale
czasu[0,T]. Każde z dwóch ciałB(a), a = 1,2, zajmuje w chwilit ∈ [0,T] obszar
Ω̄(a)t w przestrzeni euklidesowejEnsd, gdziensd = 2 lub 3. Ω̄(a)t jest domknięciem

1Dla uproszczenia ograniczam rozważania do układu dwóch ciał. Zagadnienie można łatwo uogólníc
na kontakt wielu ciał.

2W prezentowanym sformułowaniu nie będzie rozpatrywane zagadnienie tzw. autokontaktu, w któ-
rym kontakt zachodzi między dwiema różnymi strefami brzegu tego samego ciała.

62
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Rys. 4.1. Układ potencjalnie kontaktujących się ciał odkształcalnych.

zbioru otwartegoΩ(a)t , którego brzeg∂Ω(a)t oznaczymy przezΓ(a)t

Ω̄(a)t = Ω(a)t ∪Γ(a)t , a = 1,2. (4.1)

Zakłada się,̇ze w kȧzdym punkcie brzegu ciałaΓ(a), a = 1,2, mȯzna zdefiniowác
jednoznacznie jednostkowy wektor normalny do brzegu, skierowany na zewnątrzn(a).

Połȯzenie dowolnego punktu materialnego ciałaB(a), a = 1,2, rozpatrywane w
inercyjnym kartezjánskim układzie odniesienia w konfiguracji materialnej, jest okre-
ślone przez wektorX(a), połȯzenie punktu materialnego w konfiguracji odkształconej
jest dane wektoremx(a), a jego przemieszczenie – wektoremu(a)

u(a)(X(a), t) = x(a)(X(a), t)−X(a) . (4.2)

Zakłada się,̇ze w początkowej chwilit = 0 ciałaB(1) i B(2) są rozłączne

Ω̄(1)0∩ Ω̄(2)0 = /0. (4.3)

Kontakt mechaniczny zachodzi, gdy dwa ciała fizycznie oddziaływują poprzez swoje
powierzchnie brzegowe. Oznacza to,że zachodzi

Γt
c = Γ(1)t ∩Γ(2)t 6= /0. (4.4)

Wspólna czę́sć brzegów dwóch ciałΓt
c jest zwana powierzchnią kontaktu. Na części

pozostałego brzeguΓ(a)t \ Γt
c, a = 1,2, wyró̇znimy czę́sć Γ(a)t

u , na której są zadane

przemieszczenia iΓ(a)t
σ , podlegające zadanym obciążeniom. Podsumowując, brzeg

Γ(a)t składa się z czę́sci Γ(a)t
u , Γ(a)t

σ i Γt
c

Γ(a)t = Γ̄(a)t
u ∪ Γ̄(a)t

σ ∪ Γ̄t
c . (4.5)
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Zakłada się ponadto,że czę́sci brzeguΓ(a)t
u , Γ(a)t

σ i Γt
c są rozłączne

Γ(a)t
u ∩Γ(a)t

σ = Γ(a)t
σ ∩Γt

c = Γ(a)t
u ∩Γt

c = /0. (4.6)

Powierzchnia kontaktu zazwyczaj nie jest znanaa priori – strefa kontaktu musi
być znaleziona w kȧzdej konfiguracji odkształconej. Do badania kontaktu wygodne
jest wprowadzenie funkcjig okréslającej odstęp między dwoma ciałami mierzony od
okréslonego punktu na powierzchni jednego z ciał

g(x(1)) = (x(1) − x̄(2)) ·n(2)(x̄(2)) , (4.7)

gdziex(1) ∈ Γ(1)t i

x̄(2) ∈ Γ(2)t : ||x(1) − x̄(2)|| = min
x(2)∈Γ(2)t

||x(1)−x(2)|| . (4.8)

Definicja (4.8) okrésla, że punktx̄(2) jest punktem najbli̇zej połȯzonym od rozpatry-
wanego punktux(1) spósród wszystkich punktów powierzchniΓ(2)t . Tak zdefiniowana
funkcja musi býc nieujemna

g(x(1)) ≥ 0 dla x(1) ∈ Γ(1)t , (4.9)

w tym dla strefy kontaktu

g(x(1)) = 0 dla x(1) ∈ Γt
c , (4.10)

a poza obszarem kontaktu

g(x(1)) > 0 dla x(1) ∈ Γ(1)t −Γt
c . (4.11)

W sformułowaniu ciągłym problemu kontaktu wystarczy ograniczyć penetrację punk-
tów nalėzących do brzegu jednego z ciał przez powierzchnię brzegową drugiego ciała,
dlatego nie jest konieczne definiowanie funkcjig(x(2)).

Ograniczenia kontaktowe dotyczą również oddziaływania kontaktujących się ciał.
Oddziaływanietc jednego z ciał na drugie można rozłȯzyć na dwie składowe – nor-
malnątn i stycznąts do powierzchni styku

tc = tn + ts = tnn
(1) + ts. (4.12)

W standardowym sformułowaniu zagadnienia kontaktowego nie uwzględniającym sił
adhezji (lub kohezji) oddziaływanie w kierunku normalnym do powierzchni styku ma
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charakter nacisku. Przy przyjętym zwrocie wektora normalnego wartósć nacisku jest
niedodatnia w obszarze kontaktu

tn ≤ 0 dla x(1) ∈ Γt
c (4.13)

i znika poza obszarem kontaktu

tn = 0 dla x(1) ∈ Γ(1)t
u −Γt

c . (4.14)

Ograniczenia dla funkcji odstępu między ciałami i oddziaływania w kierunku nor-
malnym mȯzna zebrác w następującej postaci [159, 302]:

g≥ 0, tn ≤ 0, tng = 0. (4.15)

Warunki (4.15) są znane jako warunki Kuhna-Tuckera dla kontaktu w kierunku nor-
malnym.

Oddziaływanie kontaktowe w kierunku stycznymts, powodowane tarciem, prze-
ciwdziała póslizgowi charakteryzowanemu przez względną prędkość w punkcie
stykuvs. Przyjmującg = 0 i ġ = 0 prędkósć póslizgu w punkciex̄(2) pokrywającym
się z punktemx(1) jest dana równaniem

vs = v(2)(x̄(2))−v(1)(x(1)) . (4.16)

Zagadnienie tarcia można sformułowác analogicznie do zagadnienia plastyczno-
ści z niestowarzyszonym prawem płynięcia [188]. Przy założonym modelu tar-
cia Coulomba zagadnienie tarcia można opisác przez następujący układ równań
[160, 159, 265, 302]:

• funkcja póslizgu

�= ||ts||−µ | tn| , (4.17)

gdzieµ oznacza współczynnik tarcia Coulomba,

• prawo póslizgu

vs = −λ
ts

||ts||
, (4.18)

• warunki Kuhna-Tuckera określające warunki póslizgu, przylegania i wzajemnego
wykluczania się przylegania i poślizgu

�≤ 0, λ ≥ 0, �λ = 0. (4.19)
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Sformułowanie lokalne zagadnienia brzegowo-początkowego dla układu dwóch
kontaktujących się ciał odkształcalnychB(a), a = 1,2, dane jest przez układ równań
(2.6)–(2.10), zapisanych dla układu dwóch ciał, uzupełniony o warunki kontaktu dane
równaniami (4.15), (4.17)–(4.19):

�(a)(X(a), t)J(X(a), t) = �
(a)
0 (X(a)) , X(a) ∈ Ω(a)0 , t ∈ [0,T] ,

∇ ·�(a) +�(a) b(a) = �(a) a(a) , x(a) ∈ Ω(a)t , t ∈ [0,T] ,

n(a) ·�(a) = t(a) , x(a) ∈ Γ(a)t
σ , t ∈ [0,T] ,

u(a) = ū(a) , x(a) ∈ Γ(a)t
u , t ∈ [0,T] ,

u(a) = u
(a)
0 , v(a) = v

(a)
0 , X(a) ∈ Ω̄(a)0 , t = 0,

g≥ 0, tn ≤ 0, tng = 0, x(1) ∈ Γt
c , t ∈ [0,T] ,

vs = −λ ts
||ts|| , x(1) ∈ Γt

c , t ∈ [0,T] ,

�= ||ts||−µ | tn| ≤ 0, x(1) ∈ Γt
c , t ∈ [0,T] ,

λ ≥ 0, �λ = 0, x(1) ∈ Γt
c , t ∈ [0,T] .

(4.20)

4.2 Zasada prac przygotowanych dla zagadnienia kontaktowego

Sformułowanie wariacyjne równoważne problemowi danemu układem równań i nie-
równósci (4.20) ma postác dwóch sprzę̇zonych nierównósci wariacyjnych [279]. Gdy
znana jest powierzchnia kontaktuΓt

c można napisác równanie wariacyjne, wyrażające
zasadę prac przygotowanych dla układu dwóch ciał odkształcalnych, z uwzględnie-
niem pracy przygotowanej oddziaływania kontaktowegoδWc [159, 302]:

2

∑
a=1

(∫

Ω(a)t
�(a)ü(a) ·δu(a)dΩ+

∫

Ω(a)t
�(a) : δ"(a)dΩ−

∫

Ω(a)t
�b(a)·δu(a)dΩ−

∫

Γ(a)t
s

t(a)·δu(a)dΓ
)

−
2

∑
a=1

(∫

Γt
c

t
(a)
c ·δu(a)dΓ

)

︸ ︷︷ ︸
δWc

= 0, (4.21)

gdziet
(a)
c , a = 1,2, są intensywnósciami oddziaływania kontaktowego spełniającymi

warunki kontaktowe, aδu(a), a = 1,2, są wirtualnymi przemieszczeniami spełniają-
cymi przemieszczeniowe warunki brzegowe.

Ostatni człon w równaniu (4.21), wyrażający pracę wirtualną sił kontaktu, można
przekształcíc w następujący sposób [159]:
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δWc = −
2

∑
a=1

(∫

Γt
c

t
(a)
c ·δu(a)dΓ

)
= −

∫

Γt
c

t
(1)
c ·δu(1)dΓ−

∫

Γt
c

t
(2)
c ·δu(2)dΓ

= −
∫

Γt
c

t
(1)
c ·
[
δu(1)

(
x(1)

)
−δu(2)

(
x̄(2)(x(1))

)]
dΓ

= −
∫

Γt
c

(tn δg+ tsδus)dΓ . (4.22)

Równanie (4.21) wraz z dołączonymi warunkami kontaktowymi jest wygodną pod-
stawą matematyczną dla budowania algorytmów numerycznych do analizy zagadnie-
nia kontaktowego.

4.3 Dyskretyzacja przestrzenna zagadnienia kontaktowego

Wprowadzając dyskretyzację przestrzenną obszarówΩ(1) i Ω(2) zgodnie z równaniami
(2.15) i (2.16), aproksymuje się powierzchnie brzegowe kontaktujących się ciał przez
zbiór elementów skónczonych, które mogą być krawędziemi lub́scianami elementów
skónczonych dyskretyzujących wnętrze ciał:

Γ̃(a) =
n(a)

e⋃

e=1

Γ(a)
e , (4.23)

gdzieΓ̃(a) jest aproksymacją powierzchniΓ(a), a= 1,2, zásn(a)
e jest liczbą elementów

użytych w aproksymacji. Powierzchnia ciała jest interpolowana za pomocą standardo-
wych funkcji kształtu

x(a) =
nns

∑
i=1

Ni(x
(a))x

(a)
i , x(a) ∈ Γ(a)

e , (4.24)

gdzieΓ(a)
e jest powierzchnią pewnego elementu dyskretyzującego brzegΓ(a), a = 1,2,

x
(a)
i to współrzędne węzłów definiujących element skończony,Ni – funkcje kształtu,

nns jest liczbą węzłów definiujących element skończony. W algorytmie implemen-
towanym w niniejszej pracy powierzchnie kontaktowe są aproksymowane trójkątami
lub czworokątami, a w zagadnieniach dwuwymiarowych dwuw˛ezłowymi segmentami
liniowymi.

W sformułowaniu dyskretnym warunki kontaktowe określa się nieraz dla po-
wierzchni aproksymowanych [160]. Najczęściej jednak warunki kontaktowe są okre-
ślone tylko dla węzłów, co pozwala uniknąć całkowania po powierzchni kontaktu. Po-
dej́scie to jest wykorzystywane w niniejszej pracy. Doświadczenie pokazuje,że przy
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odpowiednio gęstej dyskretyzacji jest ono wystarczająco dokładne. Kontakt okrésla
się badając połȯzenie węzłów dyskretyzujących jedną z powierzchni względem aprok-
symacji drugiej powierzchni. W tym kontekście funkcja odstępu/penetracji (4.7) jest
zdefiniowana dla danego węzłax

(1)
s

g(x
(1)
s ) = (x

(1)
s − x̄(2)) ·n(2)(x̄(2)) , (4.25)

gdziex
(1)
s ∈ G (1) oraz

x̄(2) ∈ Γ̄(2) : ||x(1)
s − x̄(2)|| = min

x(2)∈Γ̄(2)
||x(1)

s −x(2)|| , (4.26)

gdzieG (1) jest skónczonym zbiorem punktów dyskretyzujących powierzchnięΓ(1), a
x̄(2) jest najbli̇zszym punktem na aproksymacji powierzchniΓ(2).

W sformułowaniu dyskretnym zagadnienia kontaktowego warunki (4.15) są zapi-
sane dla kȧzdego węzła ze zbioruG (1) w następującej postaci:

ḡ(x
(1)
s ) ≥ 0, Fn(x

(1)
s ) ≤ 0, Fn(x

(1)
s )ḡ(x

(1)
s ) = 0, (4.27)

gdzie Fn(x
(1)
s ) jest składową normalną całkowitej siły kontaktuF

(1)
c działającej na

węzełx(1)
s

F
(1)
c = Fn +Fs = Fnn

(2) +Fs, (4.28)

Fs – składowa styczna siły kontaktu,n(2) – jednostkowy wektor normalny do aprok-
symowanej powierzchni kontaktowejΓ(2). Siły kontaktu zastępują powierzchniowe
oddziaływanie kontaktowe w pewnym otoczeniu węzła.

Spełnienie warunku (4.27)1 w ogólnym przypadku nie wyklucza penetracji wę-
złów dyskretyzujących powierzchnięΓ(2) przez aproksymację powierzchniΓ(1). W
sformułowaniu dyskretnym warunek braku penetracji należy sprawdzíc obustronnie,
albo dopúscíc pewną penetrację węzłów jednej z powierzchni.

W sformułowaniu dyskretnym zagadnienia kontaktowego warunki przylega-
nia/póslizgu (4.17)–(4.19) są również okréslone dla węzłów:

�= ||Fs||−µ |Fn| , (4.29)

vs = −λ
Fs

||Fs||
, (4.30)

�≤ 0, λ ≥ 0, �λ = 0. (4.31)
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Całkowita praca przygotowana oddziaływania kontaktowegoδWc w sformułowa-
niu dyskretnym mȯze býc okréslona jako suma prac przygotowanych(δwc)i sił kon-
taktu w poszczególnych węzłach

δWc =
nc

∑
i=1

(δwc)i (4.32)

gdzienc jest liczbą węzłów znajdujących się w kontakcie w danejchwili.

Praca przygotowana sił kontaktu w jednym węźleδwc może býc wyznaczona z
zalėznósci analogicznej do równania (4.22)

δwc = −F
(1)
c · (δu(1) −δ ū(2)) , (4.33)

δu(1) – przemieszczenia przygotowane badanego węzła, aδ ū(2) – przemieszczenia
przygotowane rzutu badanego węzła na aproksymowaną powierzchnię drugiego ciała.

Biorąc równanie (4.24) przemieszczenie przygotowane punktu x̄(2) można zapisác
w następującej postaci:

δ ū(2) =
nns

∑
i=1

Ni(x̄
(2))δu

(2)
i (4.34)

Wstawiając (4.34) do (4.33) otrzymuje się

δwc = F
(1)
c ·

(
−δu(1) +

nns

∑
i=1

Ni(x̄
(2))δu(2)

)
(4.35)

co mȯzna przedstawić jako

δwc = δuc
T fc , (4.36)

gdzie

uc = {u(1) u
(2)
1 . . . u

(2)
nns}T (4.37)

fc = {−F
(1)
c N1(x̄

(2))F
(1)
c . . . Nn

ns(x̄
(2))F

(1)
c }T . (4.38)

Wstawiając zalėznósci dyskretyzacyjne do równania (4.21), zasadę prac przygoto-
wanych dla dyskretyzowanego zagadnienia kontaktowego można zapisác w następu-
jącej postaci, porównaj równanie (2.23):

(δ r )T (Mr̈ +Fint −Fext−Fcont)= 0. (4.39)
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gdzie globalna macierz masM , globalne wektory uogólnionych przemieszczeń węzło-
wych r oraz węzłowych sił zewnętrznych i wewnętrznych,F int i Fext są zdefiniowane
równaniami (2.24)–(2.27), a globalny wektor sił oddziaływania kontaktowego otrzy-
many przez odpowiednią agregację wektorów oddziaływania kontaktowego związa-
nych z kontaktem poszczególnych węzłów

Fcont =
nnc

A
i=1

f c
i , (4.40)

gdziefc
i są dane równaniem (4.38),nnc jest liczbą węzłów będących w kontakcie. Wę-

zły znajdujące się w kontakcie są nieznanea priori i muszą býc wykrywane za pomocą
procedury wykrywania kontaktu opisanej w rozdziale 10. Równanie (4.39) jest speł-
nione dla dowolnych przemieszczeń przygotowanychδ r spełniających kinematyczne
warunki brzegowe, co daje nam następujący układ równań:

Mr̈ = Fext−Fint +Fcont. (4.41)

Składowe wektora sił kontaktowych muszą spełniać warunki kontaktowe dane równa-
niami (4.27), (4.29) i (4.31).

4.4 Regularyzacja ograniczén kontaktowych

Rozwiązanie zagadnienia ruchu opisanego równaniem (4.41) z ograniczeniami kon-
taktowymi (4.27), (4.29) i (4.31) mȯze býc uzyskane za pomocą następujących metod
[159, 302]:

• nieoznaczonych mnożników (czynników) Lagrange’a,

• metody funkcji kary,

• rozszerzonej metody mnożników Lagrange’a (będącej kombinacją zwykłej me-
tody mnȯzników Lagrange’a i metody funkcji kary).

W niniejszej pracy stosuje się metodę funkcji kary. W sformułowaniach jawnych me-
tody elementów skónczonych jest to metoda najczęściej stosowana ze względu na ła-
twość jej implementacji w jawnym schemacie rozwiązania równań ruchu. W metodzie
funkcji kary ograniczenia kontaktu są spełnione tylko w sposób przybli̇zony, dopusz-
cza się nieznaczne naruszenie więzów. Metoda funkcji kary jest równiėz metodą re-
gularyzacji warunków kontaktowych, gdyż usuwa niejednoznaczność zalėznósci od-
działywania kontaktowego od wielkości geometrycznych.
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a) b)

Rys. 4.2. Zalėznósć siły tarcia od póslizgu: a) prawo Coulomba, b) regularyzowane prawo
Coulomba.

Metoda funkcji kary dla kontaktu w kierunku normalnym sprowadza się do przyję-
cia następującej zależnósci liniowej dla naciskuFn

Fn = knḡ, (4.42)

gdziekn jest parametrem kary. Warunek (4.27)2 w dalszym ciągu obowiązuje, co ozna-
cza,że zalėznósć (4.42) jest okréslona tylko dla ¯g< 0. W ten sposób naruszone zostaje
ograniczenie kinematyczne dla kontaktu w kierunku normalnym (4.27)1. Ujemny od-
stępḡ, który mȯze wystąpíc między kontaktującymi się ciałami, będzie nazwany pe-
netracją. W interpretacji fizycznej metoda funkcji kary jest równowȧzna wstawieniu
pomiędzy kontaktujące się ciała elementów sprężystych przeciwdziałających penetra-
cji, parametrkn jest sztywnóscią tych sprę̇zyn.

Zastosowana regularyzacja ograniczeń kontaktowych (4.29)–(4.31) dla tarcia po-
lega na dopuszczeniu poślizgu dla siły tarcia mniejszej od wartości granicznej. Mȯze
to być uzasadnione fizycznie jako uwzględnienie mikropoślizgów w obszarze kon-
taktów dla tarcia nierozwiniętego. Klasyczny model tarcia Coulomba mȯzna trak-
towác jako analogię do modelu sztywno-idealnie plastycznego materiału, zás regu-
laryzowany model tarcia Coulomba można uznác jako analogiczny do sprężysto-
plastycznego modelu materiału (rys. 4.2). Prędkość póslizgu vs może býc rozłȯzona
na czę́sć odwracalną (sprę̇zystą)v(el)

s i nieodwracalną (plastyczną)v
(pl)
s

vs = v
(el)
s +v

(pl)
s . (4.43)

Sprę̇zysta czę́sć jest okréslana przy wykorzystaniu warunku

v
(el)
s =

Ḟs

ks
jeśli �< 0. (4.44)



72 4. Ruch układu ciał odkształcalnych w zagadnieniu kontaktowym

Widać z powẏzszego,że ks spełnia rolę analogiczną do modułu Younga (rys. 4.2).
Niesprę̇zysta czę́sć prędkósci póslizgu jest wyznaczna z wyrażenia (4.18), które teraz
okrésla jedynie czę́sć niesprę̇zystą prędkósci póslizgu

v
(pl)
s = λ

Fs

||Fs||
jeśli �= 0. (4.45)

4.5 Obliczanie sił oddziaływania kontaktowego

Dla węzłów, dla których stwierdza się istnienie kontaktu( ḡ< 0), oblicza się składową
normalną i styczną oddziaływania kontaktowego na podstawie związków przedstawio-
nych w podrozdziale 4.4. Siłę oddziaływania w kierunku normalnymFn oblicza się na
podstawie równania (4.42). Wielkość penetracji węzłów naruszających ograniczenia
kontaktowe zalėzy od wartósci parametru karykn. Aby zminimalizowác penetracje
parametr kary powinien być mȯzliwie duży, niemniej jednak zbyt du̇za wartósć para-
metru kary mȯze wpłyną́c na zmniejszenie krytycznego kroku całkowania. Wartość
parametru kary mȯze býc przyjęta na podstawie lokalnej sztywności kontaktujących
się ciał, np. [103]. Parametr kary w implementowanym algorytmie kontaktu ustala się
na podstawie kryterium stabilności dla układu masym ze sprę̇zyną o sztywnósci kn.
Masa jest masą skupioną w węźle będącym w kontakcie, asztywnósć sprę̇zyny repre-
zentuje parametr kary. Maksymalną wartość parametru kary ustala się tak by nie został
zmniejszony krok całkowania całego układu dyskretnego∆t. Korzystając z równania
(2.61) i uwzględniając częstość drgán własnych układu masy ze sprężyną

ω =

√
kn

m
, (4.46)

stabilny parametr kary jest dany przez nierówność

kn ≤
4m
∆t2 . (4.47)

Przyjęty model jest́scisły dla przypadku kontaktu jednostronnego (kontaktu odkształ-
calnego ciała ze sztywną powierzchnią). Stanowi on również dobre oszacowanie dla
kontaktu dwóch ciał odkształcalnych.

Analogia między modelem tarcia a modelem plastyczności pozwala nam zastoso-
wać algorytm wyznaczania siły tarcia analogiczny do wyznaczania naprę̇zenia w ma-
teriale sprę̇zysto-plastycznym. Schemat tego algorytmu jest przedstawiony poni̇zej.

(i) Obliczenie granicznej siły tarcia

Fmax
s = µ |Fn| . (4.48)
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(ii) Obliczenie przyrostowego poślizgu

∆uslip = vs∆t . (4.49)

(iii) Obliczenie próbnej siły tarcia

F ∗
s = F old

s +ks∆uslip , (4.50)

F trial
s = F ∗

s −n(n ·F ∗
s ) , (4.51)

F old
s jest siłą tarcia wyznaczoną w poprzednim kroku.

(iv) Obliczenie nowej siły tarcia

F new
s =





F trial
s dla ||F trial

s || ≤ Fmax
s ,

Fmax
s

F old
s

||F old
s ||

dla ||F trial
s || > Fmax

s .
(4.52)

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zaprezentowano sformułowanie teoretyczne zagadnienia kon-
taktu z tarciem dla układu ciał odkształcalnych. Podano ograniczenia kontaktowe dla
kontaktu bez tarcia oraz z tarciem. Przedstawiono sformułowanie lokalne i globalne
zagadnienia kontaktowego. Sformułowanie globalne przedstawiono w postaci równa-
nia wyrȧzającego zasadę prac przygotowanych z dodatkowymi ograniczeniami. Prze-
prowadzono dyskretyzację przestrzenną typową dla metody elementów skónczonych
oraz dostosowano warunki kontaktowe do zagadnienia dyskretyzowanego. W roz-
wiązaniu numerycznym regularyzowano warunki kontaktowestosując metodę funk-
cji kary. Przedstawiono algorytm numeryczny obliczania sił oddziaływania kontakto-
wego.

Przedstawione sformułowanie jest standardowym modelem kontaktu z tarciem sto-
sowanym w modelowaniu metodą elementów skończonych. Bardziej zaawansowane
modele kontaktu w metodzie elementów skończonych były tematem innych prac au-
tora, np. [256, 257, 258]. Zagadnienie modelowania i analizy kontaktu przedsta-
wiono stosunkowo obszernie, gdyż problem kontaktu jest ważnym elementem niniej-
szej pracy ze względu na przedstawione zastosowania praktyczne, np. tłoczenie blach,
jak równiėz ze względu na znaczenie modelowania kontaktu w metodzie elementów
dyskretnych. W metodzie elementów dyskretnych model kontaktu zostanie rozsze-
rzony na zagadnienie kontaktu z kohezją, wymiany ciepła oraz zu̇zycia.



5. Sformułowanie metody elementów skónczonych
dla problemów z małąścísliwością

Wstęp

Nieścísliwość lub małaścísliwość, występująca w procesach odkształcania niektórych
materiałów, np. elastomerów, sprawia poważne trudnósci numeryczne w analizie me-
todą elementów skónczonych. Małáscísliwość jest równiėz typowa dla sprę̇zysto-
plastycznego odkształcania metali przy małym ciśnieniu. Elementy skónczone oparte
na standardowym sformułowaniu przemieszczeniowym MES, przedstawionym w pod-
rozdziale 2.4, ulegają tzw. blokadzie objętościowej (ang. volumetric locking), która
przejawia się nadmierną sztywnością elementów na odkształcenia. Blokada obję-
tościowa elementów przemieszczeniowych wynika z niemożnósci ścisłego opisania
przez funkcję kształtu elementu pola przemieszczeń, charakteryzującego się odkształ-
ceniem o niezmiennej objętości (izochorycznego) w całym elemencie [315, 119, 22].

Blokadę objętósciową mȯzna wyeliminowác stosując metodę elementów skończo-
nych opartą na sformułowaniu mieszanym, w którym wprowadza się niezalėzną inter-
polację dla pola przemieszczenia i ciśnienia [315, 119]. Specjalne metody zredukowa-
nego lub selektywnego całkowania w obszarze elementu [315,119] dające poprawnie
działające elementy czterowęzłowe czworokątne (dla zagadnién dwuwymiarowych) i
ośmiowęzłowe széscióscienne (dla zagadnień trójwymiarowych) są równowȧzne od-
powiednim elementom uzyskanym w wyniku zastosowania sformułowania miesza-
nego [119].

Niestety nie wszystkie kombinacje funkcji interpolacyjnych dla przemieszczeń i
ciśnienia są dopuszczalne. W przypadku elementów z równym stopniem interpola-
cji przemieszczén i ciśnienia, np. czterowęzłowych czworokątów Q1/P1 (z biliniową
interpolacją przemieszczenia i ciśnienia), ósmiowęzłowych elementów sześcióscien-
nych H1/P1 (z trójliniową interpolacją przemieszczeniai ciśnienia) oraz najprostszych
elementów trójwęzłowych trójkątnych Tr1/P1 i czterowęzłowych czworósciennych
Te1/P1 z liniową interpolacją przemieszczeń i ciśnienia, pojawia się problem oscylacji
ciśnienia, co jest traktowane jako niestabilność modelu numerycznego. Stabilność ele-
mentów opartych na sformułowaniu mieszanym określają warunki stabilnósci zwane
warunkami Babuški-Brezziego [13, 119]. Aby wyeliminować niefizyczną oscylację ci-
śnienia w elementach nie spełniających warunków Babuški-Brezziego, konieczne jest
zastosowanie specjalnych metod stabilizacji. W niniejszej pracy przedstawiona zo-
stanie metoda stabilizacyjna zwana metodą kroku cząstkowego (ang. fractional step),

74



5.1. Sformułowanie mieszane metody elementów skończonych 75

metodą prędkósci cząstkowej (ang. fractional velocity) lub metodą CBS (ang.charac-
teristics based split), która została wprowadzona do zagadnień mechaniki ciała stałego
przy współudziale autora [314, 260]. Metoda ta, rozwinięta w mechanice płynów
[312, 313], jest oparta na specjalnym algorytmie całkowania równán ruchu połączo-
nym z ich dekompozycją.

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformułowanie lokalne i słabe zagadnienia
mechaniki ciała stałego, będące podstawą mieszanego sformułowania metody elemen-
tów skónczonych, otrzymanego za pomocą metody Galerkina. Przedstawiono całko-
wanie otrzymanych równań MES względem czasu. Następnie omówiono zagadnienie
stabilnósci sformułowania mieszanego i podstawowe metody stabilizacji. Przedsta-
wiono metodę stabilizacji metodą cząstkowego kroku całkowania, którą zastosowano
w niniejszej pracy w celu otrzymania poprawnie działających liniowych elementów
trójkątnych (w zagadnieniu dwuwymiarowym) i czworościennych (w zagadnieniach
trójwymiarowych). Działanie metody jest pokazane w zastosowaniu do zagadnién du-
żych deformacji sprę̇zysto-plastycznych metali, zachodzących przy obciążeniu ude-
rzeniowym oraz w problemach przeróbki plastycznej na zimno.

5.1 Sformułowanie mieszane metody elementów skończonych

5.1.1 Sformułowanie lokalne

Rozpatrzymy zagadnienia brzegowo-początkowe odkształcania ciała stałego zdefinio-
wane przez układ równań (2.7)–(2.10). W celu uzyskania sformułowania mieszanego
wykorzystamy dekompozycję tensora naprężén Cauchy’ego� na czę́sć dewiatorową
s i ciśnienie hydrostatycznep

� = s−1p. (5.1)

Biorąc pod uwagę związki (5.1) i (A.16) równanie (2.7) można zapisác w postaci:

∇ ·s−∇p+�b = �
∂v

∂ t
, x ∈ Ωt , t ∈ [0,T] . (5.2)

Podobnie równanie (2.8) można zapisác uwzględniając rozkład (5.1) w postaci

n · (s−1p) = t , x ∈ Γt
σ , t ∈ [0,T] . (5.3)

Wyprowadzając sformułowanie mieszane w mechanice płynów, równanie zacho-
wania pędu (5.2) uzupełnia się równaniem zachowania masy. W mechanice ciała
stałego analogiczne równanie można uzyskác biorąc związek konstytutywny dla ci-
śnienia, który w postaci przyrostowej można zapisác w następującej postaci:

ṗ = −K(ε̇vol− ε̇p
vol) , (5.4)
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gdzie K jest modułem sztywnósci objętósciowej, który mȯzna wyrazíc za pomocą
stałych Lamégo jako:

K = λ +
2
3

µ , (5.5)

a ε̇vol jest prędkóscią odkształcenia objętościowego

ε̇vol = ∇ ·v , (5.6)

ε̇p
vol jest czę́scią niesprę̇zystą odkształcenia objętościowego. W przypadku modelu pla-

stycznósci z potencjałem płynięcia zależnym od drugiego niezmiennika naprężén J2,
np. dla modelu przedstawionego w podrozdziale 3.4, zachodzi ε̇p

vol= 0 i równanie (5.4)
upraszcza się

ṗ
K

+ ∇ ·v = 0. (5.7)

Dla materiału niéscísliwegoK → ∞ i równanie (5.7) mȯzna zapisác jako

∇ ·v = 0, (5.8)

co wyrȧza warunek niéscísliwości.

Sformułowanie lokalne rozpatrywanego zagadnienia brzegowo-początkowego jest
dane przez następujące równania:

• równanie zasady zachowania pędu (5.2),

• związek konstytutywny dla ciśnienia (5.7),

• naprę̇zeniowe warunki brzegowe (5.3),

• przemieszczeniowe warunki brzegowe (2.9),

• warunki początkowe (2.10).

5.1.2 Sformułowanie słabe

Sformułowanie słabe będące podstawą mieszanego sformułowania elementów skón-
czonych mȯzna otrzymác stosując metodę Galerkina. Mnożąc równanie (5.2) przez
kinematycznie dopuszczalne funkcje wagowe

∗
v, całkując otrzymane wyrażenie w ob-

szarzeΩt , a następnie całkując przez części otrzymuje się
∫

Ωt
s :∇ ∗

vdΩ+

∫

Ωt
p∇· ∗vdΩ = −

∫

Ωt
�

∂v

∂ t
· ∗vdΩ+

∫

Ωt
�b · ∗vdΩ+

∫

Γt
σ

t · ∗vdΓ . (5.9)
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Mnożąc równanie (5.7) przez funkcję próbną
∗
p i całkując po obszarzeΩt otrzymuje

się

∫

Ωt

∗
p

(
ṗ
K

+ ∇ ·v
)

dΩ = 0. (5.10)

Równania (5.9) i (5.10) stanowią sformułowanie słabe stanowiące podstawę sformuło-
wania mieszanego elementów skończonych dla zagadnienia lokalnego zdefiniowanego
w podrozdziale 5.1.1.

5.1.3 Równania metody elementów skónczonych

Do równán (5.9) i (5.10) wprowadzamy dyskretyzację przestrzennątypową dla ele-
mentów skónczonych, aproksymując wektorowe pole prędkości1 v i pole císnieniap
za pomocą zalėznósci

v = Nvv , (5.11)

p = Npp , (5.12)

gdziev i p oznaczają wektory nieznanych parametrów węzłowych, aNv i Np – macie-
rze funkcji interpolacyjnych2 spełniających kinematyczne warunki brzegowe. Zakła-
damy ponadto,̇ze funkcje próbne

∗
v i

∗
p można wyrazíc za pomocą tych smaych funkcji

kształtu jako:

∗
v = Nv δv , (5.13)
∗
p = Npδp . (5.14)

Wprowadzając zalėznósci (5.11), (5.12), (5.13) i (5.14) do równań (5.9) i (5.10) przy
wykorzystaniu dowolnósci δv i δp otrzymuje się w zapisie macierzowym następujący
układ równán, por. [315]:
(∫

Ω
NT

v ρNvdΩ
)

dv
dt

= −
∫

Ω
BTsdΩ+

(∫

Ω
BTmNpdΩ

)
p+

∫

Ω
NT

vgdΩ+

∫

Γt

NT
v t̂dΓ,

(5.15)
(∫

Ω
NT

p
1
K

NpdΩ
)

dp
dt

= −
(∫

Ω
NT

pmTBdΩ
)

v . (5.16)

1Procedura dyskretyzacyjna zostanie przedstawiona w notacji macierzowej.
2Macierze funkcjiNv i Np są macierzami globalnymi z odpowiednimi podmacierzami b˛edącymi ma-

cierzami funkcji kształtu poszczególnych elementów.
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Równania (5.15) i (5.16) stanowią układ równań sformułowania mieszanego metody
elementów skónczonych. Wprowadzając oznaczenia:

M =

∫

Ω
NT

v ρNvdΩ , (5.17)

M̃ =
∫

Ω
NT

p
1
K

NpdΩ , (5.18)

Q =

∫

Ω
BTmNpdΩ , (5.19)

Rv =
∫

Ω
NT

v t̂ dΓ+
∫

Γt

NT
vgdΩ , (5.20)

Fv =
∫

Ω
BTsdΩ , (5.21)

równania (5.15) i (5.16) mȯzna zapisác w następującej postaci:

M
dv
dt

= −Fv +Qp+Rv , (5.22)

M̃
dp
dt

= QTv . (5.23)

5.1.4 Całkowanie równán ruchu względem czasu

Rozwiązanie równán (5.22)–(5.23) wymaga zastosowania wybranej procedury całko-
wania względem czasu. Zakładając,że znane jest rozwiązanie tego układu równań w
pewnej chwilitn ∈ [0,T] okréslone poprzezvn i pn, poszukiwác będziemy rozwiązania
vn+1 i pn+1 w chwili tn+1 = tn + ∆t.

W tym celu zastąpimy występujace w równaniach (5.22)–(5.23) pochodne wzglę-
dem czasu wyrȧzeniami ró̇znicowymi

dv
dt

=
∆v
∆t

, (5.24)

dp
dt

=
∆p
∆t

, (5.25)

gdzie

∆v = vn+1−vn , (5.26)

∆p = pn+1− pn , (5.27)

∆t = tn+1− tn (5.28)
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i założymy,że równania ró̇znicowe otrzymane po wstawieniu (5.24) i (5.25) do (5.22)–
(5.23) są spełnione dokładnie przy członach po prawej stronie równania wziętych w
pewnej chwilitn+ξi

= tn + ξi∆t, gdzieξi ∈ [0,1], co oznaczymy indeksemn+ ξi

M
∆v
∆t

= −Fv
n+ξ3

+(Qp)n+ξ2
+Rv

n+ξ3
, (5.29)

M̃
∆p
∆t

= (QTv)n+ξ1
. (5.30)

Współczynnikiξi, i = 1,2,3 zwane są parametrami niejawności schematu całkowa-
nia. Dla dowolnej zmienneja oznaczają kombinację liniową wartości tej zmiennej na
początku i na kóncu kroku:

an+ξi
= an(1−ξi)+ ξian+1 . (5.31)

Przyjmującξi = 0 otrzymuje się jawną metodę całkowania Eulera,ξi = 0.5 daje me-
todę trapezów, a przyξi = 1 mamy niejawną wsteczną metodę Eulera, por. [152].

Do całkowania równán (5.29) i (5.30) zastosowano nieiteracyjny algorytm oparty
na jawnym schemacie całkowania równania (5.29), przyjmuj ˛ac ξ2 = ξ3 = 0 i niejaw-
nym całkowaniu równania (5.30), przyjmującξ1 = 1. Schemat zastosowanego algo-
rytmu jest następujący:

1) Obliczenie prędkósci w chwili tn+1 z równania (5.29)

vn+1 = vn + ∆tM−1(−Fv
n +Qpn +Rv

n) . (5.32)

2) Obliczenie przemieszczeń dla chwili tn+1

un+1 = 1
2∆t(vn +vn+1) . (5.33)

3) Obliczenie císnieniapn+1 z równania (5.30)

pn+1 = pn + ∆tM̃−1QTvn+1 . (5.34)

Rozwiązanie równán (5.32)–(5.34) jest szczególnie łatwe, jeśli zastosuje się diagona-
lizację macierzyM i M̃ . Układy równán (5.32) i (5.34) rozprzęgają się wtedy i nie ma
potrzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy dlawyznaczenia rozwiąza-
nia układu równán algebraicznych.
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5.2 Stabilizacja sformułowania mieszanego

5.2.1 Stabilnósć i podstawowe metody stabilizacji

Sformułowanie mieszane daje poprawne wyniki dla wielu elementów, np. czterowę-
złowych czworokątów Q1/P0 (z biliniową interpolacją przemieszczén i stałym císnie-
niem) oraz ósmiowęzłowych elementów sześciósciennych H1/P0 (z trójliniową inter-
polacją przemieszczeń i stałym císnieniem w elemencie) [119]. Niestety nie wszystkie
kombinacje funkcji interpolacyjnych dla przemieszczeń i ciśnienia są dopuszczalne.
W przypadku elementów z równym stopniem interpolacji przemieszczén i ciśnienia,
np. czterowęzłowych czworokątów Q1/P1 (z biliniową interpolacją przemieszczenia
i ciśnienia), ósmiowęzłowych elementów sześciósciennych H1/P1 (z trójliniową in-
terpolacją przemieszczenia i ciśnienia) oraz najprostszych elementów trójwęzłowych
trójkątnych Tr1/P1 i czterowęzłowych czworościennych Te1/P1 z liniową interpola-
cją przemieszczén i ciśnienia pojawia się problem oscylacji ciśnienia, co jest trakto-
wane jako niestabilnósć modelu numerycznego. Stabilność elementów opartych na
sformułowaniu mieszanym określają warunki stabilnósci zwane warunkami Babuški-
Brezziego [13, 119], które można sprowadzić do prostego warunku [315, 22]:

ndof ≥ np , (5.35)

gdzie ndof jest liczbą niewiadomych w wektorzev, a np – liczbą niewiadomych w
wektorzep. Liczby niewiadomych odnoszą się do całego układu dyskretnego, który
tylko w szczególnym przypadku może býc pojedynczym elementem.

Dla elementów opartych na sformułowaniu mieszanym nie spełniających warun-
ków stabilnósci Babuški-Brezziego konieczne jest stosowanie specjalnych metod sta-
bilizacji. Szczególnie wȧzne ze względów praktycznych jest stabilne sformułowanie
dla prostych elementów, trójkątnych (2D) i czworościennych (3D). W praktycznych
zastosowaniach mamy zazwyczaj do czynienia ze skomplikowanymi geometriami,
mimo du̇zego postępu w automatycznej generacji siatek elementów skończonych,
wciąż jest niemȯzliwa nawet przy zastosowaniu kodów komercyjnych, automatyczna
dyskretyzacja skomplikowanych geometrii przy użyciu tylko elementów sześcióscien-
nych.

Metody stabilizacji często sprowadzają się do dodania stabilizujących członów do
równania zasady zachowania masy. Brezzi i Pitkäranta [37] zaproponowali dodanie
członuhK p, gdzieh jest wymiarem charakterystycznym elementu skończonego, aK p

jest zdefiniowana wzorem

K p =
∫

Ω
∇TNp∇NpdΩ . (5.36)
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Hughes i in. [120] uzyskał stabilizujący człon poprzez dodanie równania zasady za-
chowania pędu pomnożonego poprzez współczynnik zdefiniowany jako

αh2

2µ
∇Np , (5.37)

gdzie α jest dopasowującym parametrem,h – wymiarem charakterystycznym ele-
mentu skónczonego, aµ – lepkóscią. Ta procedura stabilizacyjna jest nazywana me-
todą GLS (ang.Galerkin Least Squares).

5.2.2 Stabilizacja metodą cząstkowego kroku całkowania

W niniejszej pracy zastosowano metodę stabilizacji zwan ˛a metodą kroku cząstkowego,
która jest oparta na specjalnym schemacie całkowania wzgl˛edem czasu równań me-
tody elementów skónczonych w sformułowaniu mieszanym. Rozpatrywane będzieza-
gadnienie brzegowo-początkowe dane przez równanie zasady zachowania pędu (5.2),
związek konstytutywny dla ciśnienia (5.7), naprę̇zeniowe warunki brzegowe (5.3),
przemieszczeniowe warunki brzegowe (2.9) oraz warunki początkowe (2.10). Do rów-
nán (5.2) i (5.7) wprowadzimy dyskretyzację czasową zastępując pochodne względem
czasu wyrȧzeniami ró̇znicowymi. Rozwiązanie przyrostowe dla przyrostu od chwili tn
do chwili tn+1 będzie wyznaczone z następujących równań:

ρ
∆v

∆t
= ∇ ·sn+ξ3

−∇pn+ξ2
+ ρbn+ξ3

, (5.38)

1
K

∆p
∆t

= −∇ ·vn+ξ1
. (5.39)

W powyższych równaniach zostały wprowadzone trzy parametry niejawnósci,
ξ1,ξ2,ξ3 ∈ [0,1]. Wskaźnikin+ ξi , i = 1,2,3 dla dowolnej zmiennej oznaczają kom-
binację liniową wartósci tej zmiennej na początku i na końcu kroku analogiczną do
okréslonej równaniem (5.31).

Podstawą stabilnego schematu całkowania równań (5.38) i (5.39) względem czasu
jest następujący rozkład równania (5.38):

ρ
v∗−vn

∆t
= ∇ ·sn+ξ3

+ ρbn+ξ3
, (5.40)

ρ
vn+1−v∗

∆t
= −∇pn+ξ2

, (5.41)
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gdziev∗ jest zwana prędkóscią cząstkową. Należy zwrócíc uwagę,̇ze równania (5.40)
i (5.41) dają w sumie równanie (5.38).

W równaniu (5.39) zakładamyξ1 = 1, a następnie wstawiając równanie (5.41)
otrzymujemy

1
K

pn+1− pn

∆t
= −∇ ·v∗ +

∆t
ρ

∇2pn+ξ2
. (5.42)

Wprowadzając do równań (5.40), (5.41) i (5.42) dyskretyzację prędkości i ciśnién
analogiczną do określonej równaniami (5.11) i (5.12), a następnie stosując standar-
dową metodę Galerkina otrzymuje się następujący układ równán macierzowych [46]:

M
v⋆−vn

∆t
= Rv

n+ξ3
−Fv

n+ξ3
, (5.43)

M
vn+1−v⋆

∆t
= Qpn+ξ2

, (5.44)

M̃
pn+1−pn

∆t
= − QT v⋆ + ∆t H pn+ξ2

, (5.45)

gdzieH jest standardową macierzą dla dyskretnego operatora Laplace’a

H =

∫

Ω
∇NT

p
1
ρ0

∇Np dΩ . (5.46)

Pozostałe wektory i macierze są zdefiniowane równaniami (5.17)–(5.21).

Do równán (5.43)–(5.45) mȯzna zastosowác następujący jawny schemat rozwiąza-
nia:

1) obliczenie prędkósci cząstkowej z równania (5.43)

v⋆ = vn + ∆t M−1(Rv
n−Fv

n) , (5.47)

2) obliczenie císnieniapn+1 z równania (5.45)

pn+1 = pn−∆t M̃−1(QT v⋆ + ∆t H pn) , (5.48)

3) obliczenie prędkósci kóncowej z równania (5.44)

vn+1 = v⋆−∆t M−1Qpn+1 . (5.49)
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Po obliczeniu prędkósci mȯzna wyznaczýc przemieszczenia punktów węzłowych z
zalėznósci

un+1 = un+
1
2

∆t (vn +vn+1) . (5.50)

W równaniu (5.47) załȯzonoξ3 = 0, a w równaniu (5.48) przyjętoξ2 = 0, co ozna-
cza w pełni jawny schemat rozwiązania układu równań (5.43)–(5.45). Rozwiązanie to
charakteryzuje się wszystkimi zasadniczymi zaletami schematów jawnych, które zo-
stały omówione wczésniej. Rozwiązanie jawne wprowadza również ograniczenie na
krok całkowania∆tcrit dane równaniem (2.61), por. [119]. Rozwiązanie w pełni jawne
jest mȯzliwe dla problemów z małą́scísliwością. Dla problemów z idealną nieścísli-
wością nalėzałoby zastosowác schemat mieszany, w którym równania (5.44) i (5.45)
rozwiązuje się za pomocą schematu niejawnego, przyjmującξ2 6= 0.

Wyjaśnienie skuteczności powẏzszego algorytmu w eliminacji blokady objętościo-
wej mȯzna otrzymác rozpatrując równanie zachowania masy dla pełnej nieścísliwości:

0 = − QT v⋆ + ∆t H pn+ξ2
. (5.51)

Eliminując prędkósć cząstkowąv⋆ z równán (5.44) i (5.51) dlaξ3 = 1 otrzymuje się
następujące równanie:

− QT vn+1 + ∆t( H −QTM−1Q) pn+1 = 0. (5.52)

Zastępuje ono standardowe równanie

QT vn+1 = 0 (5.53)

otrzymane z równania (5.23) ze standardowego sformułowania mieszanego. Mȯzna
dowiésć [47], że występująca w równaniu (5.52) podmacierzQTM−1Q−H jest za-
wsze dodatnio okréslona, co zapewnia pożądaną stabilizację sformułowania miesza-
nego.

5.3 Przykłady numeryczne

5.3.1 Uderzenie pręta cylindrycznego w sztywną płaszczyznę

Jest to często u̇zywany przykład testowy dla weryfikacji programów do symula-
cji obcią̇zén dynamicznych, doskonale sprawdzający poprawność modelowania od-
kształcenia sprę̇zysto-plastycznego materiału [100]. Miedziany pręt cylindryczny
o promieniu 3.2 mm i długósci 32.4 mm, poruszający się z prędkością 227 m/s,
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Rys. 5.1. Uderzenie cylindrycznego pręta w
sztywną płaszczyznę – definicja geometrii i warun-
ków brzegowych.

uderza w sztywną płaszczyznę
(rys. 5.1). Własnósci materiału
są następujące: moduł Younga
E = 117 GPa, współczynnik Pois-
sonaν = 0.35, granica plastyczności
σy = 0.4 GPa, moduł wzmocnienia
izotropowegoH = 0.1 GPa. Ana-
lizowano okres 80µs od chwili
uderzenia, w którym to czasie osią-
gnięty zostaje stan quasi-statycznej
równowagi. Przy modelowaniu
odziaływania pręta i sztywnejściany
załȯzono kontakt bez mȯzliwości
oderwania.

Zagadnienie analizowano jako za-
gadnienie dwuwymiarowe osiowosy-
metryczne i pełne zagadnienie trój-
wymiarowe stosując ró̇zne sformuło-
wania i ró̇zne elementy skónczone.
Rysunek 5.2 przedstawia wyniki osiągnięte w dwuwymiarowej analizie osiowosyme-
trycznej za pomocą przemieszczeniowych elementów czworokątnych. Przedstawiono
końcowy kształt pręta po 80µs od chwili uderzenia wraz z rozkładami ciśnienia oraz
efektywnego odkształcenia plastycznego. Przedstawione rozwiązanie jest obarczone
błędem z powodu blokady objętościowej.

Poprawne rozwiązanie uzyskane w dwuwymiarowej analizie osiowosymetrycznej
za pomocą sformułowania mieszanego z elementami czworok ˛atnymi Q1/P0 z bili-
niową interpolacją przemieszczeń i ciśnieniem stałym w elemencie pokazano na rys.
5.3. Rozwiązanie to będzie służyło do oceny poprawności rozwiązán uzyskanych za
pomocą innych metod.

Efekt blokady objętósciowej widoczny jest równiėz w rozwiązaniu przedstawio-
nym na rys. 5.4, uzyskanym w analizie dwuwymiarowego zagadnienia osiowosyme-
trycznego za pomocą przemieszczeniowych elementów trójkątnych.

Zastosowanie sformułowania mieszanego z elementami trójkątnymi eliminuje
szkodliwy efekt blokady objętósciowej (rys. 5.5), ale uzyskany rozkład ciśnienia
(rys. 5.5b) charakteryzuje się oscylacjami z powodu niestabilnósci sformułowania
mieszanego dla elementów trójkątnych z liniową interpolacją przemieszczeń i ciśnie-
nia. Dopiero zastosowanie stabilizacyjnej metody cząstkowego kroku całkowania w
sformułowaniu mieszanym z elementami trójkątnymi daje poprawne rozwiązanie bez
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efektów blokady objętósciowej i z rozkładem ciśnienia bez oscylacji (rys. 5.6). Sta-
bilizacja metodą cząstkowego kroku całkowania daje również poprawne wyniki dla
elementów czworokątnych Q1/P1, co pokazuje rys. 5.7. Poprawnósć działania algo-
rytmu stabilizacyjnego w zastosowaniu do sformułowania mieszanego z elementami
czworósciennymi z linową interpolacją przemieszczenia i ciśnienia jest pokazana na
rys. 5.8.

Zgodnósć rozkładów císnienia hydrostatycznego i efektywnego odkształcenia pla-
stycznego otrzymanych przy zastosowaniu dyskretyzacji liniowymi trójkątami, czwo-
rokątami i czworóscianami w ramach stabilizowanego sformułowania mieszanego
potwierdza skuteczność i poprawnósć metody stabilizacyjnej. Poprawność metody
można stwierdzíc poprzez ilósciowe porównania dla wybranych parametrów geome-
trycznych, promienia podstawy w miejscu uderzenia i długości odkształconego cylin-
dra, przedstawione w tabeli 5.1. Wyniki uzyskane przy zastosowaniu stabilizowanego
sformułowania mieszanego są zgodne z wynikami uzyskanymiza pomocą elemen-
tów nie wykazujących blokady objętościowej w standardowym sformułowaniu mie-
szanym.

Tabela 5.1.Porównanie wyników dla ró̇znych sformułowán

Typ elementu Sformułowanie Promién końcowy Długość końcowa
4-węzł. czworokąt Stand. mieszane 7.10 21.47
4-węzł. czworokąt Miesz. stabilizowane 7.10 21.47
3-węzł. trójkąt Miesz. stabilizowane 7.07 21.47
4-węzł. czworóscian Miesz. stabilizowane 7.14 21.64

a) b) c)

Rys. 5.2. Uderzenie pręta cylindrycznego – model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mułowanie przemieszczeniowe, elementy czworokątne: a) odkształcona siatka elementów,
b) rozkład císnienia, c) rozkład efektywnego odkształcenia plastycznego.
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a) b) c)

Rys. 5.3. Uderzenie pręta cylindrycznego – model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mułowanie mieszane, elementy czworokątne: a) odkształcona siatka elementów, b) rozkład
ciśnienia, c) rozkład efektywnego odkształcenia plastycznego.

a) b) c)

Rys. 5.4. Uderzenie pręta cylindrycznego – model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mułowanie przemieszczeniowe, elementy trójkątne: a) odkształcona siatka elementów, b) roz-
kład císnienia, c) rozkład efektywnego odkształcenia plastycznego.

a) b) c)

Rys. 5.5. Uderzenie pręta cylindrycznego – model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mułowanie mieszane, elementy trójkątne: a) odkształconasiatka elementów, b) rozkład ciśnie-
nia, c) rozkład efektywnego odkształcenia plastycznego.
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a) b) c)

Rys. 5.6. Uderzenie pręta cylindrycznego – model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mułowanie mieszane stabilizowane, elementy trójkątne: a) odkształcona siatka elementów, b)
rozkład císnienia, c) rozkład efektywnego odkształcenia plastycznego.

a) b) c)

Rys. 5.7. Uderzenie pręta cylindrycznego – model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mułowanie mieszane stabilizowane, elementy czworokątne: a) odkształcona siatka elementów,
b) rozkład císnienia, c) rozkład efektywnego odkształcenia plastycznego.

a) b) c)

Rys. 5.8. Uderzenie pręta cylindrycznego – model trójwymiarowy, sformułowanie mieszane
stabilizowane, elementy czworościenne: a) odkształcona siatka elementów, b) rozkład ciśnie-
nia, c) rozkład efektywnego odkształcenia plastycznego.
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5.3.2 Zgniatanie poprzeczne walca

Rys. 5.9. Zgniatanie poprzeczne walca – de-
finicja geometrii.

Przykład ten ma na celu zweryfikowa-
nie rozwiniętej metody w zastosowaniu do
prostego procesu przeróbki plastycznej na
zimno. Walec stalowy o długości 100
mm oraz promieniu 100 mm jest zgniatany
między dwiema płaskimi płytami równo-
ległymi do jego osi (rys. 5.9), odległość
między płytami na koniec procesu wynosi
100 mm. Własnósci materiału są następu-
jące: moduł YoungaE = 2.17· 105 MPa,
współczynnik Poissonaν = 0.3, gęstósć
783 kg/m3, początkowa granica plastycz-
nósci σY0 = 170 MPa, moduł wzmocnie-
nia H = 30 MPa. Tarcie na powierzchniach kontaktu materiału z płytami okréslone
jest współczynnikiem tarcia Coulombaµ = 0.2.

W modelowaniu wykorzystano symetrię i rozpatrywanoćwiartkę walca. Analizę
przeprowadzono stosując następujące modele:

• dyskretyzacja elementami sześciennymi Q1/P0, opartymi na standardowym sfor-
mułowaniu mieszanym,

• dyskretyzacja elementami sześciennymi Q1/P1, opartymi na stabilizowanym sfor-
mułowaniu mieszanym,

• dyskretyzacja czworósciennymi elementami liniowymi ze stabilizowanym sformu-
łowaniem mieszanym (siatka zgrubna, 4090 elementów),

• dyskretyzacja czworósciennymi elementami liniowymi ze stabilizowanym sformu-
łowaniem mieszanym (siatka gęsta, 22186 elementów).

Początkowa siatka elementów skończonych szésciennych oraz początkowa zgrubna
siatka elementów czworościennych są przedstawione odpowiednio na rys. 5.10a i b.
Prędkósć ruchu płyt wynosi 2 m/s, kóncowa odległósć płyt wynosi 100 mm.

Wyniki analizy w postaci odkształconych siatek z rozkłademefektywnego od-
kształcenia plastycznego i ciśnienia hydrostatycznego dla sześciennych elementów
Q1/P0, opartych na standardowym sformułowaniu mieszanym,przedstawiono na rys.
5.11. Wyniki te są wynikami uzyskanymi za pomocą poprawnie działającego sformu-
łowania, stabilnego i pozbawionego wad blokady objętościowej, stanowíc będą punkt
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a) b)

Rys. 5.10. Zgniatanie poprzeczne walca – model MES: a) siatka heksaedryczna, b) siatka
tetraedryczna.

odniesienia dla wyników uzyskanych za pomocą stabilizowanego sformułowania mie-
szanego.

Wyniki uzyskane za pomocą stabilizowanego sformułowaniadla ró̇znych dyskre-
tyzacji przedstawiono na rys. 5.12–5.14. Można zauwȧzyć podobiénstwo rozkładów
efektywnego odkształcenia plastycznego i ciśnienia otrzymanych za pomocą stabilizo-
wanego sformułowania z rozkładami na rys. 5.11, przyjętymi jako punkt odniesienia.
Zbieżnósć rozwiązán mȯzna równiėz dostrzec porównując rozkłady ciśnienia wzdłu̇z
linii ABCDEA, zdefiniowanej na rys. 5.15a, pokazane na wykresie na rys. 5.15b.

a) b)

Rys. 5.11. Zgniatanie poprzeczne walca, sformułowanie mieszane z siatką elementów sze-
ściennych Q1/P0, odkształcone siatki z rozkładem: a) efektywnego odkształcenia plastycz-
nego, b) císnienia.
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a) b)

Rys. 5.12. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowane sformułowanie mieszane z siatką ele-
mentów szésciennych Q1/P1, odkształcone siatki z rozkładem: a) efektywnego odkształcenia
plastycznego, b) ciśnienia.

a) b)

Rys. 5.13. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowane sformułowanie mieszane ze zgrubną
siatką elementów czworościennych (4090 elementów), odkształcone siatki z rozkładem:
a) efektywnego odkształcenia plastycznego, b) ciśnienia.

a) b)

Rys. 5.14. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowane sformułowanie mieszane z gęstą siatką
elementów czworósciennych (22186 elementów), odkształcone siatki z rozkładem: a) efek-
tywnego odkształcenia plastycznego, b) ciśnienia.
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Rys. 5.15. Zgniatanie poprzeczne walca – porównanie rozkładu císnienia dla ró̇znych sformu-
łowań: a) definicja liniiABCDEA, b) rozkład císnién wzdłu̇z linii ABCDEA.

5.3.3 Wyciskanie przeciwbiėzne cylindra

Przedmiotem analizy jest proces wyciskania na zimno naczynia cylindrycznego ósred-
nicy zewnętrznej 30 mm i grubości ścianki 5 mm (rys. 5.16). Materiałem wyjściowym
jest walec o długósci 30 mm iśrednicy 30 mm. Stempel ósrednicy 20 mm ma za-
dany skok 28 mm. Własności materiału są następujące: moduł YoungaE = 3.24·105

MPa, współczynnik Poissonaν = 0.3, gęstósć ρ = 8120 kg/m3 , początkowa gra-
nica plastycznósci σY0 = 300 MPa, moduł wzmocnieniaH = 50 MPa. Tarcie okre-
ślone jest współczynnikiem tarcia Coulombaµ = 0.1. W modelu procesu pominięto
efekty cieplne. Definicja przykładu jest podobna do przykładu testowego komercyj-
nego programu MARC/AutoForge [182].

Osiowosymetryczną analizę przeprowadzono stosując stabilizowane sformułowa-
nie mieszane z dyskretyzacją trójkątnymi elementami liniowymi oraz standardowe
sformułowanie mieszane z dyskretyzacją biliniowymi elementami czworokątnymi
Q1/P0. Początkowe siatki elementów skończonych są przedstawione na rys. 5.16b,c.

Uzyskane wyniki dla siatki czworokątów przedstawiono na rys. 5.17 w postaci
odkształconej konfiguracji z rozkładem efektywnego odkształcenia plastycznego na
różnych etapach formowania. W podobny sposób przedstawiono na rys. 5.18 wyniki
analizy uzyskane dla siatki elementów trójkątnych.

Uzyskane rozkłady efektywnego odkształcenia plastycznego (rys. 5.18 i 5.17)
są zgodne z rozkładem otrzymanym z programu MARC/AutoForge [182] jak rów-
nież odpowiadają znanemu rozkładowi umocnienia materiału naczynia wyciskanego
przeciwbiėznie [72]. Rozkład odkształcenia plastycznego wskazuje nazwiększające
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a) b) c)
Rys. 5.16. Wyciskanie przeciwbieżne: a) definicja geometrii, b) początkowa siatka czworok ˛a-
tów, c) początkowa siatka trójkątów.

się umocnienie materiału wzdłuż wysokósci w kierunku od obrzėza do dna osiągając
maksimum w pobli̇zu przej́scia ścianki w dno. W kierunku normalnym do bocznej
ścianki naczynia występują znaczne różnice umocnienia – materiał leżący w pobli̇zu
powierzchni wewnętrznej jest bardziej umocniony.

Analizę przeprowadzono stosując okresową zmianę siatki aby unikną́c zbytniego
zniekształcenia elementów skończonych. Rysunek 5.19 przedstawia zmiany siatki na
kolejnych etapach analizy. Na rys. 5.19a pokazano nową siatkę wygenerowaną na
pewnym etapie analizy, ta sama siatka jest pokazana na rys. 5.19b po czę́sciowym
odkształceniu, w momencie generacji nowej siatki elementów skónczonych, która jest
pokazana na rys. 5.19c. Zmiana siatki elementów skończonych wymaga zmapowa-

Rys. 5.17. Wyciskanie przeciwbieżne – ewolucja kształtu z rozkładem efektywnego odkształ-
cenia plastycznego (siatka czworokątna, standardowe sformułowanie mieszane).
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Rys. 5.18. Wyciskanie przeciwbieżne – ewolucja kształtu z rozkładem efektywnego odkształ-
cenia plastycznego (siatka trójkątna, stabilizowane sformułowanie mieszane).

a) b)

c)

Rys. 5.19. Wyciskanie przeciwbieżne – adaptacyjna zmiana siatki: a) początkowa siatkan, b)
końcowa siatkan, c) początkowa siatkan+1.

nia wszystkich zmiennych z węzłów i punktów całkowania starej siatki (rys. 5.19b)
na węzły i punkty całkowania w nowej siatce (rys. 5.19c). W algorytmie przeniesie-
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nia zmiennych między kolejnymi siatkami elementów skończonych implementowano
algorytm SPR (ang. superconvergent patch recovery) [315]. Porównanie rys. 5.19b
i 5.19c pokazuje poprawne działanie tego algorytmu, aczkolwiek mȯzna zaobserwo-
wać pewne rozmycie gradientów odkształcenia, nieuniknione gdy gęstą odkształconą
siatkę zastępuje się nową równomierną siatką elementów skónczonych.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformułowanie metody elementów skónczo-
nych dla problemów z małą́scísliwością materiału sprawiających duże problemy nu-
meryczne, objawiające się występowaniem blokady objętościowej w sformułowaniach
przemieszczeniowym MES oraz niestabilnością císnienia hydrostatycznego w niektó-
rych elementach skończonych opartych na sformułowaniu mieszanym MES. Rozwi-
nięta metoda stabilizacji, zwana metodą kroku cząstkowego, prędkósci cząstkowej lub
metodą CBS, skutecznie eliminuje wady elementów mieszanych z jednakową interpo-
lacją pól przemieszczenia i ciśnienia. Dzięki temu mȯzliwe jest zastosowanie siatek
trójkątnych i czworósciennych bardzo wygodnych w modelowaniu skomplikowanych
geometrii.

W rozdziale tym przedstawiono też zastosowanie rozwiniętego algorytmu do sy-
mulacji prostych przykładów testowych przeróbki plastycznej na zimno. Wyniki sy-
mulacji numerycznych potwierdzają poprawność opracowanych sformułowań teore-
tycznych. Uzyskano dobre wyniki, co pozwala stwierdzić, że opracowany program
numeryczny jest dobrym i efektywnym narzędziem dla tego typu zastosowán.

Porównanie wyników analizy metodą kroku cząstkowego z wynikami otrzyma-
nymi za pomocą innej metody stabilizacyjnej, zwanej FIC (ang.Finite Increment Cal-
culus), przedstawiono w pracy [254]. Wyniki otrzymywane zapomocą obydwu metod
są w zasadzie porównywalne, a metoda kroku cząstkowego jest prostszą metodą.

W rozpatrywanych w niniejszej pracy modelach przeróbki plastycznej dla uprosz-
czenia pominięto efekty termiczne. Rozszerzenie przedstawionego sformułowania na
zagadnienia termomechaniczne przedstawiono w [241, 261].



6. Symulacja procesów tłoczenia blach

Wstęp

Tłoczenie jest wȧzną metodą przeróbki plastycznej stosowaną do kształtowania czę-
ści z blachy. Mimo wprowadzania nowych materiałów i rozwojunowych technologii
tłoczenie blach jest w dalszym ciągu podstawowym procesemtechnologicznym w pro-
dukcji czę́sci karoserii w przemýsle samochodowym oraz w wytwarzaniu wielu części
metalowych w innych sektorach przemysłu. Programy MES, wykorzystujące jawne
całkowanie równán ruchu względem czasu, stały się bardzo popularne w zastosowa-
niu do symulacji procesów kształtowania blach [107, 103, 253]. Analiza rzeczywi-
stych czę́sci o bardzo skomplikowanej geometrii prowadzi do bardzo dużych modeli,
które wymagają du̇zych mocy obliczeniowych i efektywnych algorytmów rozwiąza-
nia. Programy jawne charakteryzują się dużą efektywnóscią rozwiązania na pojedyn-
czym kroku przyrostowym i małymi wymaganiami pamięci. Nieiteracyjny algorytm
rozwiązania jest niezawodny w działaniu. Aczkolwiek z powodu warunkowej sta-
bilności numerycznej jawnego schematu całkowania długość kroku całkowania jest
ograniczona i konieczne jest stosowanie dużej liczby kroków całkowania, to jednak
w przypadku du̇zych modeli obliczeniowych zalety tej metody przeważają nad jej
wadami i to czyni tę metodę popularną w zastosowaniu do rzeczywistych procesów
tłoczenia.

Rozwijany przy współuadziale autora [213, 246, 210, 217, 209, 250, 253, 262, 218]
i prezentowany w niniejszej pracy program Simpact/Stampack spełnia w pełni za-
awansowane wymagania stawiane przez użytkowników przemysłowych [247] i jest
z powodzeniem wykorzystywany do symulacji rzeczywistych procesów tłoczenia. W
niniejszym rozdziale są zawarte przykładowe symulacje numeryczne pokazujące moż-
liwości programu.

Konkurencja i coraz większe wymagania techniczne i ekonomiczne prowadzą do
poszukiwania nowych rozwiązań technologicznych i nowych materiałów, które wyma-
gają opracowania nowych modeli teoretycznych i implementowania ich w programie
numerycznym. W niniejszym rozdziale przedstawiono praktyczne zastosowanie pro-
gramu do modelowania i symulacji procesów kształtowania wykorzystujących dwa
rodzaje nowoczesnych materiałów, tłoczenia blach spawanych (ang. TWB – tailor
welded blanks) oraz wytwarzania puszek z blach pokrytych polimerem. Blachy spa-
wane zostały stosunkowo niedawno wprowadzone do produkcjielementów karoserii
samochodowych. Dają one możliwość zró̇znicowania grubósci i własnósci blachy,

95
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dostosowując ją do rzeczywistych wymagań konstrukcyjnych. Pozwala to znacznie
zmniejszýc masę karoserii oraz zmniejszyć zu̇zycie materiału.

Blachy pokryte warstwą polimeru są nowym materiałem w produkcji opakowán.
W niniejszym rozdziale przedstawiono najważniejsze aspekty praktyczne, związane z
z procesem produkcji i stosowaniem nowego materiału. Krótko opisano proces wy-
twarzania puszek i włásciwósci materiału istotne dla tego procesu. Omówiono wła-
ściwósci mechaniczne laminatu stal-polimer, główną uwagę zwrócono na włásciwósci
polimeru. Przedstawiono główne założenia i sformułowanie teoretyczne modelu nu-
merycznego laminatu, szerzej omówiono model konstytutywny polimeru. Spósród
różnorodnych modeli stosowanych do polimerów wybrano dwa alternatywne modele,
model Arrudy-Boyce íscísliwy model Leonova. W modelowaniu procesu wytwarza-
nia puszek wȧzne jest uwzględnienie wrażliwości materiału na prędkość odkształcenia
i temperaturę. Modele teoretyczne zostały implementowane przez autora w programie
numerycznym. Artykuł przedstawia wyniki numeryczne wstępnych testów. Przepro-
wadzono symulację osiowegościskania polimeru w celu wyznaczenie stałych materia-
łowych polimeru. Wyznaczone stałe materiałowe zostały wykorzystane w symulacji
tłoczenia puszki cylindrycznej.

6.1 Modelowanie procesu głębokiego tłoczenia blach

Symulacja numeryczna pozwala przewidzieć zachowanie tłoczonej blachy w trak-
cie całego wieloetapowego procesu technologicznego. Do najbardziej interesujących
możliwości analizy numerycznej w zastosowaniu do tłoczenia blach nalėzą:

• kształt wytłoczki w czasie kształtowania i po sprężynowaniu powrotnym,

• rozkład odkształcén lokalnych w blasze,

• rozkład grubósci blachy,

• lokalizacja odkształcén – mȯzliwość pęknięcia blachy,

• stwierdzenie mȯzliwego pofałdowania blachy,

• okréslenie obszarów zarysowanych poprzez progi ciągowe,

• okréslenie wymaganej siły tłoczenia,

• okréslenie zu̇zycia narzędzi.

Dzięki wynikom uzyskanym w symulacji można zoptymalizowác projektowany pro-
ces technologiczny, skrócić cykl projektowania oraz zmniejszyć koszty związane z
uruchomieniem produkcji.
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Rys. 6.1. Typowy model głębokiego tłoczenia blachy

W typowym modelu procesu głębokiego tłoczenia (rys. 6.1) uwzględnia się kształ-
towaną blachę oraz tłocznik, składający się z matrycy,stempla i dociskacza. Narzę-
dzia zasadniczo mogą być traktowane jako sztywne, choć w niektórych przypadkach
gdy nacisk dociskacza jest nierównomierny, pożądane jest uwzględnienie w modelu
jego odkształcalnósci. Osiągnięcie okréslonego kształtu przez wytłoczkę jest wymu-
szone poprzez oddziaływanie kontaktowe blachy z narzędziami, których kinematyka
jest okréslona. Wzajemne przemieszczenie stempla i matrycy jest zadane według rze-
czywistego procesu tłoczenia, przyjmując np. nieruchom ˛a matrycę i zadając prze-
mieszczenie stempla. Przy modelowaniu dociskacza są dwiemożliwości: zadanie
okréslonej szczeliny pomiędzy dociskaczem a matrycą lub pozostawienie swobody
ruchu dociskacza przy zadanej sile dociskacza. W przypadkusterowania obcią̇zeniem
dociskacza w modelu dynamicznym konieczne jest wprowadzenie odpowiedniego tłu-
mienia w celu eliminacji oscylacji i uzyskanie możliwie stałej wartósci siły oddzia-
ływania między blachą i dociskaczem. W przypadku sztywnego dociskacza mȯzna
załȯzyć, że jego ruch jest ograniczony do ruchu postępowego, albo też uwzględníc
równiėz mȯzliwość jego obrotu na skutek niezrównoważenia momentów sił oddziały-
wania z blachą i przyłȯzonych do dociskacza sił zewnętrznych.

Oddziaływanie kontaktowe między blachą a narzędziami odgrywa kluczową rolę w
procesie tłoczenia [291, 310]. W trakcie procesu zmieniaj ˛a się warunki geometryczne
kontaktu. Algorytm kontaktu powinien efektywnie wykrywać kontakt oraz okréslác
wartósć sił oddzialywania kontaktowego w kierunku stycznym i normalnym. Algo-
rytm analizy kontaktu implementowany przez autora w programie Stampack i przed-
stawiony w rozdziale 10 daje bardzo dobre wyniki również w symulacji tłoczenia.
Algorytm ten umȯzliwia uwzględnienie zmiany grubości blachy, co ma du̇zy wpływ
na rozkład sił tarcia w obszarze styku między blachą a narzędziami.

Ze względu na sposób traktowania ruchu modele procesu tłoczenia mȯzna po-
dzielić na quasi-statyczne i dynamiczne. W modelach dynamicznychuwzględnia się
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efekty inercyjne, a w modelach quasi-statycznych zaniedbuje się je. Stosowanie mo-
delu quasi-statycznego jest uzasadnione w przypadku stosunkowo wolnych procesów
kształtowania.

W przypadku modelu dynamicznego ze względu na efektywność obliczeniową roz-
wiązanie wykorzystujące jawne całkowanie równań ruchu względem czasu według
równán (2.58)–(2.60) zyskało dużą popularnósć w zastosowaniu do symulacji pro-
cesów tłoczenia. W przypadku modelu quasi-statycznego preferowane są niejawne
metody rozwiązania zagadnienia nieliniowego, aczkolwiek możliwe jest równiėz wy-
korzystanie jawnego schematu rozwiązania, np. [136]. Opracowano wiele schematów
niejawnych dla rozwiązania równań nieliniowych zagadnienia quasi-statycznej rów-
nowagi. Jeden z możliwych schematów jest zdefiniowany równaniami (2.55) i (2.56).

Chociȧz rozwiązania niejawne uznawane są za dokładniejsze niż rozwiązania
jawne, porównanie ró̇znych rozwiązán jawnych i niejawnych z wynikami ekspery-
mentalnymi [129, 306] pokazuje,że rozwiązania jawne nie ustępują dokładnością roz-
wiązaniom niejawnym. W przypadku dużych zagadnién zalety metod jawnych, takie
jak wysoka efektywnósć rozwiązania dla pojedynczego kroku, nieiteracyjny schemat
rozwiązania oraz małe wymagania pamięci przeważają na wadami tych metod, jak
np. warunkowa stabilnósć i sprawiają,że metody jawne dominują w komercyjnych
programach do symulacji tłoczenia blach [222, 101].

Efektywnósć obliczeniowa metod jawnych w zastosowaniu do procesów tłoczenia
blach mȯze býc zwiększona poprzez algorytmiczne skalowanie masy lub zwiększe-
nie prędkósci narzędzi w procesie kształtowania. Obydwie metody zwiększają efekty
inercyjne. Wychodzi się z założenia,że w stosunkowo wolnych procesach kształto-
wania efekty inercyjne są tak małe,że nawet ich zwiększenie nie wprowadza dużych
zmian do rozwiązania. Należy jednak pamiętác, że zwiększenie efektów inercyjnych,
na skutek skalowania masy lub skalowania prędkości, jest dopuszczalne jedynie w
pewnych granicach [45].

Zastosowanie przestawionej powyżej metody zwiększenia efektywności rozwią-
zania jawnego poprzez algorytmiczne zwiększenie efektówinercyjnych jest niemȯz-
liwe w przypadku analizy sprężynowania powrotnego. Sprężynowanie powrotne jest
odkształceniem wytłoczki pod wpływem naprężén wewnętrznych, po usunięciu wy-
tłoczki z prasy. W modelu niejawnym sprężynowanie powrotne jest traktowane jako
tłumione drgania swobodne części, zob. [250]. Po usunięciu ograniczeń kontakto-
wych wytłoczka podlega drganiom pod wpływem niezrównoważonych naprę̇zén we-
wnętrznych. Odpowiednio dobrane tłumienie doprowadza dozaniku drgán i osią-
gnięcia quasi-statycznej równowagi. Aby wytłumić drgania, odpowiadające najniż-
szej (podstawowej) częstości drgán własnych, nalėzy analizowác przedział czasu co
najmniej zbli̇zony do okresu podstawowych drgań własnych. Jésli zastosowalibýsmy
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skalowanie mas, to uzyskalibyśmy zwiększenie krytycznego kroku całkowania wy-
znaczanego z równania (2.61), ale jednocześnie nastąpiłoby wydłu̇zenie okresu drgán
podstawowych, w związku z czym liczba wymaganych kroków całkowania pozosta-
łaby bez zmian. Ponieważ okres podstawowych drgań własnych mȯze býc znacznie
dłuższy ni̇z czas trwania operacji kształtowania, analiza sprężynowania powrotnego
za pomocą metody dynamicznej jest często nieefektywna. Efektywnym rozwiązaniem
jest zastosowanie modelu dynamicznego w analizie operacjikształtowania w połącze-
niu z modelem quasi-statycznym w analizie sprężynowania powrotnego [250].

Blacha w procesie tłoczenia poddana jest złożonemu procesowi odkształcania, cha-
rakteryzującemu się dużymi przemieszczeniami i dużymi odkształceniami. W mo-
delu numerycznym blacha jest zdyskretyzowana elementami skończonymi bryłowymi
lub powłokowymi [217, 91]. Elementy skończone u̇zyte do dyskretyzacji blachy po-
winny dobrze modelowác złożony stan odkształcenia blachy, a jednocześnie muszą
się charakteryzowác du̇zą efektywnóscią obliczeniową. Elementy powłokowe aczkol-
wiek oparte na uproszczonej kinematyce są efektywniejszeobliczeniowo i dominują w
praktycznych zastosowaniach symulacji numerycznej procesów tłoczenia blach. Nie-
mniej jednak zastosowanie elementów powłokowych nie zawsze jest mȯzliwe. Użycie
elementów bryłowych jest konieczne w przypadku operacji kształtowania, w których
mamy pełny trójwymiarowy stan naprężenia w materiale, jak np. w operacji wyciąga-
nia, stanowiącej jeden z etapów w procesie wytwarzania puszek.

Oddanie skomplikowanych zmian kształtu blachy wymaga odpowiednio drobnej
siatki elementów skónczonych. Zastosowanie bardzo drobnej siatki elementów skoń-
czonych dla całej blachy i w trakcie całego procesu doprowadziłoby do modelu nume-
rycznego o bardzo dużej liczbie niewiadomych, wymagającego długich czasów obli-
czén. Opracowano efektywne algorytmy numeryczne, pozwalające na automatyczne
zagęszczanie siatki tylko w obszarach o dużej krzywiźnie i du̇zych gradientach od-
kształcén.

Bardzo drobna siatka elementów skończonych byłaby potrzebna dla oddania stanu
odkształcenia blachy przechodzącej przez progi ciągowe. Poniewȧz promienie krzywi-
zny występujące w przekrojach progów ciągowych są zazwyczaj mniejsze ni̇z promie-
nie krzywizn innych czę́sci, wymiary elementów skónczonych dla analizy odkształ-
cenia blachy w progach ciągowych byłyby znacznie mniejszeod wymiarów wymaga-
nych dla innych szczegółów geometrii. Dla rozwiązania tego problemu stosuje się mo-
del tzw. efektywnego progu ciągowego, w którym próg ciągowy jest reprezentowany
przez linię lėzącą na powierzchni narzędzi, z określoną wartóscią siły oporu progu cia-
gowego. Siłę tę rozkłada się na węzły elementów skończonych przecinających linię
progu efektywnego. W pewnych przypadkach jednak dokładność analizy uzyskana
za pomocą modelu z efektywnymi progami ciągowymi może býc nie wystarczająca i
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wtedy konieczne jest dokładne modelowanie geometrii progów ciągowych [245].

Modelowanie odkształcenia materiału w procesie tłoczeniawymaga stosowania od-
powiednich modeli konstytutywnych [217]. Wytworzona w trakcie walcowania tek-
stura materiału blachy sprawia,że własnósci blachy cechują się anizotropowością,
która musi býc uwzględniona w sformułowaniu teoretycznym.

W przykładach numerycznych przedstawionych w niniejszym rozdziale stosowano
dyskretyzację elementami bryłowymi oraz powłokowymi. Jako element bryłowy sto-
sowano czterowęzłowy element dla zagadnień osiowosymetrycznych z selektywnym
całkowaniem naprę̇zén. Przy dyskretyzacji elementami bryłowymi stosowano izotro-
powy hipersprę̇zysto-plastyczny model materiału przedstawiony w podrozdziale 3.4.

Przy dyskretyzacji elementami powłokowymi BST w symulacjiprocesów tłocze-
nia blach stosuje się model konstytutywny materiału sprężysto-plastycznego z izo-
tropowymi własnósciami sprę̇zystymi i anizotropowymi włásciwósciami materiału w
stanie plastycznym.

Element skónczony stosowany w modelowaniu procesów tłoczenia musi być wy-
starczająco dokładny, a jednocześnie efektywny obliczeniowo. Kształtowane blachy
można modelowác za pomocą elementów bryłowych, niemniej jednak ze względu na
efektywnósć obliczeniową czę́sciej są stosowane elementy powłokowe.

Element BST ma po trzy przemieszczeniowe stopnie swobody w węźle, co zapew-
nia du̇zą efektywnósć obliczeniową i czyni go odpowiednim do stosowania w dużych
modelach przemysłowych procesów tłoczenia blach.

6.2 Symulacja wielozabiegowego kształtowania części karoserii

Rzeczywisty proces kształtowania części z blachy składa się zazwyczaj z wielu
operacji, takich jak wytłaczenie, przetłaczanie, okrawanie kołnierza, wycinanie otwo-
rów, zaginanie krawędzi. W symulacji konieczne jest uwzględnienie następujących po
sobie operacji, jak równiėz sprę̇zynowania powrotnego części, występującego między
operacjami i po zakónczeniu całego procesu wytwarzania.

Struktura programu numerycznego Stampack została przez autora zaprojektowana
tak, by w sposób łatwy uwzględnić wielozabiegowy proces kształtowania, wprowadza-
jąc po kȧzdej operacji dowolne modyfikacje, takie jak dodawanie i usuwanie dowol-
nych czę́sci modelu zdefiniowanych przez grupy elementów i pojedyncze elementy,
zmiany warunków brzegowych kinematycznych i obciążeniowych, zmianę definicji
warunków kontaktowych. Został opracowany również specjalny algorytm do usuwa-
nia czę́sci blachy przy okrawaniu i wycinaniu otworów [218]. Ponadto został opraco-
wany moduł programu do niejawnej analizy sprężynowania powrotnego [250].
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Możliwości programu autora w zakresie symulacji wielozabiegowegoprocesu
kształtowania zostaną pokazane na przykładzie symulacjikształtowania błotnika sa-
mochodu osobowego, przykładu testowego prezentowanego nakonferencji NUMI-
SHEET 2002 [306]. Analizowany proces kształtowania składasię z następujących
zabiegów (operacji): wytłaczania (ciągnienia), okrawania, zaginania krawędzi, po któ-
rych następuje analiza sprężynowania powrotnego.

a) b)

Rys. 6.2. Kształtowanie błotnika samochodowego: a) geometria narzędzi do operacji wytła-
czania, b) kształt wykroju blachy.

Geometria narzędzi do operacji wytłaczania oraz kształt wykroju blachy są poka-
zane na rys. 6.2. Materiałem wsadowym jest blacha o grubości 0.7 mm ze stali o wy-
sokiej wytrzymałósci o następujących własnościach mechanicznych: moduł Younga
E = 2.2188· 105 MPa, współczynnik Poissonaν = 0.3, o krzywej umocnienia da-
nej równaniem (3.23) o następujących parametrachC = 627.5 MPa,ε0 = 0.008155
i n = 0.246. Własnósci anizotropowe blachy są zdefiniowane przez współczynniki
LankfordaR0 = 2.619, R45 = 1.861 i R90 = 2.166. Tarcie między blachą a narzę-
dziami jest okréslone przez współczynnik tarcia Coulombaµ = 0.147.

Blachę zdyskretyzowano za pomocą ponad 146 000 trójkątnych elementów powło-
kowych BST. Symulację wytłaczania prowadzono przyjmując prędkósć ruchu stempla
10 m/s. Analiza wymagała około 83 000 kroków całkowania względem czasu. Czas
obliczén na komputerze PC z procesorem Xeon 3.4 GHz wyniósł 25 godz. 30 min.
CPU. Otrzymany kształt wytłoczki oraz rozkład grubości blachy po operacji wytła-
czania pokazano na rys. 6.3.

Następną operacją jest okrawanie kołnierza. Rzut liniicięcia na płaszczyznę nor-
malną do kierunku ruchu narzędzi jest przedstawiony na rys. 6.4a. W symulacji okra-
wania nie symuluje się dokładnie procesu rozdzielenia materiału, przeprowadza się
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a) b)

Rys. 6.3. Kształtowanie błotnika samochodowego – wytłaczanie: a) kształt czę́sci po operacji
wytłaczania; b) rozkład grubości (znormalizowanej względem grubości początkowej).

jedynie rozdzielenie blachy wzdłuż linii cięcia oraz usuwa się zbędną część z modelu.
W programie Stampack autor opracował specjalny algorytm rozdzielenia materiału
dokładnie wzdłu̇z dowolnie przebiegającej linni cięcia. Kształt części po usunięciu
okrawanego materiału jest pokazany na rys. 6.4b.

a) b)

Rys. 6.4. Kształtowanie błotnika samochodowego – okrawanie: a) rzut linii cięcia na płasz-
czyznę normalną do kierunku ruchu narzędzi; b) kształt czę́sci po operacji okrawania.

Ostatnią symulowaną operacją kształtowania jest zaginanie naddatku pozostałego
po operacji cięcia. Materiał jest zaginany poprzez specjalne narzędzia zaginające.
Podstawową trudnością w symulacji jest dobre oddanie zachowania materiału przy
małym promieniu gięcia. Kształt części po operacji zaginania krawędzi jest pokazany
na rys. 6.5a, zagięta krawędź jest pokazana wyraźniej na rys. 6.5b.
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Po usunięciu czę́sci z tłocznika następuje sprężyste odkształcenie powrotne (sprę-
żynowanie) czę́sci, prowadzące do zmiany jej geometrii. Sprężynowanie powrotne
zalėzy od własnósci mechanicznych materiałów oraz od przebiegu procesu kształtowa-
nia. Celem projektowania jest zminimalizowanie efektu sprężynowania lub takie za-
projektowanie procesu kształtowania, aby tłoczona część po sprę̇zynowaniu osiągnęła
pożądany kształt wyrobu kóncowego. Symulacja sprężynowania powrotnego została
przeprowadzona przy zastosowaniu quasi-statycznego modelu niejawnego. Wyniki
analizy sprę̇zynowania powrotnego przedstawiono na rys. 6.6. Rysunek 6.6a przed-
stawia geometrię przed (kolorem szarym) i po sprężynowaniu (kolorem czerwonym).
Na rys. 6.6b pokazano wyniki analizy sprężynowania powrotnego w postaci rozkładu
przemieszczén w kierunku prostopadłym do płaszczyzny rysunku.

a) b)

Rys. 6.5. Kształtowanie błotnika samochodowego – zaginanie krawędzi: a) kształt części po
operacji zaginania krawędzi; b) widok zagiętej krawędzi.

a) b)
Rys. 6.6. Kształtowanie błotnika samochodowego – sprężynowanie powrotne: a) kształt części
przed (kolor szary) i po sprężynowaniu powrotnym (kolor czerwony); b) rozkład przemiesz-
czén w kierunku osiz (normalnej do płaszczyzny rysunku).
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6.3 Symulacja tłoczenia blach spawanych

W celu zmniejszenia masy pojazdu i efektywniejszego spełnienia wymagán wytrzy-
małósciowych, w latach 90-tych ubiegłego wieku do produkcji elementów karoserii
wprowadzono blachy spawane laserem składające się z komponentów o ró̇znej grubo-
ści i różnych własnósciach wytrzymałósciowych [285, 220].

6.3.1 Charakterystyka włásciwósci tłocznych blach spawanych

Blacha spawana ze względu na zróżnicowanie włásciwósci lub grubósci blach skła-
dowych, jak równiėz oddziaływanie samej spoiny, odkształca się w sposób odmienny
ani̇zeli materiał jednorodny [224]. Symulacja tłoczenia blachspawanych wymaga spe-
cjalnego modelu uwzględniającego właściwósci spoiny [252, 225].

Materiał w strefie spoiny ma odmienną mikrostrukturę, co można łatwo zauwa-
żyć obserwując pod mikroskopem przekrój złącza spawanego.Na przekroju złącza
spawanego pokazanego na rys. 6.7 można łatwo wyró̇znić spoinę oraz strefy wpływu
ciepła. Ze względu na przetopienie laserowe w obrębie spoiny materiał w strefie złącza

Rys. 6.7. Mikrofotografia strefy spawanego laserowo złącza.

charakteryzuje się wẏzszą wytrzymałóscią i mniejszą odkształcalnością od materiału
rodzimego [5]. Powoduje to zmniejszenie odkształcalności blachy w strefie spoiny w
procesie tłoczenia. Innym efektem występującym w tłoczeniu blach o ró̇znej grubósci
i różnych własnósciach mechanicznych jest przemieszczanie się spoiny w stronę mniej
podatnego (grubszego lub bardziej wytrzymałego) materiału.

Tłocznósć blachy spawanej zależy od orientacji spoiny względem kierunku maksy-
malnego odkształcenia głównego (rys. 6.8). Gdy maksymalneodkształcenie główne
jest prostopadłe do spoiny, pękanie występuje w słabszymmateriale równolegle do
spoiny (rys. 6.8a). Jeśli spoina jest równoległa do kierunku maksymalnego odkształ-
cenia głównego, ograniczona tłoczność spoiny jest czynnikiem decydującym i pękanie
następuje prostopadle do spoiny (rys. 6.8b). Przy dobrej jakósci spoiny nie powinno
nastąpíc rozdzielenie materiału w samej spoinie w kierunku wzdłużnym [293].
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a) b)

Rys. 6.8. Pękanie blachy spawanej: a) wzdłuż spoiny, b) w poprzek spoiny.

6.3.2 Model MES blachy spawanej

a) b)

Rys. 6.9. Idealizacja geometrii blachy spawanej: a) model pięciostrefowy b) model trójstre-
fowy.

W prostym podej́sciu blachy spawane można analizowác z pominięciem spoiny
wprowadzając sztywne połączenia między składowymi blachami, niemniej jednak do-
kładniejsza analiza wymaga stosowania modelu blachy spawanej, uwzględniającego
specyficzne własności i geometrię złącza spawanego. Idealizując geometrię blachy
spawanej mȯzna wyodrębníc pię́c stref, reprezentujących materiał rodzimy blach skła-
dowych, strefy wpływu ciepła oraz spoinę (rys. 6.9a). W uproszczonym podejściu
spoinę oraz strefę wpływu ciepła można traktowác łącznie (rys. 6.9b). Zasięg spoiny
i stref wpływu ciepła mȯzna ustalíc na podstawie obserwacji mikrostruktury złącza
spawanego (rys. 6.7).

W dyskretyzacji blach spawanych można zastosowác różne elementy skónczone
[252, 238]. Najprostsze podejście polega na dyskretyzacji uproszczonej geometrii z
rys. 6.9a i 6.9b elementami bryłowymi, w wyniku czego otrzymuje się siatkę elemen-
tów skónczonych przedstawioną na rys. 6.10a,b. Rozwiązanie to jest mȯzliwe, aczkol-
wiek mȯze býc niezbyt praktyczne, gdyż elementy bryłowe nie są efektywne oblicze-
niowo w modelowaniu tłoczenia blach. W badaniach numerycznych przedstawionych
w niniejszej pracy stosowano dwa inne modele. W pierwszym z nich stosuje się ele-
menty powłokowe o ró̇znej grubósci i różnych własnósciach mechanicznych według
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wyróżnionych stref w modelu strefy połączenia (rys. 6.10c,d).Przedstawiony wcze-
śniej trójkątny element BST jest używany w tym modelu. Element powłokowy strefy
połączenia dobrze reprezentuje różne własnósci wyodrębnionych stref, ale przy sto-
sunkowo małych wymiarach poprzecznych spoiny oraz stref wpływu ciepła wymaga
to stosowania drobnej siatki elementów w tej strefie, co z kolei wpływa na zmniej-
szenie krytycznego kroku całkowania. Wysoką efektywność numeryczną przy wystar-
czającej dokładnósci mȯzna uzyskác reprezentując spoinę za pomocą elementów bel-
kowych (rys. 6.10e). W tym przypadku krok całkowania nie jest uwarunkowany wy-
miarami poprzecznymi, decydujący o kroku całkowania wymiar (długósć) elementu
belkowego mȯze býc znacznie większy. Własności sprę̇zysto-plastyczne spoiny i stref
wpływu ciepła oraz ich działanie wzdłuż linii połączenia są dobrze reprezentowane
przez elementy belkowe. Odkształcenie spoiny w kierunku poprzecznym do linii po-
łączenia jest zaniedbane w tym modelu. To uproszczenie jest uzasadnione tym,̇ze
przy dobrej jakósci spoin nie obserwuje się problemów związanych z nadmiernym
odkształceniem spoiny w kierunku poprzecznym [293].

a) b)

c) d)

e)

Rys. 6.10. Ró̇zne modele MES blach łączonych: a) dyskretyzacja elementami bryłowymi
modelu pięciostrefowego, b) dyskretyzacja elementami bryłowymi modelu trójstrefowego, c)
dyskretyzacja elementami powłokowymi modelu pięciostrefowego, d) dyskretyzacja elemen-
tami powłokowymi modelu trójstrefowego, e) model powłokowo-belkowy.

6.3.3 Wyznaczenie własnósci mechanicznych spoiny

Modelowanie blachy spawanej wymaga przyporządkowania odpowiednim strefom
tego złącza własności mechanicznych. Jedną z możliwości jest okréslenie teoretyczne
własnósci mechanicznych spoiny i strefy wpływu ciepła na podstawie termomecha-
nicznej symulacji spawania blach [316]. Symulacja termomechaniczna procesu spa-
wania uwzględniająca przemiany fazowe zachodzące w spoinie i strefie wpływu cie-
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pła pozwala oszacować własnósci wytrzymałósciowe złącza, jak również pozwala
otrzymác rozkład naprę̇zén rezydualnych, które mogą być wprowadzone jako warunki
początkowe w analizie tłoczenia blachy spawanej. Doświadczenie pokazuje,̇ze na-
prę̇zenia resztkowe po spawaniu są stosunkowo niewielkie w stosunku do naprę̇zén
wywołanych odkształcaniem blachy przy tłoczeniu, dlategomożna je zaniedbác nie
wprowadzając zbyt du̇zego błędu. Własnósci wytrzymałósciowe złącza mȯzna nato-
miast otrzymác alternatywnie na drodze doświadczalnej. Jednym ze sposobów jest
przeprowadzenie specjalnych testów rozciągania dla próbek wyciętych z blachy spa-
wanej [5]. Innym sposobem oszacowania własności wytrzymałósciowych jest wy-
korzystanie zalėznósci między twardóscią a wytrzymałóscią materiału – im wẏzsza
twardósć tym wyższa wytrzymałósć materiału. W niniejszej pracy podobnie jak w
pracach [225, 252] założono,że naprę̇zenia uplastyczniające materiału są wprost pro-
porcjonalne do jego twardości. Pozwala to wyznaczyć naprę̇zenia uplastyczniające w
spoinieσ spoina

Y z zalėznósci:

σ spoina
Y = σblacha

Y
µHVspoina

µHVblacha (6.1)

przy znajomósci naprę̇zenia uplastyczniającego materiału rodzimegoσblacha
Y , oraz mi-

krotwardósci materiału rodzimegoµHVblacha oraz spoinyµHVspoina. Spoina oraz
strefa wpływu ciepła mają wẏzszą twardósć niż materiał rodzimy (rys. 6.11). Po-
miary mikrotwardósci w przekroju złącza spawanego pozwalają również wyznaczýc
geometrię spoiny oraz strefy wpływu ciepła.

Rys. 6.11. Rozklad mikrotwardości na przekroju poprzecznym złącza blach grubości 1,2 i 1,5
mm ze stali w gatunkach DX54D+Z oraz H260YD+Z.
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6.3.4 Symulacja tłoczenia wytłoczki z wykroju spawanego

a) b)

Rys. 6.12. Tłoczenie blachy spawanej H260YD+Z/DX54D+Z: a)wytłoczka rzeczywista,
b) kształt wytłoczki otrzymany w symulacji numerycznej.

a) b)

Rys. 6.13. Rozkład odkształceń głównych na tle granicznej krzywej tłoczenia: a) dla blachy
ze stali DX54D+Z, b) dla blachy ze stali H260YD+Z.

Przeprowadzono symulację kształtowania wytłoczki pokazanej na rys. 6.12a. Wy-
krój blachy u̇zytej do tłoczenia ma kształt prostokąta o wymiarach 140× 100 mm,
składa się z dwóch blach składowych ze stali DX54D+Z o grubości 1.5 mm oraz
H260YD+Z o grubósci 1.2 mm zespawanych wzdłuż osi symetrii równoległej do krót-
szego boku całego wykroju. Rysunek 6.12a pokazuje,że w próbach laboratoryjnych
wykonanych w PolitechnicéSląskiej w trakcie tłoczenia następowało pękanie cieńszej
blachy.
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Przeprowadzono symulację tłoczenia przyjmując model blachy spawanej, składa-
jący się w całósci z elementów powłokowych, uwzględniający spoinę, strefy wpływu
ciepła oraz materiał rodzimy jak pokazano na rys. 6.10c. Na podstawie prób rozciąga-
nia próbek blach stalowych oraz pomiarów twardości złącza spawanego wykonanych
w PolitechniceŚląskiej przyjęto następujące krzywe umocnienia orazśrednie współ-
czynniki anizotropii:

• dla blachy DX54D+Z
materiał rodzimy:σ = 519(ε +0.022)0.206 MPa,R= 1.83,
strefa wpływu ciepła:σ = 723(ε +0.043)0.306 MPa,R= 1.83,

• dla blachy H260YD+Z
materiał rodzimy:σ = 598(ε +0.038)0.224 MPa,R= 1.56,
strefa wpływu ciepła:σ = 792(ε +0.041)0.306 MPa,R= 1.56,

• dla spoiny:σ = 896(ε +0.052)0.351 MPa,R= 1.5.

Szerokósć spoiny przyjęto 0.7 mm, grubość elementów powłokowych dyskretyzują-
cych spoinę przyjęto jakósrednią grubósci blach składowych, 1.35 mm. Szerokość
stref wpływu ciepła przyjęto 0.4 mm dla blachy DX54D+Z oraz0.3 mm dla blachy
H260YD+Z.

Wynik symulacji numerycznej w postaci kształtu końcowego blachy z zaznaczo-
nym miejscem mȯzliwego pękania blachy pokazano na 6.12b. Miejsce pękania wy-
znaczono na podstawie rozkładów odkształceń głównych w wytłoczce, zestawionych z
granicznymi krzywymi tłoczenia dla blach składowych (diagramy FLD – ang. forming
limit diagrams) pokazanymi na rys. 6.13. Położenie czę́sci punktów, odpowiadających
odkształceniom głównym dla blachy ze stali H260YD+Z powyżej granicznej krzywej
tłoczenia, wskazuje na możliwość pękania blachy w miejscu reprezentowanym przez
te punkty. Miejsce pękania wytłoczki, zaznaczone na rys. 6.12b, odpowiada miejscu
pękania rzeczywistej wytłoczki pokazanej na rys. 6.12a. Więcej wyników ekspe-
rymentalnych i numerycznych dla badanej wytłoczki można znaleź́c w [224, 252].
Zgodnósć wyników numerycznych z wynikami laboratoryjnymi potwierdza prawidło-
wość załȯzén przyjętych w modelowaniu blachy spawanej.

W badaniach laboratoryjnych zaobserwowano pewien rozrzutwyników. Dla tego
samego wsadu w części prób występowało pękanie, a w części otrzymywano po-
prawną wytłoczkę. Jest to przejaw losowości charakteryzującej pękanie blachy w
procesach tłoczenia. Stochastyczny charakter procesu tłoczenia blach został uwzględ-
nieniony w pracach [140, 139].
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6.3.5 Numeryczna symulacja wytłaczania miseczki cylindrycznej z blachy
spawanej

Przeprowadzono symulację numeryczną wytłaczania miseczki cylindrycznej z bla-
chy spawanej. Wyniki numeryczne porównano z badaniami eksperymentalnymi prze-
prowadzonymi w PolitechnicéSląskiej. Wykrojka o kształcie koła ósrednicy 100 mm,
wycięta jest z blachy spawanej w ten sposób,że spoina pokrywa się zésrednicą. Roz-
patrywano wytłaczanie blach spawanych wykonanych z dwóch różnych materiałów,
stali DC04 o grubósci 1 mm oraz stali DX54D+Z o grubości 1.5 mm, jak równiėz z
jednakowych blach składowych z powyższych materiałów.

W obliczeniach numerycznych stosowano nastepujące krzywe umocnienia oraz
współczynniki anizotropii:

• dla blachy DC04:σ = 524(ε +0.022)0.219 MPa,R= 1.86

• dla blachy DX54D+Z:σ = 519(ε +0.022)0.206 MPa,R= 1.83

• dla spoiny:σ = 740(ε +0.024)0.354 MPa.

Spoinę modelowano za pomocą elementów belkowych o przekroju kwadratowym
1 mm×1 mm.

Doświadczalne i numeryczne wyniki wytłaczania miseczki cylindrycznej z wy-
krojki spawanej z jednakowych blach składowych przedstawiono na rysunku 6.14.
Kształt wytłoczki uzyskany w symulacji numerycznej zgadzasię z kształtem wy-
tłoczki rzeczywistej. Mȯzna łatwo zauwȧzyć zmniejszoną podatność na odkształcenie
wzdłuż spoiny.

a) b)

Rys. 6.14. Wytłaczanie miseczki cylindrycznej z wykrojki spawanej z jednakowych blach
składowych: a) wytłoczka doświadczalna, b) kształt wytłoczki z symulacji numerycznej.
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a) b)
Rys. 6.15. Wytłaczanie miseczki cylindrycznej z wykrojki spawanej z ró̇znych blach składo-
wych: a) wytłoczka dóswiadczalna, b) kształt wytłoczki z symulacji numerycznej.

Rysunek 6.15 przedstawia eksperymentalne i numeryczne wyniki wytłaczania mi-
seczki z blachy spawanej z dwóch różnych materiałów. W tym przypadku zarówno w
rzeczywistej wytłoczce, jak i w symulacji numerycznej, można zaobserwować ogra-
niczoną odkształcalność strefy spoiny oraz jej przemieszczenie w kierunku grubszej
(mniej podatnej na odkształcenie) blachy składowej. Wyniki numeryczne zgadzają się
bardzo dobrze z wynikami doświadczalnymi.

6.4 Symulacja kształtowania blach pokrytych polimerem

6.4.1 Opis zagadnienia technicznego

Ostatnie lata przyniosły duży postęp w technologii opakowań. Producenci puszek
zmuszeni są do poszukiwania nowych materiałów i nowych technologii, aby sprostác
konkurencji ze strony innych technologii. Jednym z nowych materiałów są blachy po-
kryte warstwą polimeru. Mają one duże perspektywy w produkcji puszek do aerozoli,
napojów i innych produktów spożywczych (rys. 6.16). Blachy pokryte polimerem są
wprowadzane na rynek przez firmę Corus, znanego producentastali. Blachy te są no-
woczesnym materiałem, łączącym zalety blach stalowych,takie jak łatwósć kształto-
wania, dobre własnósci mechaniczne wyrobu, niski koszt, łatwy recykling z zaletami
nowoczesnej powłoki polimerowej, takimi jak wysokie walory estetyczne, ochrona
antykorozyjna, lekkósć produktu przy jednoczesnej dużej sztywnósci oraz eliminacja
dodatkowych operacji nakładania warstw ochronnych na puszkę.
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Rys. 6.16. Puszki z blachy pokrytej polime-
rem.

Rys. 6.17. Struktura laminatu stal-polimer.

Blachę powlekaną polimerem można traktowác jako laminat, składający się z pod-
łoża stalowego o grubości 0.12–0.2 mm, pokrytego z obu stron warstwami polimeru o
grubósci 0.02–0.03 mm (rys. 6.17). Podłoże jest blachą stalową chromowaną lub cy-
nowaną. Stosowanym polimerem jest PET, czyli poli(tereftalan etylenu). W produkcji
laminatu bardzo wȧznym problemem jest uzyskanie dobrej przyczepności warstwy
polimeru do podłȯza stalowego.

Proces kształtowania

Puszki na produkty spożywcze, napoje i aerozole wytwarzane są najczęściej w wielo-
etapowym procesie kształtowania. Podstawowe procesy to proces głębokiego tłocze-
nia połączony z przetłaczaniem (ang. DRD – draw-redraw) oraz proces głębokiego
tłoczenia połączony z przetłaczaniem i wyciąganiem (ang. DWI – draw and wall iro-
ning) pokazane schematycznie na rys. 6.18. W procesie wyci ˛agania (ang. ironing)
uzyskuje się znaczne pocienienieścianki puszki zazwyczaj w kilku etapach. Powłoka
polimerowa zmienia własności technologiczne blachy. Pojawiają się nowe problemy,
takie jak zapewnienie integralności powłoki polimeru oraz zachowanie przyczepności
polimeru do stali w trakcie procesu kształtowania.

Charakterystyka laminatu stal-polimer

Właściwósci mechaniczne i technologiczne laminatu stal-polimer zależą od włásciwo-
ści materiałów składowych i ich wzajemnego oddziaływania [237]. Polimery i metale
różnią się znacznie własnościami mechanicznymi (rys. 6.19). Polimery charaktery-
zują się zazwyczaj znacznie niższym modułem sprężystósci i niższymi naprę̇zeniami
uplastyczniającymi niż metale. Z rys. 6.19 widać, że wydłu̇zenie graniczne stali jest
większe ni̇z odkształcenie, przy którym następuje uplastycznienie polimeru (PET),
jest jednak mniejsze od maksymalnego wydłużenia polimeru. Odkształcanie poli-
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a) b)

Rys. 6.18. Procesy kształtowania puszek: a) tłoczenie z przetłaczaniem (DRD - draw redraw),
b) tłoczenie z przetłaczaniem i wyciąganiem (DWI - draw andwall ironing).

Rys. 6.19. Krzywe naprężenie–odkształcenie materiałów składowych laminatu.

meru pokrywającego podłoże stalowe jest odmienne od odkształcania swobodnego
polimeru. PET na podłȯzu metalu mȯzna odkształcíc znacznie bardziej niż swobodną
folię polimeru, problem lokalizacji nie występuje dzięki adhezji pomiędzy polime-
rem i metalem. Przy pewnym poziomie odkształcenia niejednorodnósć odkształcania
plastycznego uwidacznia się w mechanizmie odkształcaniawarstwy kontaktowej –
w rezultacie wykształci się niejednorodny stan odkształcenia i naprę̇zenia w pobli̇zu
powierzchni styku metalu i polimeru. Może doj́sć do delaminacji lub rozerwania war-
stwy polimeru (w zalėznósci od adhezji i własnósci polimeru). Zachowanie spójności
między obydwoma materiałami jest niezbędne w prawidłowym procesie kształtowania
laminatu.
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6.4.2 Numeryczny model laminatu stal-polimer

Numeryczny model laminatu stal-polimer powinien uwzględniać istotne czynniki
wpływające na własnósci technologiczne laminatu, w tym właściwósci mechaniczne
metalu i polimeru oraz zjawiska zachodzące w warstwie kontaktowej stal-polimer.
Globalny model laminatu składać się będzie z trzech modeli lokalnych:

• model konstytutywny stali,

• model konstytutywny polimeru,

• model konstytutywny warstwy kontaktowej.

Właściwósci mechaniczne polimeru silnie zależą od prędkósci odkształcenia i tem-
peratury, a naprę̇zenie uplastyczniające zależy ponadto od ciśnienia (czę́sci kulistej
tensora naprę̇zenia) [292]. W niniejszej pracy założono,że zmiany temperatury są sto-
sunkowo niewielkie i zastosowano uproszczony model, w którym temperatura jest da-
nym parametrem. Bardziej zaawansowany model wymaga zastosowania sprzę̇zonego
termomechanicznego opisu problemu. Zmiany temperatury mają znaczenie głównie w
operacji wyciągania, w niniejszej pracy ograniczymy siędo pierwszej operacji kształ-
towania puszki – tłoczenia, w której zmiany temperatury sąstosunkowo małe. Dlatego
można załȯzyć, że analiza izotermiczna jest wystarczająco dokładna.

Warstwa polimeru jest modelowana za pomocą modeli opisanych w podrozdziale
3.5, a odkształcanie stali jest opisywane za pomocą sprężysto-plastycznego modelu
przedstawionego w podrozdziale 3.4. Warstwa kontaktowa polimer–metal jest mode-
lowana przy załȯzeniu doskonałej przyczepności obu materiałów. Załȯzenie to jest
słuszne, jésli w procesie kształtowania nie następuje zerwanie więzów adhezyjnych w
warstwie kontaktowej.

6.4.3 Symulacja jednoosiowegósciskania polimeru

Doświadczalne krzywe naprężenie–odkształcenie uzyskane w próbach jednoosiowego
ściskania pokazane na rys. 3.2 zostaną wykorzystane do kalibracji modelu Arrudy-
Boyce orazścísliwego modelu Leonova dla PET – polimeru stosowanego jako war-
stwa pokrywająca w blasze stosowanej do produkcji puszek.W celu wyznaczenia sta-
łych materiałowych przeprowadzono analizęściskania pojedynczego elementu. Mo-
del konstytutywny implementowano dla ośmiowęzłowego elementu bryłowego Q1/P0.
Jest to element oparty na sformułowaniu mieszanym z liniow ˛a interpolacją pola prze-
mieszczén i stałym polem naprę̇zenia w elemencie. W tym elemencie nie występuje
zjawisko blokady objętósciowej. Stałe materiałowe znaleziono metodą prób i błę-
dów. Najpierw przeprowadzono analizę wrażliwości rozwiązania na zmiany poszcze-
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gólnych parametrów, a następnie zmieniano je aby uzyskać zadowalającą aproksyma-
cję krzywych dóswiadczalnych. Wyznaczone stałe materiałowe dla modelu Arrudy-
Boyce podano w tabeli 6.1, a dlaścísliwego modelu Leonova w tabeli 6.2.

Tabela 6.1. Stałe materiałowe dla modelu Arrudy-Boyce

E ν ∆E∗ γ̇0 s0 sss h αp µR λL

(MPa) – (J) s−1 (MPa) (MPa) (MPa) – (MPa) –

1.15·103 0.33 3.23·10−19 1016 85 41 200 0.08 7 2.5

Tabela 6.2. Stałe materiałowe dlaścísliwego modelu Leonova

E ν ∆H A0 τ0 D∞ h µ µR λL

(MPa) – (J mol−1) s−1 (MPa) – – – (MPa) –

1.158·103 0.33 2.0·105 4.1·10−23 0.70 17.3 120 0.047 8.6 2.9

Aproksymacja krzywych dóswiadczalnych uzyskana w analizie numerycznej z
użyciem wzynaczonych parametrów jest pokazana na rys. 6.20ai b w zestawieniu
z krzywymi dóswiadczalnymi. Analizę przeprowadzono dla różnych prędkósci od-
kształcenia. Mȯzna zaobserwować, że obydwa modele, model Arrudy-Boyce oraz
ścísliwy model Leonova, pozwalają uzyskać podobny charakter krzywej naprężenie-
odkształcenie oraz dobrze reprezentują zależnósć własnósci od prędkósci odkształce-
nia.

6.4.4 Symulacja tłoczenia puszki cylindrycznej

Przeprowadzono symulację numeryczną pierwszego etapu wytwarzania puszki, tło-
czenie wytłoczki cylindrycznej z wykrojki ósrednicy 150 mm z blachy pokrytej po-
limerem. Stalowe podłȯze o grubósci 0.2 mm jest pokryte od strony wewnętrznej
warstwą polimeru o grubości 0.02 mm, a od strony zewnętrznej warstwą polimeru o
grubósci 0.03 mm.Średnica stempla wynosi 79 mm, a jego promień – 1.4 mm. Ma-
tryca ma postác pieŕscienia ośrednicy wewnętrznej 79.76 mm i promieniu 1.2 mm.
Własnósci mechaniczne blachy są zdefiniowane przez granicę plastycznósci σ0 = 240
MPa, wytrzymałósć na rozciąganieRm = 360 MPa, parametr umocnienian = 0.17,
maksymalne wydłu̇zenieAm = 32%.
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Rys. 6.20. Numeryczne i doświadczalne krzywe naprężenie–odkształcenie: a) model Arrudy-
Boyce, b)ścísliwy model Leonova.

Polimer modelowano za pomocą modelu Arrudy-Boyce z parametrami podanymi
w tabeli 6.1. Załȯzono doskonałą przyczepność między stalą a polimerem. Współ-
czynnik tarcia Coulomba ustalony w badaniach laboratoryjnych przeprowadzonych w
IPU (Lyngby, Dania) wynosi 0.12. Siła dociskacza w procesieprodukcyjnym wynosi
18 kN. Rysunek 6.21 pokazuje model MES. Analizę przeprowadzono dlaćwiartki
geometrii. Warstwę stali i pokrycia polimerowego dyskretyzowano 8-węzłowymi ele-
mentami bryłowymi Q1/P0.

a) b)

Rys. 6.21. Model MES głębokiego tłoczenia puszki z blachy pokrytej polimerem.

Wyniki symulacji numerycznej są przedstawione na rys. 6.22. Rysunek 6.22a
przedstawia kształt wytłoczki otrzymany w symulacji, a rys. 6.22b przedstawia roz-
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kład grubósci wzdłu̇z tworzącej otrzymany w symulacji zestawiony z grubością zmie-
rzoną w badaniach procesu rzeczywistego. W symulacji otrzymano nieco większe
pocienieniéscianki u podstawy oraz nieco większą wysokość wytłoczki, co się wią̇ze
z mniejszym pogrubieniem w górnej części puszki. Ró̇znice między wynikiem sy-
mulacji a pomiarami w eksperymencie mogą być spowodowane zbyt małą wartością
przyjętego współczynnika tarcia.
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Rys. 6.22. Symulacja tłoczenia puszki: a) kształt wytłoczki, b) rozkład grubósci wzdłu̇z two-
rzącej

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zostały przedstawione szerokie możliwości rozwijanego pro-
gramu w zastosowaniu do symulacji rzeczywistych procesów kształtowania blach.
Przedstawiono oryginalne sformułowania teoretyczne, rozwinięte przy współudziale
i implementowane przez autora umożliwiające analizę du̇zych odkształcén sprę̇zysto-
plastycznych blach. Mȯzliwości zastosowán przemysłowych zilustrowano na przykła-
dzie wieloetapowego procesu kształtowania części karoserii. W niniejszym rozdziale
pokazano równiėz modelowanie nowoczesnych materiałów stosowanych w tłocznic-
twie, blach spawanych laserowo, używanych w produkcji elementów karoserii samo-
chodowych oraz blach powlekanych polimerem, nowego materiału wprowadzanego
do produkcji puszek. Dla blach spawanych omówiono sposób modelowania złącza
spawanego. Dokładność modelu i jego efektywnósć numeryczną pokazano analizu-
jąc wybrane przykłady testowe, które również były badane eksperymentalnie. Dla
modelowania blachy powlekanej polimerem implementowano znane z literatury za-
awansowane modele polimerów, model Arrudy-Boyce iścísliwy model Leonova.

Model numeryczny kształtowania blach powlekanych polimerem został opraco-
wany przez autora w ramach europejskiego projektu badawczego POLYCOAT. Czę́sć
otrzymanych wyników została opublikowana w [244]. Praca nad modelowaniem blach
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spawanych jest obecnie kontynuowana przez autora w ramach europejskiego projektu
badawczego SIM-TWB.

Pokazane przykłady symulacji kształtowania blach pokazują poprawnósć i efek-
tywnósć sformułowán teoretycznych, takich jak np. sformułowania elementów skoń-
czonych, modeli konstytutywnych i algorytmu analizy zagadnienia kontaktowego oraz
dużą przydatnósć praktyczną programu.



7. Sformułowanie metody elementów dyskretnych

Wstęp

Niniejszy rozdział rozpoczyna część pracy póswięconą metodzie elementów dyskret-
nych oraz zintegrowanej metodzie elementów dyskretnych i skończonych. W meto-
dzie elementów dyskretnych materiał jest modelowany jako zbiór sztywnych ciał, zwa-
nych elementami dyskretnymi, oddziaływujących między sobą poprzez siły kontaktu
zarówno w kierunku normalnym jak i stycznym do powierzchni styku. W oddzia-
ływaniu kontaktowym mȯzna uwzględníc siły spójnósci (kohezji) między elementami
oraz mȯzliwość zerwania tych więzów. Metoda elementów dyskretnych doskonale na-
daje się do modelowania materiałów charakteryzujących się istotnymi nieciągłósciami
mikrostruktury oraz nieciągłósciami w postaci zniszczenia. Umożliwia symulację po-
wstawania i propagacji pęknięć.

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformułowanie teoretyczne metody elemen-
tów dyskretnych. W sformułowaniu metody elementów dyskretnych stosowanym w
niniejszej pracy wykorzystuje się sztywne elementy o kształcie kuli (w zagadnieniu
trójwymiarowym) lub walca (w zagadnieniu dwuwymiarowym).Algorytm metody
elementów dyskretnych wykorzystujący sztywne elementy cylindryczne lub sferyczne
po raz pierwszy został zaproponowany przez Cundalla [57, 55]. W niniejszej pracy
wykorzystywany jest własny algorytm, implementowany w programie metody ele-
mentów skónczonych Simpact, opartym na jawnym całkowaniu równań ruchu [255].

Metoda elementów dyskretnych jest w istocie podobna do metody sztywnych ele-
mentów skónczonych [153], w której układ ciągły jest zastąpiony układem brył sztyw-
nych połączonych ze sobą nieważkimi elementami sprę̇zystymi i tłumiącymi. W opisie
matematycznym otrzymuje się podobne równania ruchu jak w metodzie elementów
dyskretnych. Występuje istotna różnica w koncepcji modelowania. Metoda sztyw-
nych elementów skónczonych w postaci przedstawionej [153] dążyła do zmniejszenia
liczby stopni swobody w modelu numerycznym w porównaniu do metody elemen-
tów odkształcalnych i nie była stosowana do modelowania materiału na poziomie mi-
kroskopowym. Nie formułowano zagadnienia kontaktowego dla układu brył sztyw-
nych. Nie uwzględniano w niej możliwości zerwania połączeń między sztywnymi
elementami skónczonymi. Nie było mȯzliwości modelowania powstawania i propaga-
cji szczelin.

119
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7.1 Równania ruchu swobodnego pojedynczego elementu dyskretnego

Rozpatrujemy dowolny ruch swobodny pojedynczego elementudyskretnego będącego
ciałem sztywnym o kształcie walca lub kuli (rys. 7.1). Opis ruchu dowolnego ciała
sztywnego jest zamieszczony w dodatku B. Równania ruchu rozpatrywanego ele-
mentu dyskretnego są szczególnym przypadkiem ogólnych równán ruchu przedsta-
wionych w dodatku B.

Rys. 7.1. Ruch sztywnej cząstki.

Ruch opisywany jest względem nieruchomego układu współrzędnychOX1X2X3.
Ogólne równanie ruchu dowolnego ciała sztywnego w postaci słabej dane jest równa-
niem (B.14). Jako punkt odniesienia (biegun) wybieramy punkt pokrywający się ze
środkiem masy elementu dyskretnegoC. Przy tym załȯzeniu zasada prac przygotowa-
nych dla rozpatrywanego ciała sztywnego wyraża się następującym równaniem:

(
müC−F ext) ·δuC +

(
JC · !̇+!×JC ·!−T ext

C

)
·δ' = 0, (7.1)

gdzieδuC – przemieszczenie przygotowaneśrodka masy,δ' – elementarny (przygo-
towany) obrót,m – masa ciała sztywnego,F ext – wypadkowa sił zewnętrznych zdefi-
niowana równaniem (B.10),T ext

C – wypadkowy moment sił zewnętrznych względem
biegunaC zdefiniowany równaniem (B.11),JC – tensor bezwładności zdefiniowany
równaniem (B.13),! – wektor prędkósci obrotowej.

W rozpatrywanym zagadnieniu równanie (7.1) można jeszcze bardziej uproścíc. W
przypadku ciała sztywnego o kształcie kuli, jak również w przypadku dowolnego ciała
sztywnego poruszającego się w płaszczyźnie, znika człon !×JC ·!, dzięki czemu
równanie (7.1) upraszcza się do postaci:

(
müC−F ext) ·δuC +

(
JC · !̇−T ext

C

)
·δ' = 0. (7.2)
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Poniewȧz wariacjeδuC i δ' są niezalėzne, spełnienie równania (7.2) wymaga speł-
nienia dwóch równán:

müC = F ext, (7.3)

JC · !̇ = T ext
C , (7.4)

które są szczególnym przypadkiem równań Newtona–Eulera (B.15)–(B.16). Równa-
nia (7.3) i (7.4) opisują odpowiednio ruch postępowy i ruch obrotowy ciała sztywnego
o kształcie kuli (3D) lub walca (2D).

7.2 Równania ruchu układu elementów dyskretnych

W metodzie elementów dyskretnych mamy do czynienia z układem wielu elementów
– ciał sztywnych, których ruch jest wynikiem obciążenia zewnętrznego i wzajemnego
oddziaływania między sobą poprzez reakcje kontaktowe o charakterze sił jak rów-
nież momentów skupionych. Dodatkowe ograniczenia kontaktowemiędzy elemen-
tami dyskretnymi w implementowanym sformułowaniu są spełnione w przybli̇zeniu
za pomocą metody funkcji kary.

Założymy, że ruch jest badany w nieruchomym układzie kartezjańskim X. Ruch
obrotowy poszczególnych elementów dyskretnych jest opisywany względem układów
inercyjnych, których początek pokrywający się ześrodkiem masy poszczególnych ele-
mentów jest traktowany jako chwilowy biegun ruchu obrotowego. Wykorzystując
równanie (B.14) zasadę prac przygotowanych dla układuN elementów o kształcie
kuli (3D) lub walca (2D) mȯzna zapisác w następującej postaci:

N

∑
i=1

[(
miüi −F ext

i

)
·δui +

(
Ji · !̇i −T ext

i

)
·δ'i

]
+ δWc = 0, (7.5)

gdzie δWc jest pracą przygotowaną oddziaływań kontaktowych wszystkich par ele-
mentów w kontakcie, ami, Ji , ui , !i, F ext

i i T ext
i są wprowadzonymi wcześniej wielko-

ściami odnoszącymi się doi-tego elementu dyskretnego:mi jest masąi-tego elementu
dyskretnego1, Ji – tensorem bezwładności względem układu centralnego (o początku
pokrywającym się zésrodkiem masy),ui – przemieszczenieḿsrodka masy,!i – pręd-
kością kątowa,F ext

i – wypadkową siłą od obciążenia zewnętrznego (bez oddziaływa-
nia kontaktowego), aT ext

i – wypadkowym momentem od obciążenia zewnętrznego
(bez oddziaływania kontaktowego).

1W dalszych rozwȧzaniach zostanie opuszczony indeksC wskazujący na wybór bieguna dla opisu
ruchu obrotowego.
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Praca przygotowana oddziaływań kontaktowychδWc jest sumą prac przygotowa-
nych oddziaływania kontaktowego we wszystkich parach kontaktujących się elemen-
tów dyskretnych:

δWc = 1
2

N

∑
i=1

nci

∑
j=1

δwc
i j , (7.6)

gdzie δwc
i j jest pracą przygotowaną oddziaływania kontaktowego mi˛edzy i-tym i j-

tym elementem, anci liczbą elementów będących w kontakcie zi-tym elementem
dyskretnym. Współczynnik 1/2 w równaniu (7.6) wynika z faktu,̇ze przy zastosowa-
nym sumowaniu kȧzda para kontaktowa występuje dwukrotnie. Praca przygotowana
oddziaływania kontaktowego międzyi-tym i j-tym elementem jest sumą prac przygo-
towanych sił i momentów oddziaływania kontaktowego:

δwc
i j = F c

i j · (δuc
j −δuc

i )+Ti j · (δ'j −δ'i) , (7.7)

gdzieF c
i j – całkowita siła oddziaływania kontaktowego międzyi-tym a j-tym elemen-

tem dyskretnym,δuc
i – przemieszczenie przygotowane punktu należącego doi-tego

elementu będącego w kontakcie zj-tym elementem,δuc
j – przemieszczenie przygoto-

wane punktu nalėzącego doj-tego elementu będącego w kontakcie zi-tym elementem,
δ'i i δ'j – przygotowane obrotyi-tego i j-tego elementu dyskretnego. W stosowanym
sformułowaniu metody elementów dyskretnych zastosowano regularyzację ograniczeń
kontaktowych za pomocą funkcji kary, w związku z tym przemieszczenia przygoto-
wane nie muszą spełniać więzów geometrycznych dla kontaktu (więzy te są spełnione
w sposób przybli̇zony).

Zgodnie z zasadami akcji i reakcji siły i momenty, z jakimi oddziaływują na siebie
kontaktujące się elementy, są równe co do wartości i przeciwnie zwrócone. Biorąc to
pod uwagę równanie (7.7) można zapisác w postaci:

δwc
ij = −F c

i j ·δuc
i −F c

j i ·δuc
j −Tij ·δ'i −Tj i ·δ'j . (7.8)

Na podstawie równania (B.1) równanie (7.8) można przekształcić do postaci

δwc
ij = −F c

ij · (δui + δ'i × sc
i )−F c

j i · (δuj + δ'j × sc
j )−Tij ·δ'i −Tj i ·δ'j . (7.9)

Korzystając z jawnej postaci wyrażenia na pracę przygotowaną oddziaływania kontak-
towego (7.9) oraz własności iloczynu mieszanego wektorów zasadę prac przygotowa-
nych dla układu elementów dyskretnych (7.5) można zapisác w następującej postaci

N

∑
i=1

[(
miüi −F ext

i −
nci

∑
j=1

F c
ij

)
·δui +

(
Ji · !̇i −T ext

i −
nci

∑
j=1

Tij −
nci

∑
j=1

sc×F c
ij

)
·δ'i

]
= 0.

(7.10)
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Wprowadzając wypadkowe siły i momenty działające nai-ty element

Fi = F ext
i +

nci

∑
j=1

F c
i j = F ext

i +F cont
i , (7.11)

Ti = T ext
i +

nci

∑
j=1

Tij +
nci

∑
j=1

sc
j ×F c

ij = T ext
i +T cont

i , (7.12)

równanie (7.10) mȯzna zapisác w postaci

N

∑
i=1

[(miüi −Fi) ·δui +(Ji · !̇i −Ti) ·δ'i ] = 0. (7.13)

Równanie (7.13) zostanie zapisane w notacji algebraicznej

δ rT (Mr̈ −R)+ δˆT (J�̇−T
)

= 0, (7.14)

gdzie r jest wektorem zawierającym przemieszczeniaśrodków mas elementów dys-
kretnych,δ r – wektorem przemieszczeń przygotowanych,δˆ – wektorem obrotów
przygotowanych,� – wektorem prędkósci obrotowych,M – macierzą mas elemen-
tów dyskretnych,J – macierzą składowych tensora bezwładności, R – wektorem sił
wypadkowych,T – wektorem wypadkowych momentów względemśrodków mas ele-
mentów,

r = {u1 . . . uN}T , (7.15)

δ r = {δu1 . . . δuN}T , (7.16)

δˆ = {δ'1 . . . δ'N}T , (7.17)

� = {!1 . . . !N}T , (7.18)

M =




m113×3
. . .

mN13×3


 , (7.19)

J =




J1
. . .

JN


 , (7.20)

R = {F1 . . . FN}T , (7.21)

N = {T1 . . . TN}T . (7.22)
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Poniewȧz równanie (7.14) musi być spełnione dla dowolnych przemieszczeń i obrotów
przygotowanych, otrzymuje się następujący układ równań opisujących ruch układu
elementów dyskretnych o kształcie kuli (3D) lub walca (2D)

Mr̈ = R , (7.23)

J�̇ = T . (7.24)

7.3 Model oddziaływania kontaktowego elementów dyskretnych z
tarciem bez kohezji

Siły i momenty oddziaływania kontaktowego są liczone zgodnie z zastosowanym
modelem konstytutywnym kontaktu. W opisywanym sformułowaniu metody elemen-
tów dyskretnych dostępne są następujące modele oddziaływania kontaktowego:

• model oddziaływania kontaktowego z tarciem bez kohezji,

• model oddziaływania kontaktowego z odpornością na rozciąganie (z kohezją).

W obydwu modelach mȯzliwe jest uwzględnienie tłumienia oraz włączenie oddzia-
ływania momentowego. W niniejszym podrozdziale zostanie przedstawiony model
oddziaływania kontaktowego z tarciem bez kohezji oraz bez uwzględnienia oddziały-
wania momentowego.

Rys. 7.2. Rozkład siły kontaktu na składowe
normalną i styczną.

Rys. 7.3. Model oddziaływania kontaktowego
pomiędzy cząstkami.

Siłę oddziaływania kontaktowegoF c
ij między dwoma elementami dyskretnymii-

tym i j-tym mȯzna rozłȯzyć na składową normalną i styczną do powierzchni styku,
odpowiednio(Fn)ij i (Fs)ij (rys. 7.2)

F c
ij = (Fn)ij +(Fs)ij = (Fn)ij n j +(Fs)ij , (7.25)
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gdzieni jest jednostkowym wektorem prostopadłym do powierzchni styku rozpatry-
wanych cząstek, skierowany na zewnątrz cząstkii-tej. W dalszych rozwȧzaniach dla
uproszczenia oznaczeń opuszczone zostaną indeksyi oraz j. Siły oddziaływania kon-
taktowego w kierunku normalnym i stycznym,Fn i Fs, są wyznaczane na podstawie
przyjętego modelu kontaktu pomiędzy elementami dyskretnymi.

Schemat reologiczny modelu oddziaływania kontakowego z tarciem bez kohezji
jest pokazany na rys. 7.3. Model ten zdefiniowany jest poprzez stałe moduły sztyw-
nósci w kierunku normalnymkn i stycznymks, współczynnik tarcia Coulombaµ i
współczynnik tłumienia wiskotycznego dla oddziaływania kontaktowegocn.

Zgodnie z przyjętym modelem siła oddziaływania kontaktowego w kierunku nor-
malnymFn jest sumą składowej sprężystejFe

n i siły tłumieniaFd
n

Fn = Fe
n +Fd

n . (7.26)

Czę́sć sprę̇zystaFe
n jest proporcjonalna do modułu sztywności w kierunku normalnym

kn i do penetracji (przenikania) powierzchni zewnętrznych rozpatrywanych cząstekg
w miejscu styku

Fe
n = kng. (7.27)

Dla cząstek o kształcie kuli lub walca wzajemną penetrację mȯzna wyznaczýc z rów-
nania

g = d− r i − r j , (7.28)

gdzie d jest odległóscią środków cząstek, ar i i r j są ich promieniami. W rozpa-
trywanym modelu wyklucza się siły kohezji, więc oddziaływanie kontaktowe mȯze
zachodzíc tylko przy ściskaniu w kierunku normalnym (jeśli g < 0). Jésli g≥ 0, od-
działywanie kontakowe nie występuje (Fe

n = 0). Przyjęty model oddziaływania jest
identyczny z przedstawionym w podrozdziale 4.4 modelem kontaktu ciał odkształcal-
nych z regularyzacją za pomocą funkcji kary.

Włączenie tłumienia do modelu oddziaływania kontaktowego ma na celu zapew-
nienie rozpraszania energii kinetycznej zderzających się cząstek i zmniejszenie wystę-
pujących w układzie drgán. W opisywanym modelu założono działanie sił tłumiących
dla kontaktu w kierunku normalnym. Przyjęto,że tłumienie w oddziaływaniu kontak-
towym ma charakter wiskotyczny (lepkościowy) i jest proporcjonalne do względnej
prędkósci cząstek w kierunku prostopadłym do powierzchni stykuvrn

Fd
n = cnvrn , (7.29)
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przy czym prędkósć vrn wyznacza się w następujący sposób

vrn = vr ·ni . (7.30)

gdzievr jest względną prędkością w punkcie styku:

vr = (vj +!j ×rc
j )− (vi +!i ×rc

i ) , (7.31)

vi i vj są prędkósciami liniowymiśrodków mas cząstek,!i i !j są prędkósciami kąto-
wymi cząstek, arc

i i rc
j są wektorami łączącymiśrodki mas z punktami kontaktu.

Wielkość tłumienia mȯze býc okréslona poprzez odniesienie do tłumienia krytycz-
nego. Współczynnik tłumieniacn, występujący w równaniu (7.29), można zdefiniowác
jako proporcjonalny do współczynnikaccr, wyznaczającego tłumienie krytyczne

cn = ˛c ccr , (7.32)

z parametrem̨ c ≥ 0, będącym współczynnikiem proporcjonalności. Dla układu
dwóch elementów dyskretnych o masachmi i mj połączonych sprę̇zyną o sztywnósci
kn tłumienie krytyczne jest określone współczynnikiemccr danym następującą zależ-
nóscią, por. [277],

ccr = 2

√
mimj kn

mi +mj
. (7.33)

Tłumienie zalėzne od prędkósci względnej kontaktujących się cząstek, dane równa-
niem (7.29), rozprasza energię zderzających się cząstek, a nie wyhamowuje cząstek
swobodnych.

Oddziaływanie kontaktowe w kierunku stycznym w omawianym modelu jest zwią-
zane z występowaniem tarcia przeciwdziałającego poślizgowi w miejscu styku. Po-
ślizg jest charakteryzowany poprzez składową stycznąvrs względnej prędkósci styka-
jących się punktów dwóch cząstekvr:

vrs = vr − (vr ·ni)ni . (7.34)

Dla siły oddziaływania stycznego między elementami dyskretnymiFs przyjęto re-
gularyzowany model tarcia Coulomba przedstawiony w podrozdziale 4.4 dla kontaktu
pomiędzy ciałami odkształcalnymi. W modelu tym wymagane jest spełnienie nastę-
pujących warunków:

�= ||Fs||−µ |Fn| ≤ 0, (7.35)
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Ḟs = ks

(
vrs−λ

Fs

||Fs||

)
, (7.36)

λ ≥ 0, �λ = 0, (7.37)

gdzieµ jest współczynnikiem tarcia Coulomba,ks jest parametrem kary, który może
być interpretowany jako sztywność oporu przylegania. Algorytm numeryczny dla wy-
znaczenia siłyFs zgodnie z warunkami (7.35)–(7.37) jest podobny do algorytmu opi-
sanego równaniami (4.48)–(4.52).

Przedstawiony model oddziaływania kontaktowego jest stosunkowo najprostszym
modelem stosowanym w metodzie elementów dyskretnych. Możliwe jest wykorzysta-
nie innych modeli, jak np. model Hertza dla oddziaływania w kierunku normalnym
i bardziej skomplikowane modele tarcia [65, 104, 105]. Bardziej rozbudowane mo-
dele dają większe możliwości modelowania, lecz niedogodnością w ich stosowaniu
jest koniecznósć wyznaczenia większej liczby parametrów.

7.4 Model oddziaływania kontaktowego z odpornóscią na rozciąganie

Modelowanie materiału skalnego lub innych materiałów charakteryzujących się spój-
nóscią wymaga uwzględnienia możliwości przenoszenia naprężén (sił) rozciągających
w modelu oddziaływania kontaktowego elementów dyskretnych. W wielu innych za-
stosowaniach sformułowanie zagadnienia kontaktowego wymaga równiėz wprowa-
dzenia odpornósci na rozciąganie [256, 31], która może miéc ograniczoną wartósć i
może zostác zniszczona przy pewnym obciążeniu.

Odpornósć na rozciąganie obejmuje dwa zjawiska, adhezję (przyleganie) i kohe-
zję (spójnósć). W prezentowanym modelu obydwa te zjawiska fizyczne traktowane
są jednolicie. Ogólne íscisłe matematycznie sformułowanie zagadnienia kontaktuz
adhezją zostało podane w [256]. W niniejszej pracy model kontaktu z odpornóscią
zostanie wprowadzony w prosty sposób poprzez rozszerzeniestandardowego modelu
kontaktu regularyzowanego za pomocą funkcji kary na zakres naprę̇zén kontaktowych
rozciągających. Oznacza to,że wyrȧzenie na siłę kontaktową w kierunku normalnym
(7.27) jest równiėz wȧzne dlag > 0. Przy czynnym wiązaniu kohezyjnym liniowa
zalėznósć opisuje oddziaływanie w kierunku normalnym i stycznym:

Fe
n = kng, Fs = ksus , (7.38)

gdzie: Fe
n – siła oddziaływania kontaktowego w kierunku normalnym,Fs – siła od-

działywania kontaktowego w kierunku stycznym,kn – sztywnósć połączenia kontak-
towego w kierunku normalnym,ks – sztywnósć połączenia kontaktowego w kierunku
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a) b)

Rys. 7.4. Sprę̇zysto idealnie kruchy model kontaktu: a) siła kontaktu w kierunku normalnym,
a) siła kontaktu w kierunku stycznym.

stycznym,g – względne przemieszczenie w kierunku normalnym w miejscustyku,us

– względne przemieszczenie w kierunku stycznym.

Przy pewnym poziomie obciążenia rozciągającego lub́scinającego mȯze nastąpíc
osłabienie wiązán prowadzące do częściowego lub całkowitego odspojenia. Zależno-
ści dla oddziaływania kontaktowego w kierunku normalnym i stycznym w implemen-
towanym modelu są pokazane na rys. 7.4. W modelu tym następuje natychmiastowe
zerwanie wiązania i natychmiastowy spadek siły do zera w momencie przekrocze-
nia granicznej wytrzymałósci połączenia przez którąkolwiek z sił obliczonych według
równán (7.38). Taki model nazywany jest sprężysto-idealnie kruchym. Kryterium
odspojenia mȯzna zapisác w następujący sposób:

Fe
n ≤ Rn , ‖Fs‖ ≤ Rs, (7.39)

gdzie:Rn – wytrzymałósć połączenia kontaktowego w kierunku normalnym,Rs – wy-
trzymałósć połączenia kontaktowego w kierunku stycznym. Powierzchnia zniszczenia
(odspojenia) zgodna z warunkami (7.39) jest pokazana na rys. 7.5.

Rys. 7.5. Powierzchnia zniszczenia dla sprężysto-idealnie kruchego modelu oddziaływania
kontaktowego.
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W przypadku braku spójności (po zerwaniu wiązán) model kontaktu uwzględnia
standardowe oddziaływanie kontaktowe –ściskające w kierunku normalnym oraz tar-
cie w kierunku stycznym zgodnie z regularyzowanym modelem tarcia Coulomba. Mo-
del oddziaływania kontaktowego po zerwaniu wiązań jest całkowicie zgodny z mode-
lem oddziaływania kontaktowego bez kohezji przedstawionym w podrozdziale 7.3.

Opisany model jest najprostszym modelem oddziaływania kontaktowego ze spój-
nóscią. Mȯzliwe jest stosowanie bardziej skomplikowanych modeli, np. uszkodzenie
idealnie kruche mȯzna zastąpić stopniową degradacją sztywności i wytrzymałósci po-
łączenia charakteryzującą model sprężysty z uszkodzeniem (ang. elastic damage mo-
del) [216, 110] lub model wykorzystujący sformułowanie sprężysto-plastyczne z osła-
bieniem [216, 31, 59]. W pracy [59] wprowadza się modele sprężysto-plastyczne do
modelowania oddziaływania w warstwie kontaktowej międzywielokątnymi elemen-
tami dyskretnymi w przekonaniu,że wprowadzenie na poziom mikroskopowy modeli
sprawdzonych w mechanice kontinuum musi dać co najmniej tak dobre wyniki jak
w ich oryginalnym sformułowaniu. Dóswiadczenia autora [216] wskazują jednak,że
stosowanie bardziej skomplikowanych modeli na poziomie mikroskopowym aczkol-
wiek daje poprawne wyniki, nie wprowadza nowych jakościowo zachowán makro-
skopowych materiału. Z tego powodu w niniejszej pracy ograniczymy się do modelu
kontaktu sprę̇zysto-idealnie kruchego. Różne kombinacje wartósci parametrów tego
modelu dają mȯzliwość modelowania ró̇znych zachowán makroskopowych materia-
łów, typowych zarówno dla materiałów kruchych, jak i podatnych. Mȯzliwości te
zostaną przedstawione w dalszej części pracy.

7.5 Model oddziaływania momentowego pary elementów dyskretnych

Moment oddziaływania kontaktowego charakteryzuje przeciwdziałanie względnemu
obrotowi kontaktujących się elementów dyskretnych. W ogólnym przypadku moment
może działác w przypadku połączenia kohezyjnego, jak również w przypadku kon-
taktu bez kohezji. W niniejszej pracy ograniczymy się do przypadku kontaktu z tar-
ciem bez kohezji.

Moment oddziaływania kontaktowegoT c
ij między dwoma elementami dyskretnymi

i-tym i j-tym mȯzna rozłȯzyć na składową normalną i styczną do powierzchni styku,
odpowiednio(Tn)ij i (Ts)ij

T c
ij = (Tn)ij +(Ts)ij = (Tn)ij n j +(Ts)ij , (7.40)

gdzieni jest jednostkowym wektorem prostopadłym do powierzchni styku rozpatry-
wanych cząstek, skierowanym na zewnątrz cząstkii-tej. W dalszych rozwȧzaniach dla
uproszczenia oznaczeń opuszczone zostaną indeksyi oraz j.
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Moment przeciwdziała względnemu ruchowi obrotowemu charakteryzowanemu
względną prędkóscią obrotową!r

!r = !i −!j , (7.41)

którą mȯzna równiėz rozłȯzyć na składową normalną i styczną do płaszczyzny styku,
!rn i !rt

!r = !rn +!rs = ωrn ·ni +!rs. (7.42)

Składową normalną można wyznaczýc przez rzutowanie wektora!r na jednostkowy
wektor normalnyni,

ωrn = !r ·ni , (7.43)

wtedy składową styczną otrzymuje się na podstawie równania (7.42) jako

!rs = !r−ω rnni . (7.44)

Model momentowego oddziaływania kontaktowego można sformułowác analo-
gicznie do modelu tarcia poślizgowego. Dla oporu przeciwdziałającego względnemu
obrotowi wokół osi normalnej do powierzchni styku można zapisác następujące wa-
runki Kuhna-Tuckera okréslające warunki póslizgu, przylegania i wzajemnego wyklu-
czania się przylegania i poślizgu:

φn ≤ 0, λn ≥ 0, φnλn = 0, (7.45)

gdzieλn jest okréslona przez niestowarzyszone prawo poślizgu:

!rn = λn
Tn

||Tn||
, (7.46)

a φn jest dane równaniem

φn = ‖Tn‖−an|Fn| , (7.47)

an jest współczynnikiem o wymiarze długości charakteryzującym wielkość granicz-
nego momentu tarcia wokół osi normalnej do powierzchni styku. Załȯzono przy tym,
że moment ten jest proporcjonalny do normalnej siły kontaktu Fn.

Analogicznie mȯzna zapisác warunki Kuhna-Tuckera dla oporu przeciwdziałają-
cego względnemu obrotowi wokół osi leżącej w powierzchni styku

φs ≤ 0, λs ≥ 0, φsλs = 0, (7.48)
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gdzieλs jest okréslona przez niestowarzyszone prawo poślizgu:

!rs = λs
Ts

||Ts||
, (7.49)

a φs jest dane równaniem

φs = ‖Ts‖−as|Fn| , (7.50)

as jest współczynnikiem o wymiarze długości charakteryzującym wielkość granicz-
nego momentu oporu przeciwdziałającemu względnemu obrotowi wokół osi lėzącej
w płaszczyźnie styku. Podobnie jak dla obrotu wokół osi normalnej załȯzono, że
moment oporu jest proporcjonalny do normalnej siły kontaktu Fn. Jest to załȯzenie
zgodne z modelem tarcia tocznego stosowanego w praktyce inżynierskiej.

Implementacja numeryczna modelu oddziaływania kontaktowego wymaga regula-
ryzacji warunków kontaktu danych przez (7.45)–(7.47) i (7.48)–(7.50). Regularyzacja
polega na wprowadzeniu współczynników karykrot

n i krot
s do praw póslizgu (7.46) i

(7.49)

Ṫn = krot
n

(
!rn−λn

Tn

||Tn||

)
, (7.51)

Ṫs = krot
s

(
!rs−λs

Ts

||Ts||

)
. (7.52)

Po regularyzacji modele oddziaływania kontaktowego są analogiczne do sprę̇zysto-
plastycznego modelu materiału z niestowarzyszonym prawempłynięcia, a współczyn-
niki kary spełniają rolę modułów sprężystósci.

7.6 Tłumienie zewnętrzne

Opisane wczésniej tłumienie uwzględnione w modelu oddziaływania kontaktowego
można traktowác jako tłumienie własne (wewnętrzne) materiału. Oprócz tego w mo-
delu mȯzna zdefiniowác tłumienie, mające charakter tłumienia zewnętrznego, repre-
zentujące opór ósrodka, w którym poruszają się cząstki – elementy dyskretne. Tłu-
mienie to rozprasza energię kinetyczną wszystkich cząstek, bez względu na to, czy
znajdują się w kontakcie z innymi cząstkami lub obiektami.

W równaniach ruchu z dodanym tłumieniem całkowite siły i momenty działające na
pojedynczy element dyskretny zdefiniowane równaniami (7.11) i (7.12) są rozszerzone
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o człony wynikające z tłumienia,F damp
i i T

damp
i

Fi = F ext
i +F cont

i +F
damp
i , (7.53)

Ti = T ext
i +T cont

i +T
damp
i . (7.54)

W przyjętym modelu wprowadzono tłumienie zewnętrzne, zarówno wiskotyczne (lep-
kościowe) jak i niewiskotyczne (nielepkościowe). Człony uwzględniające tłumienie
są dane następującymi wyrażeniami:

• dla tłumienia wiskotycznego

F
damp
i = −˛vtmivi , (7.55)

T
damp
i = −˛vr Ji!i ; (7.56)

• dla tłumienia niewiskotycznego

F
damp
i = −˛nvt‖F ext

i +F cont
i ‖ vi

‖vi‖
, (7.57)

T
damp
i = −˛nvr‖T ext

i +T cont
i ‖ !i

‖!i‖
, (7.58)

gdzie˛vt, ˛vr, ˛nvt i ˛nvr są odpowiednimi współczynnikami tłumienia. Na podstawie
równán (7.55)–(7.58) mȯzna zauwȧzyć, że zarówno tłumienie wiskotyczne, jak i nie-
wiskotyczne przeciwdziała ruchowi cząstek, siły tłumienia są skierowane w kierunku
przeciwnym do prędkósci cząstek. Ró̇znica między przyjętymi w modelu rodzajami
tłumienia jest w okrésleniu wielkósci oporu. Tłumienie wiskotyczne jest proporcjo-
nalne do prędkósci cząstek, natomiast tłumienie niewiskotyczne jest wyznaczane jako
ułamek działającej na cząstkę wypadkowej siły i wypadkowego momentu. Dysypo-
wana energia nie zależy w tym przypadku od prędkości.

Założenie odpowiedniej wielkósci tłumienia jest bardzo istotne do uzyskania quasi-
statycznego zachowania się materiału, reprezentowanegoprzez zbiór cząstek.

7.7 Całkowanie równán ruchu

Równania ruchu (7.23) i (7.24) są całkowane w czasie przy zastosowaniu jawnego al-
gorytmu ró̇znic centralnych. Operacja całkowania równania ruchu postępowego (7.23)
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w kroku n-tym wykonywana jest według następującego schematu:

r̈n = M−1Rn , (7.59)

ṙn+1/2 = ṙn−1/2 + r̈n∆t , (7.60)

rn+1 = rn + ṙn+1/2∆t . (7.61)

Dwa pierwsze kroki w schemacie całkowania równania ruchu obrotowego (7.24) są
analogiczne do równań (7.59) i (7.60):

�̇n = J−1Tn , (7.62)

�n+1/2 = �n−1/2 + �̇n∆t . (7.63)

Dla płaskiego ruchu obrotowego całkowity kąt obrotuϕi dla i-tego elementu mȯze býc
wyznaczony w sposób analogiczny jak wektor przemieszczenia:

(ϕi)n+1 = (ϕi)n +(ωi)n+1/2∆t . (7.64)

W przypadku ruchu trójwymiarowego, położenie kątowe nie mȯze býc zdefiniowane
żadnym wektorem, gdyż prędkósć kątowa!i w ogólnym przypadku nie mȯze býc cał-
kowana, por. [9]. Połȯzenie kątowe ruchomego układu współrzędnychxi związanego
z ciałem sztywnym względem nieruchomego układu odniesienia X można okréslić za
pomocą macierzy obrotuƒi

X = ƒixi . (7.65)

Macierz obrotuƒi może býc uaktualniana według następującego algorytmu, por. [9,
28]:

∆®i = (¨i)n+1/2∆t , (7.66)

∆ƒi = cos‖∆®i‖1+
sin‖∆®i‖
‖∆®i‖

∆̃®i +
1−cos‖∆®i‖

‖∆®i‖2 ∆®i∆®T
i , (7.67)

(ƒi)n+1 = ∆ƒi (ƒi)n , (7.68)

gdzie∆® = {∆ϕx ∆ϕy∆ϕz}T oznacza wektor przyrostowego (małego) obrotu,∆ƒ jest

macierzą przyrostowego obrotu, ã∆® jest antysymetryczną macierzą służącą do za-
pisu iloczynu wektorowego w notacji macierzowej, zdefiniowaną równaniem (1.5).

Nalėzy podkréslić, że znajomósć całkowitego obrotu cząstki kulistej lub cylin-
drycznej zazwyczaj nie jest potrzebna; dla wyznaczenia siłi momentów oddziaływania
kontaktowego wystarcza znajomość prędkósci obrotowej.
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7.8 Stabilnósć schematu całkowania

Niedogodnóscią w stosowaniu jawnych schematów całkowania równań ruchu wzglę-
dem czasu jest ich warunkowa stabilność numeryczna omówiona w rozdziale 2.7.3.
Ograniczenia i równania (2.61), (2.62) i (2.63) obowiązują równiėz w przypadku
przedstawionego schematu całkowania równań metody elementów dyskretnych.
Zgodnie z (2.61) długósć kroku całkowania∆t jest ograniczona przez wielkość kroku
krytycznego∆tcr, który zalėzy od najwẏzszej częstósci drgán własnych systemu dys-
kretnegoωmax.

Dokładne wyznaczenie najwyższej częstósci własnejωmax wymagałoby rozwiąza-
nia zagadnienia drgań własnych całego systemu mas (cząstek), połączonych spręży-
nami o sztywnósci okréslonej dla kontaktu między cząstkami. Sprężyny występowa-
łyby tylko między stykającymi się cząstkami. W podejściu przybli̇zonym zagadnienie
drgán własnych mȯze býc zdefiniowane oddzielnie dla każdej cząstki

mi r̈ i +k ir i = 0, (7.69)

gdzie

r i = {(ux)i ,(uy)i ,(uz)i ,(θx)i ,(θy)i ,(θz)i}T , (7.70)

mi jest diagonalną macierzą mas (bezwładności)

mi = diag(mi ,mi ,mi , Ii , Ii Ii) , (7.71)

a k i są macierzami sztywności uwzględniającymi sprężystósć kontaktów ze wszyst-
kimi stykającymi się cząstkami sąsiednimi. Równanie (7.70) definiuje wektorymi i r i

dla cząstki kulistej w przestrzeni trójwymiarowej. Dla cząstki walcowej w zagadnieniu
płaskim odpowiednie wektory są zdefiniowane jako:

mi = diag(mi ,mi , Ii) , r i = {(ux)i ,(uy)i ,(θz)i}T . (7.72)

Równanie (7.69) prowadzi do następującego zagadnienia własnego

k ir i = λ jmir i , (7.73)

gdzie wartósci własneλ j ( j = 1, . . . ,6 w zagadnieniu przestrzennym, ij = 1,2,3 w
zagadnieniu płaskim) są kwadratami częstości własnych drgán swobodnych:

λ j = ω2
j . (7.74)

W zagadnieniu przestrzennym, 3 z 6 częstości ω j odpowiadają drganiom liniowym, a
3 pozostałe drganiom obrotowym.
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Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformułowanie metody elementów dyskret-
nych o kształcie walca (2D) lub kuli (3D). Przedstawiono równania ruchu pojedyn-
czego elementu oraz układu elementów oddziałujących między sobą siłami kontaktu.
Ruch cząstek/elementów dyskretnych jest opisany za pomocą równán dynamiki ciała
sztywnego. Równania ruchu są całkowane w czasie za pomocąjawnego schematu cał-
kowania zapewniającego wysoką efektywność numeryczną rozwiązania na poszcze-
gólnych krokach czasowych. Schemat całkowania jest identyczny jak schemat cał-
kowania równán ruchu w metodzie elementów skończonych, co umȯzliwia wspólną
implementację i integrację metod elementów skończonych i dyskretnych. Podobień-
stwo sformułowán teoretycznych występuje również w przypadku modelowania kon-
taktu. Model oddziaływania między elementami dyskretnymi jest podobny do modelu
kontaktu między ciałami odkształcalnymi. W metodzie elementów dyskretnych im-
plementowano model oddziaływania kontaktowego z tarciem bez kohezji oraz model
z kohezją. Pierwszy z modeli jest wykorzystywany w niniejszej pracy do modelo-
wania materiałów granularnych, a drugi w modelowaniu skał,które będzie tematem
następnych rozdziałów.



8. Zależności między mikro- i makroskopowymi
wielkościami w metodzie elementów
dyskretnych

Wstęp

Modelowanie za pomocą metody elementów dyskretnych można traktowác jako mo-
delowanie materiału na poziomie niższym od makroskopowego, w zależnósci od wy-
miarów elementów w skali mezo-, mikro- lub nanoskopowej. Określone włásciwósci
makroskopowe materiału modelowanego za pomocą elementówdyskretnych są uzy-
kane przez przyjęcie odpowiedniego modelu oddziaływaniakontaktowego pomiędzy
elementami dyskretnymi. Przeniesienie odpowiedzi materiału w skali mikro na odpo-
wiedź w skali makro oraz określenie zalėznósci makroskopowej odpowiedzi materiału
od parametrów definiujących stan materiału w niższej skali są bardzo ważnymi aspek-
tami modelowania dyskretnego w niższej skali oraz modelowania wieloskalowego.
Ze skalą makroskopową zazwyczaj związany jest model ci ˛agły materiału, dlatego za-
leżnósci między wielkósciami mikroskopowymi i makroskopowymi można traktowác
jako przej́scie między modelem dyskretnym i ciągłym (rys. 8.1).

Rys. 8.1. Przejście od skali mikroskopowej do skali makroskopowej (od modelu ośrodka dys-
kretnego do modelu ośrodka ciągłego).

136
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Celem niniejszego rozdziału jest przedstawienie możliwości porównania wyni-
ków zastosowanego modelowania mikroskopowego z opisem makroskopowym oraz
sposobu wyznaczenia efektywnych własności makroskopowych materiału modelowa-
nego za pomocą metody elementów dyskretnych. Przejście na poziom makroskopowy
umȯzliwia zweryfikowanie modelu mikroskopowego poprzez porównanie zmiennych
makroskopowych obliczonych z wartościami zmierzonymi w badaniach laboratoryj-
nych.

Wyznaczenie efektywnych wielkości i własnósci makroskopowych materiałów nie-
jednorodnych mȯze býc dokonane za pomocą różnych analitycznych i numerycznych
metod homogenizacji i úsredniania [190, 235, 146, 161]. Z powodu założonej w mo-
delu sztywnósci kul (walców) trudno jest bezpośrednio zastosować w metodzie ele-
mentów dyskretnych metody matematycznej teorii homogenizacji [279] rozwinięte
dla materiałow porowatych lub kompozytowych. W niniejszymrozdziale wykorzy-
stane zostaną znane z teorii homogenizacji metody uśredniania oraz koncepcja re-
prezentatywnego elementu objętościowego. Pozwoli to wprowadzić ósrodek ciągły
równowȧzny dyskretnemu ósrodkowi modelowanemu za pomocą metody elementów
dyskretnych.

8.1 Sformułowanie problemu

Rozpatrzymy zbiór elementów dyskretnych zajmujących objętósć Ω ograniczoną po-
wierzchniąΓ (rys. 8.2), odkształcający się quasi-statycznie pod wpływem przyłȯzo-
nego obcią̇zenia i przy zadanych warunkach brzegowych1. Przyjmujemy,̇ze elementy
dyskretne oddziaływują między sobą przez siły w kierunku normalnym i stycznym,
z mȯzliwością występowania sił spójności. Oddziaływanie między elementami dys-
kretnymi jest opisane jednym z przedstawionych wcześniej modeli kontaktu. Model
elementów dyskretnych stanowi model w skali mikroskopowej.

Założymy, że mȯzna zdefiniowác ósrodek ciągły, zajmujący tę samą objetość Ω,
równowȧzny rozpatrywanemu ośrodkowi dyskretnemu. Z ośrodkiem ciągłym zwią-
żemy makroskopowy model materiału. CiałoΩ można uwȧzác za ciągłe względem
pewnej wielkósci fizycznejQ wtedy, gdy wielkósć ta mȯze býc zdefiniowana w kȧz-
dym punkciex ∈ Ω. Ciągłe pola makroskopowych wielkości mogą býc wprowadzone
przy zastosowaniu znanych metod uśredniania, wykorzystujących koncepcję repre-

1Przez quasi-statyczne odkształcanie rozumiemy powolny proces deformacji, w którym efekty iner-
cyjne są pomijalnie małe i z dużą dokładnóscią mȯzna przyją́c stan równowagi. Otrzymuje się wyrażenia
na naprę̇zenia makroskopowe przy tych identycznych założeniach jak w mechanice ośrodka ciągłego.
W dynamice molekularnej, jak również w niektórych pracach z metody elementów dyskretnych [161],
wprowadza się naprężenia makroskopowe dla układu w ruchu, tzw. naprężenia wirialne, niemniej jednak
sens fizyczny tej miary nie jest tożsamy z mechanicznym naprężeniem z mechaniki kontinuum [311].
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Rys. 8.2. Przejście od skali mikro- do skali makroskopowej (od modelu dyskretnego do cią-
głego) poprzez úsrednianie na reprezentatywnym elemencie objętościowym.

zentatywnego elementu objętościowego (ang.RVE – representative volume element)2

[44, 200]. Metoda ta polega na przyjęciu dla każdego punktux ∈ Ω otaczającego go
reprezentatywnego elementu objętościowego o objętósci V, w której zostanie úsred-
niona dana wielkósć Q według wyrȧzenia:

Q̄ = 〈Q〉 =
1
V

∫

V
QdV . (8.1)

Otrzymana w ten sposób́srednia〈Q〉 zostanie przypisana rozpatrywanemu punktowi
x. Jésli załȯzymy, że wielkósć Q jest stała dla kȧzdego elementu dyskretnego i dla
p-tego elementu wynosiQp, całkę w wyrȧzeniu (8.1) mȯzna zastąpić poprzez odpo-
wiednią sumę

Q̄ = 〈Q〉 =
1
V ∑

p∈V
VpQp . (8.2)

Idea przej́scia od ósrodka dyskretnego do ośrodka ciągłego została schematycznie
przedstawiona na rys. 8.2.

2Czasem metody te zaliczane są do metod homogenizacji, jednak nalėzy podkréslić, że nie są to
metody oparte na matematycznej teorii homogenizacji.
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Rozmiar reprezentatywnego elementu objętościowego powinien býc na tyle du̇zy,
by nie występowały fluktuacje typowe dla niższej skali (rys. 8.3). Z kolei nie po-

Rys. 8.3. Okréslenie rozmiaru reprezentatywnego elementu objętościowego.

winien býc zbyt du̇zy, aby uzyskane wielkósci makroskopowe mȯzna było traktowác
jako wielkósci lokalne (jésli pole danej wielkósci nie jest jednorodne). Rozmiar repre-
zentatywnego elementu objętościowego powinien býc równiėz znacznie mniejszy od
wymiarów makroskopowych ciałaΩ (d ≪ L). Kształt reprezentatywnego elementu
może býc dowolny – równanie (8.1) jest słuszne dla dowolnego kształtu. W metodach
homogenizacyjnych, wymagających rozwiązania zagadnienia brzegowego, przyjmuje
się zazwyczaj element kwadratowy (2D) lub sześcienny (3D), dla którego łatwiej za-
dác odpowiednie warunki brzegowe. W naszym przypadku zostanie przyjęty repre-
zentatywny element objętościowy o kształcie walca (2D) lub kuli (3D) zésrodkiem
pokrywającym się z rozpatrywanym punktemx. Specjalnego traktowania wymagają
punkty lėzące na brzegu i w jego pobliżu, dla których reprezentatywne elementy wy-
chodzą poza obszar ciałaΩ.

8.2 Wielkości mikroskopowe i makroskopowe

W poprzednim rozdziale zostały wprowadzone dwie skale – mikroskopowa i makro-
skopowa. W skali mikroskopowej mamy do czynienia z układem elementów dyskret-
nych, charakteryzowanym pewnym zbiorem parametrów mikroskopowych oraz mi-
kroskopowych zmiennych stanu, zdefiniowanych w punktach charakterystycznych dla
mikrostruktury. W skali makroskopowej mamy do czynienia z równowȧznym ósrod-
kiem ciągłym, charakteryzowanym przez pola zmiennych makroskopowych uzyska-
nych przez procedurę uśredniającą.

Parametry mikroskopowe zależą po czę́sci od wyboru modelu materiału w skali
mikroskopowej. W niniejszym rozdziale zostanie założony sprę̇zysto-idealnie kruchy
model oddziaływania między elementami dyskretnymi z kohezją i tarciem opisany w
podrozdziale 7.4.
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Wielkości mikroskopowe mȯzna podzielíc na następujące grupy:

• parametry geometryczne i fizyczne

r – promién kuli (3D) lub walca (2D), rozmiar elementów dyskretnych
ρ – gęstósć masy
n – porowatósć (stopién upakowania),

• parametry konstytutywne

kn – sztywnósć kontaktu w kierunku normalnym
ks – sztywnósć kontaktu w kierunku stycznym
Rn – wytrzymałósć wiązania kohezyjnego w kierunku normalnym
Rs – wytrzymałósć wiązania kohezyjnego w kierunku stycznym
µ – współczynnik tarcia Coulomba,

• zmienne stanu

g – przemieszczenie względne w kierunku normalnym
us – przemieszczenie względne w kierunku stycznym
Fn – siła oddziaływania kontaktowego w kierunku normalnym
Fs – siła oddziaływania kontaktowego w kierunku stycznym
kohezja (istnienie lub brak kohezji).

Stan makroskopowy można opisác za pomocą następujących wielkości:

• parametry geometryczne i fizyczne

L – wymiar charakterystyczny rozpatrywanego obiektu (w przypadku skał wystę-
puje efekt skali, a więc parametr ten może miéc znaczenie w opisie makroskopo-
wym materiału)
�̄ – úsredniona gęstość masy,

• parametry konstytutywne

C – tensor własnósci konstytutywnych

alternatywnie własnósci konstytutywne mogą być okréslone przez inne parametry,
np.

E – moduł Younga
ν – współczynnik Poissona
σc – wytrzymałósć na jednoosiowésciskanie
σt – wytrzymałósć na jednoosiowe rozciąganie
τ – wytrzymałósć naścinanie,
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• zmienne stanu

" – wybrany tensor odkształcenia
� – tensor naprę̇zenia sprzę̇zony energetycznie z tensorem odkształceniaεεεεεεεεεεεεεε.

Zestaw parametrów opisujących makroskopowe właściwósci konstytutywne jak i
zmiennych stanu zależy od wyboru modelu konstytutywnego. Powyżej podano tylko
najwȧzniejsze parametry. Pominięto parametry opisujące tłumienie wewnętrzne ma-
teriału, zakładając,̇ze będą rozpatrywane jedynie stany quasi-statyczne, przy czym
tłumienie będzie parametrem pomocniczym pozwalającym wyeliminowác efekty dy-
namiczne.

8.3 Makroskopowe naprę̇zenia w modelu dyskretnym

8.3.1 Tensor naprę̇zenia dla pojedynczego elementu dyskretnego

Uśredniony makroskopowy tensor naprężenia zostanie wyprowadzony w sposób po-
dobny do zastosowanego w [154, 161]. W pierwszym kroku zostanie policzony úsred-
niony tensor naprę̇zenia�p dla pojedynczej cząstki (elementu dyskretnego) o kształcie
kuli (3D) lub walca (2D) o objętósciVp i brzeguSp, będącej w kontakcie znpc sąsied-
nimi cząstkami. W tym celu zostanie wykorzystane wyrażenie (8.1) dla transponowa-
nego tensora naprężenia�T

p

�T
p =

1
Vp

∫

Vp

�T dV (8.3)

Wprowadzając tensor jednostkowy1 = ∇x można napisác następującą tȯzsamósć
(por. [161]):

�T = ∇x · �T = ∇ · (x�)−x(∇ ·�) . (8.4)

Wstawiając tȯzsamósć (8.4) do równania (8.3) otrzymuje się

�T
p =

1
Vp

(∫

Vp

∇ · (x�)dV −
∫

Vp

x(∇ ·�)dV

)
. (8.5)

Przy załȯzeniu równowagi statycznej i braku obciążenia masowego zgodnie z równa-
niem (2.7) druga całka w równaniu (8.5) jest równa zeru:

�T
p =

1
Vp

∫

Vp

∇ · (x�)dV . (8.6)
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Stosując do równania (8.6) twierdzenie Gaussa można przekształcić całkę objęto-
ściową na całkę powierzchniową

�T
p =

1
Vp

∫

Sp

(x�) ·ndS, (8.7)

gdzie n jest skierowanym na zewnątrz jednostkowym wektorem normalnym do po-
wierzchniSp. Wykorzystując następnie definicję wektora naprężenia t zgodnie z rów-
naniem (A.28) otrzymuje się

�T
p =

1
Vp

∫

Sp

xtdS. (8.8)

Biorąc pod uwagę,̇ze obcią̇zenie powierzchniowe jest zbioremnpc sił skupionych
Fc działających na małą powierzchnięδSc, całkę w równaniu (8.8) mȯzna zapisác w
postaci sumy

�T
p =

1
Vp

npc

∑
c=1

xc
F c

δSc
δSc =

1
Vp

npc

∑
c=1

xcF
c . (8.9)

Transponując równanie (8.9) otrzymuje się wyrażenie na tensor naprężenia�p

�p =
1

Vp

npc

∑
c=1

F cxc . (8.10)

Wyrażając wektor połȯzenia punktu kontaktuxc jako sumę wektora połȯzeniaśrodka
masy rozpatrywanej cząstki (elementu dyskretnego)xp oraz promienia-wektora łączą-
cegośrodek masy z punktem kontaktusc

p

xc = xp + sc
p (8.11)

otrzymuje się

�p =
1

Vp

(
npc

∑
c=1

F c

)
xp +

1
Vp

npc

∑
c=1

F csc
p . (8.12)

Przy załȯzeniu równowagi statycznej pierwsza suma znika

npc

∑
c=1

F c = 0 (8.13)
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co daje ostatecznie następujące wyrażenie naśredni tensor naprężenia dla pojedyn-
czego elementu dyskretnego przy założeniu quasi-statycznej równowagi i braku ob-
ciążenia masowego

�p =
1

Vp

npc

∑
c=1

F csc
p . (8.14)

Pełne wyrȧzenie na tensor naprężenia przy uwzględnieniu ruchu elementów można
uzyskác podstawiając do drugiej całki w równaniu (8.5) wyrażenie∇ ·� wyznaczone
z równania (2.7) [161]. Otrzymane wyrażenie (8.14) jest częścią pełnego wyrȧzenia
definiującego tensor naprężenia. Stanowi ono wystarczająco dobre przybliżenie ten-
sora naprę̇zenia w stanach quasi-statycznej równowagi oraz w procesach stosunkowo
wolnych, w których energia kinetyczna jest stosunkowo maław porównaniu do energii
odkształcenia [175].

Identyczne wyrȧzenie na tensor naprężenia dla pojedynczego elementu dyskret-
nego mȯzna otrzymác stosując alternatywne metody, np. budując odpowiedni poten-
cjał [175].

W wyprowadzeniu wyrȧzenia na tensor zaniedbano oddziaływania momentowe w
kontakcie. Włączenie tych oddziaływań jest mȯzliwe, ich wprowadzenie wymaga sto-
sowania sformułowania Cosserat w opisie wielkości makroskopowych [62, 71].

Założenie dotyczące równowagi i braku oddziaływań momentowych ma jeszcze
jedną konsekwencję dla otrzymanego według (8.14) tensora średniego naprę̇zenia –
przy spełnieniu tych załȯzén byłby on symetryczny. W praktyce, w modelu dynamicz-
nym równowaga jest spełniona tylko w przybliżeniu, w zalėznósci od zastosowanego
tłumienia.

8.3.2 Úsredniony tensor naprę̇zenia

Po wyznaczeniu naprężén dla pojedynczych elementów�p wybiera się pewien obszar
reprezentatywny REV (ang. representative volume) o objętościV, w obszarze którego
dokonamy kolejnego úsrednienia w sposób określony równaniem (8.2). Wstawiając
wyrażenie (8.14) do równania (8.2) otrzymuje się

�̄ = 〈�〉 =
1
V ∑

p∈V

npc

∑
c=1

F csc
p . (8.15)

W wyrażeniu (8.15) przeprowadza się sumowanie po wszystkich elementach dyskret-
nych (cząstkach), których́srodki mas lėzą w obszarze úsrednianiaV. Nie uwzględnia
się przy tym, czy cząstka leży całkowicie wewnątrz obszaru czy też czę́sciowo lėzy
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poza obszarem. Gdyby uwzględnić przy úsrednianiu tylko czę́sć objętósci cząstkiV̄p

leżącą wewnątrz obszaruV, otrzymalibýsmy

�̄ = 〈�〉 =
1
V ∑

p∈V

V̄p
1

Vp

npc

∑
c=1

F csc
p . (8.16)

8.4 Makroskopowe odkształcenia w modelu dyskretnym

Jako makroskopowa miara odkształcenia przyjęty zostaniesymetryczny tensor od-
kształcenia", zdefiniowany równaniem (A.14), sprzężony energetycznie z tensorem
Cauchy’ego. Podobny wybór został dokonany w [235]. Możliwe jest przyjęcie innych
miar np. tensora gradientu deformacji [16].

Podobnie jak dla naprężén przyjęty zostaje pewien obszar o objętości V, dla któ-
rego zostanie przeprowadzone uśrednianie wybranej miary odkształcenia. Stosując
równanie (8.1) do úsrednienia tensora małych odkształceń " w obszarze o objętościV,
otrzymuje się

"̄ = 〈"〉 =
1
V

∫

V
"dV . (8.17)

Wstawiając równanie (A.14) do równania (8.17) wyrażenie na úsredniony tensor od-
kształcenia mȯzna zapisác w postaci:

"̄ = 〈"〉 =
1
V

∫

V

1
2

[(
∂u

∂x

)
+

(
∂u

∂x

)T
]

dV =
1
V

∫

V

1
2 (∇u+u∇) dV . (8.18)

Za pomocą twierdzenia Gaussa całkę objętościową w równaniu (8.18) można zamieníc
na całkę powierzchniową. Dla jednego elementu tensoraε̄i j mamy

ε̄i j =
1
V

∫

V

1
2

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
dV =

1
V

∫

S

1
2 (uin j +u jni) dS, (8.19)

gdzieni jest składową jednostkowego wektora normalnego do powierzchni brzegowej
obszaru úsrednianiaS. Łącznie wyrȧzenie na úsredniony tensor odkształcenia można
zapisác w postaci:

ε̄εεεεεεεεεεεεε =
1
V

∫

V

1
2 (∇u+u∇) dV =

1
V

∫

S

1
2 (un+nu) dS. (8.20)

Całkę powierzchniową w równaniu (8.20) można wyznaczýc w sposób przybli̇zony
poprzez sumę po wszystkich elementach przecinających powierzchnię brzegowąS:

ε̄εεεεεεεεεεεεε =
1
V

∫

S

1
2

(un+nu) dS=
1

2V

ns

∑
k=1

(uknk +nkuk)Sk , (8.21)
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gdziens jest liczbą elementów dyskretnych przecinających powierzchnię brzegową,Sk

jest czę́scią powierzchniSzwiązaną zk-tym elementem, przecinającym powierzchnię
brzegową, proporcjonalną do pola powierzchni przecięcia i przeskalowaną tak, by

ns

∑
k=1

Sk = S, (8.22)

nk jest wektorem normalnym do powierzchni brzegowej,uk – wektorem przemiesz-
czenia punktu powierzchni brzegowej wśrodku powierzchniSk.

W homogenizacji często stosuje się warunek Mandela–Hilla [112], który mówi,
że úsredniona praca na poziomie mikroskopowym jest równa iloczynowi sprzę̇zo-
nych energetycznie uśrednionego naprężenia i odkształcenia. Dla naszego przypadku
można napisác ten warunek w następującej postaci:

1
V

N

∑
i=1

(
nci

∑
j=1

Fc
i j ·δui +

nci

∑
j=1

sc×Fc
i j ·δ�i

)
= 〈�〉 : 〈δ"〉 . (8.23)

8.5 Makroskopowe włásciwósci materiału w metodzie elementów dys-
kretnych

Makroskopowy związek konstytutywny, czyli zależnósć między makroskopowym na-
prę̇zeniem�̄ a makroskopowym odkształceniem̄εεεεεεεεεεεεεε

�̄ = C̄ : "̄ (8.24)

wyznacza tensor efektywnych własności konstytutywnychC̄. Makroskopowe związki
konstytutywne w zakresie sprężystym dla prostych regularnych konfiguracji elemen-
tów dyskretnych, jak na przykład przedstawione na rys. 8.4,można uzyskác teore-
tycznie [175]. W przypadku losowej konfiguracji elementów dyskretnych o zró̇znico-
wanych rozmiarach w warunkach nieliniowego zachowania materiału, konieczne jest

Rys. 8.4. Regularne konfiguracje cylindrycznych elementówdyskretnych (według [175]).
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zastosowanie metod opartych na numerycznej symulacji. Z powodu załȯzonej w mo-
delu sztywnósci kul (walców) nie ma mȯzliwości bezpósredniego porównania z wyni-
kami uzyskanymi w matematycznej teorii homogenizacji dla materiałow porowatych
lub kompozytowych [279].

W [189] zaproponowano metodę numerycznego wyznaczania stycznego tensora
konstytutywnegoC w oparciu o przybli̇zoną przyrostową postać równania (8.24):

∆�̄ = C̄ : ∆ "̄ (8.25)

Alternatywnym sposobem stosowanym w [146] jest kondensacja macierzy sztywnósci
otrzymanej dla reprezentatywnego elementu objętościowego, w trakcie której konden-
sacji podlegają elementy macierzy odpowiadające zależnym stopniom swobody.

Znajomósć efektywnego tensora konstytutywnegōC jest niezbędna w wieloskalo-
wej analizie, gdy na poziomie makroskopowym obliczamy macierz sztywnósci. W
podej́sciu stosowanym w niniejszej pracy nie wprowadzamy tak rozumianej analizy
wieloskalowej, w związku z tym nie występuje konieczność wyznaczania efektyw-
nego tensora konstytutywnego. Konstytutywne własności makroskopowe zostaną zde-
finiowane przez zbiór podstawowych stałych materiałowych:E – moduł Younga,ν –
współczynnik Poissona,σc – wytrzymałósć naściskanie,σt – wytrzymałósć na roz-
ciąganie.

Podsumowanie

Model materiału w metodzie elementów dyskretnych posiada cechy modelu mezo-
lub mikromechanicznego. W niniejszym rozdziale przedstawiono metody przejścia z
niższego poziomu na poziom makroskopowy, umożliwiające wyznaczenie makrosko-
powych tensorów odkształcenia, naprężenia oraz tensora konstytutywnego. Przejście
od skali mikroskopowej do skali makroskopowej zostało dokonane przez zastosowanie
uśredniania po obszarze reprezentatywnego elementu objetościowego. Wyznaczenie
wielkości úsrednionych umȯzliwia porównanie wyników modelowania w skali mikro-
skopowej z wartósciami mierzalnymi w skali makroskopowej. Procedura uśredniająca
została wprowadzona do programu numerycznego. Jej działanie zostanie przedsta-
wione w rozdziałach pokazujących przykłady symulacji metodą elementów dyskret-
nych.



9. Integracja metody elementów skónczonych
i metody elementów dyskretnych

Wstęp

W wielu przypadkach optymalnym rozwiązaniem w modelowaniu numerycznym jest
integracja metod modelowania ciągłego i dyskretnego w taki sposób, by w czę́sci mo-
delu wykorzystywana była metoda elementów skończonych (MES), a w pozostałej
czę́sci metoda elementów dyskretnych (MED).

W hybrydowych modelach można w ró̇zny sposób wykorzystywać uzupełniające
się metody modelowania:

1. Ró̇zne metody stosowane są w oddzielnych obszarach, do modelowania ró̇znych
materiałów, oddzielne obszary mogą oddziaływać między sobą poprzez kontakt.

2. Ró̇zne metody stosowane są w różnych czę́sciach tego samego ośrodka, do mode-
lowania tego samego materiału podlegającego różnym procesom.

W niniejszej pracy opracowano algorytm umożliwiający oba wymienione powẏzej
sposoby łączenia metody elementów dyskretnych i skończonych. Prace autora nad
integracją obydwu metod zostały zapoczątkowane w [251, 216], gdzie przedstawiono
wykorzystanie metod elementów dyskretnych i elementów skończonych do modelo-
wania ró̇znych ósrodków, oddziałujących między sobą kontaktowo. Niniejsza praca
pokazuje znacznie większe możliwości stosowania zintegrowanej metody elementów
skónczonych i dyskretnych, zwłaszcza w odniesieniu do podobszarów sprzę̇zonych,
będących czę́scią tego samego ośrodka. W tym przypadku można dostrzec podo-
bieństwo idei oraz stosowanych metod sprzężenia do metod przedstawionych w pracy
doktorskiej autora [240] oraz w artykułach [248, 249], gdzie model konstrukcji skła-
dał się z czę́sci odkształcalnych, dyskretyzowanych elementami skończonymi, oraz
czę́sci sztywnych. Czę́sci sztywne wprowadzają do całego układu dodatkowe związki
kinematyczne. Podobnie, w przypadku sprzężenia podobszarów dyskretyzowanych za
pomocą elementów skończonych i modelowanych za pomocą elementów dyskretnych,
zakłada się dodatkowe związki kinematyczne na wspólnym brzegu obydwu podobsza-
rów. Dodatkowe związki kinematyczne uwzględnia się w równaniach ruchu za po-
mocą metody mnȯzników Lagrange’a lub metody funkcji kary. W efekcie otrzymuje
się sprzę̇zony układ równán ruchu elementów skończonych i dyskretnych.

Przy stosowaniu ró̇znych metod w ró̇znych podobszarach tego samego ciała baczną
uwagę nalėzy zwrócíc na zjawiska zachodzące na połączeniu. Wprowadzona dość ar-

147



148 9. Integracja metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych

bitralnie granica pomiędzy podobszarami nie może zakłócác procesów zachodzących
w całym ciele, np. w zagadnieniu dynamicznym nie powinna stanowić przeszkody,
powodującej nierzeczywiste odbicia fal.

W hybrydowym modelu mȯzemy miéc do czynienia ze znaczną różnicą wymiarów
charakteryzujących modele dyskretne, rozmiary elementów skónczonych mogą býc
znacznie większe od rozmiarów elementów dyskretnych. W tym przypadku fale o wy-
sokiej częstotliwósci drgán nie mogłyby przenikną́c z obszaru MED do obszaru MES,
granica między tymi obszarami stanowiłaby sztuczną barierę powodującą fałszywe
odbicia takich fal. Jednak fale o niskiej częstości drgán powinny býc transmitowane
przez granicę bez zakłóceń. Obszar dyskretyzowany elementami skończonymi powi-
nien zapewníc odpowiednią opornósć falową dla fal o niskiej częstości drgán, nato-
miast sposób połączenia obszarów MED i MES powinien być taki, by fale o wysokiej
częstotliwósci ulegały tłumieniu i rozproszeniu. Dla polepszenia własnósci tłumią-
cych i rozpraszających, oprócz zwykłego połączenia obszarów MED i MES poprzez
dobrze dopasowane brzegi, implementowano również algorytm połączenia z częścio-
wym zachodzeniem obszarów i stopniowym przejściem między ró̇znymi modelami.

9.1 Zagadnienie kontaktowe w hybrydowym modelu elementów
skończonych i dyskretnych

W przypadku modelu, w którym stosuje się metody elementów skończonych i ele-
mentów dyskretnych w podobszarach rozłącznych, reprezentujących ró̇zne materiały,
oddziaływanie między tymi podobszarami może następowác przez kontakt między
elementami dyskretnymi i brzegiem obszaru dyskretyzowanego elementami skónczo-
nymi (rys. 9.1). W ogólnym przypadku model oddziaływania kontaktowego między
elementem dyskretnym i brzegiem obszaru dyskretyzowanegoelementami skónczo-
nymi mȯze uwzględniác kohezję/adhezję, tłumienie, tarcie, zużycie, generację i wy-

Rys. 9.1. Kontakt między elementem dyskretnym a brzegiem obszaru dyskretyzowanego ele-
mentami skónczonymi.
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mianę ciepła. W niniejszym rozdziale przedstawimy krótkomodel kontaktu z tarciem
bez kohezji analogiczny do modelu oddziaływania kontaktowego elementów dyskret-
nych przedstawionego w podrozdziale 7.3.

Względna prędkósć w punkcie styku jest obliczana zgodnie z następującą zależno-
ścią:

vr = (vC +!C×r)−
nn

∑
i=1

viNi (9.1)

gdzievC +!C×r jest prędkóscią elementu dyskretnego w punkcie styku,∑viNi jest
prędkóscią punktu nalėzącego do brzegu obszaru dyskretyzowanego elementami skoń-
czonymi w miejscu styku z elementem dyskretnym, wyrażoną za pomocą prędkości
węzłowych vi i odpowiednich funkcji kształtuNi, nn jest liczbą węzłów elementu
skónczonego dyskretyzującego brzeg podobszaru MES. Prędkość względnavr może
być rozłȯzona na składowe w kierunku normalnym i stycznym,vrn i vrs.

Analogicznie jak w przypadku kontaktu między dwoma elementami dyskretnymi
lub dwoma ciałami odkształcalnymi, siłę kontaktu międzyelementem dyskretnym i
brzegiem obszaru ciągłegoF można rozłȯzyć na składową normalnąFn i stycznąFs,
które wyznaczamy stosując odpowiednie konstytutywne modele oddziaływania kon-
taktowego. Składowa normalna siły kontaktuFn jest wypadkową siły sprę̇zystejFe

n i
siły tłumieniaFd

n

Fn = Fe
n +Fd

n . (9.2)

Składowa sprę̇zysta normalnej siły kontaktuFe
n jest proporcjonalna do sztywności kon-

taktu w kierunku normalnymkn i penetracji cząstki-elementu dyskretnego przez brzeg
obszaru dyskretyzowanego elementami skończonymig

Fe
n = kng. (9.3)

Penetracjag jest wyznaczana z zależnósci

g = d− r , (9.4)

gdzied jest odległóscią środka elementu dyskretnego od brzegu, ar jest promieniem
elementu dyskretnego. W implementowanym modelu zakłada się tłumienie typu lep-
kiego

Fd
n = cnvrn (9.5)

gdziecn jest współczynnikiem tłumieniavrn jest składową normalną względnej pręd-
kości w punkcie styku. Siłę stycznąFs wyznacza się według regularyzowanego mo-
delu tarcia Coulomba przedstawionego w podrozdziale 7.3.
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Wyznaczona w opisany sposób siłaF jest siłą oddziaływania na element dyskretny.
Reakcję oddziałującą na brzeg podobszaru MES rozkłada się na węzły elementu skoń-
czonego według wartości funkcji kształtuNi w punkcie kontaktu

Fi = −FNi , i = 1, . . . nn . (9.6)

W oddziaływaniu kontaktowym między elementem dyskretnyma brzegiem podob-
szaru dyskretyzowanego elementami skończonymi mȯzna w łatwy sposób uwzględnić
opór toczenia adaptując model oddziaływania momentowegoprzedstawiony w pod-
rozdziale 7.5.

9.2 Zintegrowany algorytm hybrydowej metody elementów
skończonych i dyskretnych dla podobszarów rozłącznych

Procesy mechaniczne w obszarze modelowanym metodą elementów skónczonych są
opisane równaniem ruchu (2.29), a w obszarze modelowanym metodą elementów dys-
kretnych – równaniami (7.23) i (7.24). Zintegrowany algorytm hybrydowej metody
elementów skónczonych i dyskretnych w podobszarach rozłącznych łączyrozwiąza-
nia dla obydwu podobszarów, uwzględniając oddziaływanie kontaktowe między ele-
mentami dyskretnymi i brzegiem podobszaru dyskretyzowanego elementami skónczo-
nymi. Układ rozwiązywanych równań mȯzna zapisác w następującej postaci:

M Fr̈ F = Fext
F −Fint

F +FF-D , (9.7)

M Dr̈D = FD +FD-F , (9.8)

JD�̇D = TD +TD-F . (9.9)

W równaniach (9.7)–(9.9) wprowadzono indeksy „F” dla oznaczenia wielkósci zwią-
zanych z podobszarem dyskretyzowanym elementami skończonymi oraz indeksy „D”
– dla wielkósci związanych z obszarem reprezentowanym przez elementydyskretne,
FD-F i TD-F są wektorem zawierającym siły i momenty oddziaływania kontaktowego na
elementy dyskretne będące w kontakcie z brzegiem podobszaru MES, zás reakcje od-
działywania kontaktowego na brzeg podobszaru MES rozłożone zgodnie z równaniem
(9.6) są zawarte w wektorzeFF-D. Równania (9.7)–(9.9) są uzupełnione odpowiednimi
warunkami początkowymi.

Struktura równán ruchu w metodzie elementów skończonych i dyskretnych oraz
schematy ich całkowania są podobne. Ułatwia to opracowanie jednolitego algorytmu
rozwiązania. Opracowany schemat rozwiązania dla krokun jest następujący:

1. Obliczenie sił obcią̇zenia zewnętrznego i wewnętrznych dla podobszaru MES,
(Fext

F )n, (Fint
F )n.



9.3. Integracja MES i MED dla podobszarów sprzężonych 151

2. Obliczenie obcią̇zenia (sił i momentów) dla podobszaru MED(FD)n i (TD)n.

3. Obliczenie oddziaływania kontaktowego między elementami dyskretnymi i brze-
giem podobszaru MES(FD-F)n, (TD-F)n i (FF-D)n.

4. Wyznaczenie kroku całkowania

∆tn+1 = min[(∆tcr
F )n+1,(∆tcr

D )n+1] , (9.10)

gdzie(∆tcr
F )n+1 i (∆tcr

D )n+1 są krytycznymi krokami całkowania dla podobszarów
MES i MED,

∆tn+1/2 = 1
2(∆tn+ ∆tn+1) . (9.11)

5. Całkowanie względem czasu równań ruchu w podobszarze MES

(r̈ F)n = M−1
F

[
(Fext

F )n− (Fint
F )n +(FF-D)n

]
, (9.12)

(ṙ F)n+1/2 = (ṙ F)n−1/2 +(r̈ F)n∆tn+1/2 , (9.13)

(r F)n+1 = (r F)n +(ṙ F)n+1/2∆tn+1 . (9.14)

6. Całkowanie względem czasu równań ruchu w podobszarze MED

(r̈ D)n = M−1
D [(FD)n +(FD-F)n] , (9.15)

(ṙ D)n+1/2 = (ṙ D)n−1/2 +(r̈D)n ∆tn+1/2 , (9.16)

(r D)n+1 = (r D)n +(ṙD)n+1/2∆tn+1 , (9.17)

(�̇D)n = J−1
D [(TD)n +(TD-F)n] , (9.18)

(�D)n+1/2 = (�D)n−1/2 +(�̇D)n∆tn+1/2 . (9.19)

9.3 Integracja metod elementów skónczonych i elementów dyskretnych
dla podobszarów sprzę̇zonych

9.3.1 Sformułowanie problemu

Rozpatrywany będzie ruch ciała odkształcalnego zajmującego obszarΩ z brzegiemΓ
(rys. 9.2a). W obszarzeΩ zostaną wyodrębnione rozłączne podobszaryΩF, w którym
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a) b)

Rys. 9.2. Integracja MED i MES: a) rozpatrywane ciało odkształcalne, b) hybrydowy model
MED/MES.

ciało będziemy rozpatrywać jako ósrodek ciągły, orazΩD, w którym ciało będziemy
traktowác jako ósrodek dyskretny (rys. 9.2b):

Ω = ΩF∪ΩD , (9.20)

przy czym

ΩF∩ΩD = /0. (9.21)

Brzegi podobszarówΩD i ΩF zostaną oznaczone odpowiednioΓD i ΓF. PodobszaryΩF

i ΩD stykają się na powierzchniΓF-D = ΓF ∩ΓD. Czę́sć wspólna brzegówΓD i ΓF nie
nalėzy do brzeguΓ:

Γ = ΓF∪ΓD \ΓF-D . (9.22)

PodobszarΩF zostanie zdyskretyzowany za pomocąnfe elementów skónczonych:

ΩF =
e=nfe⋃

e=1

Ωe. (9.23)

Analogicznie do równania (2.16) wprowadzamy interpolacj˛e pola przemieszczeniauF

uF(x, t) = N(x) re(t) , x ∈ Ωe. (9.24)

poprzez macierz funkcji kształtuN oraz wektor uogólnionych przemieszczeń elemen-
tów re. Ró̇zniczkowanie względem czasu wyrażenia (9.24) daje odpowiednie aprok-
symacje pola prędkości i przyspieszenia,u̇F i üF. Stosując standardową agregację
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(2.24) otrzymuje się globalne wektory uogólnionych przemieszczén, prędkósci i przy-
spieszén węzłowych dla obszaru MES, odpowiednior F, ṙ F i r̈ F.

W podobszarzeΩD zostanie wprowadzony gęsto upakowany zbiór elementów dys-
kretnychD = {di}, i = 1,nde będących kulami (w zagadnieniu trójwymiarowym) lub
kołami (w zagadnieniu dwuwymiarowym). Suma obszarów zajmowanych przez ele-
menty dyskretnẽΩD jest podzbiorem zbioruΩD

Ω̃D =
i=nde⋃

i=1

di ⊂ ΩD . (9.25)

Obszary zajmowane przez elementy dyskretne mogą się ze sobą stykác, ale nie prze-
cinają się

(∀ 1≤ i, j ≤ nde, i 6= j)di ∩d j = /0. (9.26)

Ograniczenie (9.26) może býc naruszone przy obciążeniu działającym na elementy.
Dla elementów stykających się zakładamy możliwość wprowadzenia wiązán kohezyj-
nych.

Konfiguracja i ruch w podobszarze modelowania dyskretnego jest opisany przez
globalny wektor przemieszczeń, prędkósci i przyspieszén układu elementów dyskret-
nychr D, ṙD i r̈ D oraz globalne wektory prędkości i przyspieszén kątowych�D i �̇D:

r D = {udi . . .udnde}T , ṙD = {u̇di . . . u̇dnde}T , r̈ D = {üdi . . . üdnde}T , (9.27)

�D = {!di . . .!dnde}T , �̇D = {!̇di . . .!̇dnde}T . (9.28)

Podobszary MES i MED są ze sobą sprzężone poprzez dodatkowe więzy kinema-
tyczne nałȯzone na elementy dyskretne stykające się z brzegiemΓD-F. Elementy te
tworzą podzbiórDD-F

DD-F = {di : gi = 0} , (9.29)

gdziegi jest odległóscią brzegu elementu dyskretnego od brzeguΓD-F

gi = min
x∈ΓD-F

||xdi −x||− r i , (9.30)

gdziexdi – współrzędnésrodka masy elementu dyskretnego,r i – jego promién. Przy
idealnym połączeniu dwa różne obszary powinny być idealnie dopasowane, jednak
nieraz to wymaganie przy stosowaniu dyskretyzacji MED i MESmoże býc trudne do
spełnienia, dlatego dopuszcza się pewną niedokładność na styku podobszarów

DD-F = {di : gi ≤ "} , (9.31)

gdzie" jest załȯzoną tolerancją.
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9.3.2 Więzy kinematyczne sprzęgające podobszary MED i MES

Rys. 9.3. Zalėznósci kinematyczne w sprzężeniu podobszarów MED i MES.

Sprzę̇zenie podobszarów dyskretyzowanych elementami skończonymi i modelowa-
nych elementami dyskretnymi jest zapewnione przez dodatkowe kinematyczne ogra-
niczenia (więzy) wynikające z założenia,że punkty elementów dyskretnych stykające
się z brzegiem podobszarem MESxc

di
są związane kinematycznie z punktem styku

nalėzącym do zdyskretyzowanego brzegu podobszaru ciągłegoxc
F (rys. 9.3):

�i = xc
di
−xc

F = 0, ∀di ∈ DD-F ,x
c
F ∈ ΓF-D . (9.32)

Równanie więzów (9.32) może býc w równowȧzny sposób zapisane dla przemieszczeń

�i = uc
di
−uc

F = 0. (9.33)

Wykorzystując równania (B.1) i (9.24) oraz własności iloczynu wektorowego otrzy-
muje się wariację równania więzów (9.33) w następującej postaci:

δ�i = δudi − sc
di
×δ'di

−
nw

∑
j=1

Nj(x
c
F)δuF j = 0, (9.34)

gdzieδudi i δuF j są przemieszczeniami przygotowanymi (wariacjami) odpowiednio
środków masy elementów dyskretnychdi ∈ DD-F i węzłów elementów dyskretyzują-
cych brzegΓD-F, Nj – funkcjami interpolacyjnymi dla punktu styku,δ'di

– wektorami
elementarnych (przygotowanych) obrotów, asc

di
– wektorami łączącymísrodki mas

elementów dyskretnych z punktem styku z brzegiem podobszaru MES.

Wstawiając do równania (9.33) interpolację pola przemieszczén (9.24), a następnie
różniczkując otrzymane równanie względem czasu otrzymujesię dodatkowe związki
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kinematyczne dla prędkości i przyspieszén:

�̇i = u̇di − sc
di
×!di −

nw

∑
j=1

Nj(x
c
F)u̇F j = 0, (9.35)

�̈i = üdi − sc
di
× !̇di +!di × (!di × sc

di
)−

nw

∑
j=1

Nj(x
c
F)üF j = 0, (9.36)

gdzieu̇di są prędkósciamiśrodków masy elementów dyskretnychdi ∈DD-F, !di – pręd-
kościami kątowymi,u̇F j – prędkósciami węzłów elementów dyskretyzujących brzeg
ΓD-F. Zalėznósci (9.35) i (9.36) mȯzna równiėz otrzymác bezpósrednio przy wykorzy-
staniu zalėznósci kinematycznych dla ruchu ciała sztywnego (B.2) i (B.3).

Związki (9.34)–(9.36) mȯzna zapisác w notacji macierzowej w następującej po-
staci:

δ¦i = δudi − s̃c
di

δ®di
−Ne(xc

F)δ r F
e = 0, (9.37)

¦̇i = u̇di − s̃c
di

¨di −Ne(xc
F)ṙ

e
F = 0, (9.38)

¦̈i = üdi − s̃c
di

˙̈ di + ˜̈ di ˜̈ di s
c
di
−Ne(xc

F)δ r̈e
F = 0, (9.39)

gdzie s̃c
di

i ˜̈ di są antysymetrycznymi macierzami stowarzyszonymi z wektorami sc
di

i
¨di , słu̇zącymi do zapisu iloczynu wektorowego w notacji macierzowej, zdefiniowa-
nymi równaniem (1.5).

Równania więzów (9.33) można zapisác łącznie dla wszystkich elementów dys-
kretnych związanych ograniczeniami:

¦ = 0, (9.40)

gdzie¦ = {�1 . . .�ndc
}T, ndc jest liczbą elementów dyskretnych związanych dodatko-

wymi zalėznósciami. Podobnie dodatkowe ograniczenia kinematyczne (9.37)–(9.39)
można zapisác globalnie:

δ¦ = 0, ¦̇ = 0, ¦̈ = 0, (9.41)

gdzie δ¦ = {δ�1 . . .δ�ndc
}T, ¦̇ = {�̇1 . . . �̇ndc

}T, ¦̈ = {�̈1 . . . �̈ndc
}T. W celu jaw-

nego zapisu związków (9.41) przy uwzględnieniu wyrażén (9.37)–(9.39) w wektorach
globalnych przemieszczeń rD wyodrębnimy podwektorrDC zawierający przemieszcze-
nia udi elementów związanych dodatkowymi ograniczeniami (di ∈ DD-F), oraz pod-
wektorrDU zawierający przemieszczeniaudi elementów nie związanych dodatkowymi
ograniczeniami (di /∈ DD-F). W ten sam sposób zostaną podzielone globalne wektory
prędkósci i przyspieszén ṙD i r̈D:

r D = {r DU , rDC}T , ṙ D = {ṙ DU , ṙDC}T , r̈ D = {r̈DU , r̈DC}T . (9.42)
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Analogicznie dla wielkósci opisujących ruch obrotowy wyróżnimy wielkósci zwią-
zane dodatkowymi ograniczeniami, oznaczone indeksami „DC”, oraz niezwiązane do-
datkowymi ograniczeniami (niezależne), oznaczone indeksami „DU”:

δˆD = {δˆDU ,δˆDC}T , �D = {�DU ,�DC}T , �̇D = {�̇DU ,�̇DC}T . (9.43)

Wprowadzając odpowiednie globalne wektory i macierze, związki (9.41) mȯzna zapi-
sác w postaci:

δ¦ = δ r DC− S̃δˆDC−Nδ r F = 0, (9.44)

¦̇ = ṙ DC− S̃�DC−Nṙ F = 0, (9.45)

¦̈ = r̈ DC− S̃�̇DC +…DC−Nr̈ F = 0, (9.46)

gdzie macierz globalnãS jest otrzymana przez agregację macierzys̃c
di

, wektor …DC

otrzymuje się przez agregację wektoróẅ̃di ˜̈ di s
c
di

, a macierzN zawiera funkcje
kształtu.

9.3.3 Równania ruchu dla sprzę̇zonego modelu MED/MES – metoda
mnożników Lagrange’a

Do rozwiązania układu równań z dodatkowymi ograniczeniami można zastosowác al-
ternatywnie:

• metodę mnȯzników Lagrange’a,

• metodę funkcji kary,

• metodę rozszerzonych mnożników Lagrange’a (ang. augmented Lagrange multi-
pliers method).

W niniejszej pracy zostaną wykorzystane dwie z tych metod:metoda mnȯzników La-
grange’a oraz metoda funkcji kary.

Zasada prac przygotowanych dla sprzężonego układu MED/MES z więzami (9.40),
uwzględnionymi za pomocą metody mnożników Lagrange’a, jest dana następującym
równaniem:

δ rT
F

(
M Fr̈ F +Fint

F −Fext
F

)
+ δ rT

D (MDr̈ D −FD)+ δˆT
D

(
JD�̇D −TD

)
+ δ¦Tœ = 0,

(9.47)

gdzieœ jest wektorem nieznanych mnożników Lagrange’a, mających fizyczną inter-
pretację sił więzów,δ r F i δ r D są kinematycznie dopuszczalnymi przemieszczeniami
przygotowanymi, aδˆD są przygotowanymi obrotami elementarnymi. Członδ¦Tœ
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wyraża pracę przygotowaną więzów. Uwzględniając w równaniu (9.47) podział wek-
torów globalnych okréslony równaniami (9.42) i (9.43) oraz postać wariacji więzów
(9.44) otrzymuje się:

δ rT
F

(
M Fr̈ F +Fint

F −Fext
F

)
+ δ rT

DU (M DUr̈DU −FDU)+ δ rT
DC (M DCr̈ DC−FDC)

+δˆT
DC

(
JDC�̇DC−TDC

)
+ δˆT

DU

(
JDU�̇DU −TDU

)

−δ rT
F NTœ+ δ rT

DCœ−δˆT
DCS̃Tœ = 0. (9.48)

Równanie (9.48) mȯzna zapisác w postaci następującego równania macierzowego:





δ r F

δ r DU

δ r DC

δˆDU

δˆDC





T







MF 0 0 0 0 −NT

0 MDU 0 0 0 0

0 0 MDC 0 0 I

0 0 0 JDU 0 0

0 0 0 0 JDC −S̃T








r̈ F

r̈ DU

r̈ DC

�̇DU

�̇DC

œ





−





Fext
F −Fint

F

FDU

FDC

TDU

TDC








= 0.

(9.49)

Poniewȧz równanie (9.49) musi być spełnione dla dowolnej wariacji, wyrażenie w
nawiasie musi býc równe zeru. Po uzupełnieniu dodatkowymi ograniczeniami dla
przyspieszén (9.46) otrzymuje się następujący układ równań dla układu sprzę̇zonego:




MF 0 0 0 0 −NT

0 MDU 0 0 0 0

0 0 MDC 0 0 I

0 0 0 JDU 0 0

0 0 0 0 JDC −S̃T

−N 0 I 0 −S̃ 0








r̈ F

r̈ DU

r̈ DC

�̇DU

�̇DC

œ





=





Fext
F −Fint

F

FDU

FDC

TDU

TDC

−…DC





. (9.50)

Równanie (9.50) zawiera niewiadome typu kinematycznego i niewiadome o charak-
terze sił, czyli mnȯzniki Lagrange’a. Równania te mogą być rozwiązywane bezpo-
średnio względem tych niewiadomych poprzez zastosowanieodpowiedniej procedury
całkowania. Alternatywny sposób wykorzystuje eliminacj˛e mnȯzników Lagrange’aœ
oraz zmiennych zalėznych rDC i �DC przed procesem całkowania. Po wykonaniu od-
powiednich przekształceń algebraicznych z (9.72) można otrzymác następujący układ
równán:
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[
M F +NTM DCN−NTM DCS̃

(
JDC + S̃TM DCS̃

)−1
S̃TM DCN

]
r̈ F = Fext

F −Fint
F +NTFDC

+NTM DC…DC−NTM DCS̃
(
JDC + S̃TMDCS̃

)−1
(TDC + S̃TFDC + S̃TM DC…DC) ,

M DUr̈DU = FDU , (9.51)

JDU�̇DU = TDU ,

który mȯze býc całkowany względem czasu za pomocą jawnego schematu całkowania
łączącego równania (2.58)–(2.60) i (7.59)–(7.66).

9.3.4 Równania ruchu dla sprzę̇zonego modelu MED/MES – metoda funkcji
kary

Zasada prac przygotowanych dla sprzężonego układu MED/MES z więzami (9.40),
uwzględnionymi za pomocą metody funkcji kary, jest dana następującym równaniem:

δ rT
F

(
M Fr̈ F +Fint

F −Fext
F

)
+ δ rT

D (MD r̈D −FD)+ δˆT
D

(
JD�̇D −TD

)
+ δ¦TkDF¦ = 0,

(9.52)

gdzie kDF jest diagonalną macierzą, której elementykDFi są wartósciami dyskretnej
funkcji kary. Metoda funkcji kary, w przeciwiénstwie do metody mnȯzników La-
grange’a, zapewnia spełnienie równania więzów tylko w przybliżeniu. Równanie wię-
zów jest spełnione dokładnie dla wartości funkcji karykDF → ∞, niemniej jednak war-
tość funkcji kary musi býc ograniczona ze względu na jej wpływ na krytyczny krok
całkowania. Podobnie jak w przypadku ograniczeń kontaktowych maksymalną war-
tość parametru kary dla więzów sprzęgających ustala się napodstawie nierównósci
(4.47). Uwzględniając w równaniu (9.52) podział wektorów globalnych okréslony
równaniami (9.42) i (9.43) oraz postać wariacji więzów (9.44) otrzymuje się:

δ rT
F

(
M Fr̈ F +Fint

F −Fext
F

)
+ δ rT

DU (M DUr̈DU −FDU)+ δ rT
DC (M DCr̈ DC−FDC)

+δˆT
DC

(
JDC�̇DC−TDC

)
+ δˆT

DU

(
JDU�̇DU −TDU

)

−δ rT
F NTkDF¦+ δ rT

DCkDF¦−δˆT
DCS̃TkDF¦ = 0. (9.53)

Równanie (9.53) mȯzna zapisác w postaci następującego równania macierzowego:
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



δ r F

δ r DU

δ r DC

δˆDU

δˆDC





T





MF 0 0 0 0

0 MDU 0 0 0

0 0 MDC 0 0

0 0 0 JDU 0

0 0 0 0 JDC








r̈ F

r̈ DU

r̈ DC

�̇DU

�̇DC





−





Fext
F −Fint

F +NTkDF¦

FDU

FDC−kDF¦

TDU

TDC + S̃TkDF¦








= 0.

(9.54)

Poniewȧz równanie (9.54) musi być spełnione dla dowolnych kinematycznie dopusz-
czalnych wariacji (bez uwzględnienia równań sprzęgających więzów) wyrażenie w
nawiasie musi býc równe zeru, co daje następujące równanie:




M F 0 0 0 0

0 MDU 0 0 0

0 0 MDC 0 0

0 0 0 JDU 0

0 0 0 0 JDC








r̈ F

r̈ DU

r̈ DC

�̇DU

�̇DC





=





Fext
F −Fint

F +NTkDF¦

FDU

FDC−kDF¦

TDU

TDC + S̃TkDF¦





. (9.55)

Równanie (9.55) mȯze býc całkowane względem czasu za pomocą jawnego schematu
całkowania łączącego równania (2.58)–(2.60) i (7.59)–(7.66).

9.4 Uproszczone sprzę̇zenie obszarów MED i MES

9.4.1 Sformułowanie uproszczonego modelu sprzężenia

Rys. 9.4. Uproszczone sprzężenie podobszarów MED i MES.



160 9. Integracja metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych

W podrozdziale 9.3.1 założono, że zgodnie z równaniami (9.21) i (9.25) elementy
dyskretne mogą się co najwyżej stykác z brzegiem podobszaru dyskretyzowanego ele-
mentami skónczonymi. Sprzęgające więzy kinematyczne nałożono na punkty nale-
żące do elementów dyskretnych, stykające się z brzegiemΓD-F. Otrzymane równania,
zwłaszcza w postaci zredukowanej (9.51), mają dość skomplikowaną postać. W imple-
mentacji numerycznej wykorzystano uproszczone sformułowanie oparte na założeniu,
że środki elementów dyskretnych mogą leżéc na brzeguΓF-D (rys. 9.4). Dopuszcza
się tym samym pewną penetrację elementów dyskretnych w obszarzeΩF, jednak przy
małych rozmiarach elementów dyskretnych w porównaniu do rozmiarów elementów
skónczonych wprowadzany jest stosunkowo mały błąd.

PodzbiórDD-F zawierający elementy dyskretne, dla których zostaną określone do-
datkowe warunki kinematyczne, można okréslić w następujący sposób:

DD-F = {di : ei = 0} , (9.56)

gdzieei jest odległósciąśrodka masy elementu dyskretnego od brzeguΓD-F

ei = min
x∈ΓD-F

||xdi −x|| , (9.57)

gdziexdi – współrzędnésrodka masy elementu dyskretnego. W praktyce odległość
środków masy elementów dyskretnych od brzegu będzie sprawdzana przy załȯzeniu
tolerancji"

DD-F = {di : ei ≤ "} . (9.58)

Dodatkowe kinematyczne ograniczenia (więzy), sprzęgające podobszary MES i
MED, wynikają z załȯzenia,że środki elementów dyskretnych leżące na brzegu pod-
obszaru MESxdi są związane kinematycznie z pokrywającym się punktem,nalėzącym
do zdyskretyzowanego brzegu podobszaru ciągłegoxF:

�i = xdi −xF = udi −uF(xF) = 0, ∀di ∈ DD-F ,xF ∈ ΓF-D , (9.59)

δ�i = δudi −
nw

∑
j=1

Nj(xF)δuF j = 0, (9.60)

�̇i = u̇di −
nw

∑
j=1

Nj(xF)u̇F j = 0, (9.61)

�̈i = üdi −
nw

∑
j=1

Nj(xF)üF j = 0. (9.62)
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Związki kinematyczne (9.59)–(9.62) można zapisác w postaci macierzowej:

¦i = udi −Ne(xc
F)r F

e = 0, (9.63)

δ¦i = δudi −Ne(xc
F)δ r F

e = 0, (9.64)

¦̇i = u̇di −Ne(xc
F)ṙ

e
F = 0, (9.65)

¦̈i = üdi −Ne(xc
F)δ r̈e

F = 0. (9.66)

Zalėznósci (9.63)–(9.66) mȯzna zapisác łącznie dla wszystkich elementów dyskret-
nych ze zbioruDD-F w postaci

¦ = rDC−Nr F = 0, (9.67)

δ¦ = δ r DC−Nδ r F = 0, (9.68)

¦̇i = ṙDC−Nṙ F = 0, (9.69)

¦̈i = r̈DC−Nr̈ F = 0. (9.70)

9.4.2 Równania ruchu dla uproszczonego modelu sprzężenia MED/MES –
metoda mnȯzników Lagrange’a

Zasadę prac przygotowanych dla sprzężonego układu MED/MES z więzami (9.67),
uwzględnionymi za pomocą metody mnożników Lagrange’a, mȯzna zapisác identycz-
nie jak w równaniu (9.47). Po uwzględnieniu podziału wektorów globalnych okréslo-
nego równaniami (9.42) i (9.43) oraz postaci wariacji równania więzów (9.68) otrzy-
muje się równanie:

δ rT
F

(
M Fr̈ F +Fint

F −Fext
F

)
+ δ rT

DU (M DUr̈DU −FDU)+ δ rT
DC (M DCr̈ DC−FDC)

+δˆT
DC

(
JD�̇D −TD

)
− δ rT

F NTœ+ δ rT
DCœ = 0 (9.71)

równowȧzne następującemu układowi równań:



M F 0 0 0 −NT

0 MDU 0 0 0

0 0 MDC 0 I

0 0 0 J 0

−N 0 I 0 0








r̈ F

r̈ DU

r̈ DC

�̇D

œ





=





Fext
F −Fint

F

FDU

FDC

TD

0





. (9.72)

Równania (9.72) mogą być rozwiązywane bezpośrednio względem tych niewiado-
mych poprzez zastosowanie odpowiedniej procedury całkowania. Bardzo wygodnym
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sposobem rozwiązania jest eliminacja mnożników Lagrange’aœ oraz zmiennych za-
leżnych rDC przed procesem całkowania. Otrzymuje się w ten sposób następujący
zredukowany układ równań:

(
M F +NTM DCN

)
r̈ F = Fext

F −Fint
F +NTFDC ,

M DUr̈DU = FDU , (9.73)

JD�̇D = TD .

który mȯze býc całkowany względem czasu za pomocą jawnego schematu całkowania,
łączącego równania (2.58)–(2.60) i (7.59)–(7.66).

9.4.3 Równania ruchu dla uproszczonego modelu sprzężenia MED/MES –
metoda funkcji kary

Zasadę prac przygotowanych dla sprzężonego układu MED/MES z więzami (9.67),
uwzględnionymi za pomocą metody funkcji kary, można zapisác identycznie jak w
równaniu (9.52). Po uwzględnieniu podziału wektorów globalnych okréslonego rów-
naniami (9.42) i (9.43) oraz postaci wariacji równania więzów (9.68) otrzymuje się
równanie:

δ rT
F

(
M Fr̈ F +Fint

F −Fext
F

)
+ δ rT

DU (M DUr̈DU −FDU)+ δ rT
DC (M DCr̈ DC−FDC)

+δˆT
D

(
JD�̇D −TD

)
−δ rT

F NTkDF¦+ δ rT
DCkDF¦ = 0. (9.74)

Na podstawie spełnienia równania (9.74) dla dowolnych, kinematycznie dopuszczal-
nych (bez uwzględnienia równań sprzęgających więzów) przemieszczeń przygotowa-
nych, otrzymuje się następujący układ równań:




M F 0 0 0

0 MDU 0 0

0 0 MDC 0

0 0 0 JD








r̈ F

r̈ DU

r̈ DC

�̇D





=





Fext
F −Fint

F +NTkDF¦

FDU

FDC−kDF¦

TD





. (9.75)

Równanie (9.75) mȯze býc całkowane względem czasu za pomocą jawnego schematu
całkowania łączącego równania (2.58)–(2.60) i (7.59)–(7.66).
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9.5 Sprzę̇zenie podobszarów MED i MES z podobszarem przejściowym
MED/MES

9.5.1 Sformułowanie problemu

Rys. 9.5. Hybrydowy model MED/MES z podobszarem przejściowym.

Rozpatrywany będzie ruch ciała odkształcalnego zajmującego obszarΩ (rys. 9.5),
z wyodrębnionymi podobszaramiΩF, w którym ciało będziemy rozpatrywać jako ósro-
dek ciągły, orazΩD, w których ciało będziemy traktować jako ósrodek dyskretny:

Ω = ΩF∪ΩD . (9.76)

W przeciwiénstwie do załȯzén przyjętych w podrozdziale 9.3.1 podobszaryΩF i ΩD

nie są rozłączne. Podobszar wspólny

ΩD-F = ΩF∩ΩD 6= /0 (9.77)

jest podobszarem, w którym stosuje się modelowanie dyskretno-ciągłe o zmiennym
udziale obydwu modeli, zapewniające stopniowe przejście między obydwoma mode-
lami, podobnie jak w algorytmie sprzężenia modelu ciągłego i dyskretnego w [303].
Praca przygotowanaδW w całym obszarzeΩ zostanie zapisana jako liniowa kombi-
nacja pracy przygotowanej modelu ciągłegoδWF i pracy przygotowanej modelu dys-
kretnegoδWD

δW = ˛δWF +(1−˛)δWD , (9.78)
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gdzie funkcją jest zdefiniowana w następujący sposób

˛(x) =





0 dla x ∈ ΩD \ΩD-F ,

g(x)

L(x)
dla x ∈ ΩD-F ,

1 dla x ∈ ΩF\ΩD-F .

(9.79)

Rys. 9.6. Parametry definiujące funkcję skalującą˛.

W obszarze modelowania dyskretno-ciągłegoΩD-F funkcja˛ zmienia się liniowo od
zera na powierzchniΓ(α=0)

D-F do jednósci na powierzchniΓ(α=1)
D-F (rys. 9.6). Powierzch-

nia Γ(α=0)
D-F rozdziela podobszar modelowania dyskretno-ciągłego od podobszaru mo-

delowania dyskretnego:

Γ(α=0)
D-F = ΓF∩ΩD . (9.80)

PowierzchniaΓ(α=1)
D-F rozdziela podobszar modelowania dyskretno-ciągłego od podob-

szaru modelowania ciągłego:

Γ(α=1)
D-F = ΓD ∩ΩF . (9.81)

Definicja parametrówg(x) i L(x) definiujących wartósć funkcji ˛(x) w podobsza-
rze modelowania dyskretno-ciągłego dla problemu dwuwymiarowego jest pokazana
graficznie na rys. 9.6. Parametrg(x) jest najmniejszą odległością punktu x od po-
wierzchniΓ(α=0):

g(x) = || x̄(0)−x|| , (9.82)
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gdzie

x ∈ ΩD-F , x̄
(0) ∈ Γ(α=0)

D-F : || x̄(0)−x|| = min
x(0)∈Γ(α=0)

D-F

||x(0)−x|| . (9.83)

ParametrL(x) jest długóscią odcinka prostej, pokrywającej się z wektoremx̄(0) −x,
zawartego w podobszarzeΩD-F.

W podobszarzeΩF przeprowadzamy dyskretyzację za pomocą elementów skoń-
czonych zgodnie z równaniami (9.23)–(9.24), aproksymując pola przemieszczenia,
prędkósci i przyspieszenia,uF, u̇F i üF, poprzez funkcje kształtuN i wektory uogólnio-
nych przemieszczeń, prędkósci i przyspieszén węzłowychr F, ṙ F i r̈ F. W podobszarze
ΩD stosujemy model oparty na metodzie elementów dyskretnych.Obszar zajmowany
przez zbiór elementów dyskretnychD = {di}, i = 1,nde jest podzbiorem zbioruΩD

Ω̃D =
i=nde⋃

i=1

di ⊂ ΩD . (9.84)

Konfiguracja i ruch układu elementów dyskretnych są opisane przez wektory prze-
mieszczén, prędkósci i przyspieszén rD, ṙD i r̈ D oraz wektory prędkósci i przyspieszén
kątowych�D i �̇D.

W czę́sci wspólnej podobszarówΩD i ΩF, w podobszarzeΩD-F, stosowane jest za-
równo modelowanie za pomocą elementów skończonych jak i za pomocą elementów
dyskretnych. PodobszarΩD-F zapewnia stopniowe przejście między obydwoma sposo-
bami modelowania.

9.5.2 Więzy kinematyczne sprzęgające podobszary MED i MES

Podobszary dyskretyzowane elementami skończonymi i modelowane elementami dys-
kretnymi są ze sobą sprzężone w podobszarzeΩD-F. Sprzę̇zenie podobszarów MES i
MED jest zapewnione przez dodatkowe kinematyczne ograniczenia (więzy), wynika-
jące z załȯzenia,że elementy dyskretne leżące w podobszarzeΩD-F, tworzące podzbiór

DD-F = {di : xdi ∈ ΩD-F} (9.85)

są związane kinematycznie ze zdyskretyzowanym podobszarem ciągłym

�i = xdi −xF = udi −uF(xF) = 0, ∀di ∈ DD-F ,xF ∈ ΩD-F , (9.86)

δ�i = δudi −
nw

∑
j=1

Nj(xF)δuF j = 0, (9.87)
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�̇i = u̇di −
nw

∑
j=1

Nj(xF)u̇F j = 0, (9.88)

�̈i = üdi −
nw

∑
j=1

Nj(xF)üF j = 0. (9.89)

Zalėznósci między przemieszczeniami przygotowanymi, prędkością i przyspiesze-
niem elementu dyskretnego a odpowiednimi wielkościami węzłowymi ograniczają-
cego go elementu skończonego mȯzna zapisác w notacji macierzowej w postaci:

¦i = udi −Ne(xc
F)r F

e = 0, (9.90)

δ¦i = δudi −Ne(xc
F)δ r F

e = 0, (9.91)

¦̇i = u̇di −Ne(xc
F)ṙ

e
F = 0, (9.92)

¦̈i = üdi −Ne(xc
F)δ r̈e

F = 0. (9.93)

Różnica między związkami kinematycznymi (9.90)–(9.93) a stosowanymi poprzednio
związkami (9.63)–(9.66) polega na tym,że w (9.90)–(9.93) elementy skończone dys-
kretyzują obszarΩF, a w (9.63)–(9.66) elementy skończone były czę́scią dyskretyzacji
brzeguΓF.

Zalėznósci (9.90)–(9.93) mȯzna zapisác łącznie dla wszystkich elementów dyskret-
nych ze zbioruDD-F w postaci

¦ = rDC−Nr F = 0, (9.94)

δ¦ = δ r DC−Nδ r F = 0, (9.95)

¦̇i = ṙDC−Nṙ F = 0, (9.96)

¦̈i = r̈DC−Nr̈ F = 0. (9.97)

Dodatkowe ograniczenia kinematyczne, sprzęgające podobszary MED i MES, zo-
staną wprowadzone do układu równań opisującego układ sprzężony za pomocą dwóch
alternatywnych metod:

• metody mnȯzników Lagrange’a,

• metody funkcji kary.

9.5.3 Równania ruchu dla sprzę̇zonego modelu MED/MES – metoda
mnożników Lagrange’a

Zasada prac przygotowanych dla sprzężonego układu MED/MES z więzami (9.94),
uwzględnionymi za pomocą metody mnożników Lagrange’a przy załȯzeniu (9.78),
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jest dana następującym równaniem:

δ rT
F

(
M̄ Fr̈ F + F̄int

F − F̄ext
F

)
+ δ rT

D

(
M̄ Dr̈D − F̄D

)
+ δˆT

D

(
J̄D�̇D − T̄D

)
+ δ¦Tœ = 0,

(9.98)

gdzie globalne macierzēM F, M̄ D i J̄D oraz globalne wektorȳFint
F , F̄ext

F , F̄D i T̄D są uzy-
skane przez złȯzenie odpowiednich macierzy mas i wektorów elementowych (MES
i MED), uwzględniających wkład MES i MED do całkowitej pracy przygotowanej
zgodnie z załȯzeniem (9.78):

f̄ int
e =

∫

Ωe

˛BT�dΩe, (9.99)

f̄ext
e =

∫

Ωe

˛NTρbdΩe+

∫

Γe∩Γσ
˛NTt dΓe, (9.100)

m̄e =

∫

Ωe

˛ρNTNdΩe, (9.101)

f̄di = (1−˛)fdi , (9.102)

m̄di = (1−˛)mdi , (9.103)

J̄di = (1−˛)Jdi , (9.104)

T̄di = (1−˛)Tdi . (9.105)

Uwzględniając w równaniu (9.98) podział wektorów globalnych okréslony rów-
naniami (9.42) i (9.43) oraz postać wariacji równania więzów (9.95), otrzymuje się
równanie:

δ rT
F
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które inaczej mȯzna zapisác jako:
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(9.107)
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Poniewȧz równanie (9.107) musi być spełnione dla dowolnej wariacji, wyrażenie w
nawiasie musi býc równe zeru. Po uzupełnieniu dodatkowymi ograniczeniami dla
przyspieszén (9.97) otrzymuje się następujący układ równań dla układu sprzę̇zonego:
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. (9.108)

Podobnie jak w przypadku równania (9.72) zastosowany zostanie schemat rozwią-
zania równania (9.108), wykorzystujący eliminację mnożników Lagrange’aœ oraz
zmiennych zalėznychrDC przed procesem całkowania. Przeprowadzając odpowiednie
przekształcenia algebraiczne otrzymuje się równanie analogiczne do równania (9.51):

(
M̄ F +NTM̄ DCN

)
r̈ F = F̄ext

F − F̄int
F +NTF̄DC ,

M̄ DUr̈DU = F̄DU , (9.109)

J̄D�̇D = T̄D ,

do którego mȯzna zastosowác całkowanie według schematu jawnego, łączącego rów-
nania (2.58)–(2.60) i (7.59)–(7.66).

9.5.4 Równania ruchu dla sprzę̇zonego modelu MED/MES – metoda funkcji
kary

Zasada prac przygotowanych dla sprzężonego układu MED/MES z więzami (9.94),
uwzględnionymi za pomocą metody funkcji kary, jest dana następującym równaniem:

δ rT
F

(
M̄ Fr̈ F + F̄int

F − F̄ext
F

)
+ δ rT

D

(
M̄ Dr̈ D − F̄D

)
+ δˆT

D

(
J̄D�̇D − T̄D

)
+ δ¦TkDF¦ = 0,

(9.110)

gdziekDF jest diagonalną macierzą, której elementy są wartościami dyskretnej funkcji
kary, a globalne macierzēM F, M̄ D i J̄D oraz globalne wektorȳFint

F , F̄ext
F , F̄D i T̄D są uzy-

skane przez złȯzenie odpowiednich macierzy mas i wektorów elementowych (MES
i MED), uwzględniających wkład MES i MED do całkowitej pracy przygotowanej
zgodnie z załȯzeniem (9.78), danych równaniami (9.99)–(9.105). Po uwzględnieniu
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podziału wektorów globalnych określonego równaniami (9.42) i (9.43) oraz postaci
wariacji równania więzów (9.95) otrzymuje się równanie:
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które mȯzna zapisác w następującej postaci macierzowej:
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(9.112)

Poniewȧz równanie (9.112) musi być spełnione dla dowolnych kinematycznie dopusz-
czalnych wariacji (bez uwzględnienia równań sprzęgających więzów) wyrażenie w
nawiasie musi býc równe zeru, co daje następujące równanie:
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. (9.113)

Równanie (9.55) mȯze býc całkowane względem czasu za pomocą jawnego schematu
całkowania, łączącego równania (2.58)–(2.60) i (7.59)–(7.66).

9.5.5 Równania ruchu dla sprzę̇zonego modelu MED/MES – metoda funkcji
kary z tłumieniem

W metodzie funkcji kary jednocześnie z siłami korygującymi naruszenie równania
więzów o charakterze sprężystym mȯzna wprowadzíc siły o charakterze tłumiącym,
przeciwdziałające naruszeniu ograniczeń prędkósciowych (9.96), działające tylko na
połączeniu i nie tłumiące ruchu, który nie powoduje zmiany w spełnieniu ograniczén
kinematycznych. Dla sprzężonego układu MED/MES z więzami (9.94) można napisác
zasadę prac przygotowanych w następującej postaci:

δ rT
F

(
M̄ Fr̈ F + F̄int

F − F̄ext
F

)
+ δ rT

D

(
M̄ Dr̈ D − F̄D

)
+ δˆT

D

(
J̄D�̇D − T̄D

)

+δ¦TkDF¦+ δ¦TCDF¦̇ = 0, (9.114)



170 9. Integracja metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych

gdzieCDF jest diagonalną macierzą, której elementy są wartościami współczynników
tłumienia. Po uwzględnieniu podziału wektorów globalnych, okréslonego równaniami
(9.42) i (9.43), oraz postaci wariacji równania więzów (9.95), otrzymuje się równanie:
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Na podstawie spełnienia równania (9.115) dla dowolnych kinematycznie dopuszczal-
nych (bez uwzględnienia równań sprzęgających więzów) przemieszczeń przygotowa-
nych otrzymuje się następujący układ równań:
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(9.116)

W podobny sposób tłumienie może býc wprowadzone do równań (9.52) i (9.74).

9.6 Implementacja zintegrowanej metody MED/MES

Algorytm numeryczny zintegrowanej metody elementów skończonych i dyskretnych
został implementowany w programie numerycznym Simpact/Stampack [253, 262,
255, 216, 251]. Otrzymano program numeryczny umożliwiający stosowanie hybrydo-
wych modeli w ró̇znorodny sposób łączących metodę elementów dyskretnych z me-
todą elementów skónczonych.

W implementacji wykorzystano wspólne cechy obydwu sformułowán:

• podobna postác równán ruchu,

• algorytm całkowania równán ruchu względem czasu,

• algorytm wykrywania kontaktu,

• modele konstytutywne dla zagadnienia kontaktu.

Uniwersalny algorytm analizy kontaktu jest jednym z ważnych elementów zintegro-
wanego programu. Zastosowany algorytm wykrywania kontaktu zostanie przedsta-
wiony w rozdziale 10. Algorytm kontaktu umożliwia sprzę̇zenie metod elementów
skónczonych i dyskretnych w przypadku ich stosowania w oddzielnych obszarach, do
modelowania ró̇znych materiałów. Gdy obie metody są stosowane w różnych czę-
ściach tego samego ośrodka do modelowania tego samego materiału, podlegającego
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różnym procesom, sprzężenie jest uzyskane przez dodatkowe więzy kinematyczne. W
programie numerycznym zostały wykorzystane różne sposoby uwzględnienia więzów
kinematycznych.

Podsumowanie

Motywacją pracy przedstawionej w niniejszym rozdziale było nowatorskie modelowa-
nie dyskretno-ciągłego. Dzięki zastosowaniu zintegrowanej metody elementów skoń-
czonych i dyskretnych stworzono model numeryczny, w którympewne czę́sci są dys-
kretyzowane elementami skończonymi, a inne są modelowane poprzez elementy dys-
kretne. Metoda elementów dyskretnych może býc wykorzystana tych częściach, w
których modelowanie za pomocą elementów skończonych jest trudne i nieefektywne,
np. dla zagadnién z nieciągłósciami. W ten sposób można wykorzystác zalety obydwu
metod, otrzymując dokładny model fizyczny i efektywny model numeryczny.

W niniejszym rozdziale przedstawiono różne sposoby integracji MED/MES. Al-
gorytmy integrujące zostały implementowane w programie numerycznym, który w
jednolity sposób realizuje algorytmy metody elementów skończonych i dyskretnych.
Stanowi to du̇zą zaletę w stosunku do innych prac, w których wykorzystywano dwa
różne programy numeryczne [264, 307]. Oryginalnym elementemniniejszej pracy są
algorytmy sprzęgające podobszary modelowane za pomocąelementów dyskretnych
z podobszarami dyskretyzowanymi za pomocą elementów skończonych. Sprzę̇zenie
jest uzyskane przez dodatkowe więzy kinematyczne, nałożone na elementy dyskretne.
Spełnienie ograniczeń kinematycznych jest zapewnione przy użyciu metody mnȯzni-
ków Lagrange’a lub z wykorzystaniem metody funkcji kary. Zaproponowanie ró̇z-
nych metod sprzę̇zenia ma na celu zbadanie poprawności działania ró̇znych algoryt-
mów. Algorytmy sprzęgające powinny umożliwiać przeniesienie oddziaływania mię-
dzy obydwoma obszarami bez wprowadzania niepożądanych, niefizycznych efektów
odbicia fal na połączeniu podobszarów MES i MED. Weryfikacja działania algoryt-
mów sprzęgających będzie przedstawiona w rozdziale 11.
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Wstęp

Zagadnienie kontaktowe jest ważnym problemem rozpatrywanym w ramach obydwu
metod: metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych, jak rów-
nież w przypadku ich integracji. W zintegrowanym sformułowaniu metody elementów
skónczonych i metody elementów dyskretnych możemy miéc następujące przypadki
kontaktu:

• kontakt między ciałem odkształcalnym i ciałem sztywnym,

• kontakt między dwoma ciałami odkształcalnymi,

• kontakt między elementami dyskretnymi,

• kontakt między elementami dyskretnymi i ciałem odkształcalnym.

W algorytmie numerycznym rozpatruje się kontakt dla układu dyskretnego. W przy-
padku ciał odkształcalnych i sztywnych w zagadnieniu kontaktu rozpatruje się brzeg
dyskretyzowany elementami powierzchniowymi. W implementowanym algorytmie w
zagadnieniu dwuwymiarowym brzeg jest dyskretyzowany dwuwęzłowymi segmen-
tami liniowymi, a w zagadnieniu trójwymiarowym powierzchnia kontaktowa jest
aproksymowana elementami trójkątnymi lub czworokątnymi. W implementowanym
sformułowaniu metody elementów dyskretnych zakłada się,że elementy dyskretne
mają kształt cylindra (2D) lub kuli (3D).

Ogólnie mȯzna okréslić dwa podstawowe zadania wykonywane w algorytmie kon-
taktu:

1. Wykrywanie kontaktu

Warunki kontaktu nie są znanea priori, w związku z tym kontakt między obiektami
i strefa kontaktu muszą być wyznaczane w kȧzdym kroku rozwiązania.

2. Obliczanie sił kontaktu

Jésli kontakt jest wykryty, siły oddziaływania kontaktowegosą przyłȯzone w miej-
scu styku, a wielkósci sił są okréslane zgodnie z przyjętym modelem konstytutyw-
nym kontaktu.

Algorytmy obliczania oddziaływania kontaktowego zostałyprzedstawione w roz-
działach 4 i 7. Niniejszy rozdział jest poświęcony algorytmowi wykrywania kontaktu.

172
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W przypadku obiektów dyskretyzowanych elementami skończonymi procedura wy-
krywania kontaktu wyznacza aktualną strefę kontaktu mi˛edzy brzegami obszarów dys-
kretyzowanych, zás w przypadku modeli wykorzystujących elementy dyskretnepo-
szukuje się pary elementów dyskretnych będące aktualnie w kontakcie. W modelach
zintegrowanych ciągło-dyskretnych wyznacza się ponadto kontakt między elementami
dyskretnymi oraz brzegiem obszarów dyskretyzowanych elementami skónczonymi.

Istnienie kontaktu okrésla się na podstawie zachodzącej wzajemnej penetracji mię-
dzy kontaktującymi się obiektami. W przypadku kontaktu między dwiema powierzch-
niami dyskretyzowanymi elementami skończonymi warunki kontaktu bada się w po-
szczególnych węzłach. Zazwyczaj jedna z powierzchni jestprzyjęta jako powierzchnia
slave, druga jakomaster. W algorytmie kontaktu bada się penetrację węzłów dyskrety-
zujących powierzchnięslaveprzez aproksymację powierzchnimaster. Aby wykluczýc
penetrację badanych powierzchni, konieczne jest również badanie penetracji węzłow
dyskretyzujących powierzchnięmasterprzez aproksymację powierzchnislave.

W przypadku kontaktu między elementami dyskretnymi, w sformułowaniu sto-
sowanym w niniejszej pracy, mamy do czynienia z badaniem wzajemnej penetracji
walców lub kul. W modelu hybrydowym, w którym sprzężenie między obszarami
dyskretyzowanymi elementami skończonymi i elementami dyskretnymi jest zapew-
nione przez oddziaływanie kontaktowe, bada się penetrację elementów dyskretnych
(walców lub kul) przez powierzchnię dyskretyzowaną elementami skónczonymi (od-
cinkami prostymi w zagadnieniu płaskim lub elementami trójkątnymi lub czworokąt-
nymi w modelu trójwymiarowym). Problem ten można traktowác jako uogólnienie
wykrywania kontaktu między węzłem a powierzchnią – w przypadku elementu dys-
kretnego węzeł utȯzsamiany zésrodkiem elementu ma przypisany skończony wymiar
– promién. Z podobnym przypadkiem możemy miéc do czynienia równiėz w anali-
zie kontaktu między ciałami odkształcalnymi, gdy jedno z ciał jest traktowane jako
powłoka. Dokładne sprawdzenie warunków kontaktu dla powłoki wymaga uwzględ-
nienia jej grubósci. Wykrywanie kontaktu mȯzna sprowadzić do problemu wykrywa-
nia penetracji kuli/walca ósrodku w węźle dyskretyzującym powierzchnięśrodkową
powłoki i promieniu równym połowie grubości powłoki.

Podsumowując, rozpatrywane przypadki kontaktu w zintegrowanym systemie me-
tody elementów skónczonych i dyskretnych można podzielíc na dwie grupy:

• kontakt kuli lub walca o promieniur ≥ 0 z aproksymowaną powierzchnią,

• kontakt dwóch kuli lub walców o danych promieniachr1, r2 > 0.

Za najwȧzniejsze wymagania stawiane algorytmom wykrywania kontaktu mȯzna
uznác efektywnósć numeryczną i niezawodność. Koszt obliczeniowy związany z wy-
krywaniem kontaktu mȯze býc w wielu przypadkach bardzo duży, zwłaszcza w ana-
lizie metodą elementów dyskretnych, gdzie operacje poszukiwania kontaktu zajmują
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około 90% całego czasu obliczeniowego. Dążenie do wysokiej efektywności algo-
rytmu skłania do przyjęcia założén upraszczających, które mogą pogorszyć niezawod-
nósć algorytmu, przez co rozumiemy możliwość niewykrycia kontaktu w pewnych
sytuacjach. Niektóre algorytmy posiadają tzw. „strefę martwą” (ang. dead zone), w
której zawodzi algorytm kontaktu. Może to wystąpíc przy skomplikowanej geome-
trii i nieregularnej dyskretyzacji. Du̇ze trudnósci w wykrywaniu kontaktu sprawiają
ostre krawędzie i narȯza. Dobry algorytm wykrywania kontaktu powinien być efek-
tywny obliczeniowo, a jednocześnie powinien niezawodnie wykrywać kontakt między
badanymi obiektami.

W zintegrowanym programie metody elementów skończonych i metody elemen-
tów dyskretnych został opracowany przez autora uniwersalny algorytm wykrywania
kontaktu, pozwalający badać penetrację między powierzchniami dyskretyzowanymi
elementami skónczonymi, pomiędzy elementami dyskretnymi oraz pomiędzy elemen-
tami dyskretnymi i brzegiem obszarów dyskretyzowanych elementami skónczonymi.
Algorytm ten opiera się na sortowaniu przestrzennym obiektów, poprzedzającym wła-
ściwe sprawdzanie kontaktu. Ogólne założenia oraz niektóre szczegóły tego algorytmu
zostaną przedstawione poniżej.

10.1 Porządkowanie przestrzenne

Proste podejście do wykrywania kontaktu między wieloma obiektami (węzłami, ele-
mentami skónczonymi, elementami dyskretnymi), polegające na sprawdzeniu mȯz-
liwości kontaktu kȧzdego obiektu ze wszystkimi obiektami, byłoby bardzo nieefek-
tywne. Złȯzonósć obliczeniowa takiego algorytmu jest rzędun2, gdzien jest liczbą
badanych obiektów. Działanie takiego algorytmu dla dużych wartósci n byłoby prak-
tycznie niemȯzliwe. Opracowano ró̇zne metody bardziej efektywnego poszukiwania
kontaktu. Przegląd metod wykrywania kontaktu, stosowanych w metodzie elemen-
tów dyskretnych oraz w metodzie elementów skończonych, mȯzna znaleź́c w [298] i
[162]. Cechą wspólną tych metod jest przestrzenne posortowanie (uporządkowanie)
obiektów, poprzedzające właściwe sprawdzenie kontaktu, por. [298]. Posortowanie
zbioru umȯzliwia łatwe zidentyfikowanie znajdujących się w pobliżu elementów –
sprawdzenie mȯzliwości kontaktu ogranicza się tylko do tak znalezionego sąsiedztwa.

Jako najczę́sciej stosowane metody porządkowania przestrzennego obiektów
można wymieníc:

• równomierny podział obszaru obliczeniowego (w języku angielskim u̇zywa się ró̇z-
nych terminów dla tej metody, np. grid method, bins) (Löhner[163]),

• adaptacyjny podział obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur drzew
dwójkowych (binarnych) (Knuth [142], Bonet [34]),
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• adaptacyjny podział obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur drzew
czwórkowych (ang. quad-tree) w zagadnieniu 2D i ósemkowych (ang. octree)
w zagadnieniu 3D (Knuth [142], Samet [263]),

• adaptacyjny podział obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur stosów
(Williams [298]).

Poni̇zej przedstawione zostaną główne zasady sortowania przestrzennego w wy-
branych metodach na przykładzie sortowania zbioru punktów.

Równomierny podział obszaru obliczeniowego

Rys. 10.1. Równomierny podział obszaru obliczeniowego.

Przestrzén fizyczną zajmowaną przez zbiór punktów dzieli się na równe komórki
prostokątne (w zagadnieniu płaskim) lub na prostopadłościenne (w zagadnieniu trój-
wymiarowym), np. [163]. Na rys. 10.1 pokazano podział obszaru dwuwymiarowego
na komórki prostokątne. Każda komórka jest identyfikowana dwoma (w zagadnie-
niu dwuwymiarowym) lub trzema (w zagadnieniu trójwymiarowym) liczbami całko-
witymi. Następnie poszczególnym komórkom przyporządkowywane są lėzące w jej
obszarze punkty. Po uporządkowaniu łatwo zidentyfikować leżące w pobli̇zu siebie
punkty, biorąc punkty z komórki zawierającej dany punkt ipunkty z komórek sąsied-
nich. Efektywnósć tej metody zalėzy od dobrania optymalnego rozmiaru komórek i
optymalnej liczby obiektów przypadających na pojedyncz ˛a komórkę. Metoda działa
dobrze w przypadku równomiernego rozłożenia obiektów w przestrzeni. Dla nierów-
nomiernego rozkładu przestrzennego obiektów bardziej efektywne mogą býc metody
oparte na adaptacyjnym podziale przestrzeni.
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Adaptacyjny podział obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur drzew binar-
nych

a) b)
Rys. 10.2. Porządkowanie przestrzenne z wykorzystaniem struktur drzew dwójkowych:
a) adaptacyjny podział obszaru obliczeniowego, b) drzewo dwójkowe.

Przestrzén zawierająca sortowane obiekty dzielona jest rekurencyjnie na prosto-
kątne (lub prostopadłościenne w 3D) podobszary zawierające co najwyżej 2 obiekty
(rys. 10.2a). Jésli liczba obiektów przekracza 2, dany podobszar dzielony jest na 2
mniejsze podobszary. Podział dokonywany jest na ogół naprzemiennie równolegle do
osi x, y i z, por. [34]. Przestrzén fizyczna wraz z obiektami może býc przedstawiona
w postaci drzewa binarnego (rys. 10.2b). Struktura drzewa binarnego pozwala na
łatwe zidentyfikowanie obiektów leżących w dowolnym podobszarze poprzez przej-
ście drzewa z góry na dół. Złożonósć obliczeniowa takiego poszukiwania jest rzędu
N log2 N. Struktury danych oparte na drzewach binarnych są efektywnym narzędziem
uporządkowania przestrzennego dla nierównomiernie rozłożonych obiektów.

Adaptacyjny podział obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur drzew czwór-
kowych i ósemkowych

Inna efektywna metoda porządkowania nierównomiernie rozmieszczonych w prze-
strzeni obiektów wykorzystuje struktury drzew czwórkowych (dla zagadnién płaskich)
i ósemkowych (dla zagadnień trójwymiarowych). Główna idea porządkowania z wy-
korzystaniem struktury drzew czwórkowych jest przedstawiona na rys. 10.3. W tej
metodzie dwuwymiarowa przestrzeń fizyczna obejmująca porządkowane obiekty jest
dzielona rekurencyjnie na prostokątne podobszary, zawierające co najwẏzej 4 obiekty
(rys. 10.3a). Jésli liczba obiektów przekracza 4, dany obszar jest dzielonyna cztery
równe podobszary i obiekty są przyporządkowane nowym podobszarom. Podział kón-
czy się, gdy w danym podobszarze jest nie więcej niż 4 obiekty. Podzielona w ten
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a) b)
Rys. 10.3. Porządkowanie przestrzenne z wykorzystaniem struktur drzew czwórkowych:
a) adaptacyjny podział obszaru obliczeniowego, b) drzewo czwórkowe.

sposób przestrzeń wraz z przyporządkowanymi obiektami jest reprezentowana przez
strukturę drzewa czwórkowego (rys. 10.3b). Struktura drzewa czwórkowego pozwala
łatwo zidentyfikowác obiekty lėzące w danym podobszarze przeszukując strukturę
drzewa z góry w dół. Złȯzonósć obliczeniowa poszukiwania tą metodą jest rzędu
N log4 N.

Przyjmując jako zasadę rekurencyjny podział przestrzeni trójwymiarowej na pod-
obszary zawierające co najwyżej osiem obiektów, otrzymuje się metodę porządkowa-
nia z wykorzystaniem struktury drzewa ósemkowego. Jeśli liczba obiektów w danym
podobszarze przekracza 8, dzieli się go na 8 podobszarów, którym przyporządkowuje
się obiekty lėzące w dzielonym podobszarze. Podział kończy się w momencie uzy-
skania podobszarów z dostatecznie małą (nie większą niż 8) liczbą obiektów. Tak
podzieloną przestrzeń z przyporządkowanymi obiektami reprezentuje się za pomocą
struktury drzewa ósemkowego. Obiekty leżące w danym podobszarze identyfikuje się
przeszukując strukturę drzewa z góry w dół. Złożonósć obliczeniowa poszukiwania za
pomocą tej metody jest rzęduN log8N.

10.2 Algorytm wykrywania kontaktu

10.2.1 Ogólna idea algorytmu

Opracowany algorytm kontaktu uwzględnia wszystkie zidentyfikowane w rozdziale
10 przypadki kontaktu występujace w zintegrowanym programie metody elementów
skónczonych i dyskretnych, dające się sprowadzić do dwóch ogólnych przypadków:

• kontakt kuli lub walca o promieniur ≥ 0 z aproksymowaną powierzchnią,

• kontakt dwóch kuli lub walców o danych promieniachr1, r2 > 0.
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Biorąc pod uwagę stosowaną dyskretyzację powierzchni, algorytm wykrywania kon-
taktu identyfikuje następujące kontaktujące się pary obiektów:

• w zagadnienieniu płaskim

– (walec o promieniur ≥ 0)–(odcinek prostej),

– (walec o promieniur1 > 0)–(walec o promieniur2 > 0);

• w zagadnienieniu trójwymiarowym

– (kula o promieniur ≥ 0)–(trójkątny lub czworokątny element powierzchni),

– (kula o promieniur1 > 0)–(kula o promieniur2 > 0).

Identyfikacja sąsiednich obiektów w implementowanym algorytmie wykorzystuje
dwie alternatywne metody sortowania przestrzennego: równomierny podział prze-
strzeni i adaptacyjny podział przestrzeni z wykorzystaniem struktur drzew czwórko-
wych (2D) i ósemkowych (3D). Sortowanie przestrzenne w każdym kroku byłoby
kosztowne numerycznie. Opracowany algorytm wykrywania kontaktu zakłada,̇ze
zmiany konfiguracji w jednym kroku całkowania są stosunkowo niewielkie. Pozwala
to załȯzyć, że lista potencjalnie kontaktujących się par obiektów może býc utrzymy-
wana przez pewien czas i wykorzystywana w wykrywaniu aktualnie kontaktujących
się obiektów.

Opracowany algorytm wykrywania kontaktu może býc przedstawiony jako dwu-
etapowy (dwupoziomowy):

Etap I. Globalne poszukiwanie kontaktu

Obiekty (elementy dyskretne, węzły, elementy powierzchniowe) są sortowane prze-
strzennie za pomocą jednej z dostępnych metod sortowania(implementowano sorto-
wanie za pomocą równomiernego lub adaptacyjnego podziałuprzestrzeni). Następ-
nie tworzona jest lista obiektów potencjalnie kontaktujących się. Kȧzdemu obiektowi
przypisuje się pewne otoczenie i obiekty znajdujące sięw tym otoczeniu traktuje się
jako mogące býc w kontakcie z rozpatrywanym obiektem. Ponieważ wybór poten-
cjalnie kontaktujących się obiektów następuje spośród wszystkich obiektów etap ten
nazywa sięglobalnym poszukiwaniem kontaktu. Globalne poszukiwanie kontaktu i ak-
tualizacja listy potencjalnie kontaktujących się obiektów są przeprowadzane co pewną
liczbę kroków całkowania, określoną na podstawie monitorowania zmian konfiguracji
obiektów.

Etap II. Lokalne sprawdzenie kontaktu

W każdym kroku całkowania względem czasu przeprowadza się sprawdzenie kryte-
rium kontaktu dla wszystkich par znajdujących się na liście par potencjalnie kontak-
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tujących się obiektów. Ponieważ sprawdzenie to przeprowadza się tylko dla obiektów,
które znajdują się w sąsiedztwie, etap ten nazywa sięlokalnym poszukiwaniem kon-
taktu.

10.2.2 Globalne poszukiwanie kontaktu

Wśród obiektów, dla których poszukuje się kontaktu, wyróżnimy obiekty typumaster
oraz obiekty typuslave. Obiektami typumastermogą býc elementy skónczone dys-
kretyzujące powierzchnię kontaktu lub elementy dyskretne o kształcie kuli lub walca.
Jako obiekty typuslavemogą występowác węzły siatki dyskretyzującej brzeg obszaru
dyskretyzowanego elementami skończonymi lub elementy dyskretne. W przypadku
poszukiwania kontaktu między elementami dyskretnymi tensam zbiór elementów
dyskretnych stanowi jednocześnie zbiór elementów typumasteri slave. Na etapie
globalnego poszukiwania kontaktu identyfikuje się pary potencjalnie kontaktujących
się obiektów typumasterz obiektami typuslave. Przez potencjalnie kontaktujące się
obiekty rozumiemy obiekty których odstęp nie przekracza pewnej małej odległósci.
Globalne poszukiwanie przeprowadza się według następującego schematu:

1. Sortowanie przestrzenne obiektów typumaster. W podzielonym adaptacyjnie lub
równomiernie obszarze obliczeniowym algorytm uporządkowania przestrzennego
(rys. 10.4) przypisuje danemu obiektowi komórki, które mogą się przecinác z
objętóscią zajmowaną przez dany obiekt.

2. Dla kȧzdego obiektu typuslave identyfikuje się znajdujące się w jego otoczeniu
obiekty typumaster, wykorzystując informacje zapisane przy sortowaniu prze-
strzennym obiektów typumaster.

3. Dla kȧzdej zidentyfikowanej pary obiektówmaster–slavesprawdza się warunek
odległósci z załȯzoną tolerancjąctol (rys. 10.5a). Jésli ten warunek jest spełniony
para obiektów jest dodawana do listy potencjalnie kontaktujących się obiektów.

Wielkość parametructol ma wpływ na długósć listy par potencjalnie kontaktują-
cych się obiektów i częstość jej aktualizacji. Im większy parametrctol, tym dłu̇zsza
lista potencjalnie kontaktujących się obiektów i mniejsza częstotliwósć jej aktualizacji,
i odwrotnie – im mniejszy parametrctol, tym krótsza lista potencjalnie kontaktujących
się obiektów i większa częstotliwość jej aktualizacji. Dłu̇zsza lista par potencjalnie
kontaktujących się obiektów wpływa negatywnie na czas lokalnego poszukiwania kon-
taktu, większa częstotliwość aktualizacji listy zwiększa czas poświęcony na globalne
poszukiwanie kontaktu. Konieczne jest przyjęcie takiej wartósci parametructol, która
zminimalizuje łączny czas globalnego i lokalnego poszukiwania kontaktu. Na pod-
stawie wielu analizowanych przykładów w naszych obliczeniach metodą elementów
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a) b)

Rys. 10.4. Sortowanie przestrzenne obiektów typumasterz wykorzystaniem a) równomier-
nego podziału obszaru obliczeniowego, b) adaptacyjnego podziału obszaru obliczeniowego.

dyskretnych przyjmowano na ogółctol = (0.1÷0.5)r, gdzier jest przeciętną wartością
promienia elementów dyskretnych.

Częstósć globalnego poszukiwania kontaktu (aktualizacji listy par potencjalnie
kontaktujących się obiektów) jest ustalana na podstawiemonitorowania maksymal-
nego składowego przemieszczenia elementów dyskretnych, akumulowanego od ostat-
niej aktualizacji listy Jésli akumulowane przemieszczenie wzdłuż dowolnej osi współ-
rzędnych przekroczy wielkość parametructol (rys. 10.5b), wtedy przeprowadza się
globalne poszukiwanie kontaktu i aktualizuje się listę par potencjalnie kontaktujących
się obiektów.

a) b)

Rys. 10.5. Sprawdzanie par potencjalnie kontaktujących się obiektów: a) graniczny odstęp
w globalnym poszukiwaniu kontaktu b) maksymalne przemieszczenie pomiędzy kolejnymi
uaktualnieniami listy par potencjalnie kontaktujących się obiektów.
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10.2.3 Lokalne sprawdzenie istnienia kontaktu

Lokalne sprawdzenie istnienia kontaktu odbywa się dla parobiektów typumaster–
slaveznajdujących się na liście par potencjalnie kontaktujących się. W przypadku
braku adhezji kontakt między obiektami zachodzi, jeśli jest stwierdzona wzajemna
penetracja. Penetrację tę sprawdza się przez prosty warunek

g≤ 0, (10.1)

gdzieg jest zdefiniowane równaniem (4.25) dla pary obiektów (element skónczony,
węzeł), równaniem (7.28) dla pary elementów dyskretnych lub równaniem (9.4) dla
pary (element skónczony, element dyskretny).

Jésli wiązania kohezyjne są aktywne, oddziaływanie między obiektami mȯze za-
chodzíc równiėz jeśli g > 0. Warunek (10.1) jest zastąpiony przez

g≤ gmax, (10.2)

gdziegmax jest maksymalnym (granicznym) odstępem między obiektami odpowiada-
jącym całkowitemu zerwaniu więzów kohezyjnych, który musi być obliczony dla da-
nego modelu konstytutywnego i przyjętych parametrów modelu.

Obliczenie funkcjig dla pary elementów dyskretnych według równania (7.28) jest
bardzo proste. Podobnie łatwo wyznaczyć g dla pary (element skónczony, węzeł) lub
(element skónczony, węzeł), gdy element skończony jest dwuwęzłowym segmentem w
zagadnienieu płaskim lub trójkątem w zagadnienieu przestrzennym. Trudniejsze jest
wyznaczenie odległósci g w przypadku stosowania elementu czworokątnego. Cztery
węzły nie muszą lėzéc w jednej płaszczyźnie. Dla wyznaczeniag według wyrȧzenia
(4.25) konieczne jest iteracyjne rozwiązanie zagadnienia minimalizacji zdefiniowa-
nego równaniem (4.26).

10.3 Implementacja komputerowa – aspekty programistyczne

Implementacja komputerowa algorytmu wykrywania kontaktuwykorzystuje dyna-
miczne struktury danych, pozwalające efektywnie reprezentowác zmieniające się wa-
runki kontaktu. Struktura danych w programie numerycznym Simpact/Stampack wy-
korzystuje takie struktury danych jak:

• dynamicznie alokowane wektory,

• listy z dowiązaniami (listy powiązane, ang. linked list),
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• struktury drzew: binarnych, czwórkowych (ang. quadtree), ósemkowych (ang.
octree).

Dynamiczna lista reprezentująca zbiór elementów dyskretnych jest przedstawiona
schematycznie na rys. 10.6. Program numeryczny jest kodowany w języku programo-

Rys. 10.6. Schemat listy elementów dyskretnych.

wania Fortran 90. Struktura danych dla pojedynczego elementu dyskretnego wykorzy-
stywana jako pojedynczy obiekt listy z dowiązaniami jest zdefiniowana w następujący
sposób:

TYPE ball

INTEGER (kind=4) :: &

lnode, & ! node label

matno ! material ID

REAL (kind=8) :: &

radius, & ! ball radius

mass ! ball mass

TYPE (ball), POINTER :: next

END TYPE ball

Lista z dowiązaniami pozwala na łatwe dodawanie i usuwanietworzących ją obiek-
tów. Struktura danych pojedynczego elementu dyskretnego zawiera informacje o ety-
kiecie węzła, promieniu i masie elementu dyskretnego, numer identyfikacyjny mate-
riału oraz wskaźnik do następnego obiektu–elementu w liście.

Lista zawierająca pary potencjalnie kontaktujących si˛e elementów dyskretnych jest
utworzona z obiektów o następującej strukturze:

TYPE contact

TYPE (ball), POINTER :: c_ball1, & ! 1st ball in the contact pair

c_ball2 ! 2nd ball in the contact pair
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INTEGER (kind=4) :: &

bflag, & ! contact bond flag, 0 - no bond, 1 - bond is active

broken ! contact bond broken flag, 1 - broken, 0 - otherwise

REAL (kind=8) :: &

fn, & ! normal contact force

ft(3), & ! tangential contact force

gap0, & ! initial gap/penetration

r01(3), & ! vector center of b1 to contact point at t=0

r02(3), & ! vector center of b2 to contact point at t=0

TYPE (contact), POINTER :: &

c_b1clist, & ! next cont. around 1st ball

c_b2clist & ! next cont. around 2nd ball

next ! pointer to next contact in global list

END TYPE contact

Dwie listy, lista elementów dyskretnych i lista par potencjalnie kontaktujących
się elementów dyskretnych, są ze sobą powiązane, wska´zniki c_ball1 i c_ball2
z obiektu definiującego parę kontaku wskazują na obiektyz listy elementów dyskret-
nych. Powiązanie w przeciwnym kierunku jest stworzone przez wskaźnikib_clist,
które są dodane do struktury obiektu–elementu dyskretnego, wskaźnik ten wskazuje
na obiekt z listy kontaktujących się par, który jest pocz ˛atkiem lokalnej listy par kontak-
tów, w których występuje dany element dyskretny. Zmodyfikowana struktura obiektu
listy elementów dyskretnych jest pokazana poniżej, dodano jeszcze jeden parametr
okréslający wielkósć zu̇zycia, wykorzystany w modelu kontaktu ze zużyciem.

TYPE ball

INTEGER (kind=4) :: &

lnode, & ! node label

matno ! material ID

REAL (kind=8) :: &

radius, & ! ball radius

mass, & ! ball mass

wear, & ! wear thickness

TYPE (contact), POINTER :: b_clist ! header of contacts around ball

TYPE (ball), POINTER :: next

END TYPE ball

Powiązane listy elementów dyskretnych oraz par potencjalnie kontaktujących się
elementów są przedstawione schematycznie na rys. 10.7. Powiązania między li-
stami oraz listy par kontaktów dla każdego elementu dyskretnego są przedstawione
na rys. 10.8.

Przedstawiona struktura bazy danych algorytmu metody elementów dyskretnych
pozwala efektywnie weryfikowác aktualnie kontaktujące się elementy, dodawać i eli-
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Rys. 10.7. Schemat globalnej listy elementów dyskretnych oraz par kontaktowych.

Rys. 10.8. Schemat lokalnej listy kontaktów.

minowác elementy dyskretne. Eliminacja elementów dyskretnych jest wykorzysty-
wana na przykład w analizie zużycia, cząstki–elementy dyskretne są usuwane ze zu-
żywanej powierzchni jésli akumulowane zu̇zycie (reprezentujące głębokość zu̇zytego
materiału) przekroczy rozmiar (średnicę) elementu dyskretnego. Eliminacja i dodawa-
nie obiektów do listy par potencjalnie kontaktujących si˛e obiektów następuje każdo-
razowo gdy stwierdza się odpowiednio niemożliwość lub mȯzliwość kontaktu między
dwoma elementami tworzącymi parę.

Podsumowanie

W tym rozdziale opisano implementowany numeryczny algorytm poszukiwania kon-
taktu, obejmujący wzystkie możliwe przypadki zagadnienia kontaktowego w zintegro-
wanym systemie metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych.
Algorytm kontaktu jest bardzo ważną czę́scią rozwiniętego systemu numerycznego.
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Zagadnienie kontaktowe występuje we wszystkich problemach praktycznych anali-
zowanych w niniejszej pracy: w symulacji tłoczenia przedstawionej w rozdziale 6
występuje kontakt między blachą oraz elementami tłoczników, w symulacji przeróbki
plastycznej objętósciowej w rozdziale 5 występuje kontakt między przerabianym ma-
teriałem a narzędziami, we wszystkich przykładach praktycznych w rozdziałach 11–
17, w których stosuje się model elementów dyskretnych, występuje kontakt między
elementami dyskretnymi, a w niektórych przypadkach również kontakt między ele-
mentami dyskretnymi i brzegiem obszarów dyskretyzowanychelementami skónczo-
nymi. Podstawowymi wymaganiami stawianymi algorytmom poszukiwania kontaktu
jest niezawodnósć i numeryczna efektywność algorytmu.

W niniejszym rozdziale opisano główne założenia i niektóre szczegóły implemen-
tacji komputerowej algorytmu wykrywania kontaktu rozwiniętego w niniejszej pracy.
Opracowany algorytm wykorzystuje dwuetapową proceduręposzukiwania kontaktu.
W pierwszym etapie, zwanym globalnym poszukiwaniem kontaktu, tworzy się listę
potencjalnie kontaktujących się par. Poszukiwanie globalne poprzedzone jest prze-
strzennym uporządkowaniem obiektów. W algorytmie zastosowano uporządkowanie
za pomocą równomiernego i adaptacyjnego podziału obszaruobliczeniowego. Me-
toda wykorzystująca podział równomierny jest głównie przeznaczona dla obiektów
równomiernie rozłȯzonych w przestrzeni. W przypadku nierównomiernego rozkładu
przestrzennego obiektów bardziej efektywne są metody oparte na adaptacyjnym po-
dziale przestrzeni. Poszukiwanie globalne, najbardziej czasochłonna część algorytmu,
przeprowadzane jest co pewną liczbę kroków całkowania. Na kȧzdym kroku wykony-
wany jest etap drugi algorytmu, poszukiwanie lokalne, sprowadzające się do dokład-
nego sprawdzenia kontaktu par znajdujących się na liście utworzonej w poszukiwaniu
globalnym.

Opisany algorytm implementowano w rozwiniętym programienumerycznym przy
wykorzystaniu zaawansowanych struktur programistycznych, wykorzystujących listy
z dowiązaniami, struktury drzew binarnych, czwórkowych iósemkowych. Niezawod-
nósć i numeryczna efektywność kontaktu została uwidoczniona w praktycznych przy-
kładach, w których poszukiwano kontaktu nawet dla około 200000 obiektów w pro-
blemach zajmujących nawet około jednego miliona kroków całkowania.



11. Zagadnienia odbicia fal w zintegrowanych
modelach metody elementów dyskretnych
i skończonych

Wstęp

Propagacja fal naprężén jest typowym zjawiskiem obserwowanym w rozwiązaniu dy-
namicznego problemu mechaniki modelowanego zarówno za pomocą metody elemen-
tów dyskretnych, jak i metody elementów skończonych opartej na jawnym całkowaniu
równán ruchu. Rozchodzeniu fal towarzyszą typowe efekty falowejak interferencja,
rozpraszanie, częściowe lub całkowite odbicia na brzegach lub na granicy ośrodków,
załamanie na granicy ośrodków, ugięcie (dyfrakcja) na napotykanych przeszkodach.

Przy modelowaniu ró̇znorodnych problemów często jest konieczne wprowadzenie
nie istniejących brzegów,̇zeby ograniczýc modelowany obszar, np. w zagadnieniach
z geomechaniki lub elektromagnetyzmu, rozpatruje się zagadnienie w ograniczonym
obszarze chóc w rzeczywistósci mamy do czynienia z ośrodkiem nieskónczonym (o
rozmiarach znacznie większych od lokalnie rozpatrywanego obszaru). Sztuczny brzeg
zakłóca rozchodzenie się fal powodując nierzeczywiste odbicia. Problem ten należy
rozwiązác wprowadzając specjalne absorpcyjne warunki brzegowe – zapewniające po-
chłanianie energii fal wychodzących z obszaru.

Czę́sciowe odbicie fali następuje również na powierzchni nieciągłości własnósci
materiału, np. na granicy dwóch różnych ósrodków charakteryzujących się różnymi
opornósciami (impedancjami) falowymi. W modelowaniu hybrydowymdyskretno-
ciągłym na połączeniu obszaru ciągłego i dyskretnego również występuje nierzeczy-
wista nieciągłósć, która mȯze powodowác odbicia fal. Konieczna jest eliminacja lub
minimalizacja tego zjawiska.

W niniejszym rozdziale będą badane efekty falowe występujące w modelach me-
tody elementów skónczonych, metody elementów dyskretnych oraz w modelach hy-
brydowych metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych. Będą
badane odbicia fal na brzegu obszaru oraz na wewnętrznej nieciągłósci na połączeniu
obszarów modelowanych za pomocą różnych metod. Będą przedstawione sposoby eli-
minacji odbicia fali na sztucznej granicy obszaru poprzez odpowiednio zdefiniowane
warunki brzegowe. Następnie będą badane możliwości zminimalizowania odbicia na
granicy obszarów MES i MED przy wykorzystaniu różnych metod połączenia. Jest to
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jedno z najwȧzniejszych problemów w stosowaniu hybrydowych modeli MES iMED
oraz istotny rozdział niniejszej pracy.

11.1 Odbicie fali na brzegu swobodnym i utwierdzonym

Badanie odbicia fali na brzegach oraz na nieciągłościach wewnetrznych zostanie prze-
prowadzone na dwuwymiarowym obszarze prostokatnym o wymiarach a = 1 mm i
b = 60 mm przedstawionym na rys. 11.1a. Lewy krótszy brzeg (x = 0) jest swobodny
a prawy krótszy brzeg (x = 0) jest utwierdzony. Dłu̇zsze boki mają zablokowany ruch
w kierunku y. W zagadnieniu załȯzono płaski stan naprężenia. Przyjęto sprężysty
model materiału charakteryzowany przez moduł YoungaE = 2·1011 Pa i współczyn-
nik Poissonaν = 0.3. Gęstósć materiału wynosiρ = 7800 kg/m3. Rozpatrywane
będą dwa ró̇zne modele numeryczne – wykorzystujące metodę elementówskónczo-
nych (rys. 11.1b) oraz metodę elementów dyskretnych (rys.11.1c). W modelu MES
przeprowadzono dyskretyzację trójkątnymi elementami ostałym odkształceniu stosu-
jąc siatkę przedstawioną na rys. 11.1b. W modelu elementów dyskretnych przyjęto
regularną konfigurację elementów dyskretnych przedstawioną na rys. 11.1d.

a)

b)

c)

d)
Rys. 11.1. Propagacja fali: a) definicja geometrii, b) dyskretyzacja elementami skończonymi,
c) dyskretyzacja elementami dyskretnymi, d) szczegół dyskretyzacji elementami dyskretnymi.
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Na brzegu swobodnym wzbudzony zostaje pojedynczy impuls fali podłużnej przez
zadanie początkowego przemieszczenia w kierunkux zgodnie z równaniem:

u0
x = A

(
cos

2πx
L

+1

)
(11.1)

w obszarze 0≤ x≤ L/2, przyjmującA = 0.01 mm iL = 20 mm. Rozkład przemiesz-
czenia początkowego wzdłuż osix pokazano na rys. 11.2a. Wzbudzony impuls falowy
o długósci λ = L przebiega wzdłu̇z pręta (rys. 11.2b,c) z prędkościąc zalėzną od wła-
snósci sprę̇zystych i bezwładnósci ósrodka

c =

√
K
ρ

, (11.2)

gdzieK jest modułem sprę̇zystósci objętósciowej, aρ jest gęstóscią ósrodka. Impuls
falowy przemieszcza się w kierunku utwierdzonego brzegu.Na utwierdzonym brzegu
następuje odbicie fali – reakcja utwierdzenia generuje impuls biegnący w kierunku
przeciwnym do impulsu padającego (rys. 11.2d,e). Impuls ten jest przesunięty w fazie
o π względem impulsu padającego. Na swobodnym końcu równiėz następuje odbicie
(rys. 11.2f,g), w tym przypadku następuje odbicie bez zmiany fazy.

Podobny problem rozchodzenia się fali rozpatrywano stosując metodę elementów
dyskretnych. W modelu elementów dyskretnych przedstawionym na rys. 11.1c,d za-
stosowano elementy dyskretne o promieniur = 0.1 mm. Uwzględniając porowatość
dla przyjętej konfiguracji elementów dyskretnychn = 0.2146, przyjęto gęstósć mate-
riału szkieletuρsz = ρ/(1−n) = 9930 kg/m3. Dla oddziaływania między elementami
dyskretnymi załȯzono kontakt z kohezją bez możliwości zerwania wiązán kohezyj-
nych. Sztywnósć oddziaływania kontaktowego dobrano tak, by uzyskać prędkósć roz-
chodzenia się fali tę samą jak w modelu ciągłym, uzyskano to dlakn = 2.2·1011 N/m.
Analogicznie jak w modelu MES wzbudzono pojedynczy impuls podłużny przez za-
danie przemieszczenia początkowego w kierunku osix zgodnie z wyrȧzeniem (11.1),
w obszarze 0≤ x ≤ L/2. Podobnie jak w modelu MES wzbudzony impuls rozcho-
dzi się wzdłu̇z osix (rys. 11.3), odbija się na utwierdzonym brzegu ze zmianą fazy i
przemieszcza się w stronę brzegu swobodnego, na którym odbija się bez zmiany fazy.
Otrzymany przebieg zjawisk falowych w modelu dyskretnym MED jest identyczny
jak w modelu MES opartym na modelowaniu ciągłym, co pozwalanam przyją́c, że
dla rozpatrywanego zjawiska są to modele równoważne.
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a) t = 0 s

b) t = 5 ·10−6 s

c) t = 1 ·10−5 s

d) t = 1,25·10−5 s

e) t = 1,7 ·10−5 s

f) t = 2,25·10−5 s

g) t = 2,55·10−5 s

Rys. 11.2. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowanego
elementami skónczonymi z lewym kóncem swobodnym a prawym utwierdzonym – profil fali.
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a) t = 0 s

b) t = 5 ·10−6 s

c) t = 1 ·10−5 s

d) t = 1,25·10−5 s

e) t = 1,7 ·10−5 s

f) t = 2,25·10−5 s

g) t = 2,55·10−5 s

Rys. 11.3. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z lewym końcem swobodnym a prawym utwierdzonym – profil fali.
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11.2 Absorpcyjne warunki brzegowe

Przy modelowaniu ró̇znorodnych problemów z geomechaniki mamy do czynienia z
ośrodkami, które w analizowanej skali są najlepiej reprezentowane jako ósrodki nie-
ograniczone. Przykładowo przyjmuje się,że konstrukcje podziemne znajdujące się
na du̇zej głębokósci są otoczone nieskończonym ósrodkiem, a konstrukcje powierzch-
niowe znajdują się na nieskończonej półprzestrzeni (rys. 11.4a). Ze względu na moż-
liwości obliczeniowe przy budowaniu modeli numerycznych rozpatruje się jedynie
ograniczony obszar, obejmujący z pewnym zapasem analizowany obiekt (rys. 11.4b).

a) b)

Rys. 11.4. Przykład zagadnienia z geomechaniki: a) model fizyczny z nieograniczonym ob-
szarem, b) model numeryczny z obszarem ograniczonym.

Tak wprowadzony sztuczny brzeg w analizie dynamicznej zakłóca rozchodzenie się
fal, powodując nierzeczywiste odbicia. Problem ten należy rozwiązác wprowadzając
specjalne absorpcyjne warunki brzegowe – zapewniające pochłanianie energii fal wy-
chodzących z obszaru. Dużą efektywnósć pochłaniania energii zapewniają tzw. konsy-
stentne warunki brzegowe, zaproponowane w [176]. Mogą onebyć wprowadzone przy
zastosowaniu metody elementów brzegowych [301]. Wadą konsystentnych warunków
brzegowych jest mȯzliwość ich stosowania jedynie w metodach analizy dynamicznej
w dziedzinie częstotliwósci.

W wielu przypadkach wystarczająco dobre pochłanianie energii wychodzących fal
zapewniają lepkie warunki brzegowe zaproponowane w [177]dla metod analizy dy-
namicznej w dziedzinie czasu. Porównanie efektywności lepkich i konsystentnych
warunków brzegowych zamieszczone jest w [155]. Lepkie warunki brzegowe [177]
sprowadzają się do określenia rozłȯzonego na brzegu obciążenia w kierunku normal-
nym i stycznym,tn i ts, danych za pomocą zależnósci o typowej dla lepkósci postaci

tn = −ρcpvn , (11.3)

ts = −ρcsvs, (11.4)
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gdzie:ρ – gęstósć masy,vn i vs – normalna i styczna składowa prędkości na brzegu,cp

i cs – prędkósć rozchodzenia się fali dylatacyjnej iścinania. Obcią̇zenie odpowiadające
absorpcyjnym warunkom brzegowym dane zależnósciami (11.3) i (11.4), mȯze býc
zadane jednocześnie z obcią̇zeniem innego rodzaju, np. z obciążeniem zapewniającym
równowagę statyczną rozpatrywanego modelu.

Lepkie absorpcyjne warunki brzegowe zostały implementowane w zintegrowanym
programie MED/MES prezentowanym w niniejszej pracy. Efektywnósć ich działania
zostanie pokazana dla zdefiniowanego w podrozdziale 11.1 przykładu, którego geo-
metria jest pokazana na rys. 11.1a. W definicji problemu zastąpiono utwierdzenie
krótszego brzegu po prawej stronie wprowadzeniem tamże absorpcyjnych warunków
brzegowych. Tak jak poprzednio wzbudzony jest pojedynczy impuls falowy przez za-
danie początkowych przemieszczeń według zalėznósci (11.1) w obszarze 0≤ x≤ L/2,
przyjmującA = 0.01 mm iL = 20 mm (rys. 11.5a). Zagadnienie rozwiązano nume-
rycznie stosując wprowadzone poprzednio modele MES i MED.

Rysunek 11.5 przedstawia wyniki analizy dla modelu MES. Wzbudzony impuls
falowy przemieszcza się od brzegu swobodnego w kierunku brzegu z absorpcyjnymi
warunkami brzegowymi (rys. 11.5b). Po dojściu do tego brzegu (rys. 11.5c) ener-
gia jest pochłaniana i wskutek tego nie następuje odbicie (rys. 11.5d). Mȯzna jedynie
zaobserwowác nieznaczne odbicie wskutek niedoskonałości tłumienia, energia fali od-
bitej jest jednak nieznaczna w porównaniu do energii fali padającej.

a) t = 0 s

b) t = 5 ·10−6 s

c) t = 1 ·10−5 s

Rys. 11.5. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowa-
nego elementami skończonymi z lewym kóncem swobodnym oraz z warunkiem absorpcji na
prawym brzegu – profil fali.
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Profil rozchodzącego się zaburzenia otrzymany w analiziemetodą elementów dys-
kretnych przedstawiono na rys. 11.6. Również w tym przypadku mȯzna zaobserwo-
wać efektywne tłumienie fali na brzegu, na którym zadano warunki absorpcyjne (rys.
11.6c). Odbicie praktycznie nie występuje (rys. 11.6d).

a) t = 0 s

b) t = 5 ·10−6 s

c) t = 1 ·10−5 s

d) t = 1,3 ·10−5 s

Rys. 11.6. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z lewym końcem swobodnym oraz z warunkiem absorpcji na prawym
brzegu – profil fali.

11.3 Odbicie fali na powierzchni granicznej dwóch ósrodków

Powierzchnia graniczna dwóch ośrodków mȯze stanowíc powierzchnię nieciągłósci
własnósci związanych z rozchodzeniem się fal. Własności ósrodka wpływające na
rozchodzenie się fal określone są w zwięzły sposób za pomocą impedancji (oporności)
falowej z [128]:

z=
σ
c

, (11.5)

gdzie: σ – naprę̇zenie wywołane w danym punkcie ośrodka przez falę naprężeniową,
c – prędkósć fali sprę̇zystej. W przypadku pomijalnego tłumienia ośrodka opornósć
falową mȯzna wyrazíc jako iloczyn prędkósci fali i gęstósci:

z= cρ . (11.6)
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Przy uwzględnieniu zalėznósci (11.2) wyrȧzenie (11.6) dla fali podłu̇znej mȯzna
przedstawíc w postaci

z=
√

Kρ . (11.7)

Na granicy ósrodków ró̇zniących się opornósciami falowymi, fala mȯze ulegác za-
łamaniu oraz czę́sciowemu lub całkowitemu odbiciu. Załamanie występuje dla fali
padającej pod pewnym kątem. W przypadku dużego kąta padania fala ulega całko-
witemu odbiciu. Zwykle jednak na granicy dwóch ośrodków fala ulega załamaniu i
czę́sciowemu odbiciu.

W przykładzie numerycznym będziemy rozpatrywali falę padającą prostopadle do
powierzchni granicznej między dwoma ośrodkami o opornósci falowejz1 i z2 jak po-
kazano schematycznie na rys. 11.7. W tym przypadku nie mamy do czynienia z
załamaniem fali, występuje natomiast częściowe odbicie. Fala padająca prostopadle
na granicę dwóch warstw ulega rozbiciu na falę odbitą i przechodzącą (rys. 11.7).

Rys. 11.7. Czę́sciowe odbicie fali na granicy dwóch ośrodków.

Ilość energii związanej z odbiciem lub przejściem do drugiego ósrodka jest uzalėz-
niona od opornósci falowej ósrodków. Energia fali jest proporcjonalna do jej ampli-
tudy. Prawo transmisji energii fali z ośrodka o opornósci z1 do ósrodka o opornósci z2

można wyrazíc za pomocą następujących zależnósci [6, 95, 50]:

AR = AIR, (11.8)

AT = AIT , (11.9)

gdzie: AI – amplituda fali padającej (I , ang. incident), AR – amplituda fali odbitej (R,
ang. reflected), AT – amplituda fali przechodzącej (T, ang. transmitted), R – współ-
czynnik odbicia fali,T – współczynnik transmisji (przepuszczalności) fali. Współ-
czynniki odbicia i transmisji wyrȧzają się następującymi wzorami [50]:

R=
z1−z2

z1 +z2
, (11.10)

T =
2z1

z1 +z2
. (11.11)
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Współczynnik odbicia faliR przyjmuje wartósci od−1 do+1, a współczynnik trans-
misji T wartósci od 0 do+2. Jako amplitudy charakteryzujące poszczególne fale
można wzią́c amplitudy przemieszczenia cząstki ośrodka, amplitudę prędkości cząstki
ośrodka lub amplitudę wzbudzonego przez falę naprężenia. W przypadku stosowania
amplitudy naprę̇zenia współczynnik odbicia wyraża się wzorem [50]:

R=
z2−z1

z1 +z2
. (11.12)

Powẏzsze rozwȧzania zostaną zilustrowane przykładem numerycznym. Rozpa-
trzymy podobny problem jak zdefiniowany w rozdziale 11.1. Rozpatrzymy propagację
impulsu fali podłu̇znej wzdłu̇z osi x w obszarze prosotokątnym o szerokości 1 mm i
długósci 60 mm. Obecnie założymy, że obszar będzie się składał z dwóch równych
podobszarów złączonych w płaszczyźniex = 30 mm. Dla podobszaru po lewej stro-
nie przyjęto własnósci sprę̇zyste materiału dane przez moduł YoungaE1 = 2·1011 Pa
i współczynnik Poissonaν1 = 0.3. Dla podobszaru po prawej stronie przyjeto wła-
snósci sprę̇zyste materiału dane przez moduł YoungaE2 = 1·1011 Pa i współczynnik
Poissonaν2 = 0.3. Gęstósć materiału w obydwu podobszarach jest taka sama i wy-
nosiρ1 = ρ2 = 7800 kg/m3. Zgodnie ze wzorem (11.7) impedancja falowa ośrodka 1
wynosi:

z1 =
√

K1ρ1 =

√
E1

3(1−2ν1)
ρ1 =

√
2·1011 ·7800
3(1−2·0.3)

kg
s·m2 ≈ 3,606·107 kg

s·m2 ,

a dla ósrodka 2:

z2 =
√

K2ρ2 =

√
E2

3(1−2ν2)
ρ2 =

√
1·1011 ·7800
3(1−2·0.3)

kg
s·m2 ≈ 2,550·107 kg

s·m2 .

Teoretyczne współczynniki odbicia i przepuszczalności zgodnie ze wzorami (11.10) i
(11.11) są następujące:

R=
z1−z2

z1 +z2
=

3,606−2,550
3,606+2,550

= 0,171,

T =
2z1

z1 +z2
=

2·3,606
3,606+2,550

= 1,171.

Rozpatrywane będą dwa różne modele numeryczne – model MES (rys. 11.8),
wykorzystujący metodę elementów skończonych dla dyskretyzacji obydwu ośrodków
oraz hybrydowy model MED/MES (rys. 11.9), wykorzystującymetodę elementów
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dyskretnych w ósrodku 1 oraz metodę elementów skończonych w ósrodku 2. W mo-
delu MES przeprowadzono dyskretyzację trójkątnymi elementami o stałym odkształ-
ceniu.

Wyniki symulacji numerycznej dla modelu MES przedstawionona rys. 11.8.
Rysunki 11.8b i c przedstawiają profil przemieszczającego się impulsu falowego od
brzegu swobodnego do powierzchni granicznej w połowie długości badanego obszaru.
Rysunek 11.8c przedstawia profil impulsu przechodzącego powierzchnie graniczną
między dwoma ósrodkami. Na rys. 11.8d widać już impuls odbity i przechodzący.
Wyznaczone współczynniki odbicia i przepuszczalności na podstawie wyników nu-
merycznych zgodnie ze wzorami (11.8) i (11.9) są następujące:

R=
AR

AI
=

1,71·10−6

1·10−5 = 0,171, T =
AT

AI
=

1,173·10−5

1·10−5 = 1,173.

a) dyskretyzacja elementami skończonymi

b) t = 0 s

c) t = 5 ·10−6 s

d) t = 7,5 ·10−6 s

e) t = 1,1 ·10−5 s

Rys. 11.8. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z odbiciem na nieciągłości sztywnósci materiału – profil fali.
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a) zintegrowany model elementów dyskretnych i skończonych

b) połączenie podobszarów dyskretyzowanych
za pomocą elementów dyskretnych i skończonych

c) t = 0 s

d) t = 5 ·10−6 s

e) t = 8 ·10−6 s

f) t = 1,1 ·10−5 s

Rys. 11.9. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi i skończonymi z odbiciem na powierzchni nieciągłości (nieciągłósć
dyskretyzacji i sztywnósci) – profil fali.

Otrzymane wartósci numeryczne współczynników odbicia i przepuszczalności, 0,171
i 1,173, odpowiednio, zgadzają się bardzo dobrze z przewidywanymi wartósciami teo-
retycznymi, 0,171 i 1,171, odpowiednio.

Rysunek 11.9a przedstawia hybrydowy model MED/MES, w którym zastosowano
metodę elementów dyskretnych w ośrodku 1, a metodę elementów skończonych za-



198 11. Zagadnienia odbicia fal w zintegrowanych modelach MED/MES

stosowano w ósrodku 2. Granicę obydwu podobszarów przedstawiono na rys. 11.9b.
Połączenie uzyskano za pomocą metody nieokreślonych mnȯzników Lagrange’a sto-
sując uproszczone sformułowanie opisane w podrozdziale 9.4.2. Przyjęto identyczne
parametry modelu elementów dyskretnych jak wyznaczone w podrozdziale 11.1 dla
przykładu przedstawionego na rys. 11.3. Uzyskano wtedy potwierdzenie,że propa-
gacja fali w modelu metody elementów dyskretnych była identyczna jak w modelu
metody elementów skończonych. Oznaczało to,̇ze impedancja falowa modelu ele-
mentów dyskretnych jest właściwie dobrana.

Na brzegu swobodnym wzbudzono impuls fali podłużnej (rys. 11.9c), który prze-
mieszcza się w kierunku granicy z ośrodkiem 2. Na granicy ósrodka 1 i 2 (rys. 11.9d)
następuje częsciowe odbicie i rozdzielenie fali padającej na czę́sć odbitą i czę́sć prze-
puszczoną (rys. 11.9e). Otrzymane numerycznie wartości współczynników odbicia i
przepuszczalnósci

R=
AR

AI
=

1,74·10−6

1·10−5 = 0,174, T =
AT

AI
=

1,175·10−5

1·10−5 = 1,175

zgadzają się dobrze z przewidywanymi wartościami teoretycznymi, 0,171 i 1,171, od-
powiednio.

Przykład ilustrujący czę́sciowe odbicie na połączeniu podobszarów MES i MED
o różnych własnósciach pokazuje mȯzliwe niepȯządane efekty falowe na połączeniu
podobszarów MES i MED w przypadku, gdy impedancja obydwu obszarów jest źle
dobrana.

11.4 Badanie ró̇znych metod połączén podobszarów dyskretyzowanych
elementami dyskretnymi i skónczonymi

W przypadku stosowania różnych metod modelowania (MES i MED) w obszarze jed-
norodnym parametry powinny być tak dobrane by dawały jednakową impedancję w
wyodrębnionych podobszarach. Jeśli ten warunek jest spełniony, to na granicy mię-
dzy obszarami MES i MED nie powinno następować odbicie fal, jésli dyskretyzacja w
obydwu podobszarach jest wystarczająco gęsta w stosunkudo długósci fali. W [155]
pokazano,̇ze dla włásciwej reprezentacji propagacji fali, wymiar charakterystyczny
elementu,∆l , musi býc mniejszy ni̇z 0.1–1/8 długósci fali λ odpowiadającej najwẏz-
szej częstotliwósci drgán o istotnej energii, występujących w badanej fali złożonej:

∆l ≤ λ
10

. (11.13)

Charakterystyczny wymiar dyskretnego modelu MES, 1 mm, spełnia warunek (11.13)
w stosunku do długósci badanego impulsuλ = 20 mm. Warunek ten jest również
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spełniony przez wymiar charakterystyczny w obszarze modelowanym przez elementy
dyskretne. Odległósć między elementami dyskretnymi wynosi 0.2 mm.

Możliwe nierzeczywiste odbicia mogą być spowodowane niedoskonałościami me-
tody połączenia dwóch różnych podobszarów. Celem testów numerycznych przedsta-
wionych poni̇zej jest sprawdzenie działania różnych metod połączenia w przypadku,
gdy mamy odpowiednio dobraną impedancję i wystarczająco gęstą dyskretyzację dla
badanej długósci fali. Przeprowadzono próby dla czterech różnych połączén:

• metoda mnȯzników Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszarów (sformułowa-
nie uproszczone przedstawione w podrozdziale 9.4.2),

• metoda funkcji kary bez zachodzenia na siebie obszarów (sformułowanie uprosz-
czone przedstawione w podrozdziale 9.4.3),

• metoda mnȯzników Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszarów (sformułowa-
nie przedstawione w podrozdziale 9.5.3),

• metoda funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszarów (sformułowanie przedsta-
wione w podrozdziale 9.5.4).

W testach badano propagację fali w obszarze jednorodnym o własnósciach danych
przez moduł YoungaE = 2·1011 Pa, współczynnik Poissonaν = 0.3 i gęstósć mate-
riału ρ = 7800 kg/m3. W badanym obszarze wyodrębniono dwa równe podobszary, w
których zastosowano dwa różne modele (rys. 11.10). W jednej połowie obszaru zasto-
sowano metodę elementów dyskretnych a w drugiej połowie metodę elementów skón-
czonych. W metodzie elementów dyskretnych zastosowano wyznaczone wczésniej
parametry zapewniające impedancję odpowiadającą impedancji modelu ciągłego. Dla
więzów sprzęgających podobszary MES i MED założono taką samą wartość funkcji
kary jak dla oddziaływania kontaktowego między elementami dyskretnymi, spodzie-
wając się,̇ze będzie to w najmniejszym stopniu zmieniać własnósci falowe.

Rysunki 11.11 i 11.12 przedstawiają odpowiednio wyniki uzyskane za pomocą me-
tody mnȯzników Lagrange’a i funkcji kary dla modelu bez zachodzeniana siebie pod-
obszarów MES i MED. Mȯzna zaobserwować brak odbíc fali na powierzchni granicz-
nej, coświadczy o poprawnósci działania obydwu metod sprzężenia obszarów MES i
MED.

Rysunek 11.13 przedstawia model hybrydowy MED/MES z obszarem przej́scio-
wym (z zachodzącymi na siebie podobszarami MES i MED). Strefa przej́sciowa ma
szerokósć (mierzoną w kierunku rozchodzeni fali) 5 mm. W tym pasie udział sztyw-
nósci MES i MED zmienia się liniowo w ten sposób,że następuje stopniowe przejście
od jednego do drugiego sposobu modelowania. Rysunki 11.14 i11.15 przedstawiają
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a)

b)

Rys. 11.10. Badanie propagacji fali: a) hybrydowy model MED/MES, b) połączenie podob-
szarów MED i MES.

a) t = 0 s

b) t = 8 ·10−6 s

c) t = 2 ·10−5 s

Rys. 11.11. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skończonymi przy połączeniu podobszarów MES i MED za
pomocą metody mnȯzników Lagrange’a bez zachodzenia na siebie podobszarów.

wyniki uzyskane dla tego modelu odpowiednio za pomocą metody mnȯzników La-
grange’a i funkcji kary.

W rozwiązaniach przedstawionych na rysunkach 11.14 i 11.15 nie widác odbíc fali
przy przej́sciach z jednego obszaru do drugiego.Świadczy to o poprawności działania
tych algorytmów, ale nie dostarcza argumentów za stosowaniem algorytmów, które
są bardziej skomplikowane w stosunku do poprzednio testowanych (bez zachodzenia
podobszarów na siebie), które również dawały poprawne wyniki. Zalety algorytmów
sprzęgania z zachodzącymi na siebie podobszarami będąwidoczne w następnych te-
stach, w których będziemy badać krótsze fale.
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a) t = 0 s

b) t = 8 ·10−6 s

c) t = 2 ·10−5 s

Rys. 11.12. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skończonymi przy połączeniu podobszarów MES i MED za
pomocą metody funkcji kary bez zachodzenia na siebie podobszarów.

a)

b)

Rys. 11.13. Badanie propagacji fali: a) hybrydowy model MED/MES z obszarem przejścio-
wym, b) powiększenie strefy połączenia.

W dotychczasowych testach numerycznych w obu podobszarach, MED i MES,
dyskretyzacja była wystarczająco gęsta w stosunku do długósci badanej fali. W za-
łożeniach zintegrowanego systemu MED/MES jest możliwość stosowania go w mo-
delach wieloskalowych, w których metodę elementów dyskretnych wykorzystuje się
do modelowania wybranych podobszarów w skali mezo lub mikro, natomiast pozo-
stały obszar jest modelowany w skali makroskopowej za pomocą metody elementów
skónczonych. W tego typu modelach w obszarze modelowanym za pomocą metody
elementów dyskretnych możemy miéc do czynienia z drganiami o tak wysokiej czę-
stotliwósci, że odpowiadająca jej długość fali będzie krótka w stosunku do rozmiaru
elementów skónczonych w obszarze MES. Wtedy drgania te nie będą mogły być od-
wzorowane w obszarze MES. Obszar MES powinien natomiast zapewníc odpowiednią
impedancję dla fal o niskiej częstotliwości – te fale powinny przenikać z obszaru MED
do MES. Metoda sprzężenia obydwu obszarów powinna z kolei zapewniać rozprasza-
nie fal o wysokiej częstotliwósci wychodzących z podobszarów MED tak, aby nie
występowały nierzeczywiste odbicia na granicy podobszarów MED/MES.
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a) t = 0 s

b) t = 8 ·10−6 s

c) t = 2 ·10−5 s

Rys. 11.14. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skończonymi przy połączeniu zachodzących na siebie podob-
szarów MES i MED za pomocą metody mnożników Lagrange’a.

a) t = 0 s

b) t = 8 ·10−6 s

c) t = 2 ·10−5 s

Rys. 11.15. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skończonymi przy połączeniu zachodzących na siebie podob-
szarów MES i MED za pomocą metody funkcji kary.
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W celu zbadania efektów falowych dla fal o wyższej częstotliwósci posłu̇zono się
poprzednio stosowanymi modelami hybrydowymi MED/MES. Na brzegu swobodnym
został wzbudzony impuls fali podłużnej o długósci λ = 4 mm (rys. 11.16a). Dys-
kretyzacja w obszarze MED (odległość między elementami dyskretnymi wynosi 0.2
mm) spełnia warunek (11.13), natomiast w tym przypadku warunek ten nie jest speł-
niony przez rozmiary elementów skończonych. Zbadano propagację wzbudzonego
impulsu wzdłu̇z osix (rys. 11.16b) i przejście tego impulsu przez granicę podobsza-
rów MED/MES dla czterech ró̇znych połączén:

• metoda mnȯzników Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszarów (rys.11.16c),
• metoda funkcji kary bez zachodzenia na siebie obszarów (rys. 11.16d),
• metoda mnȯzników Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszarów (rys. 11.16e),
• metoda funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszarów (rys.11.16f).

Można zauwȧzyć (rys. 11.16b),̇ze impuls dochodzący do połączenia podobszarów
MED i MES składa się z podstawowej częstotliwości i z drgán o wyższej częstotli-
wości. Mȯze to się wiązác z niezbyt dokładną reprezentacją fali w badanym modelu
dyskretnym. Przy przemieszczaniu się impuls ulega pewnemu rozproszeniu. Przykład
ten pozwala nam zbadać zachowanie się połącznia przy przejściu fal o ró̇znej częstotli-
wości. Fala odpowiadająca podstawowej częstotliwości drgán przechodzi przez połą-
czenie we wszystkich badanych sposobach sprzężenia (rys. 11.16c–f). W większości
badanych przypadków pojawiają się odbicia fal, odpowiadających drganiom o wẏzszej
częstotliwósci (rys. 11.16c-e). Jedynie w przypadku zachodzących na siebie podob-
szarów, sprzę̇zonych za pomocą funkcji kary, odbicia te są minimalne (rys. 11.16f).
Jest to najbardziej pożądane zachowanie się sprzężenia podobszarów MED/MES. Po-
zwala to przypuszczać, że metoda ta wykazuje najlepsze właściwósci rozpraszające
(absorpcyjne) dla drgań o wyższej częstotliwósci, przepuszczając jednocześnie fale o
niższej częstotliwósci.

W następnym przykładzie zbadamy przejście impulsu przez połączenie zachodzą-
cych na siebie podobszarów MED i MES sprzężonych za pomocą funkcji kary z dodat-
kowym tłumieniem w obszarze przejściowym z MED do MES, według sformułowa-
nia przedstawionego w podrozdziale 9.5.5. Na prawym brzegucałego obszaru zamiast
utwierdzenia wprowadzono absorpcyjne warunki brzegowe (rys. 11.17a). Mȯzna za-
obserwowác rozproszenie drgań o wyższej częstotliwósci w obszarze przejściowym
(rys. 11.17c) – tłumienie wzmacnia ten efekt. Fale o niższej częstotliwósci przecho-
dzą do obszaru MES, przemieszczają się w kierunku prawego brzegu, na którym są
całkowicie pochłaniane (rys. 11.17d,e). Przykład ten pokazuje poprawnie działający
hybrydowy model MED/MES z tłumieniem drgań o wyższej częstotliwósci na gra-
nicy podobszarów MED i MES oraz pochłanianiem energii na sztucznym brzegu z
wprowadzonymi absorpcyjnymi warunkami brzegowymi.
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a) t = 0,5 ·10−6 s

b) t = 4 ·10−6 s

c) t = 6,5 ·10−6 s, nie zachodzące obszary, metoda mnożników Lagrange’a

d) t = 6,5 ·10−6 s, nie zachodzące obszary, metoda funkcji kary

e) t = 7,5 ·10−6 s, zachodzące obszary, metoda mnożników Lagrange’a

f) t = 7,5 ·10−6 s, zachodzące obszary, metoda funkcji kary

Rys. 11.16. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skończonymi przy połączeniu zachodzących na siebie podob-
szarów MES i MED za pomocą metody funkcji kary.
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a) t = 0,5 ·10−6 s

b) t = 4 ·10−6 s

c) t = 7,5 ·10−6 s

d) t = 1,15·10−5 s

e) t = 1,7 ·10−5 s

Rys. 11.17. Przemieszczanie się podłużnego impulsu falowego wzdłuż pręta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skończonymi przy połączeniu zachodzących na siebie podob-
szarów MES i MED za pomocą metody funkcji kary, tłumienie dodane w obszarze połączenia,
na prawym kóncu warunek absorpcji.

Z punktu widzenia hybrydowego modelowania MED/MES głównymosiągnięciem
w powyższym rozdziale jest zbadanie przejścia fali przez połączenie obszarów MED
i MES. Celem przeprowadzonych badań było okréslenie optymalnej metody sprzęże-
nia, pozwalającej na przepuszczenie fal o niskiej częstotliwości z obszaru MED do
obszaru MES i zapewniającej dysypację fal o wysokiej częstotliwósci, tym samym
wyeliminowanie nierzeczywistego odbicia fal, o długości zbyt małej dla ich włásci-
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wej reprezentacji w obszarze dyskretyzowanym MES. W zintegrowanym programie
MED/MES implementowano cztery metody sprzężenia obszarów MED i MES:

• metoda mnȯzników Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszarów,

• metoda funkcji kary bez zachodzenia na siebie obszarów,

• metoda mnȯzników Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszarów,

• metoda funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszarów.

Testy numeryczne pokazały,że przepuszczalność fal o niskiej częstotliwósci jest po-
prawnie modelowana we wszystkich metodach sprzężenia. Najlepsze włásciwósci
tłumiące dla fal o wysokiej częstotliwości wykazuje metoda sprzężenia za pomocą
funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszarów MED i MES. Właściwósći te mȯzna
jeszcze poprawić przez wprowadzenie tłumienia w obszarze przejściowym.

Powẏzszy rozdział pokazuje poprawne działanie jednego z ważniejszych elemen-
tów w hybrydowym modelu MED/MES.

Podsumowanie

W powyższym rozdziale rozpatrywano zagadnienia związane z propagacją fal w pro-
blemach modelowanych za pomocą metody elementów dyskretnych, metody elemen-
tów skónczonych oraz w sprzężonych modelach MED/MES. Szczególną uwagę zwró-
cono na odbicia fal na brzegach i na granicy podobszarów o różnych modelach dys-
kretnych. Analiza przykładów testowych pokazała,że stosowane modele MED i MES
poprawnie przedstawiają zagadnienie propagacji fali i odbicia na brzegu swobodnym
i utwierdzonym.

Rozwiązano problem pochłaniania energii drgań na sztucznym brzegu, stosowa-
nym dla ograniczenia analizowanego obszaru. W tym celu implementowano absorp-
cyjne warunki brzegowe, oparte na lepkim modelu zaproponowanym w [177]. Wyko-
nane testy numeryczne pokazały efektywność tego sformułowania zarówno na brzegu
obszaru modelowanego elementami skończonymi, jak i na brzegu obszaru modelowa-
nego elementami dyskretnymi. Absorpcyjne warunki brzegowe zapewniają pochłania-
nie energii fal wychodzących na zewnątrz obszaru.

Przeprowadzono badania efektów falowych na powierzchni nieciągłósci występu-
jącej między ósrodkami o ró̇znej opornósci falowej. Uzyskano jakósciowo i ilósciowo
poprawne modelowanie przejścia fali przez powierzchnię nieciągłości. Uzyskane nu-
merycznie wartósci współczynnika odbicia i przepuszczalności są zgodne z przewidy-
wanymi teoretycznie.



12. Modelowanie procesu wytwarzania formy
piaskowej w odlewaniu technologią traconego
modelu

Wstęp

Rozdział ten przedstawia przykład wykorzystania metody elementów dyskretnych do
modelowania materiałów granularnych. Jest to jedno z najbardziej typowych zasto-
sowán metody elementów dyskretnych [57, 41, 81, 167, 199, 15, 282, 298]. W ni-
niejszym rozdziale modelowanie materiałów granularnych pokazano na praktycznym
przykładzie procesu wytwarzania piaskowej formy w odlewaniu metodą traconego
modelu. W rozpatrywanym procesie następuje zasypywanie piaskiem modelu sty-
ropianowego umieszczonego w skrzynce oraz zagęszczanie piasku przez wibrację. W
modelowaniu zostaną również wykorzystane mȯzliwości stosowania modeli hybrydo-
wych. Razem z elementami dyskretnymi reprezentującymi piasek do dyskretyzacji
zasypywanego modelu zostaną zastosowane elementy skończone.

12.1 Opis procesu odlewania technologią traconego modelu

Odlewanie metodą traconego modelu, zwaną również metodą zgazowywanego mo-
delu, metodą wypalanych modeli lub metodą pełnej formy (ang. LFC – lost foam
casting lub EPC – expendable pattern casting), jest technologią, w której stosuje się
jednorazowy model ze spienionego polistyrenu (styropianu), pozostający w formie
piaskowej w trakcie zalewania [223]. Model jest wytapiany izgazowywany przez
ciekły metal. Metal wypełnia wnękę formy, zastępując model i odwzorowując jego
kształt. Metoda ta ma liczne zalety w porównaniu z innymi technologiami odlew-
niczymi. Do zalet nalėzy m.in. mȯzliwość uzyskania odlewu o dużej dokładnósci
wykonania, brak potrzeby stosowania obróbki mechanicznejodlewu, wyeliminowa-
nie rdzeni, mȯzliwość wykonania odlewów o skomplikowanych kształtach. Metoda
traconego modelu daje tym samym dużą swobodę projektantowi, niedostępną w in-
nych technologiach odlewniczych. Z drugiej jednak strony metoda ta stwarza również
pewne trudnósci, do których zaliczają się problemy związane z wytworzeniem odpo-
wiedniej formy piaskowej.

Proces wytwarzania formy rozpoczyna się od umieszczenia modelu na warstwie
piasku. Model jest zasypywany do całkowitego pokrycia suchym, sypkim piaskiem.
Piasek w celu zagęszczenia poddaje się wibracji. Po zagęszczeniu piasku forma może
być zalewana metalem.

207
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Zagęszczanie formy piaskowej poprzez wibrację jest jednym z wȧzniejszych eta-
pów procesu odlewania metodą traconego modelu i może miéc zasadniczy wpływ na
jakósć odlewu. Wibracja ma zapewnić odpowiednią i równomierną gęstość piasku
oraz doprowadzić do wypełnienia przez piasek wszystkich wnęk wokół modelu. Do-
datkowym problemem, który może wystąpíc w trakcie wytwarzania formy piaskowej,
jest mȯzliwość odkształcenia się modelu styropianowego, prowadząca do defektów
kształtu odlewu. Nie istnieją́scisłe reguły dobrania odpowiednich parametrów i spo-
sobu wibracji, dlatego proces wibracji ustala się metodąprób i błędów.

12.2 Główne załȯzenia modelu numerycznego

Celem opracowanego modelu matematycznego jest symulacja procesu zasypywania
formy piaskiem oraz zagęszczania piasku poprzez wibracj˛e. Zjawiskami fizycznymi,
z którymi mamy do czynienia, jest przepływ materialu sypkiego (piasku) wokół sztyw-
nych lub odkształcalnych obiektów (model, skrzynka) pod wpływem sił cię̇zkósci oraz
drgán skrzynki.

Spósród ró̇znych mȯzliwości modelowania, włącznie z modelami ciągłymi, wydaje
się, że model numeryczny zbudowany w oparciu o metodę elementówdyskretnych
stanowi najlepsze narzędzie do badania zagęszczania piasku. W trakcie tego procesu
drgania podłȯza wzbudzają ruch cząstek, poprawiający ich upakowanie, co daje w
efekcie wzrost gęstości. Trudno byłoby uwzględnić efekt poprawy upakowania ziaren
piasku stosując sformułowanie w oparciu o mechanikę ośrodka ciągłego.

Opracowany algorytm metody elementów dyskretnych daje możliwość stosowania
cząstek o ró̇znych wymiarach, co pozwala uwzględnić rozkład wielkósci ziaren piasku,
aczkolwiek nie pretenduje się do reprezentacji pojedynczych ziaren piasku poprzez
cząstki modelu numerycznego. Testy numeryczne pokazują, że model składający się
z cząstek znacznie większych niż ziarna piasku oddaje dobrze makroskopowe cechy
ruchu materiału sypkiego. W modelowaniu numerycznym dąży się do stosowania
możliwie dużej liczby elementów o jak najmniejszych wymiarach, jednakzbyt du̇zy
model mȯze prowadzíc do bardzo długich czasów obliczeń.

Integracja metody elementów dyskretnych i metody elementów skónczonych po-
zwala zastosowác model hybrydowy, w którym zostanie uwzględniony styropianowy
model dyskretyzowany elemenatmi skończonymi. Dzięki temu mȯzliwe będzie bada-
nie odkształcania modelu w trakcie zasypywania piaskiem oraz w trakcie zagęszczania
piasku przez wibrację.

12.3 Okréslenie parametrów modelu elementów dyskretnych

Jako główny parametr makroskopowy, charakteryzujący piasek w warunkach zagęsz-
czania przez wibrację, można uznác kąt naturalnego usypu [180]. Kąt naturalnego
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usypu zalėzy od wzajemnej ruchliwósci cząstek (ziarn), która jest uwarunkowana si-
łami spójnósci i oporami tarcia. W produkcji formy w technologii odlewania metodą
traconego modelu stosuje się suchy sypki piasek, co uzasadnia pominięcie sił spójnósci
(kohezji) w modelowaniu oddziaływania między elementamidyskretnymi. Uwzględ-
niony będzie opór tarcia poślizgowego i tocznego. Porównanie wyników doświad-
czalnych i numerycznych dla testu, wyznaczającego kąt naturalnego usypu, pozwoli
dobrác parametry tarcia poślizgowego i tocznego dające pożądane zachowanie makro-
skopowe zbioru elementów dyskretnych modelujących piasek.

Testy numeryczne wykazały,że najistotniejszymi parametrami mikroskopowymi
mającymi wpływ na wielkósć kąta naturalnego usypu są współczynniki rozwinię-
tego tarcia póslizgowego i tocznego. Mȯzna zaniedbác wpływ parametrów funkcji
kary, charakteryzujących sprężystą czę́sć oddziaływania między cząstkami. W ruchu
zdominowanym przez siły ciężkósci, z którym mamy do czynienia w badanym za-
gadnieniu, współczynniki te nie mają znaczącego wpływu na ruch makroskopowy.
Wielkość tłumienia dla oddziaływania kontaktowego dobrano tak, byuzyskác quasi-
statyczną konfigurację końcową. Oddziaływanie sprężyste i tłumienie ma wpływ na
przemieszczenia piasku poddanego wibracji. Parametry funkcji kary i współczynniki
tłumienia będą dokładniej badane w testach numerycznychprzedstawionych w pod-
rozdziale 12.1.

Przeprowadzono proste badania doświadczalne, mające na celu wyznaczenie kąta
naturalnego usypu dla różnych rodzajów piasku, stosowanych w różnych odlewniach
do produkcji form w procesach odlewania metodą traconego modelu (rys. 12.1).
Otrzymano wartósci kąta usypu w zakresie od 25◦ do 36◦, przy czym najni̇zsza war-
tość 25−26◦ charakteryzuje sztuczny materiał sypki Cerabead o regularnym kształcie
ziarn.

W celu weryfikacji modelu numerycznego przeprowadzono symulacje tych testów,
stosując model dwuwymiarowy (rys. 12.2). Piasek był reprezentowany przez zbiór
10700 elementów walcowych o promieniu od 0.3 do 1.35 mm; przyjęty rozmiar czą-
stek w modelu numerycznym jest około czterokrotnie większy od rzeczywistego roz-
miaru ziaren piasku. Rozkład wielkości cząstek przyjęto zgodnie z rzeczywistym roz-
kładem wielkósci ziaren piasku, uzyskanym w analizie sitowej.

W modelowaniu oddziaływania kontaktowego elementów dyskretnych załȯzono
model z tarciem bez kohezji, opisany w rozdziale 7.3, połączony z modelem tarcia
tocznego opisanego równaniami (7.48)–(7.50) z regularyzacją daną równaniem (7.52).
Uwzględnienie oporu toczenia pozwala uzyskać bardziej realistyczny model materiału
sypkiego [156]. W modelu uwzględniono tłumienie oddziaływania kontaktowego,
dane równaniem (7.29), oraz wprowadzono minimalne tłumienie niewiskotyczne, zde-
finiowane równaniami (7.57) i (7.58).
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a) b)

Rys. 12.1. Dóswiadczalne wyznaczanie kąta naturalnego usypu piasku: a) piasek rzeczywisty,
b) piasek sztuczny.

25
o

a) b)
Rys. 12.2. Numeryczne wyznaczanie kąta naturalnego usypupiasku: a) konfiguracja począt-
kowa, b) konfiguracja kóncowa.

Zbiór parametrów definiujących model elementów dyskretnych jest następujący:
gęstósć �, sztywnósć kontaktu między cząstkamikn i ks, współczynnik tarcia Co-
ulombaµ , współczynnik tłumienia kontaktuξ , parametry definiujące kontakt między
cząstkami a powierzchniami innych obiektów – sztywność kp

n i kp
s, współczynnik tarcia

Coulombaµp, współczynnik tłumienia w kontakcie między cząstkami a powierzch-
niami ξ p, parametry definiujące tarcie toczne między cząsteczkami oraz między czą-
steczkami i powierzchniami sztywnymi,as i krot

s , współczynniki tłumienia zewnętrz-
nego˛nvt i ˛nvr. W modelu tarcia tocznego założono,że współczynnikas można wy-
razíc poprzez bezwymiarowy współczynnik" i promién mniejszego z kontaktujących
się elementówr jako
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as = "r . (12.1)

Końcowym wynikiem symulacji była pryzma piasku o danym kącieusypu (rys.
12.2b). Badając wpływ ró̇znych parametrów modelu na wielkość kąta usypu stwier-
dzono,że największe znaczenie mają współczynniki tarcia poślizgowego i tocznego
między elementami dyskretnymi. Obliczenia przeprowadzono dla szerokiego prze-
działu wartósci współczynnikówµ i " przy ustalonych wartósciach pozostałych pa-
rametrów podanych w tabeli 12.1. Założono,że parametry okréslające opór toczenia
po powierzchni są równe parametrom definiującym tarcie toczne między elementami
dyskretnymi.

Tabela 12.1. Parametry modelu do wyznaczania kąta naturalnego usypu piasku.

ρ kn ks ξ kp
n kp

s µp ξ p αnvt αnvr

kg/m3 N/m N/m N/m N/m

2400 7·104 7 ·104 1.0 2·104 2 ·104 0.35 0.95 0.03 0.3

Rys. 12.3. Konfiguracja pryzmy piasku przy różnych wartósciach współczynników tarcia po-
ślizgowego i tocznego.

Zmieniając współczynnik tarcia poślizgowegoµ w zakresie 0.2–0.5, oraz współ-
czynnik charakteryzujący tarcie toczne"w zakresie 0–0.45 uzyskano kąty naturalnego
usypu w zakresie od 22◦ do 39◦ (rys. 12.3). Zalėznósć kąta naturalnego usypu piasku
od współczynników tarcia poślizgowego i tocznego pokazano graficznie na rys. 12.4.
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Rys. 12.4. Zalėznósć kąta naturalnego usypu piasku od współczynników tarcia poślizgowego
i tocznego.

12.4 Eksperymentalne i numeryczne badanie ruchu piasku pod
wpływem drgań

Przeprowadzono symulację numeryczną przemieszczania się piasku w poziomych
rurach (rys. 12.5) umieszczonych w skrzynce odlewniczej i zasypanych piaskiem pod
wpływem drgán skrzynki w kierunku pionowym, o częstotliwości 50 Hz i amplitudzie
przyspieszenia 150% przyspieszenia grawitacyjnego. Wyniki badán dóswiadczalnych
przedstawia rys. 12.6.

W analizie numerycznej badano ruch piasku jedynie w rurze o największejśred-
nicy. Wykorzystano model dwuwymiarowy, w którym zastosowano 64 000 cząstek
walcowych o ró̇znej średnicy (rozkład wielkósci ziaren przyjęto proporcjonalnie do
wyników analizy sitowej piasku rzeczywistego). Wyniki analizy numerycznej są po-
kazane na rys. 12.7. Przykład ten wykorzystano do wyznaczenia wielkósci tłumienia i
sprę̇zystego oddziaływania między cząstkami. Współczynnikitłumienia i funkcji kary
dobierano tak, by uzyskać zgodnósć wyników numerycznych z wynikami doświad-
czalnymi. Zgodnósć tę mȯzna zauwȧzyć porównując rysunki 12.6 i 12.7.

a) b)

Rys. 12.5. Zestaw rur stosowanych w eksperymencie: a) definicja geometrii, b) widok rur.
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6 cm

a) t = 0 s b) t=5 s

10 cm 15 cm

c) t = 20 s d)t = 40 s

Rys. 12.6. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przez wibrację – dóswiadczenie.

7 cm

a) t = 0 s b) t=5 s

11 cm 17 cm

c) t = 20 s d)t = 40 s

Rys. 12.7. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przez wibrację – wyniki numeryczne.
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Symulacja przepływu piasku poddanego wibracji ujawnia jedną z głównych wad
metody elementów dyskretnych – długi czas obliczeń dla du̇zych modeli analizowa-
nych w długim przedziale czasu. Analiza ruchu 64 000 cząstek w czasie 40 s wy-
magała około około 750 tys. kroków całkowania, co zajęło około 60 godz. CPU na
komputerze z procesorem Xeon 3.4 GHz.

12.5 Eksperymentalne i numeryczne badania odkształcania modelu w
trakcie zasypywania i zagęszczania

Przeprowadzono badania doświadczalne i numeryczne odkształcania modelu styro-
pianowego w procesie produkcji formy piaskowej. W badaniach wykorzystano model
czę́sci o bardzo prostej geometrii, w kształcie odwróconej litery L. Kształt i ustawie-
nie modelu miały ułatwíc wystąpienie du̇zych odkształcén w trakcie zasypywania go
piaskiem (rys. 12.8a). Podczas wibracji piasek wypełnia wnękę pod poziomą półką i
wyrównuje nieco naciski na model zmniejszając jego odkształcenie (rys. 12.9a).

a) b)

Rys. 12.8. Odkształcony model po zasypaniu piaskiem: a) doświadczenie, b) symulacja.

a) b)

Rys. 12.9. Odkształcony model po wibracji: a) doświadczenie, b) symulacja numeryczna.
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Podobne odkształcenie modelu otrzymuje się w przeprowadzonej symulacji nume-
rycznej. Wyniki numeryczne są przedstwione na rys. 12.8b i12.9b. Na rys. 12.8b
przedstawiony jest odkształcony model z niezapełnioną piaskiem wnęką pod poziomą
półką, a rys. 12.9b pokazuje kształt modelu i wypełnienie formy piaskiem po wi-
bracji. Wskutek drgán piasek przemiéscił się, wypełniając przestrzeń wokół modelu i
zmniejszając jego odkształcenie. Rysunki 12.8 i 12.9 pokazują bardzo dobrą zgodność
między wynikami analizy numerycznej i wynikami badań dóswiadczalnych.

Analiza numeryczna była przeprowadzona przy użyciu modelu łączącego metodę
elementów dyskretnych i metodę elementów skończonych. Model styropianowy zo-
stał zdyskretyzowany czworokątnymi elementami, modelującymi płaski stan odkształ-
cenia. Gęstósć styropianu wynosiρ = 12 kg/m3, styropian jest traktowany jako mate-
riał liniowo sprę̇zysty, charakteryzowany przez moduł YoungaE = 6.4 MPa i współ-
czynnik Poissonaν = 0.35.

12.6 Symulacja zasypywania i zagęszczania piasku dla modelu
trójwymiarowego

Badano dóswiadczalnie i numerycznie zasypywanie trójwymiarowego modelu o
kształcie pieŕscienia z poziomą półką, pokazanego na rys. 12.10. Piasekdodawano do
skrzynki odlewniczej warstwami, a między sypaniem kolejnych warstw skrzynkę pod-
dawano wibracji. Dla zaznaczenia warstw stosowano odpowiednio zabarwiony piasek.
Na rys. 12.11a pokazano przekrój rzeczywistej formy piaskowej z widocznymi war-
stwami piasku. W analizie numerycznej uzyskano podobne ułożenie warstw piasku,
co jest widoczne na rys. 12.11b.

Przykład ten wykorzystano do zbadania efektywności numerycznej opracowanego
algorytmu wykrywania kontaktu przedstawionego w podrozdziale 10.2. W przykła-
dzie badano kontakt między dużą liczbą elementów dyskretnych – każdą warstwę pia-
sku modelowano za pomocą 25 tysięcy cząstek, w końcowym etapie model liczył 175

a) b)

Rys. 12.10. Trójwymiarowy model: a) definicja geometrii, b)styropianowy model.
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a) b)

Rys. 12.11. Przekrój przez formę z widocznymi warstwami piasku: a) dóswiadczenie, b) sy-
mulacja numeryczna.

tysięcy cząstek. Jako miarę efektywności przyjęto czas CPU 1000 kroków całkowa-
nia w kóncowej fazie wibracyjnego zagęszczania pierwszej warstwy piasku. Efek-
tywnósć dwuetapowego algorytmu zależy od częstotliwósci przeprowadzania i efek-
tywnósci globalnego poszukiwania kontaktu oraz efektywności lokalnego wykrywania
kontaktu. Obydwa czynniki zależą od doboru wprowadzonego w podrozdziale 10.2.2
parametructol. Parametr ten stanowi kryterium dla uznania dwóch elementów jako
potencjalnie kontaktujących się i umieszczenia ich na liście par obiektów sprawdza-
nych w etapie lokalnego wykrywania kontaktu. Im większa wartość parametructol,
tym dłuższa lista potencjalnie kontaktujących się par elementów i można oczekiwác
dłuższego czasu wymaganego dla lokalnego sprawdzenia kontaktu. Z drugiej strony
większa wartósć ctol pozwala zmniejszýc częstotliwósć globalnego poszukiwania kon-
taktu. Mȯzna oczekiwác, że istnieje pewna optymalna wartość ctol, dla której czas
wykrywania kontaktu jest najmniejszy.

Na rys. 12.12a zilustrowano wpływctol na efektywnósć wykrywania kontaktu. Ba-
dania przeprowadzono w zakresiectol = 0.075R−0.47R, gdzieR= 29 mm jest́sred-
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Rys. 12.12. Efektywnósć numeryczna algorytmu wykrywania kontaktu: a) wpływ parametru
ctol, b) zalėznósć czasu obliczén od liczby elementów.
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nim promieniem elementów dyskretnych stosowanych w modelu. Jedna z krzywych
pokazuje zmianę liczby globalnego poszukiwania kontaktu(odwrotnie proporcjonalną
do częstotliwósci) przypadającą na badane 1000 kroków całkowania. Druga z krzy-
wych pokazuje zmianę długości listy potencjalnie kontaktujących się par elementów.
Trzecia krzywa pokazuje czas CPU dla badanych 1000 kroków całkowania. Widác, że
początkowo ze wzrostem parametructol, czas CPU maleje dzięki temu,że zmniejsza
się liczba globalnego poszukiwania kontaktu. Jednocześnie jednak wydłu̇za się lista
potencjalnie kontaktujących się elementów, co powoduje, że od pewnej wartósci ctol

czas CPU zaczyna rosnąć. Minimalną wartósć czasu CPU uzyskano dlactol = 0.155R.

Na rys. 12.12b pokazano zmianę czasu CPU wraz ze wzrostem liczby elementów
dyskretnych. Czasy CPU określano dla 1000 kroków całkowania w fazie wibracyj-
nego zagęszczania piasku po zasypaniu modelu kolejnymi warstwami piasku. Dzięki
temu zbadano zmianę czasu wykrywania kontaktu dla liczby elementów rosnącej od
25 do 175 tysięcy co 25 tysięcy. Uzyskano prawie liniową zmianę czasu CPU, co
świadczy jest,̇ze opracowany algorytm wykrywania kontaktu jest rzęduN. Pozwala
to spodziewác się dobrej efektywnósci numerycznej tego algorytmu również w jeszcze
większych modelach.

Mimo efektywnego algorytmu numerycznego ogólny czas obliczén jest długi. Dla
pełnego modelu liczącego 175 tysięcy elementów analiza przedziału czasu 3 s wymaga
około 170 tys. kroków i zajmuje około 48 godz. CPU komputera zprocesorem Xeon
3.4 GHz.

Podsumowanie

W tym rozdziale pokazano,̇ze metoda elementów dyskretnych jest bardzo dobrym
narzędziem do modelowania przepływów materiałów granularnych. Analiza procesu
wytwarzania formy piaskowej w odlewaniu technologią traconego modelu mȯze býc
wykorzystana do bardziej racjonalnego projektowania procesu wytwarzania formy
piaskowej. Numeryczna symulacja pozwala przewidzieć mȯzliwość wystąpienia de-
fektów formy, polegających na niedostatecznym zagęszczeniu piasku i złym wypeł-
nieniu piaskiem wnęk wokół modelu.

Przedstawione przykłady pokazują również mȯzliwości stosowania modeli hybry-
dowych. Razem z elementami dyskretnymi, reprezentującymi piasek, zastosowano
metodę elementów skończonych do dyskretyzacji zasypywanego modelu styropiano-
wego. Dało to mȯzliwość badania deformacji modelu w trakcie zasypywania i za-
gęszczania przez wibrację. Wyniki analizy numerycznej przedstawione w niniejszym
rozdziale są porównane z wynikami badań dóswiadczalnych. Mȯzna zaobserwować
dobrą zgodnósć porównywanych wyników.
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Zastosowanie modelowania w praktyce do wyznaczania optymalnych parametrów
procesu produkcji form, np. kierunku, częstotliwości, amplitudy i czasu drgań wy-
maga dalszych prac badawczych. Istotnym ograniczeniem jest równiėz czas obli-
czén. Aczkolwiek algorytm numeryczny charakteryzuje się dużą efektywnóscią ob-
liczeniową, analiza procesu zagęszczania piasku jest długotrwała, co w chwili obecnej
ogranicza zastosowanie metody do stosunkowo prostych geometrii. W przyszłósci
planowane są prace nad wprowadzeniem obliczeń równoległych.

Więcej wyników numerycznych uzyskanych przez autora można znaleź́c w [259].
Wyniki prac nad modelowaniem procesu wytwarzania formy piaskowej zostały rów-
nież opublikowane w języku polskim w [242, 243]. Praca zostaławykonana czę́sciowo
w ramach europejskiego projektu badawczego GRD1-2000-25243: Shortening Lead
Times and Improving Quality by Innovative Upgrading of the Lost Foam Process.



13. Modelowanie skał metodą elementów
dyskretnych

Wstęp

Metoda elementów dyskretnych jest powszechnie uznawana jako doskonale nadająca
się do modelowania skał [57, 41, 199, 298]. Model materiałuskalnego zbudowany
za pomocą elementów dyskretnych można traktowác jako fizycznie zgodny ze struk-
turą polikrystaliczną i ziarnistą, charakteryzując ˛a rzeczywiste skały. W prosty sposób
można równiėz uwzględníc nieciągłósci istniejące i powstające w trakcie odkształca-
nia skały.

Zasadniczym problemem w modelowaniu materiału jest dokładne oddanie włásci-
wości makroskopowych materiału. Model materiału w metodzie elementów dyskret-
nych jest zdefiniowany przez zbiór parametrów mikroskopowych (por. rozdział 8.2),
których nie mȯzna wyznaczýc w sposób bezpośredni za pomocą pomiarów, ani za po-
mocą rozwȧzán teoretycznych. Metody homogenizacji i uśredniania przedstawione w
rozdziale 8 pozwalają znaleźć przej́scie od modelu mikroskopowego do makroskopo-
wego dla zakresu liniowego, podczas gdy zachowanie się skał w trakcie odkształcania
charakteryzuje się występowaniem efektów nieliniowych.

W niniejszym rozdziale zostaną zbadane makroskopowe własnósci materiału mo-
delowanego za pomocą metody elementów dyskretnych na podstawie symulacji
dwóch podstawowych testów laboratoryjnych stosowanych dowyznaczania włásci-
wości skał: próby jednoosiowegósciskania oraz próby poprzecznegościskania (próby
brazylijskiej). Wyniki dóswiadczalne zostały użyczone przez laboratorium zakładów
Sandvik Mining and Construction (dawniej Voest-Alpine Bergtechnik) w Zeltweg
(Austria).

Nieznane parametry dowolnego modelu numerycznego mogą być wyznaczone za
pomocą metod analizy odwrotnej, która najczęściej jest formułowana jako problem
optymalizacji [226, 96, 40, 166]. Przedstawienie różnych metod identyfikacji para-
metrów modeli materiałów mȯzna znaleź́c np. w [192]. W niniejszej pracy do wy-
znaczenia parametrów modelu mikroskopowego (elementów dyskretnych), przy za-
danych własnósciach makroskopowych, zostaną wykorzystane bezwymiarowe zalėz-
nósci między parametrami mikroskopowymi i makroskopowymi zaproponowane na
podstawie analizy wymiarowej w [117]. Postać tych zalėznósci zostanie ustalona na
podstawie symulacji próby jednoosiowegościskania dla pewnego przedziału warto-
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ści parametrów mikroskopowych. Zależnósci te zostaną zastosowane w celu dobra-
nia parametrów mikroskopowych do modelu skały o zadanych właściwósciach me-
chanicznych. Dla przyjętych parametrów mikroskopowych zostaną przeprowadzone
sprawdzające symulacje próby jednoosiowegościskania oraz próby brazylijskiej.

W niniejszym rozdziale zostaną również zastosowane i zweryfikowane algorytmy
obliczenia naprę̇zén makroskopowych w modelu metody elementów dyskretnych,
przedstawione w rozdziale 8.

13.1 Podstawowe włásciwósci mechaniczne skał

W niniejszym rozdziale będzie rozpatrywane modelowanie skały zwięzłej, będącej
zbiorem minerałów o mniej więcej jednakowym sładzie i podobnej budowie geolo-
gicznej. Skałę zwięzłą charakteryzują drobne, na ogółniewidoczne spękania, duża
spójnósć, mała porowatósć, małaścísliwość oraz stosunkowo nieduża anizotropia.

W praktyce stosuje się wiele wielkości, charakteryzujących własności mechaniczne
skał, często związanych z konkretnymi badaniami laboratoryjnymi próbek materiału
skalnego. Do najwȧzniejszych metod badania doświadczalnego skał należą:

• próba jednoosiowegósciskania,

• próba poprzecznegósciskania (test brazylijski),

• próba trójosiowegósciskania,

• badanie wytrzymałósci skał náscinanie.

W niniejszej pracy będą badane właściwósci skał wyznaczane na podstawie próby jed-
noosiowegósciskania oraz próby brazylijskiej. Testy te należą do testów zalecanych
do oceny podatnósci skał na mechaniczne urabianie [201]. Procesy mechanicznego
urabiania skał będą badane w dalszej części pracy.

13.1.1 Próba jednoosiowegósciskania

Próba jednoosiowegósciskania polega na obciążeniu próbki skały zwięzłej, w kształ-
cie prostopadłóscianu lub walca, siłą́sciskającą wzdłu̇z osi podłu̇znej prostopadło-
ścianu lub tworzącej walca, równomiernie wzrastającą aż do osiągnięcia siły niszczą-
cej próbkę. Rysunek 13.1 przedstawia próbkę walcową umieszczoną między płytami
prasy wytrzymałósciowej i poddaną próbie jednoosiowegościskania.

Normy zazwyczaj zalecają stosowanie próbek w kształcie walca, np. [230]. W
przypadku trudnósci z odwierceniem próbek w kształcie walca dopuszcza się próbki
prostopadłóscienne. Zalecanásrednica próbek walcowych wynosi od 42 do 54 mm
[230]. Badania wytrzymałósci naściskanie wykonuje się dla próbek o smukłości (sto-
sunku wysokósci próbki h do średnicy jej podstawyd, od 1 do 3. Normy zalecają
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a) b)

Rys. 13.1. Próba jednoosiowegościskania: a) przed zniszczeniem próbki, b) podczas niszcze-
nia próbki (zdjęcia u̇zyczone przez Sandvik Mining and Construction w Zeltweg, Austria).

zazwyczaj, aby smukłósć próbki wynosiła co najmniej 2. ISRM [123] rekomenduje
próbki o smukłósci 2.5−3, a polska norma PN-G-04303 [230], podobnie jak norma
ASTM D2938 [12], zaleca próbkę o smukłości 2. Niemniej jednak niektóre normy za-
lecają lub dopuszczają stosowanie próbek o równej wysokości i średnicy (o smukłósci
1), np. norma DIN 52105 [83], polska norma dla materiałów kamiennych PN-EN 1926
[228] lub norma ÖNORM B 3124 [204]. Jeśli stosunek długósci dośrednicy próbki
jest ró̇zny od 2, ASTM [12] okrésla współczynnik korygujący, który trzeba zastosować
do wartósci wytrzymałósci wyznaczonej w próbie. Wytrzymałość naściskanie zwykle
wzrasta wraz ze zmniejszaniem się wysokości próbkih [281]. Polska norma PN-G-
04303 [230], w przypadku badania próbek o smukłości równej 1, zaleca pomnożenie
obliczonego wyniku przez 8/9. Próba przedstawiona na rys. 13.1 jest wykonana dla
próbki o równej wysokósci i średnicy.

Jedynym powodem stosowania smukłych próbek jest możliwość wytworzenia
stanu jednoosiowegósciskania wśrodkowej czę́sci próbki. Przy próbkach o smu-
kłości mniejszej od 2 w du̇zej czę́sci próbki występuje trójosiowy stan naprężenia
wskutek nierównomiernego rozkładu sił kontaktu z powodu tarcia między próbką a
płytami maszyny wytrzymałósciowej. Polerowanie powierzchni próbki i stosowanie
odpowiednich smarów może zmniejszýc tarcie i jego wpływ na niejednorodność na-
prę̇zenia w próbce. Stosowanie próbek o równej wysokości i średnicy w zastosowaniu
do skał poddanych urabianiu mechanicznemu może býc uzasadnione tym,̇ze tak wy-
znaczona wytrzymałósć naściskanie stanowi lepszy parametr dla określenia podatno-
ści skał na urabianie mechaniczne lub skrawanie, gdyż występujący w takiej próbce
stan naprę̇zenia jest bardziej zbliżony do stanu naprężenia w skale pod naciskiem na-
rzędzia skrawającego [93].
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Rys. 13.2. Typowe krzywe naprężenie-od-
kształcenie dla jednoosiowegościskania dla
skał: a) kruchych (piaskowiec), b) półkru-
chych (zlepieniec kwarcytowy), c) podatnych
(wapién).

Rys. 13.3. Wyznaczanie modułu Younga z
krzywej naprę̇zenie–odkształcenie dla jedno-
osiowegósciskania.

Bezpósrednim wynikiem próby jednoosiowegósciskania jest zalėznósć między
siłą ściskającą a zmianą odległości płyt maszyny wytrzymałósciowej. Po przeska-
lowaniu tej krzywej, dzieląc siłę przez przekrój oraz wyliczającśrednie odkształcenie
osiowe na podstawie przemieszczenia płyt, otrzymuje się charakterystykę naprężenie-
odkształcenie. Nalėzy pamiętác, że nie mȯzna tak otrzymanej krzywej traktować jako
cechy materiałowej. Jest ona funkcją właściwósci skał, jak równiėz geometrii i roz-
miaru próbki oraz metody doświadczalnej i cech maszyny wytrzymałościowej [118].

Przebieg krzywych naprężenie–odkształcenie i wielkość wyróżnionych faz po-
zwala zakwalifikowác skały jako kruche, półkruche lub podatne. Typowe krzywe
odkształcenia dla ró̇znych typów skał przedstawiono na rys. 13.2, biorąc jako przy-
kładowe krzywe dla piaskowca, zlepieńca kwarcytowego i wapienia. Skały kruche
cechuje du̇za wytrzymałósć na ściskanie, stosunkowo mały zakres odkształceń nie-
sprę̇zystych i małe odkształcenia odpowiadające zniszczeniu.W stanie pozniszcze-
niowym w przypadku skał kruchych następuje zazwyczaj nagły spadek wytrzymałósci
prawie do zera. Skały półkruche wykazują mniej cech sprężystych, charakteryzują się
większą odkształcalnością. Stosunek odkształceń trwałych do sprę̇zystych wzrasta.
Skały podatne są w dużym stopniu odkształcalne, odkształcenie jest głównie trwałe i
nieodwracalne.

Charakterystyki naprę̇zenie–odkształcenie pozwalają wyznaczyć podstawowe wła-
snósci skały moduł YoungaE oraz wytrzymałósć naściskanieσc. Jésli w próbie jedno-
osiowegósciskania mierzone są odkształcenia w kierunku poprzecznym, mȯzna okre-
ślić współczynnik Poissonaν . Wytrzymałósć naściskanie oblicza się według wzoru:

σc =
Pmax

A
, (13.1)
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w którym Pmax – wartósć siły, przy której nastąpiło zgniecenie próbki,A – powierzch-
nia przekroju poprzecznego próbki.

Stałe sprę̇zyste, moduł YoungaE oraz współczynnik Poissonaν , według zalecén
ISRM [123], mȯzna wyznaczýc jako:

• parametry styczne w punkcie odpowiadającym określonemu poziomowi naprężén
względem doraźnej wytrzymałości naściskanieσc np. dla 0.5σc,

• jako wartósci średnie obliczone dla części charakterystyki naprężeniowo–odkształ-
ceniowej, którą mȯzna w przybli̇zeniu uznác za liniową,

• jako parametry sieczne mierzone od zerowego poziomu naprężenia do poziomu
ustalonego względem wytrzymałości naściskanieσc, zazwyczaj dla 0.5σc.

W niniejszej pracy stałe sprężyste wyznaczano jako parametry styczne w punkcie od-
powiadającym 0.5 wytrzymałości naściskanieσc stosując przy tym przybliżenie ró̇z-
nicowe zaproponowane w [127]:

E =
∆σa

∆εa
=

0.6σc−0.4σc

εa(0.6σc)− εa(0.4σc)
, ν = −∆εr

∆εa
= − εr(0.6σc)− εr(0.4σc)

εa(0.6σc)− εa(0.4σc)
, (13.2)

gdzieεa jest odkształceniem osiowym (podłużnym), aεr jest odkształceniem promie-
niowym (poprzecznym). Metoda ta jest przedstawiona graficznie na rys. 13.3.

13.1.2 Próbaściskania poprzecznego

a) b)

Rys. 13.4. Próbásciskania poprzecznego (próba brazylijska): a) przed zniszczeniem próbki, b)
po zniszczeniu próbki (zdjęcia użyczone przez Sandvik Mining and Construction w Zeltweg,
Austria).
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Próbaściskania poprzecznego, zwana próbą brazylijską lub próbą rozciągania po-
średniego, słu̇zy do wyznaczania wytrzymałości skał na rozciąganie. Polega ona na
ściskaniu i rozłupywaniu wzdłu̇z średnicy płaskich próbek walcowych (rys. 13.4).
Warunki wykonywania próby brazylijskiej są określone m.in. w zaleceniach ISRM
[80], normie ASTM D3967 [58] i polskiej normie PN-G-04302 [229]. Zalecenia za-
warte w cytowanych normach są podobne. Zgodnie z polską normą próbka skalna
stosowana w próbie brazylijskiej jest płaskim krążkiem ośrednicyd = 42−54 mm i
grubósci (wysokósci) h równej połowieśrednicyd (h/d = 0.5).

Metoda wykorzystuje fakt,̇ze w próbce walcowej,́sciskanej wzdłu̇z średnicy, wy-
twarza się niejednorodny dwuosiowy stan naprężenia, który w czę́sci środkowej cha-
rakteryzuje się naprężeniem głównyḿsciskającym w kierunku zgodnym z kierunkiem
przyłożenia siły oraz prostopadłym do niego naprężeniem głównym rozciągającym,
trzy razy mniejszym od naprężeniaściskającego. Skała ulega pęknięciu, gdy napręże-
nie rozciągające osiąga wartość wytrzymałósci na rozciąganie.

Naprę̇zenie rozciągające prostopadłe dośrednicy w przybli̇zeniu wynosi

σxx =
2P

πhd
, (13.3)

gdzieP to wielkósć siły ściskającej. Podstawiając do wzoru (13.3)P = Pf , gdziePf

jest siłą powodującą zniszczenie próbki, wyznacza sięwytrzymałósć na rozciąganieσt.

Znajomósć wytrzymałósci na jednoosiowésciskanie oraz wytrzymałości na roz-
ciąganie pozwala określić kruchósć skały. Stosunek wytrzymałości naściskanie do
wytrzymałósci na rozciąganie jest często stosowanym parametrem do określenia kru-
chósci [92]. Dla typowych kruchych skał parametr ten ma wartość ponad 15, a typowe
podatne skały charakteryzują się wartościami poni̇zej 9.

13.2 Przygotowanie modelu próbki skalnej

Pierwszym krokiem w analizie metodą elementów dyskretnych jest zastąpienie mo-
delowanego ósrodka zbiorem elementów dyskretnych. W metodzie elementów dys-
kretnych przyjmuje się zazwyczaj nieuporządkowaną losową konfigurację elementów
dyskretnych o zró̇znicowanym rozmiarze, co pozwala uniknąć regularnej struktury ele-
mentów dyskretnych i daje model charakteryzujący się izotropią. Zbiór elementów
dyskretnych powinien jak najlepiej wypełniać przestrzén. Stopién wypełnienia prze-
strzeni, charakteryzowany porowatością, ma istotny wpływ na własności mechaniczne
modelu [35, 117].
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Wypełnienie obszaru dwuwymiarowego kołami lub przestrzeni trójwymiarowej
kulami o ró̇znejśrednicy jest dósć trudnym zadaniem – trudniejszym niż wygenerowa-
nie siatki elementów skónczonych i mȯze býc czasochłonne. Istnieją różne algorytmy
generowania zbioru cylindrycznych (2D) lub kulistych (3D)cząstek (elementów dys-
kretnych) wypełniających modelowany obszar. Ogólnie można je podzielíc na algo-
rytmy zwane geometrycznymi i dynamicznymi.

W algorytmach geometrycznych nowe cząstki są generowanebiorąc przy wzięciu
pod uwagę połȯzenia i rozmiarów istniejących już cząstek. W algorytmie zapropono-
wanym w [74] cząstki o losowym rozmiarze są generowane w losowych połȯzeniach
tak, by nie występowało naruszenie obszaru zajmowanego przez inne cząstki. W meto-
dzie opracowanej w [173] cząstki o losowym rozmiarze są umieszczane tak by były w
kontakcie z cząstkami wygenerowanymi wcześniej. W [75] zastosowano metodę po-
stępującego brzegu (ang. advancing front method) dla generacji upakowanego zbioru
elementów dyskretnych. Istnieją algorytmy geometryczne, które generują cylindry
lub kule korzystając z pomocniczej siatki elementów skończonych. Algorytm zapro-
ponowany w [51] wykorzystuje triangulację Delaunaya dla losowo wygenerowanych
punktów w dyskretyzowanym obszarze. W trójkąty wpisuje się koła (w 3D w czworo-
ściany wpisywane są kule), a następnie wypełnia się pustą przestrzén kołami (kulami
w 3D) o środkach w wierzchołkach trójkątów (czworościanów w 3D). Omówione al-
gorytmy są bardzo efektywne, jednak zbiory tak wygenerowanych cylindrów lub kul
nie są dostatecznie gęsto spakowane dla modelowania skał.

W algorytmach dynamicznych luźna konfiguracja elementów jest modyfikowana
tak, by otrzymác gęste upakowanie przy zastosowaniu metod opartych na rozwiąza-
niu zagadnienia dynamicznego. Najprostszym algorytmem tego rodzaju jest metoda
osadzania cząstek pod wpływem grawitacji, polegająca nagenerowaniu swobodnych
cząstek w polu grawitacyjnym. Pod działaniem siły ciężkósci luźno wygenerowane
cząstki opadają wypełniając stopniowo modelowany obszar. Brzeg modelowanego ob-
szaru stanowi ograniczenie kontaktowe dla opadających cząstek. Wadą tej metody jest
czasochłonnósć oraz nierównomiernósć wypełnienia spowodowana różnicą obcią̇ze-
nia cząstek. Konieczna jest procedura relaksacyjna polegająca na usunięciu obciążenia
i umożliwieniu akomodacji cząstek w warunkach braku obciążenia zewnętrznego.

Lepsze wyniki daje algorytm „fill and expand”, polegający na wypełnieniu prze-
strzeni cząstkami o mniejszym rozmiarze w stosunku do oczekiwanego rozmiaru kón-
cowego, a następnie stopniowym zwiększaniu ich rozmiarów, w trakcie którego ich
pozycja ulega zmianie pod wpływem wzajemnego oddziaływania kontaktowego. Me-
toda ta jest wielokrotnie szybsza niż metoda grawitacyjnego osadzania cząstek. Me-
toda ta jest standardową metodą generacji modelu w programie PFC2D i PFC3D [124],
wykorzystywaną np. w [108]. Wadą metod dynamicznych jestkoniecznósć prowadze-
nia kosztownej czasowo analizy dynamicznej.
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W przykładach numerycznych w niniejszej pracy stosowano metodę osadzania gra-
witacyjnego cząstek oraz nową metodę, opartą na rozwi ˛azaniu zagadnienia optymali-
zacyjnego, zaproponowaną w [215]. Idea tej metody jest przedstawiona graficznie
na rys. 13.5. Korzystając z pomocniczej nieregularnej siatki (rys. 13.5a), genero-

a) b) c)

Rys. 13.5. Generacja cząstek walcowych metodą zaproponowaną w [215]: a) pomocnicza
siatka, b) luźna konfiguracja początkowa, c) gęsto upakowana konfiguracja kóncowa.

wana jest luźna konfiguracja cząstek ośrodkach pokrywających się z węzłami siatki
(rys. 13.5b). Główną ideą algorytmu zaproponowanego w [215] jest uzyskanie gęsto
upakowanej konfiguracji cząstek (rys. 13.5c) poprzez rozwiązanie problemu optyma-
lizacyji z funkcją celu zdefiniowaną jako

˚=
n

∑
i=1

nc

∑
j=1

e2
i j +

nb

∑
i=1

nk

∑
j=1

b2
i j (13.4)

z ograniczeniami

ei j ≥ 0, bi j ≥ 0, (13.5)

gdzien jest liczbą cząstek,nc jest liczbą krawędzi siatki pomocniczej, wychodzącej z
węzła będącegósrodkiem cząstkii, nb jest liczbą cząstek tworzących brzeg ośrodka
dyskretnego,nk jest liczbą krawędzi powierzchni ograniczającej modelowany obszar,
na które mȯzna zrzutowác prostopadle cząstkę leżącą w pobli̇zu brzegu;ei j jest odstę-
pem między powierzchniami dwóch cząstek leżących na wspólnej krawędzi zdefinio-
wanym przez następujące równanie

ei j = ‖xi −x j‖− r i − r j , (13.6)

gdziexi i x j są wektorami połȯzeniaśrodków cząstek,r i i r j są promieniami cząstek,
bi j jest odległóscią powierzchni cząstki od brzegu

bi j = ‖xi − x̄i j ‖− r i , (13.7)
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gdziex̄i j jest rzutem prostopadłym węzłai na segmentj dyskretyzujący brzeg.

Zmiennymi decyzyjnymi są połȯzeniaśrodków cząstek{x1, . . . ,xn}T oraz ich pro-
mienie {r1, . . . , rn}T. Problem minimalizacji funkcji̊ , zdefiniowanej równaniem
(13.4) z ograniczeniami (13.5), jest rozwiązywany w [215]za pomocą iteracyjnego
algorytmu Levenberga-Marquardta [168, 183].

Po znalezieniu konfiguracji końcowej zgodnie z opisaną powyżej procedurą w mo-
delu materiału skalnego lub innego materiału spoistego dlapary cząsteki i j stykają-
cych się ze sobą, dla których zachodzi

ei j = 0 (13.8)

zakłada się istnienie wiązania kohezyjnego. W praktyce jednakścisłe zastosowanie
warunku (13.8) dałoby niezbyt gęstą sieć powiązán między cząstkami i dlatego przyj-
muje się pewną tolerancję dla przyjęcia wiązania kohezyjnego między cząstkami

ei j ≤ etol (13.9)

W niniejszej pracy przyjmowanoetol = (0.02−0.1)rmin, gdziermin promién najmniej-
szej cząstki w modelu. Założona tolerancja musi być uwzględniona w późniejszej
analizie przy liczeniu odstępu/penetracji elementów dyskretnych. Dla kontaktujących
się par, dla których przyjęto istnienie wiązania kohezyjnego, równanie (7.28) jest zmo-
dyfikowane w następujący sposób:

g = d− r1− r2−e12, (13.10)

gdziee12 jest początkowym odstępem między cząstkami 1 i 2. Zmodyfikowane rów-
nanie (13.10) w niniejszej pracy jest również stosowane przye12 < 0, tzn. gdy istnieje
początkowa penetracja. Jest to możliwe przy innych metodach przygotowania próbek,
np. przy stosowaniu metody osadzania grawitacyjnego. Stosując wtedy wyrȧzenie
zmodyfikowane (13.10) można wyeliminowác początkowe naprężenia w próbce. Jest
to proste i efektywne rozwiązanie problemu, który sprawiasporo kłopotów w analizie
metodą elementów dyskretnych, por. [35, 117].

13.3 Bezwymiarowe zalėzności między parametrami mikro-
i makroskopowymi

Okréslone włásciwósci makroskopowe materiału modelowanego za pomocą ele-
mentów dyskretnych są uzyskane przez przyjęcie właściwego modelu oddziaływa-
nia kontaktowego pomiędzy elementami dyskretnymi wraz z odpowiednio dobranymi
parametrami definiującymi ten model. Modelowanie skał wymaga przyjęcia modelu
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kontaktu uwzględniającego siły spójności. W niniejszej pracy jest stosowany model
sprę̇zysto-idealnie kruchy, przedstawiony w rozdziale 7.4. Model oddziaływania kon-
taktowego mȯzna uwȧzác za model mikroskopowy materiału. Parametry definiujące
model oddziaływania kontaktowego wraz z innymi parametrami charakteryzującymi
model elementów dyskretnych nazywane będą parametrami mikroskopowymi.

Dla dobrania parametrów mikroskopowych zostanie wykorzystana koncep-
cja bezwymiarowych zalėznósci między parametrami mikro- i makroskopowymi
przedstawiona w [117]. Na wstępie zostanie przyjęty zbiór parametrów mi-
kroskopowych definiujących model mikroskopowy (porównajpodrozdział 8.2):
{kn,ks,Rn,Rs,αnvt,αnvr,µ , r,n,�,L,V}. Wśród parametrów uwzględniono para-
metry charakteryzujące tłumienie niewiskotyczne (taki typ tłumienia bedzie sto-
sowany w modelu)αnvt i αnvr oraz prędkósć obcią̇zania V. Spósród poda-
nych parametrów mikroskopowych można wyodrębníc parametry mające wpływ
na własnósci sprę̇zyste materiału, charakteryzujące początkowy okres odkształcania
{kn,ks, r,n,αnvt,αnvr,�,L,V}.

Poszukiwane będą zależnósci okréslające związek między parametrami mikrosko-
powymi i własnósciami makroskopowymi, takimi jak moduł YoungaE, współczyn-
nik Poissonaν , wytrzymałósć na ściskanieσc oraz wytrzymałósć na rozciąganie
σt. Wykorzystane zostanie znane z analizy wymiarowej twierdzenieπ Buckinghama
[158], które mówi,że kȧzdą fizycznie znaczącą zależnósć funkcyjną dlan zmiennych
	(Q1,Q2, . . . ,Qn) można w sposób równoważny wyrazíc poprzez funkcjęn− r bez-
wymiarowych parametróẘ (π1,π2, . . . ,πn−r), gdzier jest liczbą wymiarów podsta-
wowych, an− r jest maksymalną liczbą niezależnych parametrów. W naszym przy-
padkur = 3 (m, kg, s).

Na podstawie twierdzenia Buckinghama można przyją́c [117], że odpowiedź
materiału w zakresie sprężystym jest zalėzna od 6 bezwymiarowych parametrów
{ks/kn,n, r/L,αnvt,αnvr,V/

√
kn/�}, a zniszczenie próbki jest funkcją 9 bezwymia-

rowych parametrów{knr/Rn,Rs/Rn,ks/kn,n, r/L,µ ,αnvt,αnvr,V/
√

kn/�}.

Poniewȧz będzie analizowany problem quasi-statyczny1, z listy parametrów mȯzna
usuną́c V/

√
kn/� oraz współczynniki tłumieniaαnvt i αnvr. Zakładając,̇ze wielkósć

elementów dyskretnychr jest mała w stosunku do wymiarów próbkiL (r ≪ L), mȯzna
zaniedbác wpływ parametrur/L. Jest to załȯzenie analogiczne do przyjmowanych w
teorii homogenizacji, por. podrozdział 8.1. W ten sposób można przyją́c, że makro-
skopowe własnósci modelowanego materiału są określone następującymi ogólnymi
zalėznósciami [117]:

1Aby warunek quasi-statyczności był spełniony obcią̇zenie musi býc realizowane z małą prędkością.
Czas jego wprowadzenia musi być dłuższy od podstawowego okresu drgań swobodnych. Tłumienie musi
być dobrane tak, by było zbliżone do tłumienia krytycznego.
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Porowatósć n występująca w zalėznósciach (13.11)–(13.13) zależy od rozkładu
rozmiarów elementów dyskretnych, który, posługując sięterminami technicznymi sto-
sowanymi do materiałów rozdrobnionych, można okréslić jako granulację lub uziar-
nienie. W [305] uznano,̇ze lepszą miarą granulacji jest stosunekrmin/rmax, okrésla-
jący stosunek wielkósci najmniejszego i największego elementu dyskretnego. W[305]
zachowano równiėz wpływ wielkósci elementów dyskretnych, stosując odwrotność
parametrur/L. W ten sposób zamiast zależnósci (13.11)–(13.13) w [305] zapropono-
wano:
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W niniejszej pracy zakres badania własności ograniczono do materiału o ustalo-
nym rozkładzie wielkósci elementów dyskretnych, dlatego ta zmiana nie wpływa na
przedstawione poniżej wyniki. Postác zalėznósci bezwymiarowych (13.11)–(13.13)
zostanie ustalona na podstawie symulacji numerycznych próby jednoosiowegósciska-
nia dla szerokiego zakresu wartości parametrówkn, ks, Rn i Rs. Celem będzie okrésle-
nie wpływu parametrów mikromechanicznych w modelu elementów dyskretnych na
zachowanie makroskopowe otrzymywane w modelu.

13.4 Symulacja próby jednoosiowegósciskania

Próba jednoosiowegósciskania standardowych próbek materiału skalnego o stosunku
wysokósci dośrednicy 2 : 1 była z powodzeniem symulowana za pomocą metody ele-
mentów dyskretnych w [283]. W niniejszej pracy zostanie przeprowadzona symulacja
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a) b)

Rys. 13.6. Model próbki skalnej do symulacji próby jednoosiowegościskania: a) obszar mo-
delowany za pomocą elementów dyskretnych, b) powiększenie fragmentu modelu z zaznaczo-
nymi aktywnymi więzami między elementami.

próby ściskania próbki o wysokości równejśrednicy i wynoszącej 50 mm, zgodnie z
procedurą stosowaną w laboratorium zakładów Sandvik Mining and Construction w
Zeltweg (Austria) [93], które dostarczyło wyniki eksperymentalne.

W symulacji numerycznej zastosowano dwuwymiarowy model, odpowiadający
płaskiemu stanowi naprężenia. Rysunek 13.6a przedstawia model próbki o wymiarach
50×50 mm składający się z 4979 elementów dyskretnych, o rozmiarach charaktery-
zowanych w promieniem z przedziału od 0.262 do 0.653 mm. Granulacja (uziarnie-
nie) zbioru cząstek pokazana jest na rys. 13.7.Średni promién cząstek wynosi 0.37
mm. Rysunek 13.6b pokazuje fragment próbki w powiększeniuz zaznaczonymi ist-
niejącymi wiązaniami kohezyjnymi między elementami. Można zauwȧzyć, że zbiór
cząstek jest gęsto upakowany – współczynnik porowatości np wynosi 0.097. Przy za-
łożonej gęstósci objętósciowej skałyρ ′ = 2580 kg/m3, gęstósć materiału skały wynosi
ρ = ρ ′/(1−n) = 2580/(1−0.097) kg/m3 = 2857 kg/m3. Przyjęta gęstósć odpowiada
gęstósci piaskowca badanego doświadczalnie i numerycznie w dalszej części pracy.

Próbkę umieszczono między dwiema równoległymi sztywnymi płytami i poddano
ściskaniu, przy wymuszonym ruchu płyt w kierunku pionowym,ze stałą prędkóscią
0.125 m/s, którą ustalono jako wystarczająco niską,żeby proceśsciskania mȯzna było
traktowác jako quasi-statyczny.́Sciskanie prowadzono do zniszczenia próbki i kon-
tynuowano symulację w zakresie pokrytycznym (pozniszczeniowym). Dla przepro-
wadzonych analiz wyznaczano krzywe naprężenie–odkształcenie. Naprężenie wyzna-
czano na podstawie siłýsciskającej otrzymanej przez zsumowanie wszystkich sił od-
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Rys. 13.7. Rozkład wielkósci cząstek.

działywania kontaktowego w kierunku normalnym między jedną z płyt i cząstkami
próbki.

Przeprowadzono szereg symulacji badając wpływ parametrów mikroskopowych na
postác zniszczenia materiału. W pracy [117] stwierdzono,że stosunek parametrów
okréslających oddziaływanie między cząstkami w kierunku normalnym i stycznym ma
decydujący wpływ na stopień kruchósci modelowanej próbki skalnej. Rysunek 13.8
przedstawia krzywésciskania uzyskane przy różnym stosunku sztywności oddziały-
wania kontaktowego w kierunku normalnym i stycznym,ks/kn = 0.2 i ks/kn = 1.75
oraz załȯzonym jednakowym parametrzekn = 200 MPa. Pozostałe parametry mi-
kroskopowe były następujące: wytrzymałość wiązania między cząstkami w kierunku
normalnym i stycznymRn = Rs = 25 kN/m, współczynnik tarcia Coulomba między
cząstkamiµ = 0.839, oraz współczynnik tłumienia nielepkiegoαnv = 0.2. Krzywa
ściskania uzyskana przy małym stosunkuks/kn, pokazana na rys. 13.8a, charaktery-
zuje zachowanie materiału bardziej kruchego niż materiał reprezentowany krzywą z
rys. 13.8b.

Fizyczna interpretacja tego faktu jest przedstawiona na rys. 13.9 i 13.10 prezen-
tujących ewolucję zniszczenia próbki w obydwu rozpatrywanych modelach. Ciem-
nym kolorem zaznaczono cząstki, w których wystąpiło zerwanie co najmniej jednego
wiązania kohezyjnego. Rysunek 13.9 pokazuje typowe kruche zniszczenie materiału,
natomiast rys. 13.10 – zniszczenia półkruche (bardziej ci ˛agliwe). Porównanie oby-
dwu modeli potwierdza fizyczne obserwacje,że makroskopowe kruche zniszczenie
otrzymuje się przy występowaniu mikropęknięć spowodowanych rozciąganiem, na-
tomiast przy występowaniu mikropęknięć spowodowanych́scinaniem otrzymuje się
własnósci makroskopowe odpowiadające materiałom podatnym. Przy małej sztyw-
nósci w kierunku stycznym w stosunku do sztywności w kierunku normalnym, przy
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Rys. 13.8. Zalėznósć naprę̇zenia od odkształcenia w symulacji próby jednoosiowegościskania:
a)ks/kn = 0.2 b)ks/kn = 1.75.

niewiele ró̇zniących się przemieszczeniach względnych w kierunku stycznym i nor-
malnym, otrzymuje się większe siły w kierunku normalnym.Przy załȯzeniu takiej
samej wytrzymałósci wiązania w obydwu kierunkach w modelu pokazanym na rys.
13.9 występują mikropęknięcia spowodowane rozciąganiem. Odwrotnie na rys. 13.10
– pojawiające się pęknięcia powstają wskutek przekroczenia wytrzymałósci naścina-
nie.

Zmieniając stosunekks/kn w zakresie od 0.1 do 2 przeprowadzono symulacje próby
ściskania w celu uzyskania zależnósci (13.11)–(13.13) dla danej próbki, czyli dla usta-
lonegon. Obliczenia wykonano dla trzech wartości współczynnikakn: 2·108, 5·109

i 1.5·1010 Pa.

Otrzymane zalėznósci są pokazane na rys. 13.11 i 13.12. Rysunek 13.11 przedsta-
wia zalėznósci okréslające stałe sprężysteE i ν , odpowiadające równaniom (13.11) i
(13.12), zás rys. 13.12 przedstawia zależnósć okréslającą wytrzymałósć naściskanie
σc, odpowiadającą równaniu (13.13). Idealne spełnienie założén będących podstawą
zalėznósci (13.11)–(13.13) oznaczałoby,że na wykresach na rys. 13.11 i 13.12 wy-
kresy dla ró̇znych wartósci kn pokrywałyby się. Widzimy,że szczególnie w zależ-
nósciach dla stałych sprężystych przedstawionych na rys. 13.11, założenie to jest
spełnione tylko w przybli̇zeniu. Mȯzna to wytłumaczýc tym, że opróczks/kn i n
inne parametry mają również wpływ na wartósć modułów sprę̇zystychE i ν . Przy
ustalaniu parametrów mikroskopowych dla zależnósci (13.11) i (13.12) załȯzono,że
dotyczą one włásciwósci materiału przed wystąpieniem jakichkolwiek zniszczeń wią-
zán kohezyjnych między elementami dyskretnymi. Tymczasem sposób wyznaczania
modułu YoungaE i współczynnika Poissonaν zgodnie z procedurą określoną równa-
niami (13.2) oznacza,̇ze do wyznaczenia wartościE i ν , wykorzystywany jest poziom
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a)= 0.0016 s b)= 0.0018 s

c) = 0.0020 s d)= 0.0040 s

Rys. 13.9. Ewolucja zniszczenia próbki w symulacji próby jednoosiowegósciskania dla
ks/kn = 0.2.

obcią̇zenia, w którym mȯze występowác dósć znaczne uszkodzenie materiału na sku-
tek zerwania niektórych wiązań między elementami, co można zaobserwować na rys.
13.9b,c i 13.10b. Uszkodzenia, które występują przed zniszczeniem, zmieniają nachy-
lenie krzywej naprę̇zenie–odkształcenie, oznacza to,że równiėz zalėznósci okréslające
własnósci sprę̇zyste nalėzałoby badác przy uwzględnieniu parametrów decydujących o
zerwaniu wiązán kohezyjnych. Sformułowanie bezwymiarowych zależnósci dla wła-
snósci sprę̇zystych wymaga dalszych prac. Rysunek 13.12 pokazuje,że zalėznósci
(13.13) przy stałych parametrachknR/Rn, Rs/Rn i n dla ró̇znych kn dósć dobrze się
zgadzają. Oznacza to,że zbiór parametrów wpływających na zniszczenie, został do-
brze zidentyfikowany.

Otrzymane zalėznósci bezwymiarowe zostaną wykorzystane w analizie odwrotnej
w celu przybli̇zonego okréslenia parametrów mikroskopowych zapewniających uzy-
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a)= 0.0008 s b)= 0.0014 s

c) = 0.0020 s d)= 0.0032 s

Rys. 13.10. Ewolucja zniszczenia próbki w symulacji próby jednoosiowegósciskania dla
ks/kn = 1.75.

skanie zadanych własności makroskopowych modelowanego materiału skały. W tym
przypadku rozpatrywany był model piaskowca badanego w laboratorium firmy San-
dvik w Zeltweg, charakteryzującego się następującymiśrednimi parametrami: moduł
YoungaE = 18690 Pa, współczynnik Poissonaν = 0.18, wytrzymałósć naściskanie
σc = 127 MPa, wyznaczone w próbie jednoosiowegościskania oraz wytrzymałość na
rozciąganie wyznaczona w próbie brazylijskiejσt = 12.3 MPa.

Dla wyznaczenia parametrów modelu wykorzystano symulacjepróby jednoosio-
wego ściskania oraz próby brazylijskiej. Jako pierwszą przeprowadzono próbę jed-
noosiowegósciskania. Posłu̇zono się próbką materiału przedstawioną na rys. 13.6.
Wykorzystując zalėznósci przedstawione na rys. 13.11 i 13.12, dobrano wstępnie pa-
rametry mikroskopowekn, ks oraz Rn, tak aby uzyskác oczekiwane wartósci para-
metrów makroskopowychE, ν orazσc. Wartósci parametrów mikroskopowych po-
prawiono za pomocą kilku próbnych analiz. Następnie przeprowadzono symulację
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Rys. 13.11. Bezwymiarowe zależnósci między parametrami mikro- i makroskopowymi okre-
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Rys. 13.12. Bezwymiarowa zależnósć między parametrami mikro- i makroskopowymi okre-
ślająca wytrzymałósć naściskanie.

próby brazylijskiej i sprawdzono wytrzymałość na rozciąganie. Aby zmniejszyć róż-
nicę między otrzymaną wartością a wartóscią rzeczywistą skorygowano nieznacznie
parametry mikroskopowe, sprawdzając, czy nie spowodowano zbyt du̇zej zmiany wy-
trzymałósci naściskanie. W ten sposób ustalono zbiór parametrów mikroskopowych:
kn = 1.61129· 1010 Pa,ks = 0.2kn = 0.3222· 1010 Pa,µ = 0.8, Rn = Rs = 2.9 · 104

N/m.

Wyniki symulacji próby jednoosiowegósciskania dla podanych parametrów mi-
kroskopowych są przedstawione na rys. 13.13 dla kolejnychfaz zniszczenia próbki
wraz z rozkładem naprężenia w kierunku obcią̇zenia. Naprę̇zenia obliczano zgodnie
z opisanym w rozdziale 8 algorytmem uśredniania na reprezentatywnym elemencie
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a) t = 0.0014 s b)t = 0.0016 s

c) t = 0.0018 s d)t = 0.0020 s

Rys. 13.13. Ewolucja zniszczenia próbki wraz z rozkładem naprę̇zenia w kierunku obcią̇zenia
w symulacji próby jednoosiowegósciskania.

objętósciowym. Rysunek 13.13 przedstawia wyniki uzyskane dla elementu objęto-
ściowego o promieniu 2.5rmax, gdzie rmax jest promieniem największego elementu
dyskretnego w modelu próbki. Zależnósć wyniku úsredniania od rozmiaru reprezen-
tatywnego elementu objętościowego jest pokazana na rys. 13.14. Można zauwȧzyć,
że dla reprezentatywnego elementu objętościowego o promieniu 2.5rmax naprę̇zenia
w dwóch blisko siebie połȯzonych punktach ẃsrodku próbki są zbliżone do siebie
oraz są zawarte w przedziale, w którym wartości naprę̇zén zmieniają się w niewiel-
kim stopniu. Mȯzna uznác, że tak wyznaczone naprężenia úsrednione są dobrą miarą
makroskopową stanu naprężenia w analizowanym modelu dyskretnym.

Na rys. 13.15 porównano numeryczne i doświadczalne krzywe naprężenie–
odkształcenie. W reprezentacji wyników numerycznych wykorzystano naprę̇zenia
makroskopowe obliczone za pomocą metody uśredniania oraźsrednie naprę̇zenia wy-
liczone na podstawie wypadkowej siły kontaktu między próbką a jedną z płyt́sciskają-
cych. Obydwa sposoby dają niemal identyczne naprężenia. Krzywe otrzymane w ana-
lizie wykazują du̇zą zgodnósć w czę́sci liniowej z krzywą eksperymentalną. Oznacza
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to, że w modelu elementów dyskretnych uzyskano dokładną wartość modułu Younga
E. Moduł Younga wyznaczony zgodnie z formułą (13.2)1 wynosiE = 18650 MPa, a
współczynnik Poissona wyznaczony zgodnie z wyrażeniem (13.2)2 wynosiν = 0.19.
We wzorach (13.2) odkształcenie osiowe obliczano na podstawie zmiany odległósci
płyt ściskających próbkę (założono, że jest ona równa zmianie wysokości próbki),
a odkształcenie poprzeczne wyznaczano w połowie wysokości próbki. Wyznaczona
na podstawie krzywej numerycznej przedstawionej na rys. 13.15 wytrzymałósć na
ściskanieσc wynosi 116 MPa. W próbie laboratoryjnej wyznaczono krzywąjedy-
nie w zakresie przedzniszczeniowym. W analizie numerycznej otrzymano kompletną
krzywą naprę̇zenie–odkształcenie o przebiegu typowym dla zniszczenia kruchego ob-
serwowanego w badaniach doświadczalnych.
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nie dla próbýsciskania.

13.5 Symulacja testu brazylijskiego

Zakładając parametry mikroskopowe ustalone w próbie jednoosiowegósciskania prze-
prowadzono symulację próby poprzecznegościskania (próby brazylijskiej) zgodnie z
procedurą opisaną w rozdziale 13.1.2. Cylindryczną próbkę do symulacji próby bra-
zylijskiej otrzymano z próbki stosowanej w symulacji próbyjednoosiowegósciskania
poprzez usunięcie elementów dyskretnych, którychśrodki wykraczały poza okrąg o
średnicy 50 mm.

Próbkę umieszczono między dwiema płytami równoległymi do jej osi i poddano
ściskaniu poprzez wymuszony ruch płyt ze stałą prędkością 12.5 m/s.́Sciskanie pro-
wadzono do zniszczenia próbki oraz analizowano zachowaniepróbki po zniszczeniu.
Ewolucję zniszczenia próbki oraz ewolucję rozkładu naprężén w próbce w kierunku
równoległym i prostopadłym do kierunkúsciskania przedstawiono odpowiednio na
rys. 13.16 i 13.17. Rozkład naprężén w próbce w zakresie przedzniszczeniowym,
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a)= 0.0010 s b)= 0.0014 s

c) = 0.0016 s d)= 0.0018 s

Rys. 13.16. Ewolucja zniszczenia próbki wraz z rozkładem naprę̇zenia w kierunku obcią̇zenia
w symulacji próby brazylijskiej.

przedstawiony na rys. 13.16a-c i 13.17a-c, jest zgodny z teoretycznym rozkładem na-
prę̇zén w trakcie próby poprzecznegósciskania [308]. Postać zniszczenia otrzymana
w analizie metodą elementów dyskretnych, przedstawiona na rys. 13.16d i 13.17d,
jest zgodna ze zniszczeniem obserwowanym w próbach laboratoryjnych, pokazanym
na rys. 13.4b.

Naprę̇zenia przedstawione na rys. 13.16 i 13.17 obliczano zgodniez opisanym w
rozdziale 8 algorytmem uśredniania, stosując reprezentatywny element objętościowy
o promieniu 2.5rmax, gdziermax jest promieniem największego elementu dyskretnego
w modelu próbki. Rysunek 13.18 przedstawia zależnósć wyniku úsredniania od roz-
miaru reprezentatywnego elementu objętościowego dla trzech blisko siebie położo-
nych punktów w miejscu występowania maksymalnych naprężén w kierunku prosto-
padłym do kierunku obcią̇zenia. Mȯzna zauwȧzyć, że dla reprezentatywnego elementu
objętósciowego o promieniu równym co najmniej 2.5rmax naprę̇zenia w badanych
punktach są zbliżone. Pozwala to uznać, że tak wyznaczone naprężenia są dobrą miarą
makroskopową stanu naprężenia w rozpatrywanym modelu dyskretnym.
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a)= 0.0010 s b)= 0.0014 s

c) = 0.0016 s d)= 0.0018 s

Rys. 13.17. Ewolucja zniszczenia próbki w symulacji próby brazylijskiej wraz z rozkładem
naprę̇zenia w kierunku normalnym do kierunku obciążenia.

Rysunek 13.19 przedstawia zmianę siłyściskającej w czasie. W początkowym
okresie mȯzna obserwuje się pewne oscylacje siły, wynikające ze stosowania dyna-
micznego modelowania próby. Następnie następuje prawieliniowy wzrost siły niemal
do samego zniszczenia. Zniszczenie następuje bardzo szybko od momentu inicjacji
pęknięcia, po osiągnięciu maksymalnej wartości siły następuje bardzo szybki jej spa-
dek praktycznie ȧz do zera. W modelu dobrze oddany został kruchy charakter znisz-
czenia próbki piaskowca, obserwowany w warunkach laboratoryjnych.

Wartósć siły ściskającej odpowiadająca zniszczeniu,Pf = 1.319 MN, odczytana z
wykresu na rys. 13.19, pozwala wyznaczyć wytrzymałósć skały na rozciąganieσt.
Zgodnie z równaniem (13.3) otrzymuje się

σt =
2Pf

πhd
=

2·1.319·106

π ·1·0.05
N
m2 = 16.8MPa.
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Rys. 13.19. Zalėznósć siły od czasu w próbie
brazylijskiej.

Uzyskana numerycznie wartość jest nieco wẏzsza od́sredniej wartósci 12.3 MPa wy-
znaczonej w laboratorium. Wyznaczenie parametrów mikroskopowych, zapewnia-
jących dokładną zgodność parametrów makroskopowych wyznaczonych w różnych
próbach, jest trudnym zadaniem. W niniejszej pracy uzyskane numeryczne wartości
wytrzymałósci naściskanie i na rozciąganie,σc = 116 MPa iσt = 16.8 MPa uznano
za dobre przybli̇zenie eksperymentalnych wartości σc = 127 MPa iσt = 12.3 MPa.
Dobór parametrów modelu elementów dyskretnych wymaga dalszych badán, w któ-
rych pomocne mogą być metody analizy odwrotnej, oparte na technikach optyma-
lizacyjnych [192, 226, 96, 40, 166]. Zagadnienie dopasowania wyników symulacji
numerycznych do ró̇znych prób laboratoryjnych można potraktowác jako zagadnienie
optymalizacji wielokryterialnej z przypisanymi wagami dla funkcji celu zdefiniowa-
nych dla poszczególnych prób.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono modelowanie numeryczne skał metodą ele-
mentów dyskretnych. Przeprowadzono identyfikację mikroskopowych parametrów
modelu dla zadanych własności makroskopowych skały wyznaczonych w dwóch pod-
stawowych testach laboratoryjnych, w próbie jednoosiowego ściskania oraz próbie po-
przecznegósciskania (próbie brazylijskiej). Przy doborze parametrów modelu elemen-
tów dyskretnych wykorzystano bezwymiarowe zależnósci między parametrami mikro-
skopowymi i włásciwósciami makroskopowymi, zaproponowane w ogólnej postaci
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na podstawie analizy wymiarowej. Postać tych zalėznósci w formie wykresów zo-
stała otrzymana na podstawie symulacji próby jednoosiowego ściskania dla pewnego
przedziału wartósci parametrów mikroskopowych. Uzyskane wyniki eksperymen-
tów numerycznych pokazały,̇ze dla własnósci sprę̇zystych materiału obserwuje się
pewne rozbiėznósci, spowodowane prawdopodobnie głównie wpływem progresyw-
nego uszkodzenia zaniedbanego w rozważaniach teoretycznych. Bardziej dokładne
sformułowanie problemu wymaga dalszych badań. Zalėznósci między parametrami
mikroskopowymi i makroskopowymi posłużyły do dobrania wstępnych wartości pa-
rametrów mikroskopowych dla zadanych właściwósci makroskopowych. Parametry
te następnie skorygowano w próbach numerycznych. Uzyskane parametry pozwalają
z du̇zą dokładnóscią modelowác skały o danych własnościach mechanicznych. Po-
kazały to przeprowadzone symulacje próby jednoosiowegościskania oraz próby bra-
zylijskiej dla badanego doświadczalnie piaskowca. Uzyskano dobrą zgodność z wy-
nikami eksperymentalnymi, zarówno pod względem wyznaczonych parametrów jak i
postaci zniszczenia skały. Przeprowadzone analizy numeryczne zostały wykorzystane
do sprawdzenia algorytmów obliczenia naprężén makroskopowych przedstawionych
w rozdziale 8. Uzyskane algorytmy pokazują poprawność tych algorytmów.

Czę́sć wyników przedstawionych w niniejszym rozdziale została uzyskana w ra-
mach projektu europejskiego TUNCONSTRUCT: Technology Innovation in Under-
ground Construction.



14. Modelowanie procesów mechanicznego
urabiania skał

Wstęp

Metoda elementów dyskretnych jest doskonałym narzędziemdo modelowania ró̇znych
procesów urabiania skał [117]. Modele skrawania skał wykorzystujące metodę ele-
mentów skónczonych, np. [231], napotykają na trudności w modelowaniu nieciągłości
powstających przy odspajaniu wióra. Zastosowanie specjalnych procedur, np. elimi-
nacja zniszczonych elementów, pozwala modelować zjawisko propagacji pęknięcia,
niemniej jednak dóswiadczenia autora w stosowaniu obydwu metod numerycznych,
dają podstawy do stwierdzenia,że metoda elementów dyskretnych pozwala znacznie
łatwiej niż metoda elementów skończonych modelowác procesy charakteryzujące się
występowaniem wielu pęknięć trudnych do okrésleniaa priori, tak jak to ma miejsce
w procesach skrawania skał.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaną założenia numerycznego modelo-
wania procesów urabiania skał i praktyczne wykorzystanie modelu do symulacji wy-
branych przykładów mechanicznego urabiania skał. W dalszej czę́sci niniejszej pracy
model zostanie rozszerzony poprzez uwzględnienie efektów cieplnych w procesach
urabiania (skrawania) skał oraz efektów zużycia narzędzi urabiających.

14.1 Procesy urabiania skał i gruntów

Urabianie skał i gruntów obejmuje szeroki zakres prac w górnictwie podziemnym i
odkrywkowym oraz w budownictwie naziemnym i podziemnym, związanych z odspo-
jeniem (oddzieleniem) kawałków skały od calizny i ich rozdrabnianiu, odspojeniem
warstwy gruntu, przemieszczaniem i ładowaniem urobku. Urabianie skał zwięzłych w
górnictwie i budownictwie podziemnym odbywa się mechanicznie za pomocą specja-
listycznych maszyn jak wrębiarki, głowice urabiające [133], hydraulicznie, z u̇zyciem
materiałów wybuchowych lub innych niemechanicznych metod[141]. Urabianie skał
luźnych w warunkach górnictwa odkrywkowego odbywa się zapomocą ró̇znego ro-
dzaju koparek i ładowarek. W robotach ziemnych w budownictwie urabianie gruntu
wykonuje się za pomocą takich maszyn jak koparka, ładowarka, spycharka, zrywarka
(rys. 14.1a), równiarka i inne.

W niniejszym rozdziale rozwinięty zintegrowany system metody elementów skón-
czonych i metody elementów dyskretnych zostanie zastosowany do modelowania pro-
blemów mechanicznego urabiania skał zwięzłych, w którychnastępuje skrawanie

242
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a) b)

Rys. 14.1. Narzędzia do urabiania skał: a) zrywak, b) głowica urabiająca pogłębiarki.

skały. Przedstawiona zostanie symulacja skrawania skały za pomocą nȯza płaskiego
oraz symulacja urabiania skały pod wodą przez głowicę pogłębiarki (rys. 14.1b).

14.2 Zjawiska zachodzące w procesie skrawania skał

Rysunek 14.2 przedstawia laboratoryjny test skrawania skały. Głównym zjawiskiem
zachodzącym w procesie skrawania jest formowanie i odspajanie się odłamków skal-
nych (elementów wióra).

Rys. 14.2. Laboratoryjna próba skrawania skały.

Rysunek 14.3 przedstawia schematycznie skrawanie skały nożem płaskim. Prze-
bieg procesu skrawania skał zależy od rodzaju skał i ich włásciwósci mechanicznych,
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geometrii i ustawienia ostrza, oraz prędkości skrawania [133]. Ustawienie noża wzglę-
dem skały i względem kierunku skrawania określone jest przez kąt natarciaα i kąt
przyłożeniaβ , kąt ostrza jest parametrem charakteryzującym geometrię narzędzia.

a) b)

Rys. 14.3. Skrawanie skały nożem płaskim: a) widok równoległy do kierunku skrawania,
b) widok prostopadły do kierunku skrawania;α – kąt natarcia,β – kąt przyłȯzenia,θs - kąt
bocznego wykruszania skały.

Tworzenie się wióra jest zainicjowane w strefie zmiażdżenia w pobli̇zu ostrza na-
rzędzia skrawającego (rys. 14.3). Strefa zmiażdżenia tworzy się wskutek znacznych
nacisków w miejscu kontaktu ostrza ze skałą. Wywołane tym naciskiem naprę̇zenia
ściskające prznoszą oddziaływanie narzędzia na dalsz ˛a czę́sć skały. Na granicy strefy
zmiȧzdżenia powstają mikropęknięcia. Wskutek zwiększenia nacisku, wywołanego
ruchem nȯza, pęknięcia propagują do powierzchni swobodnej, prowadząc do odspo-
jenia wióra. Odspojenie wióra następuje poprzez oderwanie lub ścinanie. Dla skał
kruchych typowym mechanizmem odspajania wióra jest odrywanie (rys. 14.4a), a w
skrawaniu materiałów podatnych występuje wiór ciągły (rys. 14.4b). Występowanie
wióra ciągłego ma niekorzystny wpływ na zużywanie się nȯzy skrawających.

a) b)

Rys. 14.4. Mechanizmy skrawania: a) z wiórem odrywanym, b) zwiórem ciągłym.
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14.3 Analityczne modele skrawania skał

Proste modele analityczne zostały zaproponowane dla opisuskrawania skał [294]. Jed-
nym z wczésniejszych modeli jest zaproponowany przez Evansa [73] model skrawania
za pomocą nȯza klinowego. W modelu założono,że pęknięcie i odspojenie następuje
pod wpływem naprę̇zén rozciągających a linia odspojenia ma kształt łuku koła (rys.
14.5a). Siła skrawania otrzymana przy tych założeniach dana jest następującym wzo-
rem:

Fc =
2σt dwsin1

2(90−α)

1−sin1
2(90−α)

, (14.1)

gdzieσt jest wytrzymałóscią na rozciąganie,d jest głębokóscią skrawania,w jest sze-
rokóscią nȯza, aα jest kątem natarcia.

a) b)

Rys. 14.5. Modele skrawania skał: a) Evansa, b) Nishimatsu.

Innym prostym modelem skrawania skały jest model zaproponowany przez Nishi-
matsu [202], który załȯzył, że odspojenie wióra następuje wskutekścinania wzdłu̇z
płaszczyzny jak pokazano na rys. 14.5b. Otrzymana siła skrawaniaF jest okréslona
następującym wzorem:

F =
2τudwcosφ

(n+1)(1−sin(φ rt + φ −α))
, (14.2)

gdzieτu jest wytrzymałóscią naścinanie,d jest głębokóscią skrawania,w jest szero-
kością nȯza,φ rt jest kątem tarcia skały o powierzchnię noża,φ jest kątem tarcia we-
wnętrznego skały,α jest kątem natarcia, an jest współczynnikiem rozkładu napręże-
nia otrzymanym z badań dóswiadczalnych. W przypadku nieznajomości potrzebnych
parametrów, Nishimatsu wyznaczał je z następujących zależnósci:

τu =
σtσc

2
√

σt(σc−3σt)
, (14.3)
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tanφ =
σ2

c −4σ2
t

4σcσt
. (14.4)

14.4 Główne załȯzenia modelu numerycznego skrawania skał

W modelu skrawania skał rozpatrywany będzie układ mechaniczny składający się
z narzędzia skrawającego oraz fragmentu skały. Badany b˛edzie przebieg procesu skra-
wania z uwzględnieniem następujących zjawisk:

• oddziaływanie kontaktowe narzędzia urabiającego ze skałą,

• inicjacja i propagacja pęknięć skały.

Skała będzie modelowana w dwojaki sposób:

• cały rozpatrywany fragment skały modelowany za pomocą metody elementów dys-
kretnych,

• czę́sć skały oddziałująca z narzędziem i podlegająca zniszczeniu modelowana za
pomocą metody elementów dyskretnych, a część bardziej oddalona od trajekto-
rii narzędzia modelowana za pomocą metody elementów skończonych; odydwa
podobszary będą połączone ze sobą więzami kinematycznymi opisanymi w roz-
dziale 9.

W niniejszym rozdziale nie będą uwzględnione efekty cieplne i efekty zu̇zycia na-
rzędzia, efekty te będą rozpatrywane w następnych rozdziałach pracy.

Skały zwięzłe będą modelowane za pomocą sprężysto-idealnie kruchego modelu
oddziaływania między elementami dyskretnymi. Parametrymodelu elementów dys-
kretnych zostaną ustalone przy wykorzystaniu metod i wyników przedstawionych w
rozdziale 13. Uwzględnienie kohezji w modelu elementów dyskretnych wraz z mȯzli-
wością zerwania wiązán kohezyjnych umȯzliwi symulację inicjacji i propagacji pęka-
nia skały.

Narzędzie urabiające modelowane jest w jeden z następujących sposobów:

• ciało odkształcalne dyskretyzowane za pomocą elementów skończonych,

• ciało sztywne dyskretyzowane za pomocą elementów skończonych,

• ciało sztywne dyskretyzowane za pomocą elementów dyskretnych.

Model ciała odkształcalnego, zastosowany do narzędzia, umożliwia badanie rozkładu
naprę̇zén w narzędziu, a w przypadku uwzględnienia efektów cieplnych równiėz bada-
nie rozkładu temperatury. Model ciała sztywnego zaniedbuje rozkład naprę̇zén, umȯz-
liwia jedynie ewentualne badanie rozkładu temperatury.
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W modelu oddziaływania między narzędziem a skałą uwzgl˛ednia się naciski w
kierunku normalnym, jak i oddziaływanie w kierunku stycznym. Oddziaływanie w
kierunku stycznym jest opisane za pomocą modelu tarcia Coulomba. Generacja ciepła
wskutek tarcia jest rozważana w termomechanicznym modelu skrawania skały pre-
zentowanym w dalszej części pracy. Model oddziaływania między narzędziem a skał ˛a
zostanie równiėz wzbogacony o uwzględnienie efektów zużycia narzędzi.

14.5 Wyznaczenie parametrów mikroskopowych dla skały

Symulacji skrawania skały za pomocą metody elementów dyskretnych wymaga
uprzedniego wyznaczenia prametrów mikroskopowych, którezapewnią odpowiednie
makroskopowe włásciwósci skały. Zbiór parametrów mikroskopowych można wyzna-
czyć przeprowadzając symulację podstawowych testów laboratoryjnych (próby jed-
noosiowegościskania i próby rozciągania) i stosując metody przedstawione w roz-
dziale 13.

Przedmiotem badań był piaskowiec o następujących własnościach mechanicznych:
moduł YoungaE = 14 GPa, wytrzymałósć na jednoosiowésciskanieσc = 60 MPa.

Rys. 14.6. Zniszczenie próbki skały w próbie
jednoosiowegósciskania.

Rys. 14.7. Numeryczny model próby jedno-
osiowegósciskania.

Zniszczenie próbki skały w teście pokazano na rys. 14.6. Dla badania numerycz-
nego przygotowano próbkę 109× 109 mm (rys. 14.7) składającą się z 2100 walców
o losowo generowanym promieniu 1–1.5 mm. Upakowanie próbkicharakteryzuje się
porowatóscią 13%.

Metodą iteracyjnego poprawiania wyników ustalono następujący zestaw parame-
trów mikroskopowych dla modelu sprężysto-idealnie kruchego: sztywność kontaktu
w kierunku normalnym i stycznymkn = ks = 20 GPa, współczynnik tarcia Coulomba



248 14. Modelowanie procesów mechanicznego urabiania skał

µ = 0.839 oraz wytrzymałósć wiązania na obcią̇zenie w kierunku normalnym i stycz-
nym, odpowiednioRn = 0.1 MN/m i Rs = 1 MN/m. Tłumienie nielepkie okréslone
jest przez współczynniki tłumieniaαnvt = αnvr = 0.2.
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Rys. 14.8. Symulacja próby jednoosiowegościskania: a) zniszczenie próbki, b) krzywa
naprę̇zenie–odkształcenie.

Wyniki symulacji dla tych parametrów pokazano na rys. 14.8.Rysunek 14.8a
przedstawia zniszczenie próbki. Cząstki z zerwanymi wiązaniami są oznaczone in-
nym kolorem. Porównanie rysunków 14.8a i 13.1 pokazuje,że zniszczenie otrzymane
w symulacji numerycznej jest podobne do zniszczenia obserwowanego w próbie la-
boratoryjnej. Krzywa naprę̇zenie–odkształcenie pokazana na rys. 14.8b odpowiada
pożądanym własnósciom mechanicznym.

W rozdziale 13 wyznaczano wytrzymałość skały na rozciąganie za pomocą testu
pósredniego rozciągania (próby brazylijskiej), natomiastw niniejszym rozdziale wy-
trzymałósć skały na rozciąganie zostanie wyznaczona w symulacji próby bezpósred-
niego rozciągania. Wyniki tej symulacji dla parametrów ustalonych w próbiésciskania
pokazano na rys. 14.9. Rysunek 14.9a przedstawia zniszczenie próbki z pęknięciem
w kierunku prostopadłym do kierunku obciążenia (cząstki z zerwanymi wiązaniami są
oznaczone innym kolorem). Krzywa naprężenie–odkształcenie jest pokazana na rys.
14.9b. Maksymalne naprężenie,σt = 12.7 MPa, jest wytrzymałóscią na rozciąganie.

14.6 Symulacja skrawania skały nȯzem płaskim

Próbka o wymiarach 109× 109 mm, reprezentująca piaskowiec, modelowana 2100
elementami dyskretnymi o promieniach 1–1.5 mm z parametrami wyznaczonymi w
rozdziale 14.5, została użyta w symulacji skrawania za pomocą noża płaskiego mo-
delowanego za pomocą 6800 trójkątnych elementów skończonych. System nóż–skała
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Rys. 14.9. Symulacja próby bezpośredniego rozciągania: a) zniszczenie próbki, b) krzywa
naprę̇zenie–odkształcenie.

Rys. 14.10. Skrawanie skały nożem płaskim – hybrydowy model MES i MED.

jest pokazany na rys. 14.10. Kąt natarcia wynosi 30◦, a głębokósć skrawania 30 mm.
Oddziaływanie narzędzia ze skałą jest modelowane za pomocą kontaktu z tarciem, z
załȯzoną sztywnóscią w kierunku normalnym i stycznymkrt

n = krt
s = 20 GPa. Wartósć

współczynnika tarcia Coulombaµ rt dla oddziaływania narzędzia ze skałą przyjęto 0.4
na podstawie danych z literatury dla pary poślizgowej stal/piaskowiec w warunkach
tarcia suchego [85].

Spę̇zysto-plastyczne włásciwósci materiału narzędzia są zdefiniowane przez nastę-
pujące parametry: moduł YoungaE = 2 ·105 MPa, współczynnik Poissonaν = 0.3,
naprę̇zenie uplastyczniająceσY = 600 MPa oraz moduł wzmocnienia 300 MPa. Skra-
wanie odbywało się ze stałą zadaną prędkością nȯza 4 m/s. Przebieg procesu skrawa-
nia z mechanizmem zniszczenia skały jest przedstawiony na rys. 14.11. Otrzymany w
analizie numerycznej mechanizm tworzenia się wióra jest typowy dla skrawania skały
kruchej.
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a) t = 0.0015 s b)t = 0.0025 s

c) t = 0.0065 s d)t = 0.012 s
Rys. 14.11. Przebieg procesu skrawania skały nożem płaskim.

Rys. 14.12. Rozkład naprężeń zastępczych w
nożu.
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Rys. 14.13. Przebieg czasowy siły skrawania.

Modelowanie nȯza jako ciała odkształcalnego pozwala otrzymać rozkład naprę̇zén
(rys. 14.12). Suma wszystkich sił oddziaływania kontaktowego w kierunku poziomym
w analizowanym czasie daje przebieg czasowy siły skrawania(rys. 14.13).

Wartósć siły skrawania otrzymana w analizie numerycznej zostanieporównana z
wartósciami siły skrawania uzyskanymi z wzorów analitycznych (14.1) i (14.2). Dla
danych własnósci wytrzymałósciowych skały (σt = 12.7 MPa) i parametrów skrawa-



14.7. Dóswiadczalna weryfikacja modelu skrawania skał 251

nia (głębokósć skrawaniad = 0.03 m i kąt natarciaα = 30◦) z równania (14.1) otrzy-
muje się siłę skrawania przewidywaną przez model Evansa

Fc =
2·12.7·106 ·0.03·1· sin30◦

1−sin30◦
N = 0.762·106 N .

W przebiegu czasowym siły skrawania uzyskanym numeryczniemamy kilka cykli
odpowiadających odspajaniu kolejnych odłamków wióra, comożna zobaczýc porów-
nując rys. 14.11 i 14.13. Obliczona wartość teoretyczna, 0.762·106 N, zgadza się dósć
dobrze z wartóscią maksymalną pierwszego cyklu, ok. 0.8·106 N, odpowiadającą od-
spojeniu drugiego odłamka wióra (dla chwilit = 0.0065 s).

W celu wyznaczenia siły skrawania według modelu Nishimatsupoliczone zostaną
najpierw wytrzymałósć naścinanieτu ze wzoru (14.3) i kąt tarcia wewnętrznegoφ ze
wzoru (14.4)

τu =
12.7·60

2
√

12.7(60−3·12.7)
MPa= 22.8 MPa, φ = arc tan

602−4·12.72

4·60·12.7
= 16◦.

Po wstawieniu danych do wzoru (14.2) otrzymuje się siłę skrawania dla modelu Ni-
shimatsu o wartósci

F =
2·22.8·106 ·0.03·1·cos16◦

(1+1)(1−sin(17◦ +16◦−30◦))
N = 0.69·106 N .

Wartósć ta podobnie jak w przypadku modelu Evansa zgadza się dość dobrze z war-
tościami numerycznymi siły skrawania odpowiadającymi odspajaniu odłamków wióra
w początkowej fazie skrawania.

14.7 Dóswiadczalna weryfikacja modelu skrawania skał

Eksperymentalna weryfikacja modelu skrawania skał zostałaprzeprowadzona poprzez
porównanie wyników symulacji skrawania pojedynczym nożem głowicy urabiają-
cej kombajnu chodnikowego (ang. roadheader) z wynikami doświadczalnego bada-
nia skrawania przeprowadzonego w laboratorium Sandvik Mining and Construction
w Zeltweg (Austria). Schemat stanowiska badawczego jest przedstawiony na rys.
14.14a. Blok skalny jest urabiany za pomocą stożkowego nȯza zamocowanego do
głowicy obrotowej. Przeprowadzono badanie skrawania piaskowca o wytrzymałósci
na ściskanieσc = 127 MPa i wytrzymałósci na rozciąganieσt = 12 MPa. Przebieg
skrawania jest przedstawiony na rys. 14.14b. Widoczne jesttypowe dla skrawania
skał kruchych odłupywanie elementów wióra.

Model numeryczny wykorzystywany do symulacji przedstawionego testu skrawa-
nia jest pokazany na rys. 14.15a. Blok skalny jest modelowany za pomocą 30 750
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a) b)

Rys. 14.14. Dóswiadczalne badanie skrawania skał: a) schemat stanowiskado badania skra-
wania skał, b) przebieg próby skrawania (schemat i zdjęcieużyczone przez Sandvik Mining
and Construction GmbH, Zeltweg, Austria).
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Rys. 14.15. Numeryczna symulacja testu skrawania skały: a)numeryczny model, b) postać
zniszczenia skały w trakcie skrawania, c) przebieg czasowysiły skrawania.

elementów dyskretnych o promieniur = 1− 1.5 mm. Parametry mikroskopowe dla
skały o danych własnościach mechanicznych badano w podrozdziale 13.4. Korzy-
stając z otrzymanych tam wyników oraz posługując się odpowiednimi parametrami
bezwymiarowymi omówionymi w podrozdziale 13.3 dla modelu elementów dyskret-
nych przyjęto następujący zbiór parametrów mikroskopowych: kn = 1.61129· 1010

Pa,ks = 0.2kn = 0.3222·1010 Pa,µ = 0.8, Rn = Rs = 1 ·105 N/m. Narzędzie skra-
wające traktowano jako sztywne, co pozwoliło uwzględnić w modelu jedynie jego
powierzchnię. W modelu oddziaływania kontaktowego między skałą a narzędziem
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przyjętokn = ks = 5·1010 Pa iµ = 0.5. Tłumienie w modelu zostało uwzględnione w
oddziaływaniu kontaktowym przy założeniu jego wartósci jako 0.9 tłumienia krytycz-
nego oraz dodatkowo jako niewiskotyczne tłumienie zdefiniowane współczynnikami
αnvt = αnvr = 0.2.

Rysunek 14.15b przedstawia otrzymaną w symulacji numerycznej postác znisz-
czenia skały w trakcie skrawania. Można zauwȧzyć, że uzyskano postać zniszczenia
zgodną z obserwowaną w doświadczeniu. Rysunek 14.15c pokazuje przebieg czasowy
siły skrawania otrzymany w analizie numerycznej. Wartość siły pokazana na rysunku
odpowiada szerokości skały równej odległósci między kolejnymi przejściami narzę-
dzia skrawającego w doświadczeniu. Na wykresie widoczne są bardzo duże skoki siły
typowe dla skrawania skał kruchych. Gwałtowne spadki wartości siły skrawania za-
chodzą w trakcie odłupywania się odłamków wióra. Przebieg czasowy siły skrawania
otrzymany w analizie skrawania jest zgodny z przebiegiem czasowym siły skrawania
rejestrowanym w próbie doświadczalnej. Niestety doświadczalne przebiegi czasowe
nie zostały udostępnione do publikacji. Dla potrzeb publikacji została udostępniona
jedynie wartósć średnia, wynosząca około 7000 N. Jak pokazano na rysunku 14.15c
uśredniona wartósć siły skrawania, otrzymana w analizie numerycznej, dość dobrze
zgadza się zésrednią wartóscią siły skrawania wyznaczoną w doświadczeniu.

14.8 Symulacja skrawania skały pojedynczym ostrzem głowicy
urabiającej pogłębiarki

Rys. 14.16. Schemat pracy głowicy urabiają-
cej pogłębiarki

Rys. 14.17. Model skrawania skały pojedyn-
czym ostrzem głowicy urabiającej pogłębiarki

Pogłębiarki (ang. dredgers) nalėzą do maszyn urabiających skały za pomocą gło-
wic wielonarzędziowych. Głowica urabiająca pogłębiarki jest pokazana na rys. 14.1b.
Rysunek 14.16 przedstawia schemat pracy głowicy urabiającej. Trajektoria nȯza wy-
nika ze złȯzenia ruchu postępowego oraz ruchu obrotowego głowicy.
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Symulacja procesu urabiania przy uwzględnieniu całej głowicy wymagałaby zbyt
dużego modelu obliczeniowego. W niniejszej pracy przeprowadzono symulację skra-
wania skały pojedynczym ostrzem głowicy urabiającej pogłębiarki stosując model
przedstawiony na rys. 14.17. Obszar urabianej skały jest modelowany za pomocą́sci-
śle upakowanych 92000 elementów dyskretnych o losowo generowanych wymiarach
(o promieniach w przedziale 1–1.5 mm). Ponieważ cechy geometryczne zbioru ele-
mentów dyskretnych są takie same jak dla próbki skalnej badanej w podrozdziale 14.5,
przyjęto takie same jak wyznaczone tam parametry modelu mikromechanicznego dla
piaskowca.

Nóż urabiający, traktowany jako ciało sztywne, zdyskretyzowano za pomocą 9400
elementów dyskretnych o promieniu 0.7 mm. Oddziaływanie kontaktowe między na-
rzędziem a skałą jest modelowane przy założeniu sztywnósci kontaktu w kierunku
normalnym i stycznymkrt

n = krt
s = 50 GPa. Wartósć współczynnika tarcia Coulomba

µ rt dla oddziaływania narzędzia ze skałą przyjęto 0.34 na podstawie danych z litera-
tury dla pary póslizgowej stal/piaskowiec przy chłodzeniu wodą [85].

Prędkósć liniowa głowicy urabiającej wynosi 0.2 m/s, a prędkość obrotowa
1.6204 s−1, co przy odległósci ostrza skrawającego od osi obrotu głowicy 0.7 m daje
prędkósć skrawania 1.134 m/s.

Rysunek 14.18 przedstawia wyniki symulacji w postaci przebiegu zniszczenia
skały przy skrawaniu. Pokazane jest formowanie się i odrywanie odłamków wióra
przy przej́sciu nȯza.

Symulacja skrawania w czasie 0.13 s wymagała około 550 000 kroków całkowania
i zajmowała około 30 godz. CPU na komputerze z procesorem Xeon 3.4 GHz.

Do tego samego problemu zastosowano hybrydowy model opartyna zintegrowanej
metodzie elementów dyskretnych i elementów skończonych. Poprzednio stosowany
model został zmodyfikowany poprzez zastąpienie elementami skończonymi elemen-
tów dyskretnych w podobszarze, w którym nie występują pęknięcia (14.19). Pozwo-
liło to zmniejszýc liczbę elementów dyskretnych z 92 000 do 48 000. Podobszary MES
i MED zostały sprzę̇zone za pomocą przedstawionych uprzednio algorytmów sprzę-
gających, wykorzystujących metodę funkcji kary lub metodę mnȯzników Lagrange’a.
Obydwie metody zostały sprawdzone w tym przypadku i obydwiedały poprawne wy-
niki. Zniszczenie skrawanej skały, otrzymane za pomocą modelu hybrydowego, poka-
zane jest na rys. 14.19.
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a) t = 0.01 s b) t = 0.2 s

c) t = 0.47 s d) t = 0.57 s

Rys. 14.18. Symulacja skrawania skały pojedynczym ostrzemgłowicy urabiającej pogłębiarki
– model MED.

a) t = 0.15 s b) t = 0.44 s

Rys. 14.19. Symulacja skrawania skały pojedynczym ostrzemgłowicy urabiającej pogłębiarki
– hybrydowy model MED/MES (sprzężenia za pomocą algorytmu opartego na metodzie funk-
cji kary).
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a) t = 0.14 s

b) t = 0.42 s

Rys. 14.20. Symulacja skrawania skały pojedynczym ostrzemgłowicy urabiającej pogłębiarki
– rozkład naprę̇zeń zastępczych w hybrydowym modelu MED/MES (sprzężenia za pomocą
algorytmu opartego na metodzie mnożników Lagrange’a).

Rysunek 14.20 przedstawia rozkład naprężén zastępczych w dwóch chwilach czasu
w hybrydowym modelu skrawania skały. Naprężenia w podobszarze skały, w którym
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stosowano model dyskretny, określone są za pomocą procedury uśredniającej opisa-
nej w rozdziale 8. Narzędzie jest traktowane jako ciało sztywne, a więc kolor nie
mażadnego znaczenia fizycznego. Rozkład naprężén charakteryzuje się znaczną kon-
centracją naprę̇zén w pobli̇zu ostrza narzędzia zgodnie z opisem procesu skrawania
w rozdziale 14.2. Porównanie naprężén w podobszarach, w których stosowane są
różne modele pokazuje,że pola naprę̇zén wyznaczane w odmienny sposób są zgodne,
potwierdza to poprawność stosowanych metod numerycznych oraz poprawność ich
sprzę̇zenia.

Rysunek 14.21 przedstawia porównanie przebiegów czasowych siły skrawania
uzyskanych w symulacji przy wykorzystaniu modelu elementów dyskretnych oraz
przy wykorzystaniu modelu hybrydowego. Dla obydwu modeli zamieszczono krzywe
o różnym poziomie filtracji. Widác, że w obu przypadkach otrzymuje się przebiegi
czasowe o podobnych oscylacjach i zbliżonych amplitudach. Úsrednione przebiegi
czasowe wykazują bardzo dużą zgodnósć. Potwierdza to zgodność wyników uzy-
skiwanych za pomocą obydwu modeli. Zastąpienie części obszaru obliczeniowego
w modelu elementów dyskretnych podobszarem dyskretyzowanym elementami skón-
czonymi nie zmienia zasadniczo wyników, a wpływa na zwiększenie efektywnósci
obliczén. Symulacja przejścia narzędzia wymagająca około 550 tys. kroków zajmo-
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Rys. 14.21. Przebieg czasowy siły skrawania.
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wała około 16 godz. CPU na komputerze z procesorem Xeon 3.4 GHz. Jest to prawie
dwa razy krócej ni̇z analiza z u̇zyciem modelu zbudowanego tylko z elementów dys-
kretnych.

Podsumowanie

W tym rozdziale opracowano modele numeryczne skrawania skał wykorzystując me-
todę elementów dyskretnych oraz hybrydową metodę elementów dyskretnych i ele-
mentów skónczonych. Metodę elementów dyskretnych zastosowano w modelowaniu
skały podlegającej zniszczeniu w procesie urabiania. Metoda elementów skónczonych
pozwala w łatwy sposób symulować proces odspajania wióra i dezintegrację skały
przy skrawaniu. W modelowaniu skały wykorzystano metody dobierania parametrów
modelu elementów dyskretnych na podstawie symulacji próbyjednoosiowegósciska-
nia i próby rozciągania.

W modelowaniu skrawania skały wykorzystano różne mȯzliwości modelowania
hybrydowego łączącego metody elementów dyskretnych i elementów skónczonych.
W jednym z przykładów narzędzie było traktowane jako ciałoodkształcalne i zasto-
sowano w jego dyskretyzacji metodę elementów skończonych. Umȯzliwiło to wyzna-
czenie naprę̇zén w narzędziu pod wpływem oddziaływania ze skałą. W innym przykła-
dzie metodę elementów skończonych zastosowano do dyskretyzacji części skały nie
ulegającej zniszczeniu. Pozwoliło to zwiększyć efektywnósć obliczeniową modelu.
W przykładzie tym zweryfikowano algorytmy sprzężenia obydwu metod rozwinięte w
rozdziale 9.

Symulacja numeryczna skrawania skał pozwala oszacować wielkósć siły skrawa-
nia. W przykładzie skrawania skały nożem płaskim porównano siłę otrzymaną w sy-
mulacji numerycznej z siłą obliczoną na podstawie prostych modeli teoretycznych.
Analiza numeryczna daje wartości siły skrawania zbli̇zone do przewidywán teoretycz-
nych.

Czę́sć wyników przedstawionych w niniejszym rozdziale została uzyskana w ra-
mach projektu europejskiego TUNCONSTRUCT: Technology Innovation in Under-
ground Construction. Wyniki dóswiadczalne zostały udostępnione przez Sandvik Mi-
ning and Construction w Zeltweg (Austria).

Prace nad weryfikacją poprawności modelu skrawania są kontynuowane w ramach
projektu TUNCONSTRUCT. We współpracy z Sandvik Mining and Construction
przewidywane jest porównanie sił skrawania otrzymanych w symulacji numerycznej i
laboratoryjnych testach skrawania. W ramach projektu są równiėz prowadzone prace
nad rozwojem trójwymiarowego modelu numerycznego.



15. Sformułowanie metody elementów
dyskretnych dla problemów termicznych

Wstęp

W niniejszym rozdziale sformułowanie elementów dyskretnych zostanie rozszerzone
na zagadnienia przepływu ciepła. Równanie przewodzenia ciepła zostanie zastoso-
wane do materiału modelowanego przez zbiór kontaktujących się między sobą ele-
mentów dyskretnych. W dalszej części pracy algorytm analizy termicznej zostanie
połączony z algorytmem metody elementów dyskretnych dla zagadnién ruchu, dzięki
czemu mȯzliwa będzie analiza sprzężonych zagadnién termomechanicznych. Analiza
termomechaniczna zostanie wykorzystana w symulacji procesów urabiania skał, co
jest główną motywacją rozwijania w niniejszej pracy termicznego i termomechanicz-
nego sformułowania metody elementów dyskretnych. W literaturze mȯzna znaleź́c
jedynie nieliczne prace pokazujące możliwości metody elementów dyskretnych w za-
gadnieniach termicznych i termomechanicznych [130, 157].

15.1 Sformułowanie problemu przewodzenia ciepła dla ósrodka
dyskretnego

Rozpatrywany będzie problem nieustalonego przewodzeniaciepła w ósrodku dyskret-
nym będącym zbiorem elementów dyskretnych o kształcie walca w zagadnieniu dwu-
wymiarowym lub kuli w zagadnieniu trójwymiarowym. Podstawowym załȯzeniem
upraszczającym, przyjętym w modelu dyskretnym przewodzenia ciepła, jest załȯze-
nie, że ró̇znica temperatury wewnątrz elementu dyskretnego jest niewielka i mȯzna
przyją́c, że temperatura w całej objętości elementu dyskretnego jest stała. Jest to uza-
sadnione przy niewielkich rozmiarach elementu dyskretnego i często jest wykorzysty-
wane w praktyce w modelu ciała o skupionej pojemności cieplnej [276]. Inne przyjęte
załȯzenia są następujące:

• wymiana ciepła między sąsiadującymi elementami dyskretnymi odbywa się na po-
wierzchni styku (tylko w przypadku istnienia kontaktu),

• wymiana ciepła z otoczeniem może się odbywác poprzez konwekcję (dla cząstek
swobodnych lub znajdujących się na powierzchni obszaru modelowanego elemen-
tami dyskretnymi),

• uwzględnia się mȯzliwość istnienia wewnętrznych i zewnętrznych źródeł ciepła.

259



260 15. Sformułowanie MED dla problemów termicznych

15.2 Równanie bilansu ciepła

Rys. 15.1. Schemat problemu przewodnictwa ciepła dla elementu dyskretnego.

Do opisu zagadnienia przewodzenia ciepła w rozpatrywanym ośrodku zostanie wy-
korzystane równanie bilansu ciepła. Dla pojedynczego elementu dyskretnego (rys.
15.1) mȯzna napisác równanie bilansu ciepła w następującej postaci:

ρVicθ̇i = Qi , (15.1)

gdzieρ – gęstósć, Vi – objętósć elementu dyskretnego,c – ciepło włásciwe,θi – tem-
peratura elementu dyskretnego.Qi jest sumą wszystkich strumieni ciepła dla rozpa-
trywanego elementu (rys. 15.1):

Qi =
nc

∑
j=1

Qcond
i j +Qext

i +Qgen
i +Qconv

i , (15.2)

gdzie: Qcond
i j – strumién ciepła przejmowanego/oddawanego między kontaktującymi

się elementami dyskretnymii i j, nc – liczba elementów dyskretnych kontaktujących
się zi-tym elementem,Qext

i – zadany strumién ciepła dostarczonego z zewnątrz,Qgen
i

– strumién ciepła generowanego przez wewnętrzne źródło ciepła,Qconv
i – strumién

wymiany ciepła z otoczeniem.

Równania bilansu ciepła (15.1) dla wszystkichN cząstek mȯzna zapisác łącznie w
postaci macierzowej

C‚̇ = Q , (15.3)

gdzieC jest diagonalną macierzą skupionych pojemności cieplnych,‚ – wektorem
temperatur,Q – wektorem strumieni ciepła

C =




m1c 0
. . .

0 mNc


 , ‚ = {θ1 . . .θN}T , Q = {Q1 . . .QN}T. (15.4)
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15.3 Związki konstytutywne dla strumieni ciepła

Strumién ciepłaQcond
i j wymienianego między elementami dyskretnymii oraz j można

przyją́c jako proporcjonalny do ró̇znicy temperatur między kontaktującymi się elemen-
tami

Qcond
i j = −h̄cond(θi −θ j) , (15.5)

gdzie: nc – liczba elementów dyskretnych kontaktujących się zi-tym elementem,
h̄cond– współczynnik przejmowania ciepła między elementami dyskretnymi. Na styku
dwóch cząstek załȯzono skok temperatury, co należy traktowác jako makroskopowo
obserwowaną ró̇znicę temperatur mierzoną w pewnej małej odległości od powierzchni
styku. Jest to uproszczenie przyjmowane zwykle w numerycznym modelu kontaktu
termicznego [302]. Tłumaczy się to tym,że kontaktujące się powierzchnie zazwy-
czaj nie przylegają do siebie idealnie, lecz stykają sięwierzchołkami nierównósci.
Wolna przestrzén jest zazwyczaj wypełniona płynem o mniejszej przewodności ciepl-
nej ni̇z przewodnósć cieplna stykających się ciał. W wyniku tego w cienkiej warstwie
obejmującej powierzchnię kontaktu powstaje zazwyczaj znaczny gradient tempera-
tury. Traktując tę warstwę jako bardzo cienką, zastępujemy ją powierzchnią. Dla
strumienia ciepła przepływającego przez tę powierzchnię przyjmuje się związek kon-
stytutywny dany równaniem (15.5).

Związek (15.5) mȯzna traktowác jako dyskretny model przewodzenia ciepła cha-
rakteryzowany przez współczynnik przejmowania ciepłah̄cond. Wymiana ciepła mię-
dzy kontaktującymi się elementami dyskretnymi modelujeprzewodzenie ciepła przez
ciało stałe. Wartósć współczynnikah̄cond powinna býc tak dobrana, aby makrosko-
powy przepływ ciepła w ósrodku dyskretnym był równoważny przepływowi ciepła
opisanego równaniami przewodzenia ciepła dla ośrodka ciągłego. Postulując równo-
ważnósć opisu dyskretnego i ciągłego można wyznaczýc parametry modelu dyskret-
nego.

Jako związek konstytutywny dla gęstości strumienia ciepłaq w ciele stałym stosuje
się zwykle prawo Fouriera

q = −λ
∂θ
∂x

, (15.6)

gdzie:λ – współczynnik przewodzenia ciepła,x – kierunek przewodzenia ciepła. Sto-
sując równanie Fouriera (15.6) dla przepływu między dwoma elementami ósrodkach
oddalonych od, strumién ciepła między kontaktującymi się elementami dyskretnymi
można w przybli̇zeniu zapisác w postaci:

Qcond
i j = −λ

Ā
d

(θi −θ j) , (15.7)
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gdzieĀ jest pewną fikcyjną powierzchnią wymiany ciepła.

Porównując równania (15.5) oraz (15.7) można uzyskác oszacowanie współczyn-
nika przejmowania ciepła między elementami dyskretnymih̄cond w zalėznósci od
współczynnika przewodzenia ciepła

h̄cond≈ λ
Ā
d

. (15.8)

Dla regularnej konfiguracji elementów dyskretnych przedstawionej na rys. 8.4a można
przyją́c: Ā= 2r ·1m orazd = 2r, gdzier jest promieniem cząstek (elementów dyskret-
nych). Po uwzględnieniu tego w równaniu (15.8) otrzymuje się:

h̄cond≈ λ ·1m. (15.9)

Dla regularnej konfiguracji elementów dyskretnych przedstawionej na rys. 8.4b mȯzna
przyją́c: d = 2r oraz Ā = 2r/

√
3 · 1m, gdzier jest promieniem cząstek (elementów

dyskretnych). Po uwzględnieniu tego w równaniu (15.8) otrzymuje się:

h̄cond≈ λ/
√

3·1m. (15.10)

Wyznaczanie współczynnika przejmowania ciepła między elementami dyskretnymi
h̄cond jest rozpatrywane w prezentowanych w niniejszym rozdzialeprzykładów nume-
rycznych.

Strumienie wymiany ciepła z otoczeniem poprzez konwekcjęokrésla się za pomocą
równania

Qconv
i = −Aih

conv(θi −θa) , (15.11)

gdzie: hconv – współczynnik przejmowania ciepła, nazywany również współczyn-
nikiem wnikania ciepła,θa – temperatura otaczającego czynnika (płynu),Ai – po-
wierzchnia wymiany ciepła z otoczeniem związana zi-tym elementem (część po-
wierzchni ciała proporcjonalna do rozmiarui-tego elementu). Współczynnik przejmo-
wania ciepłahconv, okréslający intensywnósć konwekcyjnej wymiany ciepła, jest za-
leżny od rodzaju otaczającego płynu, od prędkości i kierunku przepływu płynu wzglę-
dem powierzchni ciała, może on býc równiėz funkcją temperatury powierzchni ciała
[299]. W zagadnieniach i przykładach przedstawionych w niniejszej pracy stosowano
stałą wartósć współczynnikahconv.

15.4 Warunki początkowe i brzegowe

Zagadnienie nieustalonego przewodzenia ciepła opisane równaniem (15.3) wymagają
zadania odpowiednich warunków początkowych i brzegowych. Warunki początkowe
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są wartósciami temperatury w chwili początkowejt0 = 0

‚(0) = ‚0 . (15.12)

Warunki brzegowe dla zagadnienia nieustalonego przepływuciepła opisywanego
układem równán mogą býc okréslone dla temperatur lub dla strumieni ciepła.

Warunek brzegowy dla temperatury można zapisác

θi(t) = θ̄i(t) , (15.13)

gdzie θ̄i(t) jest znaną temperaturąi-tego elementu dyskretnego leżącego na brzegu
modelowanego ósrodka dyskretnego. Warunek brzegowy dla temperatury określa się
jako warunek brzegowy I rodzaju.

Warunki brzegowe dla strumienia ciepła mogą być okréslone w ró̇zny sposób:

• Zadany punktowy strumién ciepła (warunek II rodzaju)

Qext
i (t) = Q̄i(t) , (15.14)

gdzieQ̄i(t) jest znaną funkcją czasu. Szczególnym przypadkiem jest zerowy całko-
wity strumién ciepła odpowiadający izolowanej cieplnie powierzchni zewnętrznej
(adiabatyczne warunki brzegowe)

Qext
i (t) = 0. (15.15)

• Konwekcyjna wymiana ciepła z otoczeniem (warunek III rodzaju) okréslona przez
strumién Qconv

i zdefiniowany równaniem (15.11).

Zastosowanie warunków brzegowych na powierzchni ciała modelowanego elemen-
tami dyskretnymi wymaga wykrycia elementów znajdującychsię na powierzchni.
W modelach materiałów granularnych, jak również w modelach skał podlegających
zniszczeniu, następuje zmiana geometrii z możliwością zmiany brzegu obszaru. De-
finicja warunków brzegowych, np. wymiany ciepła z otoczeniem, musi uwzględniác
taki przypadek. W związku z tym wykrywanie zewnętrznych (brzegowych) elemen-
tów dyskretnych musi býc elementem algorytmu rozwiązania na każdym kroku. W
rozwijanym algorytmie numerycznym implementowano algorytm wykrywania ele-
mentów lėzących na brzegu oparty na podobnych zasadach jak prezentowany w pra-
cach [63, 64].
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15.5 Całkowanie równania przepływu ciepła względem czasu

Równanie przepływu ciepła (15.3) jest całkowane za pomocąjawnej metody Eulera

‚n+1 = ‚n+1 +
∆t
C

Qn . (15.16)

Podobnie jak jawny schemat całkowania równań ruchu w metodzie elementów skoń-
czonych i dyskretnych, jawny schemat całkowania równania przepływu ciepła według
równania (15.16) jest stabilny warunkowo:

∆t ≤ ∆tcr . (15.17)

Czas krytyczny dla tego schematu można oszacowác wyrȧzeniem na czas krytyczny
dla jednowymiarowego przepływu ciepła [119]

∆tcr ≈
lmin

2a
, (15.18)

gdzie lmin jest minimalną odległóscią międzyśrodkami elementów dyskretnych,a –
jest dyfuzyjnóscią cieplną zdefiniowaną w następujący sposób

a =
λ
ρc

, (15.19)

gdzie gęstósć masyρ , ciepło włásciwec i współczynnik przewodnictwa cieplnegoλ
są parametrami materiału modelowanego elementami dyskretnymi.

15.6 Przykłady numeryczne

15.6.1 Wewnętrzna generacja ciepła w nieskónczonej tarczy

Nieskónczona tarcza o grubości 200 mm (rys. 15.2) początkowo znajduje się w tempe-
raturze 0◦C. Począwszy od chwilit = 0 ciepło jest generowane wewnątrz całej objęto-
ści tarczy z natę̇zeniemq= 200000 W/m3. Zewnętrzne powierzchnie tarczy (nieskoń-
czone płaszczyzny) są utrzymywane ciągle w temperaturze0◦C. Własnósci materiału
są następujące: ciepło właściwec = 1970 J/(kg· K), współczynnik przewodzenia cie-
pła λ = 5.2 W/( m·K), gęstósć ρ = 2500 kg/m3. Przyjęte własnósci cieplne materiału
odpowiadają własnósciom piaskowca. Analizę przeprowadzono za pomocą metody
elementów skónczonych oraz metody elementów dyskretnych. W modelu numerycz-
nym (rys. 15.2) rozwȧzano pasmo tarczy o szerokości 25 mm oraz wykorzystano sy-
metrię względem płaszczyznyśrodkowej tarczy. W modelu elementów skończonych
modelowany obszar zdyskretyzowano za pomocą 10 elementówczworokątnych. Wy-
niki symulacji w postaci rozkładu temperatury w chwilit = 2000 s dla modelu MES
pokazano na rys. 15.3a.
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W modelu elementów dyskretnych zastosowano 100 elementów dyskretnych uło-
żonych regularnie w węzłach siatki kwadratowej (rys. 15.3b). Przy załȯzonej gęstósci
objętósciowej skałyρ = 2500 kg/m3, gęstósć materiału skały w porowatym modelu
elementów dyskretnych wynosiρm = ρ/(1−n) = 2500/(1−0.2146) kg/m3 = 3183
kg/m3. Współczynnik przejmowania ciepła między elementami dyskretnymi h̄cond

przyjęto zgodnie z równaniem (15.9):̄hcond = λ ·1m = 5.2 W/K. Uzyskany dla mo-
delu elementów dyskretnych rozkład temperatury w chwilit = 2000 s przedstawiony
jest na rys. 15.3b. Jest on praktycznie identyczny jak uzyskany w modelu MES. Ewo-
lucja pola temperatury dla obydwu modeli jest przedstawiona na rys. 15.3c. Mȯzna
zaobserwowác doskonałą zgodność porównywanych wyników.

Rys. 15.2. Wewnętrzna generacja ciepła w nieskończonej tarczy – model elementów skończo-
nych.
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Rys. 15.3. Wewnętrzna generacja ciepła w nieskończonej tarczy: a) rozkład temperatury w
modelu MES w chwili t=2000 s, b) rozkład temperatury w modeluMED w chwili t=2000 s,
c) ewolucja rozkładu temperatury w modelach MES i MED.
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15.6.2 Niestacjonarny przepływ ciepła w nieskónczonej tarczy

Nieskónczona tarcza o grubości 200 mm (rys. 15.4) początkowo znajduje się w tempe-
raturze 0◦C w chwili czasut = 0+, temperatura na obydwu płaszczyznach brzegowych
tarczy wzrasta do 100◦C i jest utrzymywana stale w tej wysokości. Własnósci cieplne
materiału tarczy są identyczne jak w przykładzie opisanymw rozdziale 15.6.1, ciepło
właściwec = 1970 J/(kg· K), współczynnik przewodzenia ciepłaλ = 5.2 W/( m·K),
gęstósć ρ = 2500 kg/m3. W modelu numerycznym (rys. 15.4) modelowano pasmo
tarczy o szerokósci 25 mm oraz wykorzystano symetrię względem płaszczyzny środ-
kowej tarczy. Zagadnienie niestacjonarnego przepływu ciepła analizowano stosując
model elementów skónczonych oraz model elementów dyskretnych. W modelu ele-
mentów skónczonych rozpatrywany obszar zdyskretyzowano za pomocą 10 elemen-
tów czworokątnych (rys. 15.4). W modelu elementów dyskretnych podobnie jak

Rys. 15.4. Niestacjonarny przepływ ciepła w nieskończonej tarczy – model elementów skoń-
czonych.
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modelu MES w chwilit = 3000 s, b) rozkład temperatury w modelu MED w chwilit = 3000 s,
c) ewolucja rozkładu temperatury w modelach MES i MED.
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poprzednio zastosowano 100 elementów dyskretnych ułożonych regularnie w węzłach
siatki kwadratowej (rys. 15.5b). Według tych samych założén przyjęto gęstósć mate-
riału skałyρm = 3183 kg/m3 oraz współczynnik przejmowania ciepła między elemen-
tami dyskretnymīhcond= 5.2 W/K.

Porównanie rozkładu temperatur w chwilit = 3000 s uzyskanych za pomocą ana-
lizy MES i MED jest pokazane na rys. 15.5a i b. Można zauwȧzyć bardzo dobrą
zgodnósć wyników uzyskanych ró̇znymi metodami. Porównanie ewolucji rozkład
temperatury w obydwu modelach dla różnych chwil czasu pokazano na rys. 15.5c.
Zaobserwowác mȯzna du̇zą zgodnósć porównywanych wyników.

15.6.3 Kwadratowa tarcza ze stałym dopływem ciepła

W przykładach przedstawionych w rozdziałach 15.6.1 i 15.6.2 stosowano modele wy-
korzystujące regularną konfigurację elementów dyskretnych. W niniejszym rozdziale
przyjmiemy geometrię odpowiadającą geometrii próbki skalnej rozpatrywanej w roz-
dziale 14.5. W modelu zagadnienia przepływu ciepła metodąelementów dyskretnych
wykorzystamy stosowany w rozdziale 14.5 model elementów dyskretnych charaktery-
zujący się nieregularnym losowym upakowaniem.

Kwadratowa tarcza (rys. 15.6) o wymiarach 108×108 mm i grubósci 10 mm, znaj-
dująca się początkowo w temperaturze zerowej, jest poddana stałemu dopływowi cie-
pła równomiernie rozłȯzonemu na jednej z płaszczyzn bocznych. Gęstość dopływa-
jącego strumienia ciepła wynosi 1850 W/m2. Pozostałe boki i powierzchnie tarczy są
izolowane. Własnósci termiczne materiału odpowiadają własnościom piaskowca i są
takie same jak w przykładach przedstawionych w rozdziałach15.6.1 i 15.6.2, ciepło
właściwec = 1970 J/(kg· K), współczynnik przewodzenia ciepłaλ = 5.2 W/(m·K),
gęstósć ρ = 2500 kg/m3.

Obliczenia przeprowadzono stosując modele elementów skończonych i elemen-
tów dyskretnych. W modelu elementów skończonych zastosowano strukturalną siatkę
elementów czworokątnych. Siatka elementów skończonych wraz z rozkładem tem-
peratury w chwilit = 2000 s jest przedstawiona na rys. 15.7a. Model elementów
dyskretnych wraz z rozkładem temperatury jest przedstawiony na rys. 15.7b. W ana-
lizie metodą elementów dyskretnych przyjęto gęstość materiałuρm = ρ/(1− n) =
2500/(1− 0.13) kg/m3 = 2870 kg/m3. W obliczeniach sprawdzono wartości współ-
czynnika przejmowania ciepła między elementami dyskretnymi z zakresu wyznaczo-
nego przez równania (15.9) i (15.10). Wyniki przedstawionena rys. 15.7b uzyskano
dla współczynnika wyznaczonego z równania (15.9),h̄cond= λ ·1m= 5.2 W/K.

Ewolucja rozkładu temperatury otrzymana w analizie metodami elementów skón-
czonych i dyskretnych jest przedstawiona na rys. 15.8. Można zaobserwować du̇zą
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zgodnósć porównywanych wyników. Mȯzna uznác, że dla danego modelu elementów
dyskretnych przyjęta wartość współczynnika przejmowania ciepła między elementami
dyskretnymi dobrze reprezentuje makroskopowe własności cieplne materiału skały
traktowanej jako ósrodek ciągły. Wyznaczone własności cieplne dla modelu dyskret-
nego próbki skalnej zostaną wykorzystane w termomechanicznej symulacji procesu
skrawania w rozdziale 16.

Rys. 15.6. Kwadratowa tarcza ze stałym dopływem ciepła.

Rys. 15.7. Kwadratowa tarcza ze stałym dopływem ciepła – rozkład temperatury w chwili
t = 2000 s: a) w modelu MES, b) w modelu MED.

Podsumowanie

W tym rozdziale pokazano,̇ze metoda elementów dyskretnych może býc z powo-
dzeniem wykorzystana również do zagadnién przepływu ciepła. Przedstawiono sfor-
mułowanie modelu dyskretnego oparte na zasadzie bilansu ciepła dla pojedynczego
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Porównanie wyników MES i MED.

elementu oraz wyprowadzono równania przepływu ciepła dla układu elementów dys-
kretnych. Rozwiązanie zagadnienia cieplnego w czasie otrzymano przy wykorzystaniu
jawnego schematu całkowania.

Poprawnósć działania modelu elementów dyskretnych w zagadnieniach przepływu
ciepła zweryfikowano porównując wyniki uzyskane za pomoc ˛a metody elementów
dyskretnych z wynikami uzyskanymi za pomocą metody elementów skónczonych.
Porównania pokazują dużą zgodnósć porównywanych wyników. W modelowaniu
metodą elementów dyskretnych zastosowano zarówno regularne, jak i nieregularne
konfiguracje elementów dyskretnych. Przykłady testowe pozwoliły również zweryfi-
kowác metodę wyznaczania parametrów modelu dyskretnego dającymi zadane wła-
snósci cieplne materiału. Dla zadanego współczynnika przewodzenia ciepła mate-
riału wyznaczono współczynnik przejmowania ciepła między elementami dyskret-
nymi. Stwierdzono,̇ze oszacowanie współczynnika przejmowania ciepła dla regu-
larnych konfiguracji elementów dyskretnych stanowi dobre przybliżenie dla nieregu-
larnych konfiguracji elementów dyskretnych. Rozwinięte wniniejszym rozdziale sfor-
mułowanie elementów dyskretnych dla zagadnień przepływu ciepła, w dalszej części
pracy zostanie wykorzystane w modelowaniu sprzężonych zagadnién termomecha-
nicznych za pomocą metody elementów dyskretnych.



16. Termomechaniczna analiza procesów
urabiania skał

Wstęp

Procesy urabiania i skrawania skał można rozpatrywác jako sprzę̇zone zagadnienie ter-
momechaniczne, w którym procesom mechanicznym towarzysz ˛a efekty cieplne, a zja-
wiska termiczne mają wpływ na własności i procesy mechaniczne. W niniejszym roz-
dziale metoda elementów dyskretnych zostanie zastosowanado numerycznego mode-
lowania zagadnienia termomechanicznego. Do rozwijanego algorytmu zostanie wpro-
wadzono mȯzliwość analizy sprzę̇zonej łączącej algorytm analizy dynamicznej przed-
stawiony w rozdziałach 7 i 14 z algorytmem analizy termicznej przedstawionym w
rozdziale 15.

Termomechaniczna analiza procesu urabiania skał w dalszejczę́sci niniejszej pracy
umȯzliwi uwzględnienie temperatury jako istotnego czynnikawpływającego na zu̇zy-
cie narzędzi urabiających.

16.1 Efekty cieplne w skrawaniu skał

W skrawaniu skał występują istotne dla wytrzymałości i trwałósci narzędzi efekty
cieplne. W trakcie skrawania, na skutek ciepła generowanego przy tarciu narzędzia

a) b)

Rys. 16.1. Przebiegi czasowe temperatury na ostrzu noża skrawającego: a) typowy przebieg
czasowy temperatur dla ciągłego urabiania skał [174], b) typowy przebieg czasowy temperatur
dla cyklicznego strugania skał – wpływ prędkości skrawania na temperaturę ostrza [133].

270
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skrawającego o skałę, następuje znaczny wzrost temperatury ostrza [132, 133, 207].
W typowym przebiegu czasowym temperatury na ostrzu noża (rys. 16.1a) mȯzna wy-
różnić początkowy okres wzrostu temperatury, w którym ciepło pochłaniane przez
narzędzie jest większe od ciepła odprowadzanego, aż do osiągnięcia pewnej tempe-
ratury, w przybli̇zeniu ustalonej, w którym proces absorpcji ciepła jest w równowa-
dze z procesem odprowadzania ciepła na skutek przewodzeniai wymiany z otocze-
niem [174]. W skrawaniu cyklicznym przebieg czasowy temperatury charakteryzuje
się oscylacjami. Typowe przebiegi czasowe temperatury naostrzu nȯza przy skrawa-
niu cyklicznym pokazano na rys. 16.1b. Wzrost temperatury narzędzia skrawającego
zalėzy od ró̇znych czynników, takich jak własności termiczne materiału narzędzia i
skały, parametry procesu skrawania, w tym prędkość i siły skrawania, wymiana ciepła
z otoczeniem, naturalna, jak również wymuszona przez zastosowanie dodatkowego
chłodzenia. Zalėznósć temperatury od prędkości skrawania pokazano na rys. 16.1b.
Wraz ze wzrostem prędkości skrawania zwieksza się przyrost temperatury [133, 174].

16.2 Termomechaniczny model skrawania skał

Termomechaniczny model skrawania skał jest pokazany schematycznie na rys. 16.2 z
rozdzieleniem zjawisk opisywanych w sformułowaniu problemu mechanicznego oraz
uwzględnianych w zagadnieniu termicznym. Zagadnienie mechaniczne i zagadnienie
termiczne sprzę̇zone są poprzez zjawisko generacji ciepła. Ciepło generowane na sku-
tek tarcia narzędzia o skałę jest wyznaczane w rozwiązaniu problemu mechanicznego
i traktowane jako źródło ciepła w zagadnieniu termicznym.

a) b)

Rys. 16.2. Termomechaniczny model skrawania skał: a) schemat problemu mechanicznego,
b) schemat problemu termicznego.
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Generowane ciepło jest absorbowane i przewodzone przez narzędzie i skałę. Prze-
bieg zjawisk cieplnych zalėzy od własnósci termicznych materiału narzędzia i skały.
W modelu problemu termicznego dla procesu skrawania ciał uwzględniona zosta-
nie równiėz wymiana ciepła z otoczeniem oraz wymiana ciepła w kontakcie między
ostrzem skrawającym i skałą.

Sprzę̇zenie w rozpatrywanym zagadnieniu termomechanicznym jestdwustronne –
rozwiązanie zagadnienia termicznego ma wpływ na proces mechaniczny. Pod wpły-
wem temperatury zmieniają się własności mechaniczne materiału narzędzia oraz po-
wstają odkształcenia i naprężenia spowodowane rozszerzalnością cieplną.

Model numeryczny skrawania skał jako zagadnienia termomechanicznego zostanie
stworzony w oparciu o przedstawione we wcześniejszych rozdziałach sformułowa-
nie metody elementów dyskretnych. W analizie zagadnienia mechanicznego należy
uwzględníc dodatkowo generację ciepła w zagadnieniu kontaktowym. Zagadnienie
termiczne w ujęciu modelowania dyskretnego jest opisane za pomocą równania prze-
pływu ciepła przedstawionego w rozdziale 15.

16.3 Model kontaktu termomechanicznego

a) b)

Rys. 16.3. Kontakt termomechaniczny między dwoma elementami dyskretnymi: a) schemat
problemu mechanicznego, b) schemat problemu termicznego.

Model kontaktu w zagadnieniu termomechanicznym uwzględnia oddziaływanie
mechaniczne między kontaktującymi się obiektami, generację ciepła na skutek tarcia
oraz wymianę ciepła na skutek różnicy temperatur między powierzchniami stykają-
cych się ciał. Oddziaływanie mechaniczne jest opisane w podrozdziale 7.3. Dysypacja
energii na skutek tarcia jest określona równaniem

Ḋ = Fsv
ir
s , (16.1)

gdzie Fs jest siłą tarcia, avir
s nieodwracalną częścią względnej prędkości póslizgu.

Ciepło przejęte przez kontaktujące się ciała jest częścią dysypowanej energii

Qgen= χḊ, gdzie χ ≤ 1. (16.2)
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Strumién ciepłaQgen generowany wskutek tarcia jest pochłonięty przez kontaktujące
się ciała:

Qgen= Qgen
1 +Qgen

2 , (16.3)

gdzieQgen
1 i Qgen

2 są to strumienie ciepła pochłonięte przez poszczególne ciała. Podział
strumieniaQgenna strumienieQgen

1 i Qgen
2 można zapisác wprowadzając współczynnik

podziału ciepłaα

Qgen
1 = αQgen, Qgen

2 = (1−α)Qgen. (16.4)

Współczynnik podziału ciepłaα okrésla się zazwyczaj przyjmując warunek,że w
obszarze rzeczywistego kontaktu (styku) dwóch ciał temperatura na obu stykających
się powierzchniach powinna być jednakowa [4, 78]. Dokładne rozwiązanie tak po-
stawionego problemu dla pary ciał poruszających się względem siebie prowadzi do
rozbudowanego wyrȧzenia na współczynnik podziału ciepła [4]. Pokazuje ono,że po-
dział generowanego ciepła zależy od ró̇znicy aktywnósci cieplnej (efuzyjnósci ciepl-
nej) obydwu materiałówε :

ε =
√

ρcλ , (16.5)

gdzie:ρ – gęstósć masy,c – ciepło włásciwe,λ – współczynnik przewodnictwa ciepl-
nego. Efuzyjnósć cieplna zwana równiėz inercją cieplną jest parametrem charaktery-
zującym odpowiedź (opór) materiału na wprowadzone zaburzenie (źródło ciepła) do
układu cieplnego.

W zastosowaniach praktycznych można przyją́c uproszczone założenie,że podział
ciepła generowanego wskutek tarcia jest proporcjonalny doefuzyjnósci cieplnej kon-
taktujących się ciał:

q1

q2
=

ε1

ε2
=

√
ρ1c1λ1

ρ2c2λ2
. (16.6)

Wykorzystując wyrȧzenie (16.6) z równán (16.4) i (16.3) otrzymuje się wyrażenie na
współczynnik podziału ciepła [191]

α =
1

1+
√

ρ2c2λ2/ρ1c1λ1
. (16.7)

W modelu numerycznym niespełnione jest założenie o równósci temperatur w
miejscu styku dwóch ciał. Pomiędzy kontaktującymi się ciałami następuje przepływ
ciepła proporcjonalny do ró̇znicy temperatur, okréslony równaniem (16.8).
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Strumienie wymiany ciepła w kontakcie z innym ciałem określa się za pomocą
równania

Qcont = −Ahcont(θi −θc) , (16.8)

gdzie:hcont – współczynnik wymiany ciepła w kontakcie,θc – temperatura kontaktu-
jącego się ciała w miejscu styku zi-tym elementem,A – powierzchnia wymiany ciepła
z otoczeniem związana zi-tym elementem (część powierzchni ciała proporcjonalna
do rozmiarui-tego elementu). Fizyczne uzasadnienie założonego skoku temperatury
w warstwie kontaktowej podano w podrozdziale 15.3.

16.4 Równania metody elementów dyskretnych dla sprzężonego
zagadnienia termomechanicznego

Równania ruchu układu elementów dyskretnych (7.23) i (7.24) sprzę̇zone z równa-
niem przewodnictwa cieplnego dla modelu dyskretnego (15.3)

Mr̈ = R , (16.9)

J�̇ = T , (16.10)

C‚̇ = Q , (16.11)

wraz z odpowiednimi warunkami początkowymi i brzegowymi stanowią układ równán
opisujących zagadnienia termomechaniczne w ujęciu metody elementów dyskretnych.
Równania (16.9)–(16.10) są sprzężone z równaniami (16.11) poprzez uwzględnienie
następujących efektów sprzęgających:

• generacja ciepła na skutek tarcia w kontakcie między elementami dyskretnymi,

• dylatacja cieplna i wywołane nią naprężenia.

16.5 Całkowanie równán ruchu dla zagadnienia sprzę̇zonego

Układ równán (16.9)–(16.11) opisujący zagadnienie termomechaniczne jest rozwiązy-
wany poprzez naprzemienne (ang. staggered) całkowanie w czasie. Rozwiązanie dla
n-tego kroku całkowania odbywa się w następujący sposób:

(i) równania ruchu (16.9) i (16.10) są całkowane w czasie zapomocą jawnego sche-
matu ró̇znic centralnych danego równaniami (7.59)–(7.66) przy założeniu stałej
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temperatury; w rozwiązaniu problemu mechanicznego uwzględnione są dodat-
kowe oddziaływania między cząstkami wynikające z rozszerzalnósci cieplnej oraz
obliczany jest strumién ciepła, generowanego na skutek tarcia w kontakcie, według
równania (16.2).

(ii) Równanie przepływu ciepła (16.11) jest całkowane za pomocą jawnej metody Eu-
lera wyrȧzonej przez równanie (15.16); problem termiczny jest rozwiązywany dla
niezmiennej konfiguracji gemetrycznej modelu; strumień ciepła generowanego na
skutek tarcia obliczony w etapie (i) jest uwzględniony jako jedno ze źródeł ciepła;
temperatura cząstek wyznaczona w rozwiązaniu zagadnienia cieplnego jest z kolei
przekazana do rozwiązania zagadnienia mechanicznego w następnym kroku.

Schemat całkowania zagadnienia termomechanicznego jest warunkowo stabilny.
Krok całkowania jest ograniczony krokiem krytycznym∆tcr:

∆tcr = min(∆tmech
cr ,∆t term

cr ) , (16.12)

gdzie ∆tmech
cr jest krokiem krytycznym dla rozwiązania zagadnienia mechanicznego

okréslonym równaniem (2.61), a∆t term
cr jest krokiem krytycznym dla rozwiązania za-

gadnienia przepływu ciepła określonym równaniem (15.18).

16.6 Termomechaniczna analiza urabiania skały przy pogłębianiu

Proces skrawania skały pojedynczym ostrzem głowicy urabiającej pogłębiarki zdefi-
niowany w rozdziale 14.8 został rozpatrzony jako proces termomechaniczny. Zasto-
sowano taki sam jak poprzednio model geometryczny wraz z przyjętymi uprzednio
parametrami definiującymi własności mechaniczne. W analizie badano przebieg kilku
cykli składających się z dwóch etapów, skrawania oraz fazy swobodnego ruchu narzę-
dzia w wodzie. Dla etapu skrawania prowadzono analizę termomechaniczną badano
mechaniczne zniszczenie skały oraz generację i przepływ ciepła w układzie składa-
jącym się ze skały i narzędzia zanurzonych w wodzie, działającej jako ósrodek chło-
dzący. Dla etapu swobodnego ruchu narzędzia prowadzono analizę termiczną w celu
wyznaczenia zmian temperatury narzędzia chłodzonego wodą.

Wyniki analizy są pokazane na rys. 16.4–16.6. Rysunek 16.4przedstawia ostrze
noża w trakcie skrawania wraz z rozkładem temperatury. Widać zniszczenie typowe
dla kruchej skały podobne do przedstawianego wcześniej w rozdziale 14.8. Na rys.
16.4 zaprezentowano również wzrost temperatury narzędzia. Najwyższa temperatura
występuje na powierzchni ostrza w miejscu, gdzie są największe naciski przy krusze-
niu skały. Rozkład temperatury narzędzia skrawającego wfazie swobodnego ruchu
pokazany jest na rys. 16.5. Zmiany w rozkładzie temperaturyw tej fazie są wywołane
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chłodzeniem wodą i rozpływem ciepła w narzędziu. Rysunek16.6 pokazuje cykliczne
zmiany temperatury na ostrzu, charakteryzujące się wzrostem temperatury w trakcie
skrawania oraz spadkiem temperatury w czasie ruchu swobodnego przy chłodzeniu
wodą. Charakter uzyskanych w analizie zmian temperatury jest zgodny z przebiegiem
czasowym temperatury w ostrzu w rzeczywistym procesie urabiania, przedstawionym
na rys. 16.1. Rysunek 16.6 pokazuje zmiany temperatury w trakcie początkowych
cykli. Maksymalne temperatury w poszczegółnych cyklach rosną. W analizowanym
czasie nie osiągnięto jeszcze stanu quasi-stacjonarnego, w którym ilósci ciepła gene-
rowanego i odprowadzanego w czasie jednego cyklu równoważą się. Wymagałoby to
wydłużenia analizowanego przedziału czasu.

a) t = 0.01 s b) t = 0.2 s

c) t = 0.47 s d) t = 0.57 s

Rys. 16.4. Termomechaniczna analiza skrawania skały pojedynczym ostrzem głowicy urabia-
jącej pogłębiarki – rozkład temperatury w różnych chwilach pierwszego cyklu skrawania.
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a) t = 0.63 s b) t = 0.93 s

c) t = 1.23 s d) t = 1.83 s

Rys. 16.5. Termomechaniczna analiza skrawania skały pojedynczym ostrzem głowicy urabia-
jącej pogłębiarki – rozkład temperatury w różnych chwilach chłodzenia po pierwszym przej-
ściu ostrza.
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Rys. 16.6. Termomechaniczna analiza skrawania skały pojedynczym ostrzem głowicy urabia-
jącej pogłębiarki – zmiana temperatury narzędzia w czasie trzech cykli skrawania i chłodzienia.
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Podsumowanie

Metodę elementów dyskretnych wykorzystano do modelowania sprzę̇zonego pro-
blemu termomechanicznego. Algorytm analizy termomechanicznej oparty został na
sprzę̇zeniu wczésniej rozwiniętych modeli dyskretnych dla problemu mechanicznego
oraz problemu termicznego. Rozwiązanie sprzężonego układu równán jest zrealizo-
wane za pomocą naprzemiennego schematu całkowania równań ruchu i rówania prze-
wodnictwa ciepła.

Opracowany algorytm został zastosowany do symulacji problemu skrawania skał
jako zagadnienia termomechanicznego. Przeprowadzono symulację kilku cykli skra-
wania skały pojedynczym ostrzem pogłębiarki. Każdy cykl składał się z etapu skra-
wania i ruchu swobodnego narzędzia. W trakcie całego cyklunarzędzie było poddane
chłodzeniu wodą. Uzyskana zmiana temperatury zgadza sięz przebiegiem czasowym
temperatury narzędzia skrawającego w cyklicznym skrawaniu skały. Uwzględnienie
efektów cieplnych w procesie skrawania stwarza możliwość dokładniejsze modelowa-
nie zu̇zycia narzędzia skrawającego.



17. Modelowanie i symulacja zu̇zycia narzędzi do
urabiania skał

Wstęp

W niniejszym rozdziale rozpatruje się zużycie ścierne narzędzi do urabiania skał. Zu-
życie jest to proces stopniowego ubytku materiału z warstw wierzchnich ciała stałego
pod wpływem ró̇znorodnych czynników. Zmiana kształtu narzędzia na skutek ubytku
materiału z powierzchni wpływa negatywnie na efektywność procesów urabiania skał.

W niniejszym rozdziale rozpatruje się zużycie narzędzi jako jeden z efektów
uwzględnianych w symulacji skrawania (urabiania) skał. Celem jest prognozowa-
nie intensywnósci oraz formy zmiany geometrii narzędzi. Przedstawione we wcze-
śniejszych rozdziałach sformułowanie metody elementów dyskretnych zostało wzbo-
gacone o model zu̇zycia. Zu̇zycie ścierne rozpatruje się jako jeden z efektów towa-
rzyszących tarciu między narzędziem a urabianą skałą, zalėzny w du̇zym stopniu od
efektów termicznych. Wzrost temperatury narzędzia wskutek absorpcji generowanego
przez tarcie ciepła prowadzi do przyspieszonego ubytku masy narzędzia. Zastosowa-
nie termomechanicznego sformułowania metody elementów dyskretnych umȯzliwia
uwzględnienie efektów termicznych w modelowaniu zużycia.

17.1 Podstawowe informacje o zu̇zyciu

Ze względu na mechanizm zużycia mȯzna wyró̇znić następujące grupy procesów zu-
życia: zu̇zycie ścierne (abrazyjne), zużycie adhezyjne, zu̇zycie zmęczeniowe, zużycie
chemiczne i elektrochemiczne (korozyjne), zużycie kawitacyjne oraz inne rodzaje zu-
życia [86].

Zużycie ścierne (abrazyjne) występuje w obszarze tarcia między dwoma ciałami
pod wpływem wystających nierówności powierzchni trącej twardszego materiału lub
znajdujących się w obszarze tarcia luźnych lub utwierdzonych cząsteḱscierniwa.
Wśród mechanizmów zużyciaściernego mȯzna wyró̇znić m.in. mikroskrawanie, bruz-
dowanie, odrywanie nierówności, rysowanie.

Zużycie adhezyjne jest związane z adhezją powierzchni trących, występuje w mi-
kroobszarach plastycznego odkształcenia warstwy wierzchniej, a zwłaszcza najwyż-
szych wierzchołków chropowatości. Powstają wówczas lokalne połączenia adhezyjne
trących powierzchni. Zu̇zycie następuje przy niszczeniu tych połączeń, któremu towa-
rzyszy odrywanie cząstek materiału.

279
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Zużycie zmęczeniowe jest rodzajem zużycia, w którym miejscowa utrata spójno-
ści i związane z nią ubytki materiału są spowodowane zmęczeniem materiału w wy-
niku cyklicznego oddziaływania naprężén kontaktowych w warstwach wierzchnich
kontaktujących się elementów. Zmęczeniowe mikropęknięcia powierzchniowe prze-
chodzą następnie w makropęknięcia, a w końcowym efekcie następuje odrywanie od
powierzchni kawałków metalu. Szczególnymi rodzajami zużycia zmęczeniowego są
zużycie przez łuszczenie (ang.spalling) oraz gruzełkowe (ang.pitting).

Zużycie chemiczne występuje wskutek reakcji chemicznych zachodzących między
współpracującymi materiałami lub wskutek reakcji (np. utleniania) między zu̇zywa-
nym materiałem a otoczeniem, w którym zachodzi proces tarcia.

Procesy zu̇zycia są bardzo skomplikowane, zależą od wielu czynników, często
mamy do czynienia z jednoczesnym występowaniem różnych mechanizmów zużycia.

17.2 Zu̇zycie narzędzi do urabiania skał

W trakcie pracy narzędzia do urabiania skał i gruntów ulegają czasami bardzo szyb-
kiemu zu̇zyciu. Rysunek rys. 17.1 przedstawia przykładowe narzędzia, zęby zrywaka
i noże głowicy urabiającej pogłębiarki – nowe oraz w zaawansowanym stadium zu̇zy-
cia. Zu̇zycie narzędzi ma bardzo niekorzystny wpływ na efektywność procesu urabia-
nia [178, 179].

Rozwȧzając zu̇zywanie się narzędzi do urabiania skał rozpatruje się system trybo-
logiczny składający się z narzędzia urabiającego (skrawającego) oraz skały zwięzłej
lub luźnej. Między skałą zwięzłą a narzędziem dodatkowo mogą występowác odłamki
skruszonej skały. W takim systemie mogą występować różne mechanizmy zu̇zycia.
W procesie urabiania możemy miéc do czynienia z obcią̇zeniem uderzeniowym na-
rzędzia prowadzącym do zużycia zmęczeniowego. W oddziaływaniu narzędzi i skały
występuje intensywne tarcie, które może powodowác zu̇zycie ścierne lub adhezyjne.

a) b) c)
Rys. 17.1. Zu̇zycie narzędzi do urabiania skał: a) zrywak z nowym zębem,b) zęby zrywaka o
różnej postaci zu̇zycia, c) nowy i zu̇zyte nȯze głowicy urabiającej pogłębiarki.
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Zużycie ścierne występuje zwłaszcza gdy skała charakteryzuje si˛e du̇zą twardóscią
oraz du̇zą zawartóscią kwarcu (dwutlenku krzemu SiO2). Przy du̇zych siłach tarcia
ciepło generowane może spowodowác du̇zy wzrost temperatury narzędzia, nawet do
ok. 550–800◦C [286]. Przy tak wysokich temperaturach może wystąpíc du̇zy spadek
twardósci narzędzia i zwiększone zużycie o charakterze zużycia adhezyjnego.

Na zu̇zywanie się narzędzi w procesach urabiania/skrawania skał ma wpływ wiele
czynników, do najwȧzniejszych mȯzna zaliczýc [286]:

1. Własnósci skał

• własnósci mechaniczne (wytrzymałość, twardósć, odpornósć na pękanie),

• własnósci ścierne,

• struktura, nieciągłósci, kształt ziaren,

• własnósci termiczne.

2. Charakterystyka narzędzi

• własnósci mechaniczne narzędzi (wytrzymałość, twardósć),

• zalėznósć własnósci mechanicznych od temperatury,

• własnósci termiczne,

• geometria narzędzia.

3. Parametry procesu urabiania/skrawania

• ustawienie narzędzi względem skały (głębokość skrawania, kąty przyłȯzenia i
ataku),

• prędkósć ruchu narzędzia (skrawania),

• siły skrawania,

• generacja ciepła, chłodzenie.

Jednym z wȧzniejszych czynników wpływających na zużycie jest stosunek twardo-
ści narzędzia i skały. W celu zmniejszenia zużycia, narzędzia do urabiania wykonuje
się z materiałów o mȯzliwie dużej twardósci. W wielu przypadkach są to specjalne
gatunki stali. Często stalowe narzędzia posiadają ostrza w postaci wkładek z tward-
szych materiałów, takich jak węgliki spiekane lub diament[30]. Narzędzia wykonane
z takich materiałów charakteryzują się większą odpornością na zu̇zycie i większą efek-
tywnóscią – pozwalają na stosowanie wyższych parametrów procesu urabiania, np.
wyższych prędkósci skrawania skały. Materiały o wysokiej twardości charakteryzują
się zazwyczaj większą kruchością. Dodatkową wadą specjalnych materiałów jest ich
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wysoka cena zwiększająca koszt narzędzia. W praktyce stosowanie specjalnych mate-
riałów w konstrukcji tych narzędzi ogranicza się do urabiania skał o du̇zej twardósci
i wysokiej abrazyjnósci lub do zastosowań wymagających bardzo dużej efektywnósci
urabiania.

Zużycie narzędzi urabiających przejawia się często znacznymi zmianami kształtu.
Zmiana kształtu zalėzy od warunków urabiania/skrawania. Różne formy zu̇zycia
ostrza klinowego nȯza urabiającego pokazano na rys. 17.2 [133]. Koncentracjazu-
życia mȯze następowác na powierzchni przyłȯzenia (rys. 17.2a), powierzchni natarcia
(rys. 17.2b,c) lub łącznie na powierzchni natarcia i przyłożenia (rys. 17.2d). Opisane

a) b) c) d)

Rys. 17.2. Formy zu̇zycia ostrza klinowego [133].

formy zmiany kształtu mȯzna zaobserwować na rzeczywistych narzędziach przedsta-
wionych na rys. 17.1b i c. W przypadku zęba zrywaka przedstawionego po lewej
stronie na rys. 17.1b zużycie występuje łącznie na powierzchni natarcia i przyłoże-
nia, natomiast w przypadku zęba po prawej stronie rys. 17.1b oraz w przypadku nȯzy
głowicy urabiającej pogłębiarki na rys. 17.1c zużycie następuje na powierzchni przy-
łożenia.

Zużycie powierzchni przyłȯzenia wraz z zaokrągleniem krawędzi skrawającej jest
dominujące w procesie skrawania skał kruchych [133]. Ma tozwiązek z mechani-
zmem formowania wióra, który ma charakter odrywany, odpryskowy. W efekcie po-
wierzchnia natarcia ostrza jest jedynie cyklicznie poddawana obcią̇zeniu, natomiast
na powierzchni przyłȯzenia występuje ciągły proces tarcia ostrza o powierzchnię ob-
robioną skały w obecności du̇zych nacisków powierzchniowych na skutek sprężyno-
wania powrotnego obrobionej powierzchni. W przypadku skrawania skał podatnych
lub urabiania gruntów mȯze występowác w sposób dominujący zużycie powierzchni
natarcia [178].
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17.3 Kinetyka zu̇zycia

Zużycie jest bardzo złȯzonym procesem fizycznym, co powoduje,że prognozowanie
intensywnósci zu̇zywania jest zagadnieniem trudnym. Jako miarę prędkości zu̇zycia
przyjmuje się zazwyczaj prędkość ubytku masy lub objętósci. Równania opisujące
kinetykę zu̇zycia mȯzna podzielíc na dwie grupy: równania teoretyczne i równania
empiryczne [187, 269, 109, 233].

Równania empiryczne stanowią formuły analityczne opisujące wyniki badán do-
świadczalnych. Opisują one prędkość zu̇zycia z dobrą dokładnością w zakresie warun-
ków odpowiadających opisywanym doświadczeniom. Zakres stosowania tych formuł
jest jednak najczę́sciej ograniczony do konkretnych materiałów i określonych warun-
ków współpracy [187, 269].

Równania teoretyczne wykorzystują podstawy zjawisk fizycznych zachodzących
przy zu̇zyciu. Podstawą wielu modeli teoretycznych zużycia są modele budowane
w ramach mechaniki kontaktu [8, 273, 193], mechaniki zniszczenia [274, 116], jak
równiėz w oparciu o modele zjawisk na poziomie atomowym [309].

Równania teoretyczne opisujące zużycie mają często postać rozbudowanych funk-
cji o wielu parametrach. Prostota i stosunkowo dobra dokładnósć w szerokim zakre-
sie mechanizmów zu̇zycia jest zaletą fenomenologicznej formuły Archarda [8]. Mo-
del zu̇zycia Archarda zakłada,że prędkósć zu̇zycia mierzonego jako grubość warstwy
usuniętego materiału ˙w jest proporcjonalna do nacisków normalnychtn oraz prędkósci
póslizgu vs i odwrotnie proporcjonalna do twardości zu̇zywanej powierzchni

ẇ = k
tnvs

H
, (17.1)

gdzieH jest pewną miarą twardości (w jednostkach ciśnienia), ak jest wyznaczaną
dóswiadczalnie bezwymiarową stałą zużycia. Równanie Archarda zostało wyprowa-
dzone początkowo dla zużycia adhezyjnego [8], niemniej jednak podobne równanie
można zastosowác do opisu zu̇zycia ściernego [233]. Wprowadzając do równania
(17.1) pewien model tarcia, np. model Coulomba

ts = µtn , (17.2)

gdzieµ jest współczynnikiem tarcia, prędkość zu̇zywania mȯzna uzalėznić od mocy
dysypacji sił tarciaḊ:

ẇ =
k
µ

tsvs

H
= k̄

Ḋ
H

, (17.3)

gdzieḊ = tsvs orazk̄ = k/µ .
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Prędkósć zu̇zycia zalėzy w du̇zym stopniu od temperatury – w wysokiej tempe-
raturze następuje spadek twardości materiału prowadzący do zwiększonego zużycia.
Wpływ temperatury na prędkość zu̇zycia mȯze býc uwzględniony przez prostą adap-
tację równania Archarda (17.1). Podobnie jak w [191, 134] można uwzględníc zmianę
twardósci H wraz ze wzrostem temperaturyθ

H = H(θ) . (17.4)

Uwzględniając zalėznósć (17.4) w równaniu (17.1) otrzymuje się

ẇ = k
tnvs

H(θ)
, (17.5)

a na podstawie równań (17.4) i (17.3) mamy

ẇ = k̄
tsvs

H(θ)
= k̄

Ḋ
H(θ)

. (17.6)

W [191] zalėznósć (17.4) traktowana jest nie tylko jako funkcja określająca zmianę
twardósci, ale jako współczynnik charakteryzujący prędkość oraz mechanizm zuży-
cia. FunkcjaH = H(θ) jest skalowana tak by uzyskać zgodnósć prędkósci zu̇zycia z
danymi dóswiadczalnymi uzyskanymi dla różnych temperatur.

17.4 Algorytm numeryczny analizy zu̇zycia

Celem opracowywanego algorytmu numerycznego jest badanieintensywnósci zu̇zy-
cia oraz ewolucji kształtu wskutek zużycia narzędzi do urabiania skał. W analizie
numerycznej zu̇zycie jest zazwyczaj traktowane jako rozszerzenie sformułowania za-
gadnienia kontaktowego przez uwzględnienie kumulacji zużycia na współpracujących
w kontakcie powierzchniach [191, 135, 143]. Zazwyczaj jakometoda numeryczna
stosowana jest metoda elementów skończonych [191, 135, 143], ale w analizie zuży-
cia z powodzeniem stosowane są modele dyskretne, oparte np. na metodach dynamiki
molekularnej [309], jak równiėz wykorzystujące metodę elementów dyskretnych [77].
Metody dyskretne wprowadzają nowe możliwości w symulacji ubytku masy spowo-
dowanego zu̇zyciem.

W niniejszej pracy przedmiotem modelowania jest proces zużycia narzędzi do ura-
biania/skrawania skał. Badany system składa się z narzędzia oraz ze zwięzłej lub luź-
nej skały. W poprzednich rozdziałach zostało przedstawione modelowanie urabiania
skał przy zastosowaniu metody elementów dyskretnych lub zintegrowanej metody ele-
mentów dyskretnych i skónczonych. W modelowaniu zużycia, podobnie jak poprzed-
nio, skała będzie modelowana za pomocą metody elementów dyskretnych z uwzględ-
nieniem sił kohezji dla skał zwięzłych i bez uwzględnienia kohezji dla skał luźnych.
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Narzędzie mȯze býc traktowane jako ciało odkształcalne lub jako ciało sztywne mo-
delowane elementami skończonymi lub elementami dyskretnymi. Głównym mode-
lowanym zjawiskiem będzie wzajemne oddziaływanie narzędzia i skały prowadzące z
jednej strony do zniszczenia skały a z drugiej strony wywołujące zu̇zywanie narzędzia.
W modelu, w zalėznósci od potrzeb, mȯzna uwzględníc efekty cieplne, takie jak gene-
racja ciepła wskutek tarcia, przewodzenie ciepła przez materiał narzędzia i skały oraz
wymiana ciepła z otoczeniem. Analiza termiczna będzie prowadzona w przypadku
występowania wysokich temperatur mogących mieć wpływ na intensywnósć zu̇zycia.

Zużycie w modelu jest uwzględnione poprzez obliczanie skumulowanego zu̇zycia
na powierzchni narzędzia według równania

w =

∫
ẇdt . (17.7)

Całkowanie w czasie dane równaniem (17.7) jest wprowadzonedo modelu oddziały-
wania kontaktowego między narzędziem a skałą. Prędkość zu̇zycia ẇ jest obliczana
według równán (17.1) lub (17.5).

Zużycie ma wpływ na przebieg zjawisk mechanicznych i termicznych, zmieniona
geometria narzędzia zmienia warunki odspajania wióra, któremu towarzyszy większe
tarcie, powodujące zwiększone nagrzewanie narzędzia [207].

W analizie zu̇zycia występują zjawiska zachodzące w czasie z różną prędkóscią.
Można wyró̇znić trzy skale czasu dla zjawisk mechanicznych, dla zjawisk cieplnych
(na proces wzrostu temperatury może przypadác wiele cykli procesu mechanicznego)
oraz dla zjawisk zu̇zycia które zachodzą w dłuższym czasie niż pojedyncze cykle skra-
wania lub czas osiągnięcia ustalonego rozkładu temperatur. Analiza zu̇zycia w czasie
rzeczywistym byłaby niemȯzliwa, dlatego w analizie zostanie wprowadzone skalowa-
nie mające na celu algorytmiczne „przyspieszenie” procesu zu̇zycia.

Rozkład skumulowanego zużycia na powierzchni stanowi informację o ewolucji
kształtu narzędzia. W implementowanym algorytmie ewolucja kształtu narzędzia
następuje automatycznie. Elementy dyskretne (cząstki materiału) są usuwane z po-
wierzchni narzędzia jésli skumulowane zu̇zycie dla danej cząstki przekracza jejśred-
nicę. Cząstki są usuwane w dowolnym momencie – zmiana kształtu narzędzia nastę-
puje w sposób stopniowy w trakcie całej symulacji. Dla uzyskania zmiany kształtu,
odpowiadającej rzeczywistym stopniom zużycia narzędzi do urabiania, należy prze-
prowadzíc symulację wielu cykli pracy.

Implementowany algorytm analizy zużycia ma mȯzliwość uwzględnienia wpływu
temperatury na prędkość zu̇zycia. Ciepło generowane wskutek tarcia jest obliczane w
trakcie rozwiązania problemu mechanicznego. Z rozwiązaniem problemu mechanicz-
nego jest sprzę̇zona analiza termiczna procesu absorpcji i przewodzenia ciepła przez
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narzędzie i skałę. W wyniku otrzymuje się rozkład temperatur w narzędziu i skale.
Temperatura wpływa na twardość narzędzia zgodnie z równaniem (17.4), a w dalszej
kolejnósci na prędkósć zu̇zycia zgodnie z równaniem (17.5). Jeśli zużycie następuje
w ustalonych warunkach pracy przy niewiele zmieniającej się temperaturze mȯzna
przyją́c równanie na prędkość zu̇zycia (17.1) ze stałą twardością.

17.5 Wyznaczanie parametrów modelu zu̇zycia

Okréslenie ilósciowe zu̇zycia według równania (17.1) lub (17.5) wymaga znajomości
parametrów modelu, tzn. współczynnika zużycia k oraz zalėznej od temperaturyθ
twardósci H = H(θ).

W prezentowanym w niniejszym rozdziale przykładzie numerycznym jest analizo-
wane zu̇zycie nȯza głowicy urabiającej pogłębiarki. Twardość materiału nȯza według
informacji dostarczonej przez producenta narzędzia podana jest w tabeli 17.1 w skali
Brinella. Mȯzna zaobserwować, że twardósć badanej stali zmniejsza się znacznie w
temperaturach powyżej 300◦C.

Tabela 17.1. Zalėznósć twardósci Brinella od temperatury

Temperatura 0◦C 200◦C 300◦C 400◦C 500◦C 600◦C
HB (N/mm2) 515 509 498 457 375 247

Współczynnik zu̇zyciak charakteryzuje własności ścierne (odpornósć na zu̇zycie)
pary współpracujących materiałów. Zależy on od bardzo wielu czynników charaktery-
zujących oba materiały. Nie ma możliwości okréslenia prostej zalėznósci współczyn-
nikak od tych czynników, dlatego jedynym sposobem jego wyznaczenia są odpowied-
nie badania dóswiadczalne.

Typową metodą dóswiadczalną do pomiaru współczynnika zużycia jest badanie
za pomocą urządzenia typu „trzpień na tarczy” (ang. pin-on-disk). W badaniu tym
mierzy się zu̇zycie trzpienia (próbki) z badanego materiału wskutek współpracy z ob-
racającą się tarczą (przeciwpróbką) z materiałuścierającego. Współczynnik zużycia
dla badanego materiału noża głowicy urabiającej pogłębiarki został wyznaczony na
stanowisku badawczym, w którym rolę trzpienia spełniał sam nó̇z, a blok skalny speł-
niał rolę przeciwpróbki (rys. 17.3). Badania wykonane były w laboratorium ZFS w
Stuttgarcie. Tarcie nȯza o skałę następowało przy posuwisto-zwrotnym ruchu noża
względem nieruchomego bloku skalnego. W próbie rejestrowane były siły działające
na nó̇z, temperatura oraz mierzone były zmiany geometrii. W wyniku badania oszaco-
wano wielkósć współczynnika zu̇zycia nȯzak we współpracy z badanym piaskowcem
jako zawarty w przedziale 0.005-0.01.
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Rys. 17.3. Stanowisko do laboratoryjnych badań odpornósci na zu̇zycie w ZFS (Zentrum
Fertigungstechnik Stuttgart).

17.6 Termomechaniczna analiza urabiania skały przy pogłębianiu
z uwzględnieniem zu̇zycia

Model urabiania skał za pomocą pojedynczego ostrza głowicy urabiającej pogłę-
biarki, wykorzystywany w rozdziałach 14.8 i 16.6, zostanieobecnie rozszerzony o
uwzględnienie zu̇zycia narzędzi. Zastosowano ten sam model skały jak poprzednio,
sztywne narzędzie jest modelowane za pomocą 9400 elementów dyskretnych o rów-
nym promieniu 0.7 mm. Parametry oddziaływania kontaktowego między narzędziem
a skałą przyjęto jak w rozdziałach 14.8 i 16.6. Dodatkowo przyjęto współczynnik zu-
życia według badán opisanych w rozdziale 17.3 oraz zależną od temperatury twardość
według tabeli 17.1. Zu̇zycie zostało algorytmicznie przeskalowane 20000 razy. Przy-
jęto podobne jak poprzednio parametry modelu termicznegooraz parametry procesu
skrawania.

Proces skrawania był analizowany jako proces termomechaniczny, w czę́sci cyklu
w fazie skrawania narzędzie było nagrzewane, a w następnej czę́sci, w fazie swo-
bodnego ruchu w wodzie, narzędzie było chłodzone przez oddawanie ciepła wodzie.
Chłodzenie wodą odbywało się również w trakcie skrawania.
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a) t = 0.01 s b) t = 0.2 s

c) t = 0.4 s d) t = 0.65 s
Rys. 17.4. Termomechaniczna analiza urabiania skały przy pogłębianiu z uwzględnieniem
zużycia – postác zniszczenia skały.

a) t = 0.01 s b) t = 0.2 s

c) t = 0.4 s d) t = 0.65 s
Rys. 17.5. Termomechaniczna analiza urabiania skały przy pogłębianiu z uwzględnieniem
zużycia – rozkład temperatury w różnych chwilach pierwszego cyklu pracy w fazie skrawania.
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Wyniki analizy numerycznej są przedstawione na rys. 17.4–17.8. Postác znisz-
czenia skały przy odspajaniu odłamków wióra pokazana jest na rys. 17.4. Rozkład
temperatury w ró̇znych chwilach pierwszego cyklu pracy w fazie skrawania pokazany
jest na rys. 17.5, a zmiana temperatury wskutek chłodzenia wodą w fazie swobodnego
ruchu jest widoczna na rys. 17.6. Rysunek 17.7 pokazuje skumulowane zu̇zycie na po-
wierzchni narzędzia w ró̇znych chwilach w pierwszym cyklu pracy w fazie skrawania.
Ewolucja kształtu narzędzia wskutek zużycia jest zaprezentowana na rys. 17.8.

a) t = 0.68 s b) t = 0.78 s

c) t = 1.48 s d) t = 2.00 s

Rys. 17.6. Termomechaniczna analiza urabiania skały przy pogłębianiu z uwzględnieniem zu-
życia – rozkład temperatury w nożu w ró̇znych chwilach pierwszego cyklu w fazie chłodzenia
w czasie swobodnego ruchu w wodzie.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale rozszerzono sformułowanie metody elementów dyskretnych o
możliwość modelowania zu̇zycia narzędzi do urabiania/skrawania skał. Opracowany
algorytm pozwala na określenie rozkładu zu̇zycia na powierzchni narzędzia oraz ba-



290 17. Modelowanie i symulacja zużycia narzędzi do urabiania skał

a) t = 0.01 s b) t = 0.2 s

c) t = 0.4 s d) t = 0.65 s

Rys. 17.7. Termomechaniczna analiza urabiania skały przy pogłębianiu z uwzględnieniem
zużycia – skumulowane zużycie na powierzchni narzędzia w różnych chwilach pierwszego
cyklu pracy.

a) kształt poczatkowy b) kształt po pierwszym cyklu

Rys. 17.8. Termomechaniczna analiza urabiania skały przy pogłębianiu z uwzględnieniem
zużycia – ewolucja kształtu narzędzia wskutek zużycia.

danie zmiany kształtu narzędzia wskutek zużycia. Przedstawiono zastosowanie opra-
cowanego algorytmu do praktycznego przykładu badania zużycia nȯza głowicy ura-
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biającej pogłębiarki. Problemy zużycia nalėzą do najtrudniejszych problemów w pro-
jektowaniu i eksploatacji elementów maszyn. Nawet badanialaboratoryjne nie mogą
być w prosty sposób przeniesione na prognozowanie zużycia w rzeczywistych warun-
kach pracy. Dlatego uzyskane wyniki numeryczne należy traktowác jako pomocny
element w ogólnym zrozumieniu problemu zużycia, bardzo wȧznego zagadnienia w
projektowaniu i eksploatacji narzędzi do urabiania skał.



Wnioski końcowe. Elementy oryginalne pracy

Głównym osiągnięciem pracy jest jednolite sformułowanie i numeryczna implemen-
tacja dwóch metod numerycznych, metody elementów skończonych i metody elemen-
tów dyskretnych, wykorzystujących dwa różne podej́scia w modelowaniu materia-
łów: modelowanie ciągłe (MES) i modelowanie dyskretne (MED). W pracy pokazano
wszechstronne możliwości obydwu metod, przedstawiając ich wady i zalety.

Metoda elementów skończonych ma wszechstronne możliwości w modelowaniu
materiałów charakteryzujących się nieliniowym zachowaniem przy du̇zych odkształ-
ceniach i przemieszczeniach. Najlepiej nadaje się do zagadnién, w których nie
występują nieciągłósci materiału oraz nieciągłości pól przemieszczeń i odkształcén.
Uwzględnienie nieciągłósci w metodzie elementów skończonych jest kłopotliwe i wy-
maga stosowania specjalnych sformułowań.

Metoda elementów dyskretnych w łatwy sposób uwzględnia nieciągłósci istniejące
lub powstające w materiale pod wpływem obciążén. Doskonale nadaje się do mo-
delowania materiałów rozdrobnionych i skał. Niedogodnością w stosowaniu metody
elementów dyskretnych jest kłopotliwa procedura dobraniaodpowiednich parametrów
modelu oddziaływania między elementami dyskretnymi, abyotrzymác pȯządane wła-
ściwósci makroskopowe. W pracy przedstawiono procedurę doboruparametrów mo-
delu w oparciu bezwymiarowe zależnósci między parametrami mikro- i makrosko-
powymi. Inną wadą metody elementów dyskretnych jest bardzo długi czas obliczén.
Jednym z celów rozwiniętego w niniejszej pracy hybrydowego modelowania wyko-
rzystującego metodę elementów dyskretnych i skończonych jest umȯzliwienie efek-
tywniejszego modelowania i skrócenie czasu obliczeń.

W niniejszej pracy wykorzystano sformułowanie metody elementów skónczonych
z jawnym schematem całkowania równań ruchu względem czasu. Główną zaletą sche-
matu jawnego jest nieiteracyjny charakter rozwiązania, brak potrzeby rozwiązywania
układu równán oraz małe zapotrzebowanie na pamięć. Wadą jest warunkowa stabil-
nósć rozwiązania ograniczająca krok całkowania. W przypadku du̇zych zagadnién
zalety przewȧzają nad wadami, dlatego jest to bardzo popularna metoda w zastoso-
waniu do złȯzonych problemów rzeczywistych, takich jak przedstawionew niniejszej
pracy problemy tłoczenia blach.

Jawny schemat całkowania równań ruchu pozwolił na jednolite ujęcie w jednym
algorytmie dwóch metod modelowania – metody elementów skończonych i metody
elementów dyskretnych. Unifikacja obydwu metod należy do najwȧzniejszych ele-
mentów oryginalnych pracy. Dostępność obydwu metod pozwala na stworzenie opty-
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malnego modelu numerycznego, w którym pewne części mogą býc dyskretyzowane
elementami skónczonymi, a inne mogą być reprezentowane poprzez elementy dys-
kretne. Metoda elementów dyskretnych może býc zastosowana do tych części, w któ-
rych modelowanie za pomocą elementów skończonych jest trudne i nieefektywne, np.
dla materiałów i zagadnień z nieciągłósciami. W ten sposób obydwie metody trakto-
wane są jako wzajemnie uzupełniające się.

Sprzę̇zenie metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych na-
stępuje poprzez oddziaływanie kontaktowe elementów dyskretnych z brzegiem ob-
szaru dyskretyzowanego elementami skończonymi lub przez nałȯzenie specjalnych
więzów kinematycznych pomiędzy brzegami podobszarów dyskretyzowanych ele-
mentami skónczonymi i elementami dyskretnymi. Algorytmy sprzęgające są bardzo
ważnym elementem zintegrowanej metody elementów skończonych i dyskretnych.
Poprawnósć działania sprzę̇zenia zbadano w zagadnieniach propagacji fali, sprawdza-
jąc czy połączenie dwóch różnych obszarów nie powoduje niefizycznego odbicia fali.

Dla zintegrowanego algorytmu metody elementów skończonych i dyskretnych
opracowano uniwersalny algorytm poszukiwania kontaktu obejmujący wszystkie
przypadki kontaktu między ciałami odkształcalnymi, między elementami dyskretnymi
oraz między elementami dyskretnymi i brzegiem ciała odkształcalnego. Algorytm ce-
chuje się niezawodnością i du̇zą efektywnóscią obliczeniową.

Obecnie nie istniejėzaden komercyjny program numeryczny łączący obydwie me-
tody w ujęciu prezentowanym w pracy. Programy komercyjne oferują mȯzliwość
modelowania jedynie elementami dyskretnymi lub elementami skończonymi. W
przypadku dysponowania tylko takimi programami stosowanie modeli hybrydowych
dyskretno-ciągłych jest możliwe, ale realizacja jest bardzo kłopotliwa.

Elementy oryginalne występują również w sformułowaniach teoretycznych oby-
dwu rozwijanych metod. W ramach metody elementów skończonych opracowano spe-
cjalne sformułowanie eliminujące blokadę objętościową w zagadnieniach charaktery-
zujących się małą́scísliwością. Dzięki temu dostępne są poprawnie działające liniowe
elementy trójkątne i czworościenne, pozwalające łatwiej dyskretyzować skompliko-
wane geometrie występujące w praktycznych zagadnieniach.

W sformułowaniu metody elementów dyskretnych implementowano niestandar-
dowe dla tej metody algorytmy analizy termicznej i termomechanicznej. Opracowano
i implementowano algorytm kontaktu z tarciem i zużyciem uwzględniający efekty
cieplne.

W czę́sci przedstawiającej aplikacje opracowanych algorytmównumerycznych
przedstawiono oryginalne zaawansowane modele złożonych zagadnién inżynierskich.
Metodę elementów skończonych zastosowano do symulacji procesów kształtowania
na zimno metali, w tym zarówno przeróbki plastycznej objętościowej jak i zagadnién
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tłoczenia blach. Opracowany algorytm umożliwia symulacje dowolnie skomplikowa-
nych czę́sci i procesów. Zostało to potwierdzone przez analizę wybranych przykła-
dów przeróbki plastycznej objętościowej oraz kształtowania blach. Możliwości mode-
lowania tłoczenia blach pokazano na przykładzie symulacjiwieloetapowego procesu
kształtowania blach, obejmującego tłoczenie, okrawanie, zawijanie brzegu i sprężyno-
wanie powrotne. Przedstawiono modelowanie nowoczesnych materiałów stosowanych
w tłocznictwie, jakimi są blachy spawane laserowo oraz blachy powlekane polimerem,
nowoczesny materiał w przemyśle opakowán. Wymagało to opracowania zaawanso-
wanych modeli konstytutywnych. Dla modelowania polimerówimplementowano mo-
dele Arrudy-Boyce oraźscísliwy model Leonova.

Metodę elementów dyskretnych zastosowano do modelowaniamateriałów sypkich
oraz skał. Modelowanie ośrodków sypkich przedstawiono na przykładzie zagadnie-
nia wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewania metodą traconego modelu.
Parametry modelu dla piasku dobrano na podstawie kąta naturalnego usypu.

Parametry modelu elementów dyskretnych dla skał dobieranona podstawie sy-
mulacji laboratoryjnych prób wytrzymałościowych, próby jednoosiowegósciskania i
próby brazylijskiej. W symulacji numerycznej uzyskano mechanizm zniszczenia skał
zgodny z obserwowanym w eksperymentach. Celem analizy jestustalenie parametrów
modelu oddziaływania kontaktowego (mikroskopowych) zapewniających pȯządane
zachowanie makroskopowe materiału. Analiza wymiarowa wskazuje na mȯzliwość
otrzymania bezwymiarowych zależnósci między parametrami mikroskopowymi i ma-
kroskopowymi. Przeprowadzenie symulacji dla pewnego zakresu parametrów mikro-
skopowych pozwala otrzymać tego typu zalėznósci ułatwiające ustalenie parametrów
mikroskopowych. Stosunkowo łatwo jest przeprowadzić kalibrację modelu dla jednej
próby wytrzymałósciowej, np. próbýsciskania. Trudniejsze jest uzyskanie zgodności
z dwoma lub więcej rodzajami testów. W niniejszej pracy znaleziono rozwiązanie w
sposób przybli̇zony zgodne z wynikami próbýsciskania i próby brazylijskiej.

Jako zastosowanie praktyczne modelu w mechanice skał pokazano symulacje pro-
cesów urabiania skał. Procesy te modelowano bardzo wszechstronnie uwzględniając
efekty cieplne: generację ciepła wskutek tarcia oraz przewodzenie ciepła w narzędziu
i skale, oraz uwzględniając zużycie ścierne narzędzi skrawających.

Zagadnienia geotechniczne wykorzystano do przedstawienia mȯzliwości unifikacji
i integracji obydwu metod numerycznych. W symulacji procesu wytwarzania formy
piaskowej metoda elementów dyskretnych została wykorzystana do modelowaniu ma-
teriału sypkiego, a metoda elementów skończonych została wykorzystana do dyskre-
tyzacji odkształcalnego modelu ze styropianu. W modelu urabiania skał, metodę ele-
mentów dyskretnych zastosowano do modelowania skały podlegającej rozdrobnieniu,
a metodę elementów skończonych zastosowano w obszarze, gdzie materiał skały nie
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ulega zniszczeniu.

Symulacja praktycznych problemów inżynierskich ilustruje mȯzliwości opracowa-
nych modeli teoretycznych i algorytmów numerycznych implementowanych w pro-
gramie komputerowym. Należy jednak podkréslić, że w trakcie pracy badawczej nie
poszukiwano zastosowań dla algorytmów numerycznych, ale przeciwnie, praktyczne
problemy z ró̇znych dziedzin techniki stwarzały zapotrzebowanie na opracowanie za-
awansowanych sformułowań teoretycznych i nowych algorytmów numerycznych.

Podsumowując, jako elementy oryginalne można wymieníc:

• Jednolite sformułowanie dwu różnych metod numerycznych:

– metody elementów skończonych,

– metody elementów dyskretnych,

wykorzystujące schemat rozwiązania oparty na jawnym całkowaniu równán ruchu,
umȯzliwiające hybrydowe dyskretno-ciągłe modelowanie zagadnién mechaniki.

• Algorytmy sprzę̇zenia podobszarów dyskretyzowanych elementami skończonymi
i reprezentowanych przez elementy dyskretne.

• Niezawodny i efektywny algorytm wykrywania kontaktu dla zintegrowanego algo-
rytmu metody elementów skończonych i dyskretnych.

• Specjalne sformułowanie metody elementów skończonych dla problemów z małą
ścísliwością.

• Implementacja algorytmów numerycznych dla złożonych modeli konstytutyw-
nych:

– sprę̇zysto-plastyczne modele dla dużych odkształcén metali,

– sprę̇zysto-lepkplastyczne modele dla polimerów.

• Sformułowanie i implementacja metody elementów dyskretnych dla zagadnién ter-
micznych i termomechanicznych.

• Opracowanie i implementacja algorytmu analizy zużycia narzędzi do urabiania
skał.

• Rozwinięcie własnego programu numerycznego o dużych mȯzliwościach analizy
złożonych problemów rzeczywistych, o możliwościach porównywalnych z pro-
gramami komercyjnymi, a pod niektórymi względami przewyższającego inne pro-
gramy:
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– efektywny schemat rozwiązania,

– bogata biblioteka elementów skończonych z elementami dyskretnymi jako spe-
cjalny typ elementów,

– różnorodne modele konstytutywne,

– możliwość analizy ró̇znorodnych problemów fizycznych:

∗ analiza zagadnienia dynamiki,

∗ analiza termiczna,

∗ sprzę̇zona analiza termomechaniczna,

– możliwość zadawania ró̇znorodnych warunków brzegowych i więzów kinema-
tycznych,

– efektywny algorytm analizy zagadnienia kontaktowego,

– adaptacyjna zmiana siatki,

– możliwość dowolnej zmiany modelu w trakcie obliczeń:

∗ usuwanie i dodawanie elementów,

∗ zmiana warunków brzegowych,

∗ zmiana procedury rozwiązującej.

• Analiza złȯzonych zagadnién techniki wymagających stosowania zaawansowa-
nych metod modelowania za pomocą własnego programu numerycznego

– symulacja nowoczesnych i skomplikowanych problemów tłoczenia blach:

∗ symulacja wieloetapowego kształtowania,

∗ symulacja tłoczenia blach spawanych,

∗ symulacja tłoczenia blach pokrytych polimerem, nowoczesnego materiału
w przemýsle opakowán,

– symulacja przeróbki plastycznej objętościowej na zimno,

– symulacja procesu wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewania me-
todą traconego modelu,

– symulacja procesów urabiania skał z uwzględnieniem efektów cieplnych oraz
zużycia narzędzi urabiających.

Przedstawiona tematyka ma przed sobą bardzo dobre perspektywy rozwoju. Me-
toda elementów dyskretnych ma bardzo duże mȯzliwości zastosowán praktycznych.
W najbliższym czasie autor planuje wykorzystanie rozwiniętego oprogramowania
MED/MES do symulacji zagadnień urabiania skał przy drążeniu tuneli we współ-
pracy z Sandvik Mining and Construction. Przewidywane jestszersze wykorzystanie
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modelowania trójwymiarowego, co spowoduje konieczność zwiększenia efektywności
obliczeniowej. Planowane są prace nad ulepszeniem algorytmów, jak równiėz wyko-
rzystanie innych mȯzliwości skrócenia czasu obliczeń, m.in. zastosowanie obliczeń
współbiėznych.

Rozwinięcia wymaga równiėz zagadnienie określenia zalėznósci między modelem
mikromechanicznym a charakterystyką makroskopową materiału. W dalszych pracach
autor planuje wprowadzenie nowych modeli oddziaływania kontaktowego między ele-
mentami, m.in. modele uwzględniające lepkość, uszkodzenie, plastyczność z osłabie-
niem. Spodziewane jest dzięki temu rozszerzenie zakresu modelowanych materiałów.
Istnieje równiėz potrzeba uwzględnienia anizotropii własności materiałowych.

Dyskretne modelowanie fizyczne oraz hybrydowe modelowaniedyskretno-ciągłe
jest obecnie przedmiotem wielu prac badawczych w dziedzinie modelowania materia-
łów w mikro- i nanoskali oraz w modelowaniu wieloskalowym. Wiele jest publikacji,
w których łączy się modelowanie ciągłe z modelem dyskretnym opartym na sformu-
łowaniach dynamiki molekularnej. Metoda modelowania dyskretnego przedstawiona
w niniejszej pracy mȯze býc łatwo rozszerzona na podobne zastosowania.



A. Opis ruchu ośrodka ciągłego

A.1 Podstawowe pojęcia w opisie ruchu ósrodka ciągłego

W niniejszym dodatku zostaną przedstawione podstawy opisu ósrodka ciągłego pod-
danego du̇zym przemieszczeniom i odkształceniom. Zaprezentowane zostaną podsta-
wowe pojęcia i definicje w zakresie potrzebnym do wprowadzenie dyskretnych równán
metody elementów skończonych do zagadnień nieliniowych w rozdziale 2. Przedsta-
wione zostanie lokalne i wariacyjne sformułowanie zagadnienia ruchu ciała odkształ-
calnego. Wprowadzone zostaną definicje podstawowych tensorów opisujących stan
odkształcenia i naprężenia. oraz podstawowe pojęcia stosowane w modelowaniu kon-
stytutywnym ósrodka ciągłego.

Zagadnienie ruchu ciała odkształcalnego zostało sformułowane w podrozdziale 2.1.
Ruch ósrodka ciągłego mȯzna opisywác na wiele ró̇znych sposobów [208]. Podsta-
wowymi sposobami opisu są opis materialny zwany lagrangeowskim oraz opis prze-
strzenny zwany eulerowskim. W opisie materialnymśledzi się zmianę parametrów
fizycznych poszczególnych cząstek, konfiguracja materialna jest konfiguracją odnie-
sienia. Ruch ciała jest zdefiniowany przez odwzorowanie

x = x(X, t) , (A.1)

gdzieX – współrzędne materialne,x – współrzędne przestrzenne. Opis przestrzenny
posługuje się konfigurację aktualną (przestrzenną) ciałaΩt , rozpatrując przebieg zja-
wisk w ustalonym punkcie przestrzeni. Wszystkie zjawiska opisuje się za pomocą
współrzędnych przestrzennych. Ruch ciała jest zdefiniowany przez odwzorowanie

X =X(x, t) . (A.2)

Istnieją inne mȯzliwości wyboru sposobu opisu ruchu. Jako konfigurację odniesienia
dla opisu ruchu mȯzna wybrác dowolną konfigurację, zastosowanie opisu material-
nego z aktualną konfiguracją przestrzenną jako konfiguracją odniesienia prowadzi do
uaktualnionego opisu lagrangeowskiego. Połączenie koncepcji opisu materialnego i
przestrzennego prowadzi do uogólnionego opisu lagrangeowsko-eulerowskiego (ang.
Arbitrary Lagrangian-Eulerian description) [172, 27], w którym bada się zjawiska w
punktach ruchomej konfiguracji odniesienia.

Dla opisu procesów fizycznych charakteryzujących ciało w ruchu wprowadza się
zmienne w czasie pola odpowiednich wielkości skalarnych, wektorowych i tensoro-
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wych zdefiniowanych w obszarze i na brzegu danego ciała. Ruchciała jest charakte-
ryzowany przez pola przemieszczenia, prędkości i przýspieszenia.

Pole przemieszczeniau może býc zdefiniowane w konfiguracjiΩ0 (opis mate-
rialny)

x =X+u(X, t) (A.3)

lub w konfiguracji odkształconejΩt (opis przestrzenny)

X = x−u(x, t) . (A.4)

Stan odkształcenia jest opisywany za pomocą różnych miar odkształcenia. Jednym
z podstawowych tensorów opisujących stan deformacji jestgradient deformacjiF

F =
∂x

∂X
. (A.5)

Korzystając z rozkładu biegunowego tensorF można przedstawić w postaci

F = R ·U = V ·R , (A.6)

gdzie R jest tensorem obrotu, aU i V są tensorami symetrycznymi określonymi przez
gradient deformacji

U 2 = FT ·F , (A.7)

V 2 = F ·FT , (A.8)

Wstawiając (A.4) do (A.5) otrzymuje się gradient deformacji F wyrażony przez gra-
dient przemieszczenia

F = I+
∂u

∂X
. (A.9)

Za pomocą gradientu deformacjiF definiuje się prawy i lewy tensor odkształcenia
Cauchy’ego-Greena, odpowiednioC i b,

C = FT ·F , b = F ·FT , (A.10)

oraz tensor odkształcenia Cauchy’ego (zwany również tensorem odkształcenia Fin-
gera)c

c = F−1T ·F−1 = b−1 . (A.11)
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Odkształcenie mȯze býc mierzone za pomocą tensora odkształcenia Greena-
Lagrange’aE zdefiniowanego w konfiguracji materialnej

E = 1
2 (C−I ) =

1
2

[(
∂u

∂X

)
+

(
∂u

∂X

)T

+

(
∂u

∂X

)T

·
(

∂u

∂X

)]
. (A.12)

Tensor odkształcenia Almansiegoe jest miarą odkształcenia zdefiniowaną w konfigu-
racji odkształconej

e = 1
2 (I−c) =

1
2

[(
∂u

∂x

)
+

(
∂u

∂x

)T

−
(

∂u

∂x

)T

·
(

∂u

∂x

)]
. (A.13)

Jésli gradienty pola przemieszczenia (∂u/∂x) są małe, mȯzna opúscíc ostatni składnik
w (A.13), otrzymując tensor małych odkształceń w opisie przestrzennym"

" =
1
2

[(
∂u

∂x

)
+

(
∂u

∂x

)T
]

. (A.14)

Można pokazác (np. [267]), że tensory odkształcenia Greena-Lagrange’a i Alman-
siego są związane następującą zależnóscią

E = FT ·e ·F . (A.15)

W opisie lagrangeowskim jest stosowane materialne pole pr˛edkósci V(X, t) i mate-
rialne pole przyspieszeniaA(X, t)

V(X, t) =
∂u(X, t)

∂ t
, (A.16)

A(X, t) =
∂V(X, t)

∂ t
=

∂ 2u(X, t)
∂ t2 . (A.17)

Przestrzenne pola prędkości i przyspieszenia są związane z odpowiednimi polami la-
grangeowskimi następującymi zależnósciami [267]:

v(x, t) = V(X, t)|X=x−u(x,t) , (A.18)

a(x, t) = A(X, t)|X=x−u(x,t) . (A.19)

Można pokazác [267], że przestrzenne pole przyspieszenia jest materialną pochodną
przestrzennego pola prędkości

v̇(x, t) = a(x, t) . (A.20)
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Pochodną materialną względem czasu wielkości przestrzennej jest pochodna czasowa
wyznaczona dla ustalonej cząstki ciała (a nie dla ustalonego połȯzenia w przestrzeni).
Materialną pochodną oznacza się najczęściej przez kropkę nad symbolem zmiennej
różniczkowanej, np.v̇. Z drugiej strony przestrzenne przyspieszenie może býc wyra-
żone przez przestrzenną prędkość w następujący sposób

a(x, t) =
∂v(x, t)

∂ t
+L ·v(x, t) , (A.21)

gdzie tensorL jest przestrzennym gradientem prędkości

L =
∂ u̇

∂x
=

∂ u̇

∂X
· ∂X

∂x
= Ḟ ·F−1 . (A.22)

Pierwszy człon w wyrȧzeniu (A.21) jest pochodną lokalną, a drugi człon jest jest skła-
dową konwekcyjną.

Często stosuje się również rozkład gradientu prędkości na czę́sć symetrycznąd,
tensor prędkósci deformacji oraz na część antysymetryczną!, tensor chwilowej pręd-
kości obrotowej (spin)

L = d+! , d = 1
2 (L+LT) , ! = 1

2 (L−LT) . (A.23)

Tensor prędkósci deformacji d nie jest pochodną czasowążadnego tensora od-
kształcenia. Mȯzna otrzymác następujący związek między pochodną materialną ten-
sora odkształcenia Greena-Lagrange’aĖ, i tensorem prędkósci deformacjid [181]:

Ė = FT ·d ·F , d = F−T · Ė ·F−1 . (A.24)

Wykorzystując (A.15) w (A.24)2 otrzymuje się

d = F−T ·
{

∂
∂ t

[
FT ·e ·F

]}
·F−1 . (A.25)

Powẏzsze wyrȧzenie jest nazywane pochodną Lie tensora odkształcenia Almansiegoe

d = Lve . (A.26)

Pochodna Lie przestrzennego tensoraa względem pola prędkości v może býc zdefi-
niowana jako (por. [184])

Lva = φ∗
∂
∂ t

(φ∗a) , (A.27)

gdzieφ∗ i φ∗ oznaczają odpowiednio operacje „pull-back” i „push-forward”.
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A.2 Miary naprę żenia

Rozpatrzmy element dΓ powierzchni odkształcanego ciała w odkształconej konfigura-
cji Ωt (rys. A.1). Wektor siły dP działającej na element powierzchni dΓ można zapisác

Rys. A.1. Wektory sił wykorzystywane w definicji miar naprężenia.

w następujący sposób [181]

dP = tdΓ = n ·�dΓ , (A.28)

gdziet jest zwane wektorem naprężenia, n jest wektorem normalnym do powierzchni,
a � jest tensorem naprężenia Cauchy’ego. Mnȯząc tensor naprężenia Cauchy’ego�
przez stosunek gęstości w konfiguracji nieodkształconej i odkształconejρ0/ρ otrzy-
muje się tensor naprężenia Kirchhoffa�

� =
ρ0

ρ
� . (A.29)

Można pokazác, że stosunek gęstości ρ0/ρ jest równy wyznacznikowiJ tensora gra-
dientu deformacjiF

J = detF =
ρ0

ρ
(A.30)

Tensory naprę̇zenia Cauchy’ego i Kirchhoffa są tensorami określonymi w konfiguracji
przestrzennej. Do najczęście u̇zywanych tensorów naprężenia w konfiguracji mate-
rialnej nalėzą pierwszy i drugi tensor naprężenia Pioli-Kirchhoffa. Pierwszy tensor
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naprę̇zenia Pioli-KirchhoffaT (zwany równiėz nominalnym) definiuje się odnosząc
wektor siły dP do elementarnej nieodkształconej powierzchni dΓ0 (rys. A.1)

dP = N ·TdΓ0 , (A.31)

gdzie N jest jednostkowym wektorem normalnym w konfiguracji materialnej. Nie-
kiedy pierwszy tensor naprężenia Pioli-Kirchhoffa jest zdefiniowany jako transpozy-
cja tensora zdefiniowanego równaniem (A.31), np. [18], gdyż zamiast równania (A.31)
wprowadza się jego definicję za pomocą równania

dP = T ·NdΓ0 . (A.32)

Zastosowanie transformacjiF−1 do wektora dP daje wektor siły powierzchniowej d̂P

dP̂ = F−1 ·dP , (A.33)

który umȯzliwia wprowadzenie drugiego tensora naprężenia Pioli-KirchhoffaS

dP̂ = N ·SdΓ0 . (A.34)

Łatwo mȯzna otrzymác związek między pierwszym i drugim tensorem naprężenia
Pioli-Kirchhoffa oraz tensorem naprężenia Cauchy’ego, por. [181]

S = T · (F−1)T , T = S ·FT , (A.35)

T = JF−1 ·� , � =
1
J

F ·T , (A.36)

S = JF−1 ·� · (F−1)T , � =
1
J

F ·S ·FT . (A.37)



B. Ruch ciała sztywnego

W niniejszym dodatku zostaną przedstawione podstawy opisu ruchu ciała sztywnego.
Zaprezentowane zostaną podstawowe założenia, definicje oraz równania dla kinema-
tyki i dynamiki bryły sztywnej. Zawarte w dodatku równania są wykorzystane w
sformułowaniu metody elementów dyskretnych przedstawionym w rozdziale 7.

B.1 Kinematyka ciała sztywnego

Rys. B.1. Ruch ciała sztywnego

Rozpatrujemy dowolny ruch ciała sztywnegoB w przestrzeni euklidesowej z
wprowadzonym kartezjánskim układem współrzędnychOX1X2X3 (rys. B.1). Załó̇zmy,
że w pewnej chwilit ciało zajmuje obszar̄Ωt , gdzieΩ̄t jest domknięciem zbioruΩt

ograniczonego brzegiemΓ t . Każdy ruch ciała sztywnego można traktowác jako zło-
żenie ruchu postępowego dowolnego punktu odniesieniaP∈B oraz obrotu względem
pewnej osi przechodzącej przez ten punkt [169, 270]. Zgodnie z tą zasadą przemiesz-
czenie przygotowaneδu dowolnego punktu ciała sztywnego można przedstawić jako
złożenie przemieszczenia przygotowanego dowolnie obranego punktuP (P∈ B) δuP

oraz elementarnego obrotuδ' wokół osi przechodzącej przez obrany punktP:

δu = δuP + δ'× s , (B.1)

gdzie s jest poprowadzonym z punktuP promieniem-wektorem rozpatrywanego
punktu ciała sztywnego. Podobnie prędkość dowolnego punktu ciała sztywnego jest
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równa sumie prędkósci obranego biegunaP oraz prędkósci w chwilowym ruchu obro-
towym ciała wokół osi chwilowej przechodzącej przez biegun P

u̇ = u̇P + ṡ = u̇P +!× s . (B.2)

Prędkósć kątowa ! nie zalėzy od wyboru biegunaP. Ró̇zniczkując zalėznósć (B.2)
względem czasu otrzymuje się wyrażenie na przýspieszenie rozpatrywanego punktu

ü = üP + s̈ = üP + !̇× s+!× (!× s) . (B.3)

B.2 Równania ruchu swobodnego ciała sztywnego

Dla otrzymania równán ruchu ciała sztywnego można wykorzystác warunek równo-
wagi dynamicznej wyrȧzony przez zasadę prac przygotowanych. Analogicznie do
równania (2.11) mȯzna napisác:
∫

Ωt
�ü ·δudΩ−

∫

Ωt
�b ·δudΩ−

∫

Γ t
t ·δudΓ+ δWint = 0, (B.4)

gdzieδWint – praca przygotowana sił wewnętrznych,� – gęstósć, b – zadane obcią-
żenie objętósciowe,t – zadane obcią̇zenie powierzchniowe. Uwzględniając zerową
pracę sił wewnętrznych w ciele sztywnym i wstawiając zależnósci (B.1) i (B.3) do
równania (B.4) otrzymuje się
∫

Ωt
�(üP + s̈) · (δuP + δ'× s)dΩ−

∫

Ωt
�b · (δuP + δ'× s)dΩ

−
∫

Γ t
t · (δuP + δ'× s)dΓ = 0. (B.5)

Wykorzystując własnósci iloczynu mieszanego wektorów, równanie (B.5) można
przekształcíc do postaci
[∫

Ωt
�(üP + s̈)dΩ−

∫

Ωt
�bdΩ−

∫

Γ t
tdΓ

]
·δuP

+

[∫

Ωt
�s× (üP + s̈)dΩ−

∫

Ωt
�s×bdΩ−

∫

Γ t
s× tdΓ

]
·δ' = 0. (B.6)

Wprowadzając następujące zależnósci:
∫

Ωt
�dΩ = m, (B.7)

∫

Ωt
s�dΩ = sC m, (B.8)
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üP + s̈C = üC , (B.9)

∫

Ωt
�bdΩ+

∫

Γ t
tdΓ = F , (B.10)

∫

Ωt
�s×bdΩ+

∫

Γ t
s× tdΓ = TP , (B.11)

s̈ = !̇× s+!× (!× s) , (B.12)

∫

Ωt
�
(
s21− ss

)
dΩ = JP , (B.13)

gdziem– masa ciała sztywnego,sC – wektor łączący punkt odniesieniaP ześrodkiem
masyC, F – wypadkowa sił zewnętrznych,TP – wypadkowy moment sił zewnętrznych
względem biegunaP, 1 – jednostkowy tensor drugiego rzędu,JP – tensor bezwładno-
ści, równanie (B.6) mȯzna zapisác w następującej postaci:

(müC−F) ·δuP +(sC× üPm+JP · !̇+!×JP ·!−TP) ·δ' = 0. (B.14)

Poniewȧz wariacjeδuP i δ' są niezalėzne, spełnienie równania (B.14) wymaga speł-
nienia dwóch równán:

müC = F , (B.15)

sC× üPm+JP · !̇+!×JP ·! = TP . (B.16)

Równania (B.15) i (B.16) nazywane są równaniami Newtona-Eulera, równanie (B.15)
opisuje ruch postępowy, a równanie (B.16) – ruch obrotowy.
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[39] T. Burczýnski. Metoda elementów brzegowych w mechanice. WNT, 1995.
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granulowanych. Wydawnictwa Politechniki Częstochowskiej, 2005.
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Modelling and simulation of complex problems of nonlinear mechanics
using the finite and discrete element methods

Summary

This thesis presents a unified formulation and computer implementation of two
numerical methods, the finite element method (FEM) and the discrete element method
(DEM), based on two different approaches to material modelling, namely continuous
modelling and discrete modelling, respectively. Comprehensive capabilities of the two
methods are extensively presented. Both advantages and disadvantages of the methods
are discussed.

FEM provides an efficient solution to problems involving linear and nonlinear con-
tinuous material behaviour in domains of finite dimensions.However, taking into
account discontinuities requires special FE formulations.

In the discrete element method, material is represented by acollection of discrete
elements interacting with each other with contact forces. The elements are treated as
rigid, and their deformation is localized at contact points. Discrete elements can have
arbitrary shapes. In this work, cylindrical (in 2D) or spherical (in 3D) elements are
employed. In this model all kinds of discontinuities are treated in a simple way. The
discrete element method is a suitable tool to model granularmaterials as well as soils
and rocks.

A contact model for the discrete element interaction can be regarded as a microme-
chanical model. The required macroscopic behaviour is obtained by taking adequate
constitutive models for contact interaction. The procedure to obtain undimensional
relationships between micro- and macroscopic constitutive parameters has been pre-
sented in the thesis. Also, averaging procedures to obtain macroscopic stresses and
strains for discrete element models have been developed.

In both the discrete element and finite element formulationspresented in this thesis
the solution scheme is based on the explicit time integration scheme. Explicit time
integration of equations of motion is characterized with anefficient non-iterative solu-
tion at a single step. Using the diagonal lumped mass matrix in the explicit dynamic
finite element formulation leads to a decoupled system of algebraic equations which is
then solved without necessity for any matrix inversion. Theexplicit time integration
scheme is conditionally stable which limits the time step length and usually leads to
large number of time steps.

Efficient solution scheme and small memory requirements made explicit FE codes
very popular in solving large industrial problems, one of the main applications being
simulation of metal forming processes. This thesis includes examples of advanced
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bulk and sheet metal forming simulations. Formulation of the finite element method
presented in this thesis have various original elements. One of the most important
developments is a special stabilized formulation for mixedfinite element formulation.
The stabilization is obtained by employing the fractional step (or CBS) method, a
special time integration scheme combined with a split of equations of motion. This
algorithm allows us to use linear triangular and tetrahedral elements free of volumetric
locking and giving stable pressure solutions for problems with small compressibility.

The finite element code developed has been applied to an analysis of real industrial
problems of sheet forming involving several operations: deep drawing, trimming, and
flanging with subsequent springback. The material models implemented in the pro-
gram allow us to analyse forming of advanced materials, liketailor welded blanks and
polymer coated metal sheets. The Arruda–Boyce and compressible Leonov models
have been implemented for polymer modelling.

One of the most serious drawbacks of the discrete element method is a necessity to
use large numbers of elements, which is prohibitive in models involving large domains.
In such cases numerical methods based on continuous models,like the finite element
method, are more efficient. In many cases combining the discrete and finite element
methods allows us to create an optimal model taking advantages of each method and
avoiding their disadvantages. The common solution algorithm allowed us to develop
a framework for the coupled DEM/FEM formulation. Integration of the two different
numerical methods is one of the most important results of thethesis. Different methods
can be applied simultaneously in different parts of the model. Different models can
be used for different materials or can be applied in different subdomains of the same
material undergoing different physical processes. Discrete elements can be used in
the areas where a discontinuous deformation, like fracturing, occurs. In the other
parts which can be assumed continuous, more efficient would be the finite element
modelling. Thus, the two methods can be treated as complementary.

The coupling of the finite element and discrete element methods is provided by the
contact interaction between the discrete elements and boundary of the finite element
subdomains or by an imposition of special kinematical constraints for the interfacial
discrete and finite elements. The constraints can be imposedby the Lagrange mul-
tipliers or the penalty method. The coupling algorithms area very important part of
hybrid DEM/FEM models. The interface between the FEM and DEMsubdomains
can introduce an artificial internal boundary causing unrealistic wave reflections. The
correct performance of the coupling method in the presence of wave propagation has
been demonstrated in different numerical benchmarks.

A numerical efficiency of the discrete element method depends on the efficiency
of the contact detection algorithm. A special contact algorithm for the coupled
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DEM/FEM formulation has been developed. Contact search is performed at two pha-
ses. In the first phase, a global search is carried out. A list of potential contacting
objects is created. This search is performed at certain intervals. In the second stage,
called a local search, contact conditions for the pairs of objects on the list created in the
global search are verified. The developed algorithm implemented in the DEM/FEM
code demonstrated its efficiency and robustness.

The discrete element method has been applied to modelling ofgranular materials
and rocks. The possibilities of modelling granular materials have been shown by the
simulation of manufacturing of a sand mould in the lost foam casting process. In the
application to granular material, the repose angle has beentaken as the main macro-
scopic property. Microscopic parameters yielding an adequate repose angle have been
determined by simulation of emptying of a hopper. The reposeangle as a function of
translational and rotational friction has been studied.

The discrete element models of rocks have been calibrated byperforming simula-
tions of the unconfined compression and Brazilian tests. Thenumerical simulations
have shown that material failure and basic mechanical properties are properly repro-
duced by the discrete element model. The use of the elastic perfectly brittle contact
model for the discrete element interaction allows us to study initiation and propaga-
tion of fractures in rocks under loading. Force–displacement characteristics typical
for brittle rocks have been obtained in numerical simulations. The failure mechanism
reproduced in simulations agrees very well with that observed in the laboratory.

After establishing model parameters, the discrete elementmethod and the combi-
ned discrete/finite element method have been applied to rockcutting problems. The
numerical model of rock cutting has been validated using theoretical formulas and
experimental values of the cutting force. Numerical results show a good agreement
with results of the laboratory test of rock cutting with a single pick of a roadheader
cutterhead.

The rock cutting simulations have been extended to take intoaccount thermal ef-
fects and wear of rock cutting tools. Rock cutting process has been analysed as a
thermomechanical coupled problem. An evolution of tool shape due to abrasive wear
has been studied. The influence of temperature on wear processes has been taken into
account. These capabilities demonstrated an advanced level of the software develope-
ment achieved in this work. Simulations of numerous engineering problems presented
in the thesis show practical importance of the work presented in the thesis.
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Modelowanie i symulacja komputerowa złȯzonych zagadnién mechaniki
nieliniowej metodami elementów skónczonych i dyskretnych

Streszczenie

Niniejsza rozprawa przedstawia jednolite sformułowanie inumeryczną implemen-
tację dwóch metod numerycznych, metody elementów skończonych (MES) i metody
elementów dyskretnych (MED), wykorzystujących dwa różne podej́scia w modelowa-
niu materiałów: modelowanie ciągłe i modelowanie dyskretne. Schemat rozwiązania
w obydwu metodach wykorzystywanych w pracy opiera się na jawnym całkowaniu
równán ruchu względem czasu. W pracy pokazano wszechstronne możliwości oby-
dwu metod, przedstawiając ich wady i zalety.

Metoda elementów skończonych ma wszechstronne możliwości w modelowaniu
materiałów charakteryzujących się nieliniowym zachowaniem przy du̇zych odkształ-
ceniach i przemieszczeniach. Kłopotliwe i wymagające stosowania specjalnych sfor-
mułowán jest uwzględnienie nieciągłości w metodzie elementów skończonych. In-
nym zagadnieniem sprawiającym duże problemy numeryczne jest nieścísliwość ma-
teriału, powodująca błędne rozwiązania objawiające się występowaniem blokady ob-
jętósciowej lub niestabilnóscią císnienia hydrostatycznego w niektórych elementach
skónczonych. Przedstawiona w pracy metoda stabilizacji, zwana metodą kroku cząst-
kowego (lub inaczej metodą prędkości cząstkowej lub metodą CBS) skutecznie eli-
minuje wady elementów mieszanych z jednakową interpolacją pól przemieszczenia i
ciśnienia. Dzięki temu mȯzliwe jest zastosowanie siatek trójkątnych i czworościen-
nych bardzo wygodnych w modelowaniu skomplikowanych geometrii.

W metodzie elementów dyskretnych materiał jest modelowanyjako zbiór sztyw-
nych ciał, zwanych elementami dyskretnymi, oddziaływujących między sobą poprzez
siły kontaktu. Model oddziaływania kontaktowego można traktowác jako model mi-
kromechaniczny materiału. W pracy przedstawiono procedurę doboru parametrów
modelu w oparciu o bezwymiarowe zależnósci między parametrami mikro- i makro-
skopowymi. Metoda elementów dyskretnych doskonale nadajesię do modelowania
materiałów charakteryzujących się istotnymi nieciągłościami mikrostruktury oraz nie-
ciągłósciami w postaci zniszczenia.

Główną wadą metody elementów dyskretnych jest bardzo długi czas obliczén.
Dzięki rozwiniętemu w pracy połączeniu metody elementów skónczonych i dyskret-
nych osiągnięto mȯzliwość efektywniejszego modelowania i skrócenia czasu obliczeń.
Integracja metody elementów skończonych i metody elementów dyskretnych jest jed-
nym z nowatorskich elementów pracy.
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W pracy przedstawiono praktyczne wykorzystanie opracowanych algorytmów nu-
merycznych do rozwiązania skomplikowanych zagadnień inżynierskich. Metodę ele-
mentów skónczonych zastosowano do symulacji procesów kształtowaniana zimno
metali, w tym zarówno przeróbki plastycznej objętościowej jak i zagadnién tłoczenia
blach. Przedstawiono modelowanie nowoczesnych materiałów stosowanych w tłocz-
nictwie jakimi są blachy spawane (tailor welded blanks) oraz blachy powlekane poli-
merem nowoczesny materiał w przemyśle opakowán, co wymagało opracowanie za-
awansowanych modeli konstytutywnych.

Metodę elementów dyskretnych zastosowano do modelowaniamateriałów sypkich
oraz skał. Modelowanie ośrodków sypkich przedstawiono na przykładzie zagadnie-
nia wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewania metodą traconego modelu.
Jako zastosowanie praktyczne modelu w mechanice skał pokazano symulacje proce-
sów urabiania skał. Urabianie skał modelowano bardzo wszechstronnie uwzględniając
efekty cieplne: generację ciepła wskutek tarcia oraz przewodzenie ciepła w narzędziu
i skale oraz uwzględniając zużycieścierne narzędzi skrawających.

Zagadnienia geotechniczne wykorzystano do przedstawienia mȯzliwości unifikacji
i integracji obydwu metod numerycznych. W symulacji procesu wytwarzania formy
piaskowej metoda elementów dyskretnych została wykorzystana do modelowaniu ma-
teriału sypkiego, a metoda elementów skończonych została wykorzystana do dyskre-
tyzacji odkształcalnego modelu ze styropianu. W modelu urabiania skał, metodę ele-
mentów dyskretnych zastosowano do modelowania skały podlegającej rozdrobnieniu,
a metodę elementów skończonych zastosowano w obszarze gdzie materiał skały nie
ulega zniszczeniu.

Symulacja praktycznych problemów inżynierskich ilustruje mȯzliwości opracowa-
nych modeli teoretycznych i algorytmów numerycznych implementowanych w pro-
gramie komputerowym.


