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1. Wstep

1.1 Modelowanie ciagte i dyskretne w mechanice materiatdw

Rozpatrywane w niniejszej pracy metody numeryczne, metbelmentéw skodczo-
nych (MES) i metoda elementéw dyskretnych (MED), wykorajestdwa r&ne podej-
§cia w modelowaniu materiatow. Metoda elementowsizonych jest metoda dyskre-
tyzacyjna, stosowana w celu rozwiazania numerycznegdet ciagtego, Zametoda
elementow dyskretnych jest otrzymana beapdnio poprzez opis matematyczny ma-
teriatu jako Grodka dyskretnego.

1.1.1 Ciagte i dyskretne modele materiatow

Budowa ciat statych charakteryzuje sie swoista struktuW przypadku niektorych
materiatéw, np. skat, ich ziarnista struktura czesto yastoczna gotym okiem, a w
przypadku innych materiatéw, np. metali, ich strukturakrostruktura) ujawnia sige
przy obserwacji pod mikroskopem. Rysunek 1.1a,b przedstpreyktadowe mikro-
struktury metalu i skaly obserwowane pod mikroskopem aptym. Obecnie obser-
wacje mana prowadd w skali nano, a nawet na poziomie czastek elementarnych.
Na rys. 1.1c przedstawione sa krysztaty ztota obserwovpaaemikroskopem elek-
tronowym. W przypadku metali i skat ziarna, tworzace stuof ciata, sa ze soba
powiazane sitami kohezji, natomiast w przypadku matéwasypkich, np. suchego
piasku (rys. 1.1d), mamy do czynienia z ziarnami (czastkame powiazanymi ze
soba.

Ze wzgledu na sposob traktowania struktury materiatu imganodele materiatow
mazna ogdlnie podzieti na:

e modele ciagte (kontinuum),
e modele dyskretne.

Modele ciagte pomijaja nieciagdai lub pustki wystepujace w materiale oraz ziarnista
i molekularna strukture materiatu, unaac go za srodek ciagty w sensie makro-
skopowym. Zaktada sie ponadtpe ciagt&t osrodka jest zachowana réwaig@od
obciageniem.

W modelowaniu matematycznynsimdka ciagtego ciato traktuje sie jako obiekt
geometryczny w przestrzeni euklidesowej, ktorej punksnigfikuje sie z czastecz-
kami materialnymi ciata [82, 181]. W stosunku do tak wyidealanego ciata de-
finiuje sie ciagiét w sensie matematycznym. Zaktada sie cigghaystepujacych

1



2 1. Wstep

|
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C) d)
Rys. 1.1. Struktura materiatu — a) mikrostruktura metalgestvowana pod mikroskopem
optycznym, b) mikrostruktura piaskowca obserwowana polraskopem optycznym, c)
krysztaly ztota obserwowane pod mikroskopem elektronoydyziarna piasku.

w teorii funkcji z mazliwym wyjatkiem na skaczonej liczbie wewnetrznych po-
wierzchni nieciagtéci, oddzielajacych obszary ciagte.

W przeciwighstwie do modeli ciagtych modele dyskretne uwzgledni@gciagto-
Sci materiatu lub jego rozdrobnienie, traktujac go jalevonlek zt@aony z obiektéw
dyskretnych. Mana budowa modele dyskretne uwzgledniajac strukture materiatdw
na r&nych poziomach obserwacji. Obecnie corazscig przedmiotem zaintereso-
wania jest struktura materialu jak réwmiéunkcjonalnog elementéw tej struktury w
mozliwie matej skali. Maliwost projektowania materiatéw i struktur atomowych
wzmaga zainteresowanie tymi metodami mechaniki, ktérevadza do modelowa-
nia materiatdbw na poziomie nanostruktury lub na poziomaretwym, jak np. na-
nomechanika i dynamika molekularna. W metodzie elementyskrétnym materiat
modeluje sie jako zbidr elementdw (czastek) sztywnyctizadujacych miedzy soba
poprzez sity kontaktu.

Przy prze$ciu od modelu fizycznego do matematycznego opisuje sievadg-
nimi réwnaniami obowiazujace i zatone prawa i zasady fizyki. W modelowaniu
materiatéw poddanych obdaniom gtéwnym zadaniem jest odpowiednie sformuto-
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wanie zwiazku konstytutywnego, charakteryzujacegdaa@nie sie materiatu. Kon-
struowanie ogoélnych zwiazkéw konstytutywnych jest zagediem bardzo ztonym.
W tworzeniu modeli konstytutywnych w mechanice kontinuuopylarne jest podej-
scie fenomenologiczne. Polega ono na znalezieniulimig@ zwartej formy zapisu
zalezndsci zaobserwowanych w eksperymentach przeprowadzanydtalivrsakro-
skopowe;.

W modelach dyskretnych zachowanie makroskopowe matestatymuje sie po-
przez przyjecie odpowiednich modeli oddziatywania raedbiektami modelu dys-
kretnego. Modelowanie nazszym poziomie pozwala na opracowanie modelu kon-
stytutywnego dla poziomu bezp@dnio wyszego. Wykorzystywane jest to w mode-
lowaniu wieloskalowym, w ktorym opisuje sie zachowanietenatow w wielu ska-
lach. Model konstytutywny materiatu w metodzie element@sikaetnych mana trak-
towat jako dyskretny model mikromechaniczny, ktéry zdefiniowpast przez zwiazki
konstytutywne dla oddziatywania kontaktowego miedzyredatami dyskretnymi.

1.1.2 Numeryczne metody rozwiazywania zagadnieciagtych

Modele matematyczne, opisujacgradek ciagty, sa najcaeiej uktadami rowna cat-
kowych lub r&niczkowych czastkowych. Wynika to stamk w csrodku ciagtym wy-
stepujace zmienne sa zafe od co najmniej jednej zmiennej przestrzennej oraz czasu
(jesli badany obiekt jest zmienny w czasie). Model matematygest uzupetniony
odpowiednimi warunkami brzegowymi i poczatkowymi. W rkaaie otrzymuje sie

do rozwiazania zagadnienie brzegowe lub brzegowo-pkoze.

Jedynie w prostych zagadnieniach ztiwe jest Sciste rozwiazanie analityczne
otrzymanego problemu matematycznego. NdciEs rozwiazanie wymaga stosowa-
nia metod przybfionych. W praktyce wykorzystuje sie najéegj przyblzone me-
tody numeryczne. W wyniku model matematyczny przybieratggosktora mana
nazwa& modelem numerycznym danego obiektu.

Metody numeryczne oparte sa na pewnej procedurze dygk@tinej, ktéra trans-
formuje problem ciagly (uktad o nieskozonej liczbie stopni swobody) do problemu
dyskretnego, w ktérym mamy do czynienia z uktadem r&wnaskaczonej liczbie
niewiadomych. W zagadnieniach brzegowo-poczatkowybtblaegowych dla zagad-
nienia ciaglego przeprowadza sie zwykle najpierw dytsizacje przestrzenna, prowa-
dzaca do dyskretnego zagadnienia poczatkowego, kbdrgigzuje sie, wprowadza-
jac dyskretyzacje czasowa, umiwiajaca przyblzone catkowanie réwnawzgledem
czasu.

Do numerycznych metod przybbnego rozwiazywania ciagtych zagadmie
brzegowo-poczatkowych zaliczamy metodgni@ skarczonych — MRS [205], me-
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tode elementow brzegowych — MEB [39], metode elementéenskonych — MES
[138, 137, 315, 22], tnorodne metody bezsiatkowe, jak np. metode czastekyrozm
tych (@ng. SPH — smoothed particle hydrodynamics) [171], metode ftumiswo-
bodnych [126], metode punktéw materialnych, zwana rémetoda ,czastki w ko-
morce"@ng. material point method lub particle-in-cell-method) [2296].

Istota metody rénic skarczonych [205] jest zastapienie pochodnych odpowied-
nimi ilorazami r@&nicowymi okre&slonymi na dyskretnym zbiorze punktow. Metode
réznic skarczonych poczatkowo stosowano do réwmézniczkowych (sformutowa-
nie lokalne), pozniej rozszerzono zakres jej zastosomeazagadnienia sformutowane
w postaci wariacyjnej (sformutowanie globalne). W stadidarym sformutowaniu
MRS stosowano regularna (kwadratowa, prostokatnagshgscienna) siatke weztow.
W zaawansowanych sformutowaniach stosuje sie dowohbtéigsiveztow [170]. llo-
razy ré&enicowe mana zbudowa na dowolnie wygenerowanych punktach, dzieki temu
to sformutowanie MRS mmma zalicz¢ do metod bezsiatkowych [206]. Zaleta MRS
jest prostota sformutowania i tatwD implementacji. Sformutowanie MRS dla do-
wolnych siatek pozwala wyeliminowgproblemy z dyskretyzacja skomplikowanych
ksztaltow geometrycznych. W dalszym ciagu jedna z wad kepotliwe zadanie
warunkéw brzegowych typu von Neumanna. Metodanié skaczonych jest szeroko
stosowana w mechanice ptynéw. Jest rOwrssowana w mechanice ciat statych, np.
znany program do rozwiazywania zagadneegeomechaniki FLAC [79] jest oparty na
metodzie ranic skarczonych.

W niniejszej pracy jako metoda dyskretyzacji zagadnieiggtego bedzie stoso-
wana metoda elementéw skezonych. Idea metody elementéw &kaonych jest po-
dziat rozpatrywanego obszaru ciagtego nafglamna liczbe podobszaréw (elementéw
skahczonych) potaczonych ze soba w punktach weztowychapeaksymacja rozwia-
zania w obszarze elementdéw za pomoca funkcji interpatgeyy (funkciji ksztattu) i
wartcsci w weztach [138, 137, 315, 18]. R6wnania metody elemersikonczonych
otrzymuje sie ze sformutowania catkowego (globalnegmagaienia, korzystajac z
zasady wariacyjnej lub z metody residuéw (resztg@raych. W metodzie wariacyjnej
wykorzystuje sie stabe sformutowanie analityczne, ngvnanie zasady prac przygo-
towanych lub definiuje sie problem minimalizacji pewnegaKcjonatu. Metoda resi-
duéw waonych przeksztatca lokalne sformutowanie zagadnieriegmwego w cat-
kowa postéa staba. Do przyblionego rozwiazania zagadnienia minimalizacji stosuje
sie metode Ritza, a do stabej postaci stosuje sie mébadigrkina. Metoda Galerkina
jest metoda bardziej ogélnaminetoda Ritza, mma ja stosowaréwniez wtedy, gdy
nie mazliwe jest zdefiniowanie zagadnienia minimalizacji i nimisje sformutowanie
wariacyjne (staba postatrzymuje sie wéwczas z metody residuéwzamych). MES
jest metoda stosunkowo najbardziej uniwersalna i wssteshna. Do zalet MES na-
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lezy tatwost dyskretyzaciji skomplikowanych ksztattow, tatsgakreslenia warunkéw
brzegowych i fatwét adaptacyjnego zageszczania i rozrzedzania siatki.

Metoda elementéw brzegowych [39] polega na sprowadzertadukréwna réz-
niczkowych z zadanymi warunkami brzegowymi do uktadu réivoatkowych, okre-
Slonych na brzegu rozpatrywanego obszaru. W muehiu od metody elementéw
skahczonych i metody rénic skaxczonych, jej stosowanie nie wymaga dyskretyzacji
wnetrza obszaru, a jedynie jego brzegu. Jest to gldwndaztdg metody. Metoda
elementow brzegowych dobrze reprezentuje nibskone obszary. Niestety jej wady,
takie jak trudnéci w zastosowaniu do zagadniaieliniowych i Grodkéw niejedno-
rodnych, ograniczaja natiwosci jej wykorzystania.

Jedna z niedogodioi w stosowaniu metody elementow skaonych jest koniecz-
nost generacji odpowiedniej siatki elementéw, co w przypadéangplikowanych troj-
wymiarowych geometrii nie jest proste dla niektérych typélementow. W analizie
duzych deformacji siatka elementéw ulega nadmiernym dyjtorsco powoduje ko-
nieczn&E nieraz wielokrotnego przesiatkowania domeny oblicasgjo Uniknigcie
tych probleméw to jeden z powoddéw rosnacej populaonanetod bezsiatkowych.
Istnieje wiele metod bezsiatkowych. Parey wspomniano o bezsiatkowej metodzie
réznic skarczonych [206]. Innymi metodami bezsiatkowymi jest metodastek roz-
mytych @ng. SPH — smoothed particle hydrodynamics) [171], metoda punksiwvo-
bodnych [126], metoda punktoéw skezonych éng. fnite point method) [214] i bez-
siatkowa metoda Galerkinarig. element free Galerkin method) [24]. Wspdlna ce-
cha metod bezsiatkowych jest tre lokalna aproksymacja poszukiwanej funkcji jest
oparta jedynie na warsziach tej funkcji (lub wartsciach dziatajacych na nia opera-
toréw, np. pochodnych) w poszczegélinych wybranych puttktdaszaru. Ta aproksy-
macja nie wymaga istnienia jakiejkolwiek sztywnej strulgtweztéw, ani okrélania
jakichkolwiek potaczé miedzy weztami. Wezty moga bygenerowane regularnie i
rownomiernie lub w sposéb dowolny z mliwoscia lokalnego zageszczania. Jedna
z zalet metod bezsiatkowych jest tats@dokalnego zageszczania dyskretyzacji po-
przez dodawanie punktéw. W metodach bezsiatkowych stasumbatwe jest rownie
wprowadzenie nieciagéei materiatu. Z tych powodoéw metoda czastek rozmytych i
metoda punktéw swobodnych jest stosowana do symulaczezesia materiatu pod
obcigeniem uderzeniowym. Metoda czastek rozmytych zostatagikowo rozwi-
nieta dla problemoéw dyskretnych w astrofizyce [66]. Pégmostata zastosowana
jako metoda dyskretyzacyjna do zagadnigagtych. Czesto zalicza sie ja do szerokiej
klasy metod czastek materialnych. Niektére z metod ekastaterialnych sa oparte
o model dyskretny i spetniaja zatenia pozwalajace traktowge rownie jako szcze-
g6Ilna odmiane metody elementéw dyskretnych [171].
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1.1.3 Numeryczne metody rozwiazywania zagadniedyskretnych

W wyniku modelowania dyskretnego otrzymuje sie bézpdnio dyskretny prze-
strzennie model matematyczny, w ktérym zmienne sa jedfim&cjami czasu. W
zwiazku z tym rozwiazanie numeryczne tego zagadnienyaskuge sie bez potrzeby
stosowania przestrzennej procedury dyskretyzacyjnejowgdzajac jedynie dyskre-
tyzacje czasowa.

Typowa metoda numeryczna, wykorzystujaca béegdnio dyskretny model fi-
zyczny, jest metoda elementéw dyskretnych [57]. Terminestooha elementow dys-
kretnych okréla sig klase metod, w ktorych materiat jest reprezentgwazez zbior
elementoéw/czastek/blokéw o skezonych rozmiarach, oddziatujacych miedzy soba.
Czesto metody elementow dyskretnych, zwtaszcza metodpraystujace elementy
dyskretne o ksztatcie kuli, oksa sie jako metody czaster(g. particle methods) P.
Cundall dla sformutowanej przez siebie metody elementdskidtnych stosuje termin
Ldistinct element method” [53].

Nie kazdy model dyskretny mana zalicz¢ do metod elementéw dyskretnych.
Przyjmuje sie [56]ze algorytm metody elementéw dyskretnych:

e musi opisyw@& skaczone (dae) przemieszczenia i obroty elementéw dyskret-
nych,

e musi pozwalé na rozdzielenie potaczonych elementéw,

e musi wykrywa& automatycznie istniejace i powstajace nowe pary kanjagych
sie elementow dyskretnych.

Czastki (elementy dyskretne) mogachgiowolnego ksztattu — (i) w zagadnieniach
dwuwymiarowych: walce o podstawie kotowej (rys. 1.2a) [2B5] lub eliptycz-
nej [282], graniastostupy o podstawie bedacej dowolnyi@lofookiem (rys. 1.2b)
[52, 59], (i) w zagadnieniach tréjwymiarowych: kule [535% 167, 110], elipso-
idy [288, 131] lub wiel&ciany [54, 106]. Mana te stosowa elementy dyskretne o
dowolnie nieregularnym ksztalcie zdefiniowane matematigciub utworzone przez
potaczenie na sztywno lub spiscie czastek sferycznych (rys. 1.3) [185, 198]. Sto-
sowanie ranych ksztattow jest uzasadnione tyre, czastki (ziarna, bloki) w @hych
materiatach moga méenieregularny ksztalt i stosowanie elementéw dyskretnych
ksztattach zblionych do ziaren rzeczywistych ualiwia lepsza reprezentacjémdka
dyskretnego [185]. W [186] pokazanme aczkolwiek podstawowe efekty wystepujace
w oSrodku granularnym nmma uchwyadt przy zastosowaniu elementéw dyskretnych

1Termin metody czastek obejmuje zazwyczaj réverbezsiatkowe metody czastek, np. metode SPH,
stosowane jako metody dyskretyzacyjne w rozwiazaniu myczeym zagadnie ciagtych [171].
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Rys. 1.2. Rane ksztaity elementéw dyskretnych: a) walce, b) wieloboki

Rys. 1.3. Tworzenie nieregularnych ziaren z czastek saych [185].

0 ksztalcie sferycznym, to zastosowanie elementéw o ksetatesferycznym popra-
wiato zgodnac ilosciowa z wynikami eksperymentalnymi. Zaleta walcowydtie-
rycznych elementéw dyskretnych jestzduefektywn&t numeryczna osiagana dzigki
tatwemu wykrywaniu kontaktu miedzy czastkami. Nieregok czastki wymagaja
bardziej skomplikowanego i kosztowniejszego obliczemicaigorytmu wykrywania
kontaktu [298, 297].

Rozmiary elementéw dyskretnych zateod poziomu modelowania. Metody ele-
mentéw dyskretnych (czastek) mma stosowa jako metode modelowania na pozio-
mie atomowym, mikroskopowym, mezoskopowym lub makroskgpo. Elementy
dyskretne (czastki, bloki) moga reprezentévearebne ciata materialne, jak np. atomy
lub czastki, ziarna materiatu sypkiego lub rozdrobnianggk réwnie moga repre-
zentow& ziarna struktury materiatu lub pewien podobszarodka ciagtego, bedac
szczegOlnym rodzajem dyskretyzacji.

Metoda elementéw dyskretnych traktuje nag@ej modelowany problem jako za-
gadnienie dynamiki. Ruch czastek jest zgodny z zasadardi Newtona dla bryt
sztywnych — modelem matematycznym w metodzie elementéwretys/ch sa rowna-
nia rézniczkowe zwyczajne, réwnania Newtona dla ruchu postggovwraz réwnania
Eulera, j&li w danym sformutowaniu rozpatruje sie ruch obrotowy. ddmwanie dys-
kretne mana réwnig stosowa do rozwiazywania zagadriestatycznych [284].
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W zalezncsci od modelowanego problemu czastki (elementy dyskyetroga od-
dziatywat migdzy soba mnego rodzaju sitami. Na poziomie makroskopowym moga
to by€ sity oddziatywania kontaktowego wtacznie z sitami taraity spéjnéci (kohe-
zji lub adhezji) lub sity grawitacji (w symulacji zjawisk @sfizycznych). Na poziomie
atomowym (molekularnym) moga to bity oddziatywania elektrostatycznego, sity
jadrowe lub sity van der Waalsa.

Waznym, a czesto jedynym mechanizmem oddziatywania migdagtkami, jest
oddziatywanie przez kontakt przy zderzeniu czastek. Zgigdu na sposéb traktowa-
nia kontaktu zderzajacych sie czastek metody elemedy®kretnych mana podzielk
na metody ,sztywnego” (nieodksztatcalnego) kontaking, hard contact) [144, 97]

i metody ,miekkiego” (odksztalcalnego) kontaktang. soft contact) [57, 289]. W
metodach sztywnego kontaktu, zwanych révemeetodami sterowanymi zdarzeniami
(ang. event driven method), na podstawie roWinaichu wyznacza sie moment naj-
wczesniejszego zderzenia pary czastek. Dla tej pary wyznadezpredkdci czastek
po zderzeniu na podstawie zasady zachowania pedu i prayarstm wspoétczynniku
restytucji. Zaktada sie nieodksztatcatadkontaktujacych sie czastek i zaniedbuje sie
czas zderzenia (przyjmuije sie czas zderzenia réwny zdlatego metoda nadaje sie
do modelowania problemow, w ktérych rzeczywisty czas zefgiezjest bardzo kroétki.
W metodzie kontaktu sztywnego nie o&le sie sity kontaktu. Standardowe metody
sterowane zdarzeniami dziataja dobrze w przypadku maigpy zderzé, podczas
gdy dla dizej liczby zderzga, co ma miejsce przy dym zageszczeniu czastek, rozwia-
zanie mae tract stateczngt. Opracowano ulepszone sformutowania metody sztyw-
nego kontaktu, ktore lepiej radza sobie z problemami Wielmych zderza [81].

W metodach migkkiego kontaktu [57] dopuszcza sie pevareacje elementdw
(ograniczenia kontaktowe sa wprowadzone za pomoca jikikty), co mazna trakto-
wa jako efekt rownowzny odksztatceniu sie czastek wskutek zderzenia. W nzetod
tej wprowadza sie model dla oddziatywania kontaktowegkiesunku normalnym jak
i stycznym do ptaszczyzny styku. Mpa réwnig wprowadzt model dla momentu od-
dziatywania kontaktowego. W metodach kontaktu migkkiederzenie trwa pewnien
czas, zaleny od modelu kontaktu [167]. Metody miekkiego kontakéLdektadniejsze
w rozpatrywaniu jednoczesnych zddizamiedzy wieloma czastkami.

Oddziatywanie migdzy elementami dyskretnymi/czasikamze réwnie wyste-
powet bez zderze miedzy czastkami, jak np. w modelach rozpatrywanych wady
mice molekularnejgng. MD — molecular dynamics) [98, 164]. Przedmiotem analizy
w dynamice molekularnej jest ruch uktadu czastek/atom@adziatywanie miedzy
nimi okresla sie na podstawie przyjetego potencjatu oddziatymaModel matema-
tyczny stanowia réwnania raiczkowe zwyczajne, opisujace ruch czastek zgodnie
z zasada dynamiki Newtona. Dynamika molekularna stantéswidardowe narze-
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dzie w badaniach zachowania sie gazéw, cieczy i ciat dtaha poziomie moleku-
larnym. tatwo jest dostosowae metode do badania uktadéw dyskretnych makro-
skopowych [290]. Standardowo dynamika molekularna wykstisgvana jest do obli-
czeh parametréw materiatowych, takich jak wspoétczynnik dyifuziepto wiasciwe i
przewodné&c, a take do badania struktur krystalicznych i reakcji chemicimydoz-
liwe jest rownie badanie wiaciwasci mechanicznych materiatéw polikrystalicznych
[148]. W modelowaniu molekularnym rana stosow@ rowniez modelowanie sta-
tyczne. W pracy [284] badano przemieszczenia w struktugedygnczego krysz-
tatu na poziomie pojedynczego atomu, wykorzystujac (Emiejdyskretne oparte na
statyce molekularnej. W modelowaniu numerycznym dyslkretiukture atomow
zamieniono na siatke pseudolementdw, reprezentujacgidaiatywanie molekularne
miedzy atomami-weztami.

W niniejszej pracy bedzie stosowana i rozwijana metodmeiagow dyskretnych
oparta na modelu dyskretnym, wykorzystujacym czastkindyyczne w zagadnie-
niach ptaskich i kuliste w zagadnieniach trojwymiarowydWietoda ta jest oparta na
idei zaprezentowanej po raz pierwszy przez P. Cundalla W [Metode te mana
wykorzystyw& do modelowania na poziomie mikro-, mezo- lub makroskopowy
Metoda mae byt wykorzystana do modelowania materiatbw granularnyckrod-
kéw rozdrobnionych, jak réwniedo modelowania skat i gruntéw. Czastkazeae-
prezentowa rzeczywiste ziarno materiatu lub pewien konglomeratrgigk réwnie
reprezentow@ pewien przypisany jej obszasmdka ciagtego, stanowiac szczegolna
metode dyskretyzacjissodka. W modelu bada sie ruch postepowy i obrotowy cza-
stek pod wplywem sit zewnetrznych oraz wzajemnego odgziahia czastek. Wza-
jemne oddziatywanie obejmuje sity kontaktowe w kierunkumalnym i stycznym
do powierzchni styku oraz oddziatywanie o charakterze nmimeSity kontaktowe
uwzgledniaja sity spigyste, sity ttumienia i tarcie, naiwe jest rownie wprowadze-
nie wiaza pochodzacych od sit spéjsoi. Przyjecie odpowiedniego modelu oddzia-
lywania kontaktowego pozwala uzyskaazadane zachowanie makroskopowe mate-
riatu. Uwzglednienie mrliwosci zrywania wiaza migdzy czastkami unaiwia mo-
delowanie powstawania i propagaciji peknig materiale. Jest to metoda o wszech-
stronnych maliwosciach w zastosowaniu do modelowania probleméw z wysiepuj
cymi nieciagt&ciami. Jest metoda powszechnie uznana w modelowantugskatow
i materiatow granularnych.

Przyktadem modeli dyskretnych nie zaliczanych do metothelgdw dyskretnych
sa modele sieciowafig. lattice), w ktdrych ciato state modeluje sie jako przestnza
konstrukcje pretowa lub belkowa. Modele sieciowe utivaiaja analize procesu pe-
kania na poziomie mikrostruktury [17, 33, 147], jak rownga stosowane do modelo-
wania materiatéw rozdrobnionych [38].
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Innym przyktadem modelowania numerycznego, wykorzgstego modelowanie
dyskretne, jest metoda sztywnych elementowhskzonych [153], w ktorej ukiad cia-
gly jest zastapiony uktadem bryt sztywnych potaczonyelsaba niewzkimi elemen-
tami sprgystymi i tumiacymi. Réwnania opisujace ruch sztywngtbmentéw skib-
czonych sa oparte na réwnaniach dynamiki ciata sztywneigeego ich postamate-
matyczna jest podobna do réwnatosowanych w metodzie elementdw dyskretnych,
wykorzystujacej elementy o dowolnym ksztatcie. W metedzitywnych elementow
skahczonych, w sformutowaniu przedstawionym w [153], nie @tzpvano mali-
wosci oddziatywania kontaktowego miedzy elementami. W zzhiu metoda miata
stuzy¢ idealizacji wigkszych c&ei konstrukgji, ktérych odksztatcenia ma byto za-
niedba&. Potaczenia za pomoca elementéw gpsgych z zataenia byty trwate, nie
przewidywano maliwosci ich zerwania, dlatego metoda sztywnych elementévisko
czonych nie mogta bystosowana do symulacji odksztalce nieciagt&ciami wywo-
tanymi powstawaniem i propagacija szczelin.

1.1.4 Wady i zalety modeli ciagtych i dyskretnych

Kazdy z opisywanych modeli i kala z metod ma swoje zalety w modelowaniu wy-
branych zagadnie jak réwnie swoje ograniczenia. Standardowe modele ciagte nie
sa odpowiednie do zagadniew ktdrych procesy zachodza pod wptywem zjawisk wy-
stepujacych w matej skali. W modelowaniu zagadniematej skali dynamika mole-
kularna wykorzystujaca modele dyskretne jest naturalagosobem modelowania.

Duze trudnéci wystepuja przy stosowaniu modelowania ciagtego gadaieniach
z nieciagt&ciami, problemach lokalizacji odksztafcéub mechaniki pekania. Pro-
blemy, w ktdrych wystepuije ostabienie materiatu, z matgemnego punktu widzenia
sa zle sformutowaneafg. ill-posed). Konieczne jest stosowanien®drodnych metod
regularyzaciji, jak sformutowania nielokalne [227], sfatiowania gradientowe [61],
model grodka Cosserat [278] lub modele lepkoplastyczne [68].

Do rozwiazania problemoéw z nieciagldami opracowano specjalne sformutowa-
nia metody elementoéw skazonych, np. [42]. W sformutowaniach uwzgledniajacych
silne nieciagt8ci, standardowa interpolacja, stosowana w metodzie elgweska-
czonych, jest wzbogacona o specjalne funkcje opisujaeeiagte pola aproksymo-
wanych zmiennych [60, 203]. Mimo dych maliwosci tych metod, do zagadriiez
licznymi powierzchniami nieciag&ziami, w ktérych nastepuje rozdzielenie badanego
obszaru ciagtego na wiele oddzielnych podobszaréw, jle@Eidaja sie modele dys-
kretne, nie wymagajace ktopotliwych zakh zwiazanych z ciagkria stosowanych
funkcji w obszarze opisywanym modelem. kigvosci modelowania dyskretnego sa
wykorzystywane w metodzie elementow dyskretnych. Metada haturalny sposéb
uwzglednia istniejace i powstajace pod olzeigiem nieciagtsci. Doskonale nadaje
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sie do modelowania materiatéw granularnych, rozdrobygbn gruntéw i skat. W
efektywny sposéb modeluje problemy pekania.

Modele dyskretne prowadza zazwyczaj daylth modeli obliczeniowych, co sta-
wia wysokie wymagania mocy obliczeniowej i pociaga zassdlugie czasy oblicze
Ogranicza to w znacznym stopniu misvoSci stosowania metody elementéw dyskret-
nych. W niektérych przypadkach modelowanie ciagtezmbyt bardziej efektywne.
Wielkost modelu obliczeniowego w metodzie elementéw dyskretnyghika z ko-
niecznéci stosowania elementéw o zhinych rozmiarach. W metodzie elementéw
skanhczonych w wigkszeci zagadnie@ mazna stosow@ siatki o zmiennej geséei, co
pozwala zoptymalizowawielkos¢ modelu obliczeniowego.

Prostota sformutowania metody elementdéw dyskretnyclerajacej sie na przyje-
ciu prostych ksztattéw elementéw i prostych modeli oddziatnia kontaktowego, jest
z jednej strony zaleta, jednak z drugiej stronyz@@granicza mazliwosci uzyskania
doktadnego rozwiazania, zwtaszczéljehodzi o sity. Inna wada metody elementow
dyskretnych jest trudrsd wyznaczenia parametrow mikroskopowych dla zadanych
whasnaci makroskopowych.

Wobec wymienionych wad i zalet modelowania ciagtego i dgstego naturalnym
jest dgenie do taczenia tych odmiennych pdidejv celu wykorzystania zalet obydwu
sposobéw modelowania i badanie fiwosci wzajemnego uzupetniania sie. Wprowa-
dzajac pewne elementy modelowania dyskretnego do moidgliych mana popra-
wi¢ mazliwosci modelowania nieciagbzi. Takim przyktadem jest wbudowanie dys-
kretnego elementu szczeliny do modelu metody elementdvcglomych. Dyskretny
model szczeliny mee byt reprezentowany poprzez element ggsty lub kontaktowy
o odpowiednich witaciwdsciach. Préba potaczenia zalet modelowania ciagtegs-i d
kretnego sa niektére metody bezsiatkowe, jak np. metodstek rozmytych (SPH) i
metoda punktéw swobodnych oraz modelowanie wieloskalawdrych na niskich
poziomach stosowane sa modele dyskretne, a na poziomarstzyoh modele ciagte.

Innym pode$ciem umaliwiajacym wykorzystanie zalet modelowania ciagtego i
dyskretnego jest integracjamdych podeic w jednym modelu numerycznym z e
woscia ich réwnoczesnego wykorzystania vemgch podobszarach modelu.

W niniejszej pracy zostanie przedstawione sformutowaniékwjace metode ele-
mentéw skéiczonych i metode elementéw dyskretnych.

1.1.5 Jawne i niejawne metody catkowania wzgledem czasu

Model matematyczny dynamiki odksztatcalnegeramka ciagtego po dyskretyzacji
przestrzennej, np. za pomoca metody elementévackanych, oraz model matema-
tyczny csrodka dyskretnego, np. otrzymany metoda elementow dirskeh, stanowia
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zagadnienie poczatkowe opisane przez uktad rémndaniczkowych zwyczajnych z
odpowiednimi warunkami poczatkowymi. Rozwiazanie peofu wymaga catkowa-
nia tych rowna wzgledem czasu. W rozwiazaniu numerycznym stosujengiody
przyblizonego catkowania. Najcgeiej stosowane metody przybdinego catkowania
zagadnié poczatkowych nafm do klasy metod @hicowych [122]. Metody réni-
cowe wprowadzaja dyskretyzacje czasowa — przgnlia rozwiazania wyznaczane sa
jedynie w pewnych punktach (chwilach czasu) matgych do przedziatu rozwiazania.

Metody catkowania mzna podzieli na metody jawne (otwarte, ang. explicit) i
niejawne (zamkniete, ang. implicit):

e metody jawne zakladaja spetnienie rovimaichu na poczatku kroku czasowego i
ekstrapoluja rozwiazanie w czadit,

e metody niejawne prébuja (zazwyczaj iteracyjnie) sgetdiwnanie ruchu na keu
kroku.

Zaleta metod jawnych (otwartych) jest niewielki koszt wgzzenia nowego przy-
blizenia (w kolejnej chwili czasu). Kolejne wa#oi poszukiwanych funkcji uzyskuje
sie bezpérednio poprzez rozwiazanie uktadu réwinatrzymanych po zastosowaniu
schematéw rnicowych. Rozwiazanie jawne jest szczegolnie tatvgl mastosuje sie
diagonalizacje macierzy mas. Wowczas uktad rviEES rozprzega sie i nie ma po-
trzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy dienagzenia rozwiazania
uktadu réwna algebraicznych. Wada tych metod jest warunkowa stasiilnogra-
niczajaca dtugst kroku catkowania, co sprawiae rozwiazanie wymaga stosowania
duzej liczby krokéw catkowania.

Zaleta metod niejawnych (zamknietych) jest ziwo5¢ zbudowania algorytmu
bezwarunkowo stabilnego. Koszt otrzymania nowego przghia jest jednak znacz-
nie wiekszy. Rozwiazanie niejawne wymaga zazwyczajsastania procedury itera-
cyjnej. Koniecznét uzyskania zbiencsci na kroku rozwiazania jest jedna z z niedo-
godndci schematéw niejawnych, geyv wielu przypadkach, np. w zagadnieniach z
kontaktem lub w problemach silnie nieliniowych, moga veyst problemy ze zbie
noscia rozwiazania iteracyjnego.

Do zalet metod jawnych nata mate wymagania wobec pamieci komputera, dzigki
temuze nie buduje sie macierzy sztywsud uktadu. Zt@ondt obliczeniowa, zaréwno
czasowa jak i pamieciowa, jest liniowa w zatesci od liczby stopni swobody, co w
metodach niejawnych jest naj&agej niemaliwe. W przypadku daych modeli za-
lety metod jawnych przewaja nad ich wadami i niedogodsciami, co sprawiaze sa
chetnie wykorzystywane w praktyce do analizy zagatlifzynierskich, prowadza-
cych do daych modeli obliczeniowych.
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Metoda elementéw skmzonych z jawnym catkowaniem rowmauchu jest po-
pularnym narzedziem w wielu zastosowaniach praktycznyek np. analiza kon-
strukcji poddanych obcieniom uderzeniowym, symulacja proceséw ttoczenia blach
i inne. Mazliwosci zostana przedstawione w aplikacjach zawartych w jsireg pracy.
Jawne algorytmy catkowania sa standardowa metoda ezamia w metodzie elemen-
téw dyskretnych, ktéra jest szeroko wykorzystywana w r@aywaniu zagadnie z
geomechaniki.

1.2 Celizakres pracy

Celem niniejszej pracy jest opracowanie sformutbweoretycznych i algorytméw nu-
merycznych dla dwoéch mhych metod numerycznych, wykorzystujacych jawne cat-
kowanie réwna ruchu wzgledem czasu:

e metody elementéw skwmzonych,
e metody elementéw dyskretnych,

ich implementacja w programie komputerowym oraz zastos@ver analizie prak-
tycznych probleméw imynierskich.

Rozpatrywane zagadnienia praktyczne malélo r@nych dziedzin nowoczesnej
techniki. Analizowane beda

e procesy technologiczne, takie jak

— procesy przer6bki plastycznej objétiowej na zimno,
— procesy ttoczenia blach,
— procesy odlewania metali technika traconego modelu,

oraz
e zagadnienia geotechniki, gtdwnie procesy urabiania skat.

Dostepn& dwu ré&nych metod numerycznych daje mtisvoSt wyboru najbar-
dziej odpowiedniego modelu dla rozpatrywanego zagadmieetoda elementéw
skahczonych zostanie zastosowana do badargctuodksztatce metali w procesach
przerdbki plastycznej, Zametoda elementéw dyskretnych zostanie wykorzystana do
modelowania piasku w symulacji wytwarzania formy piaskparaz do modelowania
skat w symulacji procesow urabiania skat.

Jednym z gtéwnych celéw niniejszej pracy jest rovmigtegracja metody elemen-
téw skaczonych i metody elementéw dyskretnych — opracowaniegjigego algo-
rytmu numerycznego dla obydwu metod oraz opracowanie@ioteanego programu
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MED/MES. Celem integracji jest unzbwienie jednoczesnego wykorzystania mode-
lowania ciagtego i modelowania dyskretnego vzmgch czé&ciach lub ranych pod-
obszarach tego samego modelu. Pozwoli to twogtymalne modele numeryczne z
modelowaniem dyskretnym w podobszarze, gdzie moga wistaeciagtdci i dys-
kretyzacja za pomoca elementéw Bkaonych tam, gdzie stosowanie elementow dys-
kretnych mogtoby b§ nieefektywne. Dzieki temu nzma w sposéb efektywny za-
stosowa& obydwie metody, wykorzystujac ich zalety i unikajac wwhd. Przyktadem
modelu wykorzystujacego zintegrowane modelowanie jesieghskrawania skaty, w
ktérym narzedzie skrawajace jest dyskretyzowane za panebementoéw skzo-
nych, cz&t obszaru skaty, podlegajaca rozdrobnieniu, jest modatewza pomoca
elementéw dyskretnych, a pozostata&zeie podlegajaca rozdrobnieniu, za pomoca
elementow skiczonych.

Wspdlny schemat catkowania w obydwu metodach numeryczmgztvijanych
w niniejszej pracy utatwia ich wspoélna implementacje wrjgm programie nume-
rycznym. Dzieki wsp6lnemu algorytmowi rozwiazania rtiowe bedzie stworzenie
wspélnych procedur dla obydwu metod. Konieczne bedzienré@opracowanie spe-
cjalnych algorytméw. W celu unaiwienia modelowania inych podobszaréw tego
samego materiatu za pomocanych metod niezbedne bedzie opracowanie specjal-
nych algorytmoéw sprzegajacych, pozwalajacych na pezégnie oddziatywania mie-
dzy obydwoma obszarami bez wprowadzania nzgpianych niefizycznych efektow
odbicia fal na potaczeniu podobszaréw MES i MED.

Rozpatrywane zagadnienia mechaniki charakteryzujalggmi zmianami geo-
metrii badanych obiektoéw i nieliniowym zachowaniem matnv. Badane sa mmo-
rodne materiaty poddane zZonym procesom fizycznym. Rozpatrywane sa metale i
polimery poddane diym odksztatceniom, badane sa przeptywy materiatu gaanul
nego oraz deformacje i zniszczenie skat. W zagadnieniaclzghia blach rozpatruje
sie ksztattowanie c&gi z zastosowaniem nowoczesnych materiatow jakimi sa:

e blachy spawaneafig. TWB - tailor welded blanks),
e blachy powlekane polimerem.

W celu modelowania nieliniowego zachowania sie matenadostana implemen-
towane nastepujace modele konstytutywne:

e model dla daych odksztatae spreysto-plastycznych metali, izotropowy oraz z
anizotropia plastyczna,
e spraysto-lepkoplastyczny model dlaziych odksztatce polimeréw,

¢ mikromechaniczne modele dla modelowania piasku i skat deettementow dys-
kretnych.
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W celu zastosowania modelu elementéw dyskretnych do meodelia skat zosta-
nie opracowany sposob wyznaczania parametréw modelu skigpowego na podsta-
wie wynikéw testéw laboratoryjnych, proby jednoosioweggiskania i préby brazy-
lijskiej. Zostana przedstawione metody wyznaczarsigednionych wielkéci makro-
skopowych takich, jak odksztatcenia i napegia dla modelu dyskretnego w metodzie
elementow dyskretnych.

Bardzo wanym elementem opracowywanych algorytméw numerycznyobwago
w metodzie elementdw skazonych, jak i w metodzie elementéw dyskretnych jest al-
gorytm analizy kontaktu. W diych zagadnieniach analizowanych za pomoca metody
elementéw skidczonych, takich jak symulacja ttoczenia blach czy analizych pro-
bleméw z geomechaniki metoda elementéw dyskretnych zZoasdzne jest efektywne
i niezawodne wykrywanie kontaktu.

W niniejszej pracy zostanie opracowany wiasny algorytmezliwiajacy analize
zagadnié kontaktowych:

e miedzy brzegami obszaréw dyskretyzowanych elementaaficionymi,
e Miedzy elementami dyskretnymi,

e miedzy elementami dyskretnymi a brzegiem obszaru dygkoetanego elemen-
tami skarczonymi.

Rozpatrywane zagadnienia wymagaja specjalnych sfomrattma poziomie ogol-
nym algorytmu oraz na poziomie elementéw is&ponych. Implementowany zostanie
specjalny algorytm catkowania réwmalla sformutowania mieszanego metody ele-
mentéw skéczonych, pozwalajacy unikbablokady objetéciowej w problemach z
matascisliwoscia oraz dajacy stabilne rozwiazanie dla elementdjkdtdych i czwo-
roSciennych z liniowa interpolacja przemieszczeniasn@nia. Pozwoli to zwigk-
szy¢ mazliwosci analizy daych odksztatoe sprgysto-plastycznych w problemach
przerébki plastycznej. W celu efektywnej analizyzgtah odksztatce spreysto-
plastycznych w zagadnieniach ksztattowania blach zastanplementowany spe-
cjalny tréjkatny element powtokowy bez obrotowych stopwiobody.

Modelowanie procesow urabiania skat wymadmeedzie szeregu nowych i orygi-
nalnych rozwiaza. W symulacji urabiania skat bedzie badana interakcjdyskaa-
rzedzia urabiajacego, rozpatrzony zostanie procegabniania skaty pod wplywem
narzedzia urabiajacego, jak rowniegdzie analizowany stan narzedzia, stan regre
oraz proces zywania narzedzia w trakcie urabiania. Dla badaniayeia narzedzi
urabiajacych zostanie opracowany specjalny algorytnmalimiajacy badanie ewolu-
cji ksztattu narzedzia. W opracowanym modelu uwzgledeibeda efekty termiczne,
zostanie uwzgledniona generacja ciepta wskutek tarcipomdaerzchni kontaktu na-
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rzedzia i skaly, bedzie badany proces przeptywu ciept&alesi narzedziu. Wptyw
temperatury narzedzia zostanie wziety pod uwage w eogiglkasci jego zuycia.

Wszystkie algorytmy numeryczne zostaty implementowaneregm@mmie nume-
rycznym Simpact/Stampack rozwijanym przez autora od wiatuve wspOtpracy
z Miedzynarodowym Centrum Metod Numerycznych weynierii w Barcelonie,
CIMNE (katal. Centre Internacional de Méetodes Numeérics en I'Enginyenmay. In-
ternational Center for Numerical Methods in Engineering).

1.3 Plan pracy

W rozdziale 1 przedstawiono motywacje podjecia ninigjgzacy badawczej oraz jej
cel i zakres. Przedstawiono gtéwne zadaia modelowania ciagtego i dyskretnego w
mechanice materiatdw. Omdwiono metody numeryczneasie do rozwiazania pro-
bleméw sformutowanych w ramach obydwu pdtejSzczego6ina uwage zwrécono na
metode elementéw skozonych z jawnym catkowaniem réwmauchu oraz metode
elementow dyskretnych. Przedstawiono wady i zalety maziatjtych i dyskretnych
oraz korzyci wynikajace z ich integracji. Krotko oméwiono gtéwnechg jawnego
schematu catkowania, stosowanego w obydwu metodach noemgigh. Zawarty we
Wstepie przeglad literatury ograniczono do pokazanivoju i stanu bieacego roz-
patrywanych metod numerycznych wraz z pracami nad ich iiatgg. Literatura do-
tyczaca bardziej szczegdtowych zagadnjest przedstawiona w poszczegélnych roz-
dziatach pracy.

W rozdziale 2 przedstawione jest sformutowanie metody elgdw skaéiczonych
jako metody rozwiazania zagadnienia ruchu ciata odksaiiaégo. Krétko opisano
wybrane elementy skmzone. Nastepnie omoéwione sa schematy catkowania row-
nah MES w czasie, ze szczegbélnym uwzglednieniem algorytraunggo, bedacego
podstawowym schematem rozwiazania stosowanym w niejegacy. Rozdziat 3
zawiera podstawowe sformutowania wybranych modeli kansgwnych weywanych
w modelowaniu zagadniepraktycznych przedstawionych w niniejszej pracy. W roz-
dziale 4 sformutowanie metody elementéw B8kmonych jest rozszerzone na zagad-
nienie kontaktowe.

W rozdziale 5 rozwinigto specjalne sformutowanie metotmentéw skaczo-
nych dla probleméw z mat&ciliwoscia, oparte na sformutowaniu mieszanym ze
specjalnym algorytmem catkowania. Sformutowanie elirjensekodliwy efekt blo-
kady objet&ciowe] wystepujacy w standardowym przemieszczeniowformutowa-
niu MES i niestabilné&t ciSnienia w standardowym sformutowaniu mieszanym MES.
Poprawnét sformutowania jest pokazana w praktycznych przyktadaebnobki pla-
stycznej objetdciowej na zimno. Wszechstronne rliwosci rozwinietego programu
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numerycznego w zastosowaniu do symulacjzeioych proceséw ksztattowania blach
ukazuje rozdziat 6.

Rozdziat 7 rozpoczyna c&g pracy péwigecona metodzie elementéw dyskretnych
oraz zintegrowanej metodzie elementéw dyskretnych hekonych. W rozdziale 7
przedstawiono podstawowe sformutowanie metody elemenltgskretnych obejmu-
jace réwnania ruchu oraz model oddziatywania kontaktawededzy elementami
dyskretnymi. W rozdziale 8 przedstawiono teoretyczne zzafeci migdzy wielko-
§ciami mikro- i makroskopowymi w modelach opartych na meie@lementow dys-
kretnych.

Tematem rozdziatu 9 jest integracja metody elementowhakonych i metody
elementéw dyskretnych bedaca numeryczna realizagigmydowego modelowania
dyskretno-ciagtego. W niniejszej pracy rozwinigto algm sprzgenia obydwu me-
tod numerycznych, posiadajacy wszechstronneliwosci stosowania mnych metod
w obszarach oddzielnych jak réwaiev réznych cz&ciach tego samegémdka. W
integracji metody elementéw skozonych i metody elementéw dyskretnych wykorzy-
stano wspélne elementy obydwu metod. Jednym ze wspolnytzh zealizowanych w
obydwu modelach jest poszukiwanie i wyznaczanie oddziahiv kontaktowego. W
rozdziale 10 opisano implementowany numeryczny algorytszpkiwania kontaktu
w zintegrowanym systemie metody elementowrskamnych i metody elementéw dys-
kretnych. Niezawodr&@ i numeryczna efektywr algorytmu wykrywania kontaktu
jest bardzo wanym aspektem w analizie dych problemoéw.

W rozdziale 11 badane sa efekty falowe wystepujace w tacdemetody elemen-
tow skahczonych, metody elementéw dyskretnych oraz w modelachybglvych me-
tody elementéw skiczonych i metody elementéw dyskretnych. Gtéwnym przedmio
tem bada sa odbicia fal na wewnetrznej nieciagth, wystepujacej przy potaczeniu
obszaréw modelowanych, za pomocamgch metod.

Rozdziat 12 ukazuje przyktad zastosowania metody elemenlfskretnych do
modelowania materiatdw granularnych. Metoda elementdskisyinych jest zasto-
sowana do modelowania piasku w numerycznym modelu procgsuanzania formy
w odlewaniu technologia traconego modelu. W modelu tym avgistano réwnie
hybrydowe modelowanie metodami elementéw dyskretnyclofickonych.

Rozdziaty 13—-17 pokazujazdorodne maliwosci wykorzystania metody elemen-
tow dyskretnych oraz hybrydowej metody elementéw dysken skahczonych w
modelowaniu skat i zagadrfieurabiania skat. Podstawowe zagadnienia zwiazane z
modelowaniem skat metoda elementéw dyskretnych sa smedzdziatu 13. Przed-
stawiono w nim sposoby dyskretyzacji probek skaty i prakheewyznaczanie para-
metrow modelu dyskretnego poprzez symulacje podstawoveyab laboratoryjnych,
proby jednoosiowegéciskania oraz préby brazylijskiej. W rozdziale 14 wykorzy
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stano metode elementéw dyskretnych i hybrydowa mettetpentéw skaczonych i
dyskretnych do symulacji probleméw mechanicznego urabiskat. Pokazano nze
liwosci metody elementdéw dyskretnych w modelowaniu zniszezskat, charkatery-
zujacego sig licznymi nieciagéciami.

W rozdziale 15 rozszerzono sformutowanie elementéw dysiob na zagadnie-
nia przeptywu ciepta. W rozdziale 16 potaczono algorytnalay termicznej z al-
gorytmem metody elementéw dyskretnych dla zagatniehu formutujac algorytm
metody elementéw dyskretnych dla zagadntermomechanicznych. Algorytm ten
wykorzystano w modelowaniu procesu urabiania skat jak@dagnia termomecha-
nicznego, w ktorym efekty cieplne maja istotne znacze#ielejnym rozszerzeniem
rozwijanego modelu numerycznego jest wprowadzenie w lial®ld7 zizycia jako
dodatkowego efektu w mechanicznym i termomechanicznymetoooddziatywania
kontaktowego miedzy skata a narzedziem urabiajacymzvwiiety algorytm nume-
ryczny zastosowano do praktycznego przyktadu skrawarity.sk

Praca zawiera dwa dodatki prezentujace wybrane podstawdmnania i definicje
dotyczace opisu ruchu ciata odksztatcalnego (dodateloA)}y sztywnej (dodatek B).

1.4 Stosowana notacja

W pracy w zapisie réwrfazostanie wykorzystana notacja tensorowa oraz notacja al-
gebraiczna (macierzowa). Notacja tensorowa zostanies@mastna gtéwnie w zapisie
podstawowych réwrfapraw fizyki. W wyprowadzeniu dyskretnych réwnanetody
elementéw skibczonych oraz metody elementéw dyskretnych notacja temsoro-
stanie zastapiona notacja macierzowa, wygodniejsza formutowaniu algorytmow
numerycznych. Ze wzgledu na zwastozapisu notacja tensorowa zostanie zastoso-
wana najczgciej w postaci absolutne;.

W stosowaniu notacji tensorowej i macierzowej zostangjpte nastepujace za-
sady:

1. Wielkosci skalarne oraz sktadowe tensoréw i wektoréw zostangaa@ pochyta
czcionka normalna, np, K, &, by, ¢, Aij, Bij, Cij, Diju , 0ij -

2. Symbole tensoréw i wektorow w notacji tensorowej zoataapisane pogrubiona
czcionka pochyla, npe,b,c,A,B,C,D,o.

3. Symbole macierzy i wektorow w notacji macierzowej bgdgisane pogrubiona
czcionka prosta, npa,b,c,A,B,C,D,s. W notacji macierzowej niektére tensory
rzedu drugiego, np. tensory napegia czy odksztatcenia, sa odwzorowane przez
wektory kolumnowe, a tensory czwartego rzedu, np. tensoistytutywny, sa
odwzorowane przez macierze.
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4. lloczyn skalarny wektorow

a=a-b (1.2)
jest rownowany nastepujacemu wyzaniu w notacji macierzowe;:
a=ab. (1.2)
5. lloczyn wektorowy
c=axb (1.3)
W notacji macierzowej jest zastapiony nastepujacymaagmiem:
c=ab, (1.4)

gdziea to antysymetryczna macierz stowarzyszona z wekt@em{a; ,ap,ag}’,
zdefiniowana w nastepujacy sposob:

0 —agz a
a= az 0 —ai | . (1.5)
—ady a 0

6. lloczyn tensorowy dwdch wektoréw (diada) w niniejszeaqyr zapisywany jest w
nastepujacej postaci:

A =ab, (wnotacji wskaznikowej A = abj). (1.6)
W notacji macierzowej mana go zapisajako:
A=ab'". (1.7)

Analogicznie do réwnania (1.6) iloczyn zewnetrzny dwdéehsoréw wyszego
rzedu zapisuje sie w nastepujacej postaci:

D =AB, (w notacji wskaznikowej Djj = AijBy). (1.8)
7. Proste nasunigcie (iloczyn wewnetrzny) dwéch tensqgedt zapisywane jako:
C=A4-B, (wnotacji wskaznikowej Cij = AxBy;). (1.9)
Roéwnowane wyraenie w notacji macierzowej jest nastepujace
C=AB. (1.10)
8. Pelne nasuniecie dwoch tensoréw jest zapisywane jako:
B=D:A, (wnotacji wskaznikowej Bjj = Djjui : Au)- (1.12)

W notacji macierzowej operacje kontrakcji dwoch tensomyvaza sie przez od-
powiednio zdefiniowana operacje nzemia macierzowego (wektorowego), np.

B =DA, (1.12)

gdzieA_\ i Bto wektory kolumnowe zawierajace sktadowe tensoréw @dmgirzedu
A i B, aD to macierz zawierajaca sktadowe tensora czwartego rPedu
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1.5 Przeglad literatury — rozwoj badan i stan wiedzy

Zakres niniejszej pracy jest szeroki i obejmuje wiele zajgdz dziedziny mechaniki i
metod numerycznych. W pracy tej rozpatruje sie dwimngmetody numeryczne: me-
tode elementéw skwzonych, oparta na jawnym catkowaniu rowirrachu wzgledem
czasu oraz metode elementéw dyskretnych, wykorzysjujadcowe i kuliste czastki.
Przeglad literatury zostanie ograniczony do problemowlimgch zwiazanych z wy-
mienionymi metodami, wlacznie z pracami nad ich integgadfrzedstawiony zosta-
nie rozwoj rozpatrywanych metod numerycznych i opartegoida oprogramowania.
Przeglad literatury dotyczacej bardziej szczegotowzabadnié bedzie dokonany w
dalszych rozdziatach w ramach rozwiazywania rozpatrywhrzagadnie.

1.5.1 Metoda elementéw skiaczonych z jawnym catkowaniem réwna ruchu

Poczatki nieliniowego sformutowania metody elementéafsizonych siegaja drugiej
potowy lat szétdziesiatych ubiegtego wieku. Pierwszy nieliniowy pragr MES,
MARC, pojawit sie na rynku w roku 1969 i do dzisiaj jest jedmyz programéw o
najszerszych maiwosciach [194]. Zaréwno MARC jak i inne najbardziej znane pro-
gramy nieliniowe MES takie, jak ANSYS [7], ABAQUS [2], ADINAL] wykorzy-
stywaty sformutowanie z niejawnym rozwiazaniem zarowmeiniowego problemu
statyki, jak i dynamiki.

Komercyjne programy MES z jawnym catkowaniem rOwnaichu pojawity sie
dopiero pod koniec lat osiemdziesiatych. Wyrosty one r|eebarczésniejszych prac
badawczych nad algorytmami wykorzystujacymi jawne afgoy catkowania rowna
ruchu [23]. Jednymi z pierwszych prac w tej dziedzinie bykage Belytschki ze
wspotautorami [20, 19, 25]. Sformutowania teoretyczneentowane w tych pracach
zostaly implementowane w programie numerycznym WHAMS [21]

Momentem przetomowym w rozwoju programow MES z jawnym cadoiem
réwnah ruchu byto pojawienie sie programu DYNA3D, ktérego pispa wersja po-
wstata w Lawrence Livermore National Laboratory w roku 1998]. DoSwiadczenia
uzyskane podczas stosowania DYNA3D pokaza#/,ze wzgledu zaréwno na efek-
tywnost, jak i doktadn&t rozwiazania wskazane jest stosowanie prostych linibwyc
sformutowad elementéw. Elementy wgzego rzedu, obok znacznego kosztu oblicze-
niowego, wprowadzaty nierealistyczny szum numeryczny wquu stosowania dia-
gonalnej macierzy mas w zagadnieniach propagaciji fal [1Bidgram DYNA3D byt
nieustannie rozszerzany, jego kolejne wersje zawieralyermodele materiatow, nowe
algorytmy analizy kontaktu oraz nowe opcje pozwalajacelemva nowe zagadnie-
nia.
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Oryginalnym przeznaczeniem DYNA3D byto modelowanie zgknawiazanych z
zastosowaniami militarnymi, przede wszystkim symuladjgigzen uderzeniowych
pochodzacych od wybuchéw jadrowych i badanie odpschschronéw podziemnych
na obcigenia uderzeniowe. Z czasem znaczny wysitek zostatevip w rozwinigcie
mozliwosci zastosowa cywilnych, takich jak np. numeryczne badanie wytrzyma-
losci pojazdéw na zderzeniar{g. crashworthiness) oraz symulacja proceséw prze-
rébki plastycznej [102]. Jednym z gtéwnych zastosowstata sie symulacja procesow
ksztaltowania blach.

Do 1988 r. DYNAS3D byt programem ogolnie dostepnyang. public domain).
W 1988 r. na jego bazie gléwny tworca programu J. Hallquigpozzat rozwija-
nie programu komercyjnego LS-DYNA, ktéry jest do dzisiafijgm z najwaniej-
szych programéw MES wykorzystujacych jawny schemat razamia [101]. Program
DYNAS3D jest w dalszym ciagu rozwijany w Lawrence Livermaiational Laboratory
i zostat wzbogacony o liczne nowe mlvosci [70].

Ogdlnie dostepna wersja programu DYNA3D stata sie pedstdo rozwoju in-
nych programéw komercyjnych MES wykorzystujacych jawatkowanie wzgledem
czasu takich, jak PAM-CRASH/PAM-STAMP [221, 222], MSC Dastr [195], RA-
DIOSS [234], ktére nalea do najwaniejszych programéw na rynku oprogramowa-
nia inzynierskiego. Rozwdj tych programéw zostat zainicjowanylmgiej potowie
lat osiemdziesiatych. Pierwszym krokiem w rozwoju proguaPAM-CRASH firmy
ESI byta pomglna analiza wytrzymakzi uderzeniowej Volkswagena Polo w 1985 r.
Pierwsza wersja programu RADIOSS pojawita sie w roku 1986.

Sukces rynkowy programéw MES opartych na jawnym schemadi®wania row-
nah ruchu zachecit niektérych producentéw standardowegogspmowania MES,
opartego na niejawnych schematch rozwiazania, do stwi@zeersji swojego opro-
gramowania wykorzystujacego jawne schematy, w ten sppedistat Dytran [195] i
Abaqus Explicit [3], ktérego pierwsza wersja pojawita gigoku 1991.

W 1990 r. w CIMNE w Barcelonie zostat zainicjowany rozwgj ogramowania
Simpact/Stampack. Poczatkowo program zastosowano dczebia wytrzymat&ci
uderzeniowej nadwozi autobuséw. Nastepnym zastosowahida symulacja proce-
séw tloczenia blach. Autor prawie od samego poczatku, geszy od roku 1993,
brat udziat w rozwoju oprogramowania bedac jednym z jelgovgych autoréw. Po-
czatkowo program byt tworzony w jezyku Fortran 77, w dejgiotowie lat dziewié-
dziesiatych oprogramowanie zostato catkowicie przeogwane na jezyk Fortran
90/95, dzigki czemu nmiwe byto wprowadzenie wielu nowoczesnych elementéw
programowania, takich jak np. obiekto®o W programie zostato wprowadzonych
wiele nowych sformutow@ teoretycznych. Gtéwny nacisk w tamtym okresie poto-
zono na rozwoj meliwosci symulacji wieloetapowych proceséw ksztattowania blac
[253, 217]. Autor niniejszej pracy zaprojektowat strulguysrogramu umzdiwiajaca



22 1. Wstep

wszechstronne modyfikacje modelu w trakcie analizy, dziggmu maliwe jest mo-
delowanie wieloetapowych procesow ksztattowania, w lddrgastepuja zmiany na-
rzedzi (powierzchni kontaktowych), paenia blachy i warunkéw brzegowych kine-
matycznych i obcizeniowych. W celu efektywnego modelowania blachy w ttoazen
blach zostat implementowany efektywny element powtokowy bbrotowych stopni
swobody. Specjalny model réwnowmrego modelu progdéw ciagowych zostat opra-
cowany i zbadany przez autora [245]. Ponadto opracowangjapg algorytm do
symulacji okrawania wyttoczki i wycinania otworéw. Stwikono,ze w symulacii
spregynowania powrotnego nastepujacego po usunieciu wakiaz prasy, zastosowa-
nie sformutowania jawnego nie jest efektywne. Optymalremiazanie daje pola-
czenie modelu numerycznego jawnego w symulacji ttoczemsejawnym modelem
numerycznym procesu s@gowania powrotnego. W programie Stampack autor im-
plementowat niejawny algorytm analizy dla analizy sgyrgowania powrotnego [250].

Roéwnoczénie autor rozwijat meliwosci programu w modelowaniu innych zagad-
nieh, np. przerébki plastycznej objétmiowej. We wspotpracy z prof. O.C. Zienkiewi-
czem i prof. R.L. Taylorem wprowadzono specjalne algorytrajkowania wzgledem
czasu stabilizujace liniowe elementy czwsc@nne [314]. Autor rozszerzyt mlp-
wosci modelowania w programie procesow przerobki plastyjozpeowadzajac algo-
rytm sprzgonej analizy termomechanicznej. Z jawnym rozwiazaniémnah ruchu
dla zagadnienia dynamicznego zostato spong rozwiazanie problemu termicznego,
rowniez wykorzystujace jawne catkowanie wzgledem czasu [282].2 Dzigki im-
plementacji wymienionych algorytmow program Stampackssgajednym z niewielu
programow, ktéry jest w stanie analizogvatozone problemy ttoczenia blach. Wyniki
uzyskane za jego pomoca doréwnywaty, a nawet przsesty doktadnscia, wyniki
uzyskane za pomoca innych uznanych programéw komerdyjfz9, 94].

Obecnie programy metody elementéw B&monych z jawnym catkowaniem row-
nah ruchu sa nie kwestionowanym narzedziem projektowanagnierskiego w takich
dziedzinach jak modelowanie konstrukcji poddanych atmidom uderzeniowym, za-
réwno konstrukcji budowlanych, jak i pojazdéw mechanicanypraz konstrukcji lot-
niczych. Inna wana dziedzina zastosowarzemystowych jest symulacja proceséw
przerdbki plastycznej, gtéwnie procesow ttoczenia blaghtej dziedzinie programy
te sa nie tylko efektywne, ale daja bardzo doktadne wyrkimo, ze obecnie wzro-
sty mazliwosci programéw niejawnych w zastosowaniu dazaioeych problemoéw tto-
czenia blach, dzigki zweryfikowanej doktadd wynikéw, uzyskiwanych za pomoca
programéw jawnych, ich pozycja w zastosowaniu do ttoczggsa na pewno nieza-
grozona.

Chocia og6lne podstawy teoretyczne sformutowania jawnego nyetementéw
skahczonych sa jm doktadnie zbadane, wdarwaja prace badawcze nad ulepsze-
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niem i rozwojem algorytméw numerycznych, wprowadzenierwyah sformutowa
elementow i nowych modeli konstytutywnych. Nowe wymagapnigawiaja sie w
zwiazku z wprowadzaniem nowych materiatdw i nowych préeetechnologicznych.
W niniejszej pracy zostana przedstawione oryginalne epeagora nad algorytmem
stabilizujacym liniowe elementy trojkatne i czw@menne w analizie proceséw pra-
wie niescisliwych, zwiekszajace natiwosci analizy przerébki plastycznej objétoo-
wej. Zostana przedstawione algorytmy urtiwiajace symulacje ztoonych wieloeta-
powych proceséw ksztattowania blach. Bedziepgezedstawione modelowanie proce-
sOw ksztattowania z nowoczesnych materiatow, blach spgevelaserowo oraz blach
powlekanych polimerem.

1.5.2 Metoda elementéw dyskretnych

Metoda elementéw dyskretnych obejmuje klase metod nuczageh opisujacych dy-
namiczne zachowanie zbioru oddziatujacych miedzy sabgtek o skiaczonych roz-
miarach o dowolnym ksztaicie.

Sformutowanie elementéw dyskretnyctvykorzystujace czastki walcowe (w 2D)
lub sferyczne (w 3D) zostalo po raz pierwszy zaproponowanezoCundalla i Stracka
[57]. Przedstawiony algorytm zostat implementowany wdht4979-80 w progra-
mie BALL&TRUBALL, ktéry byt wykorzystywany gtéwnie do modewania mate-
riatdw granularnych. Rozwinieciem programu BALL&TRUBALlsa komercyjne pro-
gramy PFC2D i PFC3D (PFC = Particle Flow Code), ktérych psaawversja zostata
wprowadzona na rynek w 1994 roku przez firme ltasca,zzatg przez P. Cundalla
[124, 125].

Firma Itasca od 1980 r. rozwija réwmigrogram elementéw dyskretnych UDEC,
wykorzystujacy elementy o ksztatcie wielobokow (dla zdmjeh ptaskich) [52]. Roz-
winieciem tego programu na zagadnienia trojwymiarowey @astosowaniu elemen-
téw wielosciennych jest program 3DEC, ktory zostat wprowadzony makyw 1988
roku [54, 106]. W programach UDEC i 3DEC elementy dyskretraganbyc trakto-
wane jako elementy sztywne lub odksztatcalne.

Poczawszy od roku 2000 autor pracowat nad implementdg@ndamu metody
elementéw dyskretnych, wykorzystujacej jako elementgkdgtne czastki walcowe
lub sferyczne w programie metody elementéwrskaonych Simpact/Stampack [255].
Dzieki wspélnemu algorytmowi catkowania réwneuchu wzgledem czasu byto mo
liwe opracowanie jednolitego oprogramowania metody elgdwe skarczonych i ele-
mentéw dyskretnych. Szczeg6ly implementaciji sa opisanm@niejszej pracy. Al-

2p, Cundall stosuje termin ,distinct element method” w odig@aiu do swoich sformutowametody
elementéw dyskretnych wykorzystujacych elementy sfamggjak rownie elementy o ksztatcie wielo-
bokoéw i wielascian6w.
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gorytm jest podobny do zaproponowanego przez Cundallaackdr[57], niemniej
jednak zawiera wiele oryginalnych rozszerz¢ak np. maliwos¢c modelowania za-
gadnié przewodnictwa ciepta i zagadhiesprzgonych termomechanicznych, model
kontaktu termicznego, uwzgledniajacego generacjemiape ciepta, model kontaktu
uwzgledniajacy zemycie z algorytmem zmiany ksztattu wskutekzyaia, a ponadto
algorytm metody elementéw dyskretnych zawiera spenge z metoda elementéw
skahczonych, umaliwiajace jednoczesne stosowanie zintegrowanego roodelia
dyskretno-ciagtego. Szczegély zintegrowanego algany$m przedstawione w niniej-
szej pracy.

Obecnie metoda elementéw dyskretnych jest uznanym reiemadv modelowa-
niu zagadnié z nieciagt&ciami o r@nej skali, od skali atomowej do skali makrosko-
powej, praktyczne zastosowania obejmuja modelowaniengésriatéw, tak kohezyj-
nych jak i niekohezyjnych, skat [117, 59], betonu [110] i er@#téw granularnych
[167]. Metody elementéw dyskretnych weiga rozwijane. Wprowadzane sa nowe
mozliwosci modelowania. W [59] zaproponowano nowy doktadniejszig oddziaty-
wania kontaktowego miedzy elementami dyskretnymi opastynodelach spegsto-
plastycznych z mechaniki kontinuum. Metoda elementéw dbtsich jest réwnie
wykorzystywana w modelowaniu wieloskalowym do wyznacaersichowania makro-
skopowego materiatu [59, 145]. Bardzo burzliwy posten@obserwow@aw roz-
woju i zastosowaniach metod dynamiki molekularnej [236he€ny poziom rozwoju
metod elementéw dyskretnych i przeglad ich zasto$omazna znalez w [48, 145].
W wielu osrodkach badawczych pracuje sie nad rozwojem program@styah na
algorytmach metod elementéw dyskretnych. S/l programéw mma wymient
SDEC [67], YADE [304], ELFEN [76] oraz DEMAT [14].

W Polsce prace nad rozwojem metody elementéw dyskretrgysiiosynkowo nie-
liczne. Naley wymieni udoskonalenia w opisie zjawiska zderzenia i oddziatyaani
kontaktowego w sformutowaniu metody elementéw dyskrdtnygracy habilitacyj-
nej J. Leszcziyskiego [167].

1.5.3 Integracja metody elementéw skiaczonych i dyskretnych

Mozliwost wykorzystania w jednym modelu zaletzrych metod, a jednoczeie
unikniecia ich wad, jest motywacja do integracjznych metod numerycznych, np.
metody elementéw skzzonych i metody nic skaxczonych [149, 150, 151], me-
tody elementéw skitczonych i metody elementéw brzegowych [287, 239, 275] oraz
metody elementéw skmzonych i metody czastek rozmytych (SPH) [266]. W mode-
lach hybrydowych konkurujace ze soba metody sa trakievako metody wzajemnie
uzupelniajace sie.
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Integracja metody elementoéw skezonych i metody elementéw dyskretnych jest
aktualnym problemem badawczym [196, 232, 307]. Jest toegritry przypadek re-
alizacji modelowania dyskretno-ciagtego. Potaczem@éch ré&znych podec umazli-
wia opracowanie optymalnego modelu, wykorzystujacedetgabydwu metod, dza
efektywndt i doktadnd&t metody elementéw skezonych w modelowaniu odksztat-
cen, ktére mana uzna za ciagte oraz naturalne uwzglednienie za pomoca ngetod
elementéw dyskretnych nieciadia istniejacych w badanej strukturze lub powstaja-
cych w niej pod wptywem obcizenia.

Ztozone modelowanie dyskretno-ciagte jest obecnie przemiavielu prac ba-
dawczych w dziedzinie modelowania wieloskalowego, #&ego modelowanie cia-
gte z modelem dyskretnym opartym na sformutowaniach dykiamiolekularnej
[303, 32]. Hybrydowe modele MED/MES moga raiedwniez zastosowanie w tego
typu modelowaniu, metoda elementéw dyskretnyclzenioy¢ uzyta do modelowania
materiatu w skali mikro- lub mezoskopowej, a metoda eledsrakarczonych ume-
liwia modelowanie materiatu w skali makroskopowej.

Mimo wielu prac w dziedzinie integracji jest waaviele do zrobienia. Jak dotych-
czas nie istniejeaden komercyjny program urmiwiajacy jednoczesne stosowanie
metody elementéw dyskretnych i metody elementéwnskonych. W publikowanych
pracach w modelowaniu hybrydowym MED/MES najseigj stosuje sie dwa roe
programy, np. w [232] w hybrydowym modelu tunelu zastosawprogram metody
elementéw dyskretnych PFC2D i program metody elementévincdanych FLAC.
Podobnie sprzpno programy metody elementéw dyskretnych PFC3D i mettely e
mentow skaczonych FLAC w modelu hybrydowym w [307]. W [264] przedsiomo
koncepcje modelowania hybrydowego MED/MES przy wykotagsl kodoéw nume-
rycznych PFC2D i ANSYS.

Modelowanie dyskretno-ciagte za pomoca oddzielnyclgaméw MES i MED
wiaze sie z pewnymi ograniczeniami i jego realizacja jest &ttiywa. W niniejszej
pracy zostanie przedstawiony zintegrowany program MED&VI#& ktorym imple-
mentowano metode elementéw dyskretnych i metode elémeskaczonych. Sta-
nowi to dwza zalete przedstawianego algorytmu w stosunku do inpyab. W in-
tegracji wykorzystano wspdlne cechy obydwu sformutbya tym m.in. wspoélny
algorytm rozwiazania oparty na jawnym catkowaniu réwmachu.

Hybrydowe modelowanie metoda elementow fskaonych i dyskretnych jest
przedstawione w niedawno opublikowanej pracy [196], pousnujacej wczéniej-
sze prace, np. [197, 219]. W pracy tej stosuje sie pciejod modelu ciagtego do
dyskretnego, uwzgledniajace defragmentacje mategatidanego obckgniom ude-
rzeniowym. Poczatkowo stosuje sie model ciagly i dyskracje elementami ske
czonymi, ktdre przy zniszczeniu sa roztaczane i traktmvik elementy dyskretne.
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Stosowane sa elementy dyskretne, odpowiadajace lantatementom skwzonym

w dyskretyzacji poczatkowej — wieloboczne (w 2D) lub wi@nne (w 3D). Ele-
menty dyskretne w sformutowaniu przedstawionym w [196] mbg traktowane jako
odksztatcalne — wtedy sa dyskretyzowane za pomoca etémerkaczonych.

Koncepcja integracji w niniejszej pracy jest odmienna.s8e sie metode elemen-
téw dyskretnych wykorzystujaca elementy cylindryczne2Q) lub sferyczne (w 3D).
Wstepny etap prac nad sformutowaniem przedstawionym jsizej pracy przedsta-
wiono w [216, 251]. W zawartym tam sformutowaniu modeloveadyskretne i ciagte
byto stosowane do oddzielnych &g uwzglednionych w modelu. W niniejszej pracy
zostanie zaprezentowane sformutowanie o znacznie soérsagliwosciach. Dzieki
specjalnemu sprzeniu podobszaréw MED i MES, modelowanie dyskretne i eiagt
mozna zastosowado r&nych podobszaréw tej samej ézg¢ Metody sprzeenia za-
stosowane w niniejszej pracy oraz otrzymane réwnania diadmienia sprzsmnego
charakteryzuja sie pewnym podobgwem do metod i réwrarozwinigetych w pra-
cach [240, 248, 249], gdzie rozpatrywano uktadyzoloe z czgéci odksztatcalnych i
sztywnych. Czgci sztywne wprowadzaty dodatkowe wiezy kinematycznérekbyty
uwzgledniane za pomoca metody nanikéw Lagrange’a lub metody funkcji kary.
Rozpatrywane obecnie uktady charakteryzuja sie znaczigksza ztaondcia. Mo-
del sktada sige z licznego zbioru sztywnych elementéw ditsiich, ktére sa potaczone
miedzy soba oraz z c&giami dyskretyzowanymi za pomoca elementowhsizonych.
Mozliwosci wykorzystania rozwinietego modelu sprapego sa przedstawione szcze-
gotowo w dalszej cZi niniejszej pracy.
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Wstep

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie sformaia metody elementow
skanczonych jako metody numerycznej dla rozwiazania nieligigo zagadnienia ru-
chu ciata odksztatcalnego. Przedstawione zostanie lekahariacyjne sformutowanie
problemu ruchu ciata odksztalcalnego. Nastepnie zastaprowadzona przestrzenna
procedura dyskretyzacyjna. Podane zostana rmjepze zateenia dla wybranych
elementéw skbczonych stosowanych w niniejszej pracy. Jako nastemyy reizwia-
zania problemu zostanie przedstawiona dyskretyzacjeowzasjawny schemat cal-
kowanie rowna MES wzgledem czasu. Zaprezentowane sformutowaniatjeare
sa podstawa algorytméw numerycznych implementowanyehwasnym programie
numerycznym.

2.1 Definicja problemu ruchu ciata odksztatcalnego

Rys. 2.1. Ruch ciata odksztalcalnego

Przedmiotem rozwzah bedzie ruch ciata stateg# (rys. 2.1) podlegajacego odksztat-
ceniu w przedziale czasu od 0 @o Ruch rozpatrujemy w w przestrzeni euklidesowe;j
E"sd, gdziensg = 2 lub 3, z wprowadzonym kartezjakim uktadem wsp6trzednych
0 jednostkowych wektorach bazowyeh i = 1,...,ngg. Cialo 8 w pewnej chwili

t € [0,T] zajmuje obszafQ'!UT!) C E™d, gdziel't = dQ! jest brzegiem obszar@Q'.

27



28 2. Sformutowanie metody elementéw glazonych

Ciato poddane jest dziataniu sit objétmowych b oraz powierzchniowych na czéci
brzegul'}.. Na czgéci brzegu™ || zadane sa kinematyczne warunki brzegowe. Zaktada
sie przy tymzel't, NI =0 orazlL ury =rt, gdziel}; i 'Y oznaczaja domkniecia
zbioréwry irk.

Wspohrzedne punktow materialnych w konfiguracji ciata witht = 0 (material-
nej) zostana oznaczoie

a wspotrzedne punktéw materialnych w konfiguracji ciata witi t € (0,T] (od-
ksztalconej lub przestrzennej) zostana oznaczone przez

x=xg, xeQ, (2.2)

gdzieQ® =QourliqQt=qturt.

Ruch &rodka ciagtego nmna opisywa na wiele ranych sposobéw [208, 22, 181].
Podstawy opisu &odka ciagtego poddanegozayun przemieszczeniom i odksztatce-
niom oraz podstawowe pojecia i definicje w zakresie potrgabdo wprowadzenia
dyskretnych réwna metody elementéw skezonych do zagadrienieliniowych sa
podane w dodatku A. W niniejszym rozdziale zostanie ptgygpis materialny z ak-
tualna konfiguracja przestrzenna (odksztatcona) fakdiguracja odniesienia, zwany
uaktualnionym opisem lagrangeowskim.

Aczkolwiek w opisie tym konfiguracja odniesienia jest kguofiacja odksztal-
cona, to ruch opisuje sie poprzez odwzorowanie- x (X,t), pola przemieszczenia
u =u(X,t), predkéci v = v(X,t) i przyspieszenia = a(X,t) bedace funkcja wspot-
rzednych materialnyclX [22]. Przemieszczenie = u(X,t) jest zdefiniowane jako:

u(X,t) =x(X,t) —X (2.3)
a predk&t v = v(X,t) i przyspieszenie& = a(X,t) sa odpowiednimi pochodnymi ma-
terialnymi:

v(X,1) = d"((;t(’t) — i (2.4)

dv(X,t)  d%u(X.t)
ot o2
Dla opisu procesow fizycznych charakteryzujacych cialaushu wprowadza sie

zmienne w czasie pola odpowiednich wigdko skalarnych, wektorowych i tensoro-

wych zdefiniowanych w obszarze i na brzegu danego ciala. tRwed&/e definicje sa

podane w dodatku A.

- (2.5)

aX,t) =
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2.2 Sformutowanie lokalne zagadnienia ruchu ciata odksztaalnego

Opis matematyczny ruchu ciata odksztalcalnego prowadzag@adnienia brzegowo-
poczatkowego, ktdrego sformutowanie lokalne (mocne) wiikmiracji odksztalconej
jest dane przez nastepujacy uktad rotwngor. [181],

e zasada zachowania masy

p(X,1)IX,t) = po(X), XeQ® te[0,T] (2.6)

réwnania ruchu (réwnania Cauchy’ego)
O-0+pb=pa, xcQ' tc[0T] (2.7)

naprgeniowe warunki brzegowe

no=t, xcll tec[0T] (2.8)

przemieszczeniowe warunki brzegowe

u=u, xecrl, te[0,T] (2.9

warunki poczatkowe
u=ug, v=vy, XcQ® t=0, (2.10)

gdzie p jest gestécia masy,J jest wyznacznikiem tensora gradientu deformdgji
o tensorem napeen Cauchy’ego,n jest wektorem normalnym do powierzchij
skierowanym na zewnatrz ciaa.

Celem analizy jest wyznaczenie pola przemieszczaniau(X,t) spetniajacego
uktad rowna (2.7)—(2.10). Uktad réwnfa(2.7)—(2.10) musi by uzupetniony odpo-
wiednim réwnaniem konstytutywnym pozwalajacym wyzndcayX,t). Stosowane
W niniejszej pracy modele konstytutywne sa przedstawiemezdziale 3.

2.3 Sformutowanie stabe zagadnienia ruchu ciata odksztanego

Sformutowanie stabe réwnowae réwnaniom (2.7)—(2.9) ma nastepujaca pnsta
por. [23]:

/a:5edQ:/p(b—a)-5udQ+ ¢ Sudr, 2.11)
ol ot r
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gdzieu jest dowolnym kinematycznie dopuszczalnym polem przexcie=niadu jest
jego wariacja (zwana polem wirtualnego lub przygotovggmprzemieszczenia), @e
wariacja tensora matych odksztatcedefiniowanego rownaniem (A.14) przy przyje-
tej wariacji pola przemieszcaedu. Réwnanie (2.11) wyrza zasade prac przygoto-
wanych, ktéra okréla warunek réwnowagi dynamicznej jako warunek rosaigrac
przygotowanych sit wewnetrznych i zewnetrznych. Wailimkegowe (2.8) i (2.9) sa
uwzglednione w réwnaniu (2.11) — warunki brzegowe przeageeniowe (2.9) po-
przez zataenie kinematycznej dopuszczahoo poladu, a warunki brzegowe napre-
zeniowe (2.8) poprzez wlaczenie pracy przygotowanejazecia na brzegu do ze-
wnetrznej pracy przygotowane;.

2.4 Dyskretyzacja przestrzenna rowna ruchu

Forma staba réwrfaruchu (2.11) stanowi wygodna baze teoretyczna dla irigw
cia sformutowania metody elementéw $kaonych w wersji przemieszczeniowej
[138, 137]. R6wnania ruchu w metodzie elementéwgkamnych sa najcagiej otrzy-
mywane w postaci semidyskretnej poprzez wprowadzenierdiggacii przestrzennej
w stabym sformutowaniu zagadnienia ruchu.

Wyprowadzenie rowrfa MES zostanie przedstawione w notacji macierzowej.
Roéwnanie (2.11) w notacji macierzowej mma zapisa w nastepujacy sposob:

/5uT,oUdQ+/ 5eTon—/ 5qubdQ—/ suTtdr =0, 2.12)
Qt Qt Qt ry

gdzie tensor napegnia Cauchy’ego i tensor matych odksztatea reprezentowane
przez wektoryo i &, ktére maja nastepujace sktadowe:

0 = {011 02 033 012 O13 O3} (2.13)
€ = {811 &0 €33 2812 2813 2823}T. (2.14)

Dokonujemy dyskretyzacji przestrzennej obfiQ dzielac ja nane nie pokrywaja-
cych sie elementow

e=Ng|

Q= J Qe (2.15)
e=1

Zaktadamy,ze kinematycznie dopuszczalne pole przemieszczenize g interpo-
lowane jako
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ux) =N(X)re, Xe Qe, (2.16)

gdzieN jest macierza funkcji interpolacyjnych (funkcji ksztgit ar . jest wektorem

uogolnionych parametréw weztowych. W ogélnym przypadkgalnione paramtery
weztowe moga mie chrakter przemieszcadub innych wielkéci np. obrotéw. Za-
ktada sie,ze funkcje ksztattu zapewniaja kinematyczna dopusmc&alpola prze-

mieszczenia (wlacznie z ciagida) dla dowolnych war&ei uogolnionych parame-
tréw weztowych. Wariacja pola przemieszczenia jest daypaxeniem

ou(X) =N(X)dre, X€Qe. (2.17)

Zwiazek miedzy liniowymi odksztatcenianii przemieszczeniami w notacji alge-
braicznej mana zapisa jako

e=Lu, (2.18)

gdziel jest macierza-operatorem zdefiniowana w nastepujpogab

-9 -

w 0 0
d
0 d—xz
L — 0% (2.19)
9 9
(?Xz dxl
9 9
A
9 9
L Ox3 OX

Wariacje liniowego odksztatcenia przy uwzglednieniu néiv (2.18), (2.16) i
(2.17) mana zapisaw nastgpujacej postaci:

58 — Bdre, X e Qe, (220)
gdzie macierz-operatd® jest dana wzorem
B=LN. (2.21)

Wstawiajac zalendcsci (2.16)—(2.20) do rownania (2.12) zasade prac przygatych
dla uktadu dyskretyzowanego mua zapisa w nastepujacej postaci:
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€=Ng| €=Ng|
Z (6re)T (/ pNTN dQe) re+ Z (6re)T ( BTUdQe>
e=1 Qe e=1 Qe

€=ne| €=Ng
- Z (Ore)’ (/ NT,obdQe> - Z (dre)’ (/ NTtdFe> =0. (2.22)
&= Qe = Felg
Roéwnanie (2.22) mzna zapisaw nastepujacej postaci
(6r)" (Mf +FMt — F&Y) =0, (2.23)

gdzie wprowadzono definicje globalnej macierzy rivhgglobalnych wektoréw uogol-
nionych parametréw (przemieszégeveziowychr oraz weztowych sit zewnetrznych
i wewnetrznych,F" i F® ktére otrzymuje sie poprzez zZenie macierzy mase
oraz odpowiednich elementowych wektoréwy fin i f &

€hel _ €hel €Enel €Enel
r= A re. FM= Af", F¥= A M= A me, (224)
e=1 e=1 e=1 e=1

gdzie A jest standardowym operatorem agregacji globalnych wéktdrmacierzy
(zob. [119]), a elementowy wektor sit wewnetrznyiclf, elementowy wektor sit ze-
wnetrznychf &t oraz elementowa macierz mag sa dane nastepujacymi wzorami:

fint— | BTodQe, (2.25)
Qe

Foxt_ / N pbdQe + NTtdre, (2.26)
Qe FeNlg

me:/ pNTNdQe. (2.27)
Qe

Roéwnanie skalarne (2.23) musi®gpetnione dla dowolnych wariacji przemiesatze
weztowychdr, skad wynikaze musi by spetniony nastepujacy uktad réwna

Mi 4+ FNt— Fe&t—Q, (2.28)
lub, w innej postaci
Mf = F&t_ Fint, (2.29)

Réwnania (2.28) lub (2.29) sa dyskretyzowanymi przesmzerownaniami ruchu (lub
rownowagi dynamicznej) bedacymi podstawowymi rownemiatosowanej w niniej-
szej pracy metody elementéw siazonych.
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2.5 Dyskretne rownania ruchu z uwzglednieniem ttumienia

Ttumienie mana uwzgledri jako czé&t wewnetrznych sit weztowych lub wprowa-
dzic je jawnie do réwna ruchu (2.29) przez dodanie czto@u reprezentujacego sity
tlumienia

MF + Ci = F&t— Fint, (2.30)
Macierz ttumieniaC maze byc przyjeta jako proporcjonalna do macierzy bezwtadno-
sciM

C =M (2.31)
Jest to szczegOlny przypadek ttumienia Rayleigha

C=aK+pM, (2.32)

gdzie K jest macierza sztywrszi. Ttumienie zdefiniowane réwnaniem (2.31) jest
otrzymane z wyraenia (2.32) przez przyjecie = 0, co fizycznie oznaczae wyzsze
postacie drga sa stabo ttumione [49]. Z drugiej strony przyje@@e=0i a # 0 po-
wodowatoby silne ttumienie waszych czes&xi drgal. Chocia macierz sztywngci

w sformutowaniu jawnym nie jest obliczana, implementag@pgo ttumienia Rayle-
igha jest maliwa przy zastosowaniu nastepujacej formuty:

int int
K — oF ~ AF
or Ar

(2.33)

2.6 Wybrane elementy skaczone

2.6.1 Elementy brylowe

W niniejszej pracy obszarsoodka ciagtego jest dyskretyzowany za pomoca prostych
elementéw skbczonych. W zagadnieniach dwuwymiarowych: osiowosynoetry
nych, ptaskiego stanu odksztatcenia oraz ptaskiego stapugenia sa stosowane
3-weztowe i 4-weztowe izoparametryczne elementy ttijke i czworokatne. W za-
gadnieniach tréjwymiarowych sa stosowane 4-weztowenviggtowe elementy czwo-
roScienne i sz&cicscienne.

Interpolacje przemieszcag2.16) mana zapisaw nastepujacy sposob

u(x) =N(X)re= ilNi (X)ui, (2.34)
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gdzieN; orazu; sa odpowiednio funkcja ksztattu i przemieszczenieego weztaj =
1,...,n, njest liczba weztbw. W 3-weztowych elementach tréjkatm wykorzystuje
sie liniowe funkcje ksztattu

lefa szna N3:1_E_r’) (235)

gdzieé i n sa wspotrzednymi powierzchniowymi, por. [315]. Elemesnt bedzie na-
zywany w tej pracy Trldng.triangle — tréjkat). W 4-weztowych izoparametrycznych
elementach czworokatnych pole przemieszczenia dystujetysie za pomoca bilinio-
wych funkcji ksztattu [315]:

Ni(E,n) = 3 (1+E&)(L+nm), (2.36)

gdzieé; i n; sa wspoétrzednymi naturalnymi iastym wezle o wartéci +1. Element ten
bedzie nazywany w tej pracy Qar{g. quadrilateral — czworokat).

W 4-weztowych elementach czwd@ciennych stosuje sie liniowe funkcje ksztattu:
Ni=¢, Ne=n, Ng=¢, Na=1-¢-—n-, (2.37)

gdzie &, n i { sa wspoéirzednymi objesziowymi, por. [315]. Element ten bedzie
nazywany w tej pracy Telafg. tetrahedron — czwoszian). W 8-weztowych izopa-
rametryczncyh elementach szasciennych pole przemieszczenia jest interpolowane
za pomoca trojliniowych funkcji ksztattu o nstepujapejstaci [315]:

Ni(§,n,0) = 3(1+&&) (L+nm)(1+T), (2.38)

gdzieé;, ni i ¢ sa wspohrzednymi naturalnymi distego wezta, przyjmujacymi war-
tosci +1. Element ten bedzie nazywany w tej pracy thd. hexahedron — s&eio-
Scian).

Proste liniowe elementy skazone charakteryzuja siezluefektywnécia w anali-
zie nieliniowej. Wada ich jest mniejsza doktadomd elementéw z funkcjami ksztattu
wyzszego stopnia, jednak padana doktadrsg rozwiazania mena uzyska stosujac
odpowiednio gesta dyskretyzacje w miejscach wystgmoavdizych gradientéw od-
ksztatcenia i napzenia. Przedstawione w tym rozdziale sformutowanie metddy
mentéw skéczonych nazywa sie sformutowaniem przemieszczeniowyrktorym
dyskretyzuje sig pola przemieszczenia i jego pochodngegadnienia odksztalcenia
charakteryzujacego sig catkowita lubzduniescisliwoscia wymagaja stosowania sfor-
mutowania mieszanego (hybrydowego) elementéwiskonych, w ktérych dyskrety-
zuje sie pola przemieszazeraz pola d&nienia hydrostatycznego lub odksztatcenia.
Sformutowania te zostana przedstawione w rozdziale 5.
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2.6.2 Element powlokowy bez obrotowych stopni swobody

Standardowe elementy skezone stosowane w modelowaniu powtok maja zazwy-
czaj przemieszczeniowe i obrotowe stopnie swobody [43)pise swobody o charak-
terze obrotowym sprawiaja spore truéaow analizie probleméw z diymi obrotami
— konieczne jest stosowanie specjalnych sformufo{2a0].

W niniejszej pracy przedstawione zostanie sformutowardgatnego elementu
powtokowego bez stopni obrotowych, zwanego BSifig. Basic Shell Triangle),
ktérego wersja liniowa zostata opracowana w [211], a im@etacja w nieliniowym
sformutowaniu dynamicznym z jawnym catkowaniem rowmachu wzgledem czasu
zostata zrealizowana przy wspétudziale autora [209, 218].ZElement BST jest pro-
stym i efektywnym obliczeniowo elementem skaonym, a jednocaaie dajacym
doktadne wyniki w w skomplikowanych problemach nieliniastiytakich jak zagad-
nienia ttoczenia blach.

Element BST jest oparty na zaleniu kinematycznym Kirchhoffa dla powtok,
zgodnie z ktorym predit odksztatcenia w dowolnym punkcie powlolei =
{&x, &y, 26xy}T mazna wyraze poprzez parametry definivjace predkodksztatce-
nia powierzchnsrodkowej, ktére jest rozimne na stan odksztatcenia membranowego

e™ = {&x, &y, 26} oraz stan odksztalcenia zgieciowage- {Kxx, Kyy, 2Kxy}':

e—eM 47k, (2.39)

gdziezjest odlegt@cia rozpatrywanego punktu powtoki od jej powierzchradkowej
mierzona wzdta osizlokalnego uktadu kartezjeskiegox = {xyz}, zdefiniowanego na
powierzchnisrodkowej w ten sposoélage osiexi y sa styczne do powierzchgiodkowej
powtoki.

Sformutowanie elementu BST wprowadza dyskretyzacje pmghnisrodkowej
powtoki tréjweztowymi elementami tréjkatnymi ze standewymi liniowymi funk-
cjami ksztattuN(x):

x=Nx)x®, xecA®, (2.40)

gdziex® jest wektorem wspétrzednych weztowych elemer) jest obszarem ele-
mentu. Pole predigei v(x) wewnatrz elementu nze byt wyrazone w podobny spo-
s6b poprzez predisei weztowev(®:

v=Nx)v®, xeA®. (2.41)

Predké&ci odksztatcenia membranowego ma wyrazt w zalendsci od predkéci
wezlowych w nastepujacy sposéb:

eM=Bnv©. (2.42)
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Liniowa interpolacja pola predissi (2.41) daje stata predéo odksztatcenia mem-
branowego w elemencie. Macierz-operaBy; jest tazsama z macierza dla elementu
o statym odksztatceniu CSTHIfg. Constant Strain Triangle) [138]. Element powio-
kowy jest elementem mieszanym z niezalgm polem predkéci odksztatcenia zgie-
ciowego. Sformutowanie dla c&ei zgieciowej wykorzystuje w sposob typowy dla
metody objetéci skaiczonych éng. Finite Volume Method) [212] twierdzenie o dy-
wergencji, z ktérego uzyskuje sie nastepujacazzaig dla predkéci odksztatcenia
Zgieciowego

/ .'ch:/ QOv,dr | (2.43)
Ale) re
gdzie
oV,
0 9x
Q=10 ny|, Ov,= , (2.44)
ny N oV
ay

v, jest predk@cia ugiecia powtoki (normalna do powierzctsrodkowej),(© jest
brzegiem elementuy, i ny sa sktadowymi jednostkowego wektora normalnego do
brzegu elementu wzdhuosi lokalnychx i y, odpowiednio, por. rys. 2.2. Zastosowana

Rys. 2.2. Grupa sasiadujacych elementéw definiujacaaie BST.

interpolacja pola predisei odksztatcenia zgieciowegojest nieciagta na brzegach i
stata wewnatrz elementu. Uwzgledniajac to zaltie w réwnaniu (2.43) otrzymuije

sie

1
(o _ 1
€= /r , QOvdr. (2.45)
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Roéwnanie (2.45) wyrza predk&ci odksztatcenia zgieciowego w funkcji gradientu
predkaci ugiecia powtoki wzdta brzegéw elementu. Catki wzditbrzegu elementu
w réwnaniu (2.45) mpna obliczg¢ w sposéb jawny przyjmujacSuedniona wartst
gradientu predkéci wzdhez brzegu elementu na podstawie wadiopoliczonych dla
dwu sasiadujacych elementéw. W wyniku tegeradnienia predi& odksztatcenia
zgieciowego w elemencie (e) rmea przedstawijako

(©® — Byv(Po (2.46)

gdziev(P? jest wektorem predi&ti weztéw grupy elementéw pokazanych narys. 2.2,
skltadajacej sie z elemen(e) i elementéw sasiednich

v(PY = Vi vj Vi Vi Vi v} T (2.47)

Wstawiajac wyraenia (2.42) i (2.46) do réwnania (2.39) otrzymuje siedost od-
ksztatcenia w dowolnym punkcie powtoki w funkcji weztowypredkdci przemiesz-
czeniowych bez potrzeby stosowania weztowych prédkobrotowych. W ten sposéb
unika sie wprowadzenia obrotowych stopni swobody.

2.7 Dyskretyzacja rowna ruchu po czasie

Rozwiazanie zagadnienia dynamiki opisanego réwnanieB9)2 odpowiednimi wa-
runkami poczatkowymi i brzegowymi polega na przeprowadreatkowania tego
réwnania wzgledem czasu. Catkowanie wzgledem czasuvaalisie w sposéb przy-
rostowy, w ktérym odksztatcone konfiguracje sa wyznaczdlaekolejnych chwilty,
to, ..., tho1, tn, thet, ..., T, gdziet; = Aty ty = th_1 + Aty, aAt, jest diugécia kroku
catkowania, an jest numerem kroku catkowania.

2.7.1 Calkowanie niejawne réwna ruchu

Schematy niejawne rozwiazania wykorzystuja rownani@Q@napisane dla nieznanej
konfiguracji w chwili czasu,1 = t, + At, dla ktorej poszukuje sie rozwiazania przy
Zhanym rozwiazaniu w chwitj,:

Mfny1+Chnyq = F&4 —FIL (2.48)

Po prawej stronie réwnania (2.48) znajduje sie cztonzzatend poszukiwanego roz-
wiazaniar n1

Fir?}rl = ml(rml,o%l) (2.49)



38 2. Sformutowanie metody elementéw glazonych

Rozwiazanie réwnania (2.48) wymaga zastosowania odgimiegprocedury iteracyj-
nej:

= (k+1 . (k+1 i Kk Kk
MiE + Y = R — Py o), (2.50)

gdzie indeksyk) i (k+ 1) okreslaja kolejne iteracje.

Mozna stosow@arézne schematy iteracyjne w celu wyznaczenia rozwiazamig- Z
kle niejawna procedura rozwiazania wykorzystuje lineanje wektora sit wewnetrz-

nych wokét pewnego punktu, np. wokét stanu odksztatceniesdénego poprzerz,qji1

LT

i k+1 k+1 i k k ) k
e o) = P oy O o)
n+1
i k k k k
= P o)+ kK ar (2.51)
gdzie
int( (0 (K
k0, — OF " (Tni1,0niy). (2.5
i or
n+1

jest tzw. styczna macierza sztyvaod. Przy uwzglednieniu rowma(2.50) i (2.51)
schemat iteracyjny Newtona—Raphsonazmezapisa
(k1 . (k+1 k k int /. (K k
MEEY + R Kk, ar Y, — Ry — e, o). 259
Z réwnania (2.53) wyznacza sig iteracyjna popra\/ﬂk{:ﬁ)l, za pomoca ktérej kory-
guje sie rozwiazanie

s = gat Oy (2.54)

az do uzyskania pmadanej zbienasci w réwnaniu (2.50).

Rozwiazanie rowna (2.53) i (2.56) wymaga rozwiazania uktadu rovirelgebra-
icznych, co w przypadku symulacji dych rzeczywistych probleméw me wymaga
bardzo dtugich czaséw oblicaeNiekiedy moga sie pojawiproblemyze zbiendscia
procedury iteracyjnej. W symulacji zagadinikontaktowych dodatkowym problemem
jest zmiana aktywnych powierzchni kontaktu w trakcie ibfiraTych wad nie maja
procedury rozwiazania oparte na schematach jawnych.

Je&li cztony uwzgledniajace efekty inercyjne i lepkie w ndaniu (2.30) sa mate,
mozna je zanied@otrzymujac réwnanie réwnowagi quasi-statycznej. Ravimdo
zapisane dla nieznanej konfiguracji w chwili czagu ma nastepujaca posta

P —Fnii=0. (2.55)
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Warunek réwnowagi (2.55) jest podstawa niejawnego schemmzwiazania zagad-
nienia quasi-statycznego. Podobnie jak w przypadku matiglamicznego niejawne
rozwiazanie zagadnienia quasi-statycznego wymagastassmia procedury iteracyj-
nej, np. danej rownaniem analogicznym do réwnania (2.53):
k k int /. (k k

K18y = Fey = P (o), (2.56)
z ktérego wyznacza sie iteracyjna popramd«g(ﬁl stuzaca do otrzymania kolejnego
przyblizenia rozwiazania zgodnie z réwnaniem (2.54). Iteraovpdzi sie do otrzy-
mania rozwiazania spetniajacego warunek (2.55)zagana doktadrszia.

2.7.2 Schemat jawny catkowania réwna ruchu

Algorytmy jawnego catkowania wykorzystuja postdyskretnych rown@aruchu (2.30)
zapisanych dla znanej konfiguraciji w chvjji

Min+ Crf = FEX—Fi. (2.57)

Z réwnania (2.57) wyznacza sig rozwiazanie dla nastepmeili tn, 1 = t, + Atp 1.
Typowym algorytmem jawnego catkowania w czasie jest scheazaic centralnych
ze zmiennym krokiem catkowania:

in = Mpt(F&'—FM™_Cri,), gdzie Mp =diagM, (2.58)
i1z = fnog2+nbthy 12,  gdzie Aty pp= %(Atn‘FAtMl)a (2.59)
Mi1 = Mt TaprQtng. (2.60)

Algorytm catkowania pozwala na stosowanie zmiennego kiatkiowania.

Model elementéw skicczonych mae posiada zaréwno przemieszczeniowe, jak
i obrotowe stopnie swobody. W przypadku obesricstopni swobody obydwu ro-
dzajoéw konfiguracja odksztatcona w chwili jest okré&slona przez przemieszczenia
rn wszystkich weztéw oraz przez odpowiednie macierze obo&teslajace potaenie
katowe weztéw posiadajacych obrotowe stopnie swobW@élitazdym kroku czasu ob-
licza sie aktualne prapieszenia i predigei liniowe i katowe, nastepnie przyrostowe
przemieszczenia i obroty, ktére gludo uaktualnienia konfiguracji. Catkowanie réw-
nah ruchu obrotowego zostanie przedstawione dla metody efgwedyskretnych w
rozdziale 7.

Macierz mas zdefiniowana réwnaniem (2.27) jest zwana nmagxikonsystentna.
Przy stosowaniu macierzy konsystentnej rownania ruchspsagone i catkowanie
wymaga odwracania macierzy wdym kroku catkowania. Zastapienie macierzy
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konsystentnej macierza mas skupionych (diagonalna loiajdzo diay wzrost efek-
tywnosci rozwiazania — réwnania ruchu sa rozgage i nie ma potrzeby odwracania
zadnej macierzy. Zastosowanie macierzy diagonalnej wialkim stopniu wptywa
na rozwiazanie. Macierz konsystentna daje gorne oszageweart&ci wiasnych,
macierz mas skupionych daje czgstiodrga wtasnych, ktére sa nsze nz czestSci
rzeczywiste [49]. Macierz mas skupionych ned\¢ otrzymana w rany sposob. Naj-
prostszym sposobem jest rbwnomierne raeliie masy elementu na definiujace go
wezly — jest to sposOb wystarczajacy dla prostych eledwverjak np. liniowy element
tréjkatny lub czwor&cienny.

2.7.3 Stabiln&t schematu catkowania réwna ruchu

Schemat catkowania numerycznego rotwmachu wzgledem czasu jest stabilnylie
przy dowolnych warunkach poczatkowych i braku olzefazewnetrznych, po dowol-
nie wielu krokach catkowania wszystkie przemieszczemiaograniczone. Schemat
jawny catkowania metoda rdic centralnych jest stabilny pod warunkiezge krok
catkowaniaAt nie jest dhzszy nz pewien graniczny krok zwany krokiem krytycz-
nym Ate,

2
At < Ater = , 2.61
< Bler= o — (2.61)
gdzie wmax jest najwyzsza czeskria wlasna uktadu dyskretnego. kfm dowiée, ze
najwyzsza czeskt uktadu dyskretnego elementéw skaonychwmay jest niewieksza
niz najwyzsza z czestei drgd wiasnych pojedynczych elementow systesfiy, [26]

UWhnax < Way,  gdzie @l =maxa®, i=1,....n5,e=1,...,ng (2.62)
ie

N jest liczba stopni swobody elementu,na — liczba elementéw skazonych.
Ograniczenie (2.62) pozwala oszac@wejwyzsza czestt catego uktadu wyznacza-
jac czestéci wiasne dla pojedynczych elementéw. Dla prostych elédvewyrazenie
na czestéci wiasne mana otrzyma w jawny sposo6b [119]. W innych przypadkach
mozna ja oszacowaza pomoca przyktonych wzoréw lub rozwiazazagadnienie
wiasne.

Roéwnanie (2.61) jest prawdziwe przy zaémiu zerowego ttumienia. Siew ukfa-
dzie wystepuje ttumienie, krytyczny krok jest dany nasiacym wyraeniem:

2 (vire-g), (2.63)

gdzie parameté€, okreslajacy wielk&t thumienia, stanowi stosunek wieka wyste-
pujacego ttumienia do ttumienia krytycznego, dla drgavobodnych o czestoi twhnax.

Atcr -
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2.7.4 Wady i zalety jawnych metod catkowania réwna ruchu

Efektywndt metod jawnych opiera sie na miwosci wzycia diagonalnej macierzy
mas, dzieki czemu w kroku opisanym réwnaniem (2.58) nie otezpby kosztownego
numerycznie odwracania macierzy. W réwaniach dyskretrgigorytmu jawnego
zbedne jest konstruowanie globalnej macierzy sztyagnao zmniejsza zapotrzebo-
wanie programéw komputerowych na pamiflastepna zaleta jawnego schematu cat-
kowania wzgledem czasu, zdefiniowanego rownaniami (2(28)0), jest jego nieite-
racyjny charakter, dzieki czemu nie wystepuja problereyzbigndscia rozwiazania
nieliniowego. Podstawowa wada metod jawnych jest ichwiowa stabilngt i spo-
wodowane tym ograniczenie diugm kroku catkowania, co prowadzi zazwyczaj do
duzej liczby krokéw potrzebnych do rozwiazania problemu. Ydypadku daych
modeli numerycznych zalety metod jawnych nafzigj przewaaja nad ich wadami,
dzieki czemu programy oparte na jawnym catkowaniu réwnechu chetnie sa sto-
sowane w analizie zfmnych problemdéw imynierskich, jak symulacja zden@ojaz-
dow, czy symulacja ttoczenia blach.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono podstawowe sformvalie metody elemen-
tow skarczonych wykorzystywane w niniejszej pracy. Przedstawisformutowanie
teoretyczne zagadnienia ruchu ciata odksztatcalnego. oWgamizono réwnania opi-
sujace zagadnienie ruchu w postaci lokalnej (silnej) iiaafnej (stabej). Przedsta-
wiono procedure dyskretyzacyjna prowadzaca do seskigynych réwna ruchu w
metodzie elementéw skezonych. Przedstawiono podstawowe zattia elementéw
skanczonych stosowanych w niniejszej pracy do dyskretyzdugkiow trojwymiaro-
wych oraz powtok. Do dyskretyzacji powtok w niniejszej pygest stosowany ele-
ment BST posiadajacy tylko przemieszczeniowe stopniebsgy co zapewnia ca
efektywndt obliczeniowa i czyni go odpowiednim do rozwiazywaniayth zagad-
nieh. W kohcowej cz&ci rozdziatu oméwiono jawne i niejawne schematy catkoaani
dyskretnych réwn@a ruchu wzgledem czasu. Szczegdlna uwage zwrdcono iy cec
schematéw jawnych, ktére sa podstawa algorytmow nuraepah stosowanych w
niniejszej pracy. Przedstawione sformutowania teoretgczostaty implementowane
we wkasnym programie numerycznym.
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Wstep

Aczkolwiek wyprowadzone w rozdziale 2 réwnania ruchu niewagajazadnych za-
lozeh o zwiazku konstytutywnym ok#tajacym napreenia, analiza procesu defor-
maciji ciata odksztatcalnego wymaga uzupetnienia speagjfikachu takiego ciata o
odpowiednie zwiazki konstytutywne. Ogélnie ama stwierd#t, ze zwiazki konsty-
tutywne wyraaja zalencst miedzy odksztalceniem a napsemiem, lub miedzy ich
predkdciami. W niniejszym rozdziale przedstawione sa wybram@zki konstytu-
tywne, wykorzystywane w modelowaniu zagadn@aktycznych przedstawionych w
niniejszej pracy.

3.1 Zwiazki konstytutywne dla materiatu sprezystego

Model materiatu liniowo spigystego opisuje z zadowalajaca doktasicia zachowa-
nie r&nych materiatéw, w tym skat i metali, w zakresie malych adéker. Wiele
materiatéw, np. elastomery, zachowuje sie nieliniowoesyscie w zakresie diych
odksztatca.

Mozna wyodrebri dwie ogélne koncepcje sformutowania modeli materiahgspr
zystego:

e model hipospreysty,
e model hiperspreysty.
Obydwa pode€jcia sa réwnie wykorzystane do opisu efektéw spystych w imple-

mentowanych modelach materiatu sprgto-plastycznego.

3.1.1 Hipospregzyste modele konstytutywne

Hipospraysty zwiazek konstytutywny w og6lgoi jest pewna funkcja okstajaca
zwiazek miedzy dowolna obiektywna miara preg&onaprgeniac a tensorem pred-
kosci deformacjid zdefiniowanym przez réwnanie (A.23)

o= flo,d). (3.1)
Dla szerokiej klasy materiatow hiposgsstych mana przyj& zalendsc liniowa:
o=C:d, (3.2)

42
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gdzie c jest tensorem czwartego rzedu o sktadowych bedacyazrsgyni modutami
sprezystymi.

Mozliwe sa r@ne definicje obiektywnych pochodnych nagegia. Jedna z nati-
wych definicji jest pochodna stosowana w sformutowaniu rhot@osprgystego w
niniejszej pracy pochodna Jaumanna-ZarenD'ltryp. [18, 267])

C=0-® 010, (3.3)

Stosujac pochodna Jaumanna-Zaremmeiazek konstytutywny (3.2) nze by za-
pisany jako

o=C:d. (3.4)

Dla materiatu izotropowego tensor stycznych modutow BpsychC? mazna wyra-
Zi€ przez state Lamégb i u

C=A11+2ul, (3.5)

gdzieli I sa odpowiednio tensorami jednostkowymi drugiego i czegotrzedu.

3.1.2 Zwiazki konstytutywne dla materiatu hipersprezystego

Materiatem hipersp@ystym jest nazywany materiat posiadajacy pewien potncj
sprezysty, ktory jest geskxia energii wewnetrznej bedaca skalarna funkcydora-
nych tensora odksztatcenia. Potencjat gpsgy mae by wyrazony jako funkcja ra-
nych miar odksztatcenia, np. tensora odksztalcenia Greageange’aE, tensora
odksztalcenia Almansiego, albo tensora gradientu defginka Dla materiatu hiper-
spreystego napmEenia otrzymuje sie przezzniczkowanie potencjatu sprgstego, w
konfiguracji przestrzennej mamy

oy(e
o=p?¥e), (3.6)
a w konfiguracji materialnej
0 0
S = po Lg;) lub T=p, Lg;) (3.7)

Wychodzac ze zwiazkéw hipersgystych (3.6) lub (3.7) uzyskuje sig réwnanie dla
materiatu hipospystego (3.2). Odwrotne przeksztatcenie w ogélnym przkpad
maoze by niemaliwe, poniewa nie dla wszystkich materiatéw istnieje potencjat spre-
Zysty.
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3.2 Dekompozycja odksztatce sprezysto-plastycznych

W klasycznej teorii plastycziszi postuluje sie addytywny rozktad wybranej miary
odksztatcenia spmysto-plastycznego&vodka ciagtego. Green i Naghdi postulowali
addytywny rozktad tensora odksztatcenia Greena-Lagraagezét spreysta i pla-
styczna

E=E°+EP. (3.8)

W modelach hipospmysto-plastycznych postuluje sie addytywny rozktad ¢eas
predkdaci deformacjid

d=d°+d. (3.9)

W §lad za Lee [165] przyjmuje sie obecnie zazwyczaj,najbardziej ogéina forma
dekompozycji odksztatéespreysto-plastycznych na cagspraysta i plastyczna jest
multyplikatywny rozkilad tensora gradientu deformacji

_dx _dx X . o

_ﬁ_ﬁ.ﬁ_p.p_ (3.10)
Z fenomenologicznego punktu widzenf& ! jest interpretowany jako tensor definiu-
jacy odksztatcenie zwiazane z odoémiem materiatu — wprowadza sie beznapre
niowa konfiguracje odcina (rys. 3.1). Odksztatcenie definujace e miedzy

Rys. 3.1. Multyplikatywny rozktad tensora gradientu defiacji.

konfiguracja odniesienia (materialna) i konfiguracjgiezona jest zdefiniowane przez
plastyczny tensor deformadji

FP=F¢1.F. (3.11)

Konfiguracja odciaona oznaczona przéEjest zdefiniowana lokalnie, tylko w pew-
nym otoczeniu rozpatrywanego punktu materialnego. Ponaaltfiguracja ta nie jest
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zdefiniowana jednoznacznie, istnieje nigskzenie wiele takich konfiguracji zéia-
cych sie miedzy soba o dowolny obroét ciata sztywnego.

3.3 Model materiatu hiposprezysto-plastycznego z anizotropia
wiasciwasci plastycznych

W programie numerycznym implementowano model materiajpospreysto-
plastycznego dla powtoki dyskretyzowanej elementem BfiBamym w podrozdziale
2.6.2, z uwzglednieniem anizotropii viéd@wasci plastycznych.

Model materiatu hipospmysto-plastycznego formutuje sie zaktadajac hipaspre
sty zwiazek typu (3.2) dla caei spreystej tensora predkei odksztatcenia i uzupet-
niajac odpowiednimi warunkami i prawami. Hipospysto-plastyczny model mate-
riatu jest zdefiniowany przez nastepujacy ogdiny uktadmén:

e Addytywny rozktad tensora predkoi odksztalceniad postulowany réwna-
niem (3.9).

e Hipospreyste réwnanie konstytutywne (zatno pochodna Jaumanna)
o=C:d°. (3.12)
e Warunek uplastycznienia
f(e,q) =0, (3.13)
gdzieq oznacza wektor parametrow wewnetrznych.
e Prawo plyniecia

P :yd¢(avq)
do
jesli @ = f, mamy do czynienia ze stowarzyszonym prawem ptynigecia.

d (3.14)

e Prawo umocnienia
a=-yh(o.q). (3.15)
e Warunki obcigenia/odcigenia (warunki Kuhna-Tuckera)
y=>0, f(0,0)<0, yf(s,q)=0 (3.16)
z warunkiem konsystentsoi

yf(o,q) =0. (3.17)
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W sformutowaniu omawianego modelu tensor pregtkaleformacijid jest tazsamy
z tensorene obliczanym z réwnania (2.39). Addytywny rozkiad tensoradkdsci
deformacji na cz& sprgysta i plastyczna nima zapisa w postac:

g =¢%+¢&P. (3.18)

Model jest sformutowany dla powtoki, dla ktérej przyjetpbteze Kirchhoffa-Love’a.
Pozwala to zalpy¢, ze w kadym punkcie powtoki panuje ptaski stan naepia

z trzema niezerowymi sktadowymi tensora namga, 6 = {011,022,012}'. Dla
opisu deformaciji powtoki przyjeto lokalny uktad wspddnych kartezjaskich x =
{x1,%2,x3}T, ktGrego osiex; i X, leza w ptaszczyznie powtoki. Odpowiadajacy row-
naniu (3.12) hipospaysty zwiazek konstytutywny

o= Cée® (3.19)

wiaze przyjeta pochodna obiektywna tensora nagnga z trzema sktadowymi caei
sprezystej tensora predkei deformaciie® = {5, £5,,2¢5,} 7. MacierzC jest tenso-
rem modutéw spreystych dla ptaskiego stanu napepia uwzgledniajacym zatenie
o zerowych napeniach normalnych do powierzchsriodkowej powtoki ¢33 = 0).

W modelu przyjeto anizotropowy warunek uplastycznienifiatz r. 1948 [111]
przy zat@eniu anizotropii normalnej. Zatono, ze w rozpatrywanych przyktadach
wiaSciwasci materiatu powtoki w jej ptaszczyznie stycznej ma uzna za nieza-
lezne od kierunku, natomiast sa one znaczaamedod widciwasci w kierunku po-
przecznym (normalnym) do powierzchni powtoki. W modeluozaho ponadto izo-
tropowe wzmocnienie z efektywnym odksztatceniem plastynzsP jako parametrem
wewnetrznym § = {P}).

Odpowiadajace tym zakeniom kryterium Hilla ma nastepujaca pdsfall]:

2R 2(1+R
f(G,Ep):\/G%l-I—G%Z——OllO'zz—I— ( + ) 2 —Gp|(§p)20 (320)

1+R 1+R ‘12

R jestsrednim wspétczynnikiem Lankforda wyznaczonym wedtug mizo

Ro + 2R45+ Rog
4

Ro, Rss i Rgp sa wspotczynnikami Lankforda dla kierunkéw o&l@nych katami 0,
45° 1 90° wzgledem kierunku walcowania blachy. Dla materiatu iapobwego, gdy
R =1, warunek Hilla (3.20) jest tsamy z warunkiem Hubera-Misesa.

R— (3.21)

1w dalszej czéci podrozdziatu zostanie zastosowana notacja algebeaicz
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Napregenie uplastyczniajacey jest funkcja efektywnego odksztatcenia plastycz-
negosP. W implementowanym modelu funkcje te ama aproksymowaprzez:

e krzywa z liniowym umocnieniem
Up|(gp) =O'yo+H§p, (3.22)

gdzieH jest modutem wzmocnienia;

e krzywa potegowa Ludwika-Nadaia
o=K(g+¢&P)", (3.23)

gdzieK, ni g sa statymi materiatowymi;
e krzywa tamana dana przez zbilﬂrpunktéw(op|i,§ip), i=1...,N.

Czest plastyczna prediaei odksztatcenia wyznacza sie na podstawie stowarzyszo-
nego prawa plastycznego ptynigcia

of

oP —v”
€ ydo"

(3.24)
gdziey mnaznik plastycznego ptyniecia, & funkcja plastycznsci okreslona réwna-
niem (3.20), przy czym spetnione sa warunki (3.16) i (3.17)

Predk&C odksztatcenia wzdfigrubcei powtoki £33 nie wchodzi bezpgrednio
do sformutowania. Mpna ja wyznaczy w zalendsci od innych sktadowych, cgg
sprezystas$; ze zwiazku

e85 = —V(el1+¢5)), (3.25)
aczet plastyczn@',o'“,’3 z warunku niezmienr&zi objet&ci przy plastycznym ptynieciu
£ = — (e +&5)). (3.26)

W symulacji ttoczenia blach nzma przyj&, ze odksztatcenia sprgste sa pomijalnie
mate w stosunku do wystepujach odksztatgdastycznych i zmiane gruboi mazna
wyliczat biorac pod uwage tylko warunek statej obfgtomateriatu (elementu).
Warunek uplastycznienia sformutowany przez Hilla w 1948 obrze oddaje za-
chowanie materiatu charakteryzujacego sie wspoétckami Lankforda wiekszymi
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od jedn&ci i zawodzi w przypadku matych wa#a tego wspoétczynnika charaktery-
stycznych np. dla aluminium. Aby usuhaady warunku uplastycznienia Hill zapro-
ponowat kolejne udoskonalenia [113, 114, 115].

Jedna z trudréci w implementacji numerycznej modelu hipospygto-
plastycznego jest konieczsio stosowania algorytmu catkowania nagag zachowu-
jacego obiektywnst réwnania konstytutywnego. Uaktualnianie nagewymaga
catkowania w punkcie materialnym

thil
Oni1=0n+ odt, (3.27)
tn

przy czym nalegy uwzglednt definicje odpowiedniej pochodnej obiektywnej, np.
(3.3) oraz raniczkowe réwnanie konstytutywne (3.2) dla wybranej pati®. Na
podstawie réwnania (3.3) pochodna materialna, ktérejayaleyc w réwnaniu (3.27)
w notacji algebraicznej wyea sie w nastepujacy sposob:

6:(?—0w—wTo, (3.28)

gdziec?jest dane réwnaniem (3.19).

Istnieje wiele r@nych algorytméw catkowania réwnania hipoplastycznegoérek
w przyblizeniu lub w peti zachowuja obiektywso [84]. Gtéwnym problemem w
tych algorytmach jest catkowanie obrotu namg[121].

Ze wzgledu na latw& uaktualniania napzgh w sformutowaniu modelu
hiposprgysto-plastycznego dla elementu powtokowego wygodniepiesyjat wspot-
obrotowy (korotacyjny) uktad wspétrzedny, obracajagy zyodnie ze spinem. Po-
chodna Jaumanngjest réwnowana pochodnej wzgledem czasu we wspoétrzednych
korotacyjnychor, por. [271]. Wobec tego catkowanie hipospystego réwnania
konstytutywnego w uktadzie korotacyjnym @®byc przeprowadzone w uproszczony
sposob:

thi1
OR.s = OR,+ / " ot (3.29)
th

gdzie wszystkie wielksci sa wyraone w ukfadzie korotacyjnym. Stosujac w réwna-
niu (3.29) metode punktarodkowego, napeenia prébne w spaystym predyktorze
otrzymuije sie z nastepujacej zat@sci:

ORers = ORy + (C&) 4 ;o Bt (3.30)
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Napregzenia probne uzyskuje sie, zaktadajae, przyrost odksztatcenia ma charakter
sprezysty. Dla tak otrzymanych napreh prébnych sprawdza sie warunek plastyczno-
Sci

f(oR:,.ER) <O (3.31)

biorac funkcje plastyczrgzi f dana réwnaniem (3.20). Siewarunek (3.31) jest spet-
niony przyjmuje sie

ORn.y = OR s (3.32)

w przeciwnym wypadku stosuje sie do fazy plastycznegoktora, w ktérym sprowa-
dza sie napenia na powierzchnig plastycaw. W implementowanym algorytmie
wykorzystano procedure powrotu na powierzchnie plastgici dla ptaskiego stanu
naprgenia rozwinieta w [268].

3.4 Model materiatu hipersprezysto-plastycznego

Klopotliwego catkowania napzeh mazna unikng w modelu spreysto-plastycznym
zaktadajac wystepowanie hiperspystdci.  Algorytm numeryczny dla modelu
hiperspregysto-plastycznego implementowany dla elementéw brylhwyprzedsta-
wionych w podrozdziale 2.6.1, jest oparty na sformutowapi@edstawionym w
[87, 88, 90, 89]. Sformutowanie to uralwia analize daych spreysto-plastycznych
odksztatc@ materiatu izotropowego przy zaeniu, ze cz@&t sprgysta odksztatde
jest mata, co jest w petni uzasadnione dla metali. Algorytmmaryczny zostat imple-
mentowany w postaci opracowanej w [87] dla materiatéw ze aameniem liniowym

i nieliniowym danym analitycznie oraz rozszerzony przeieaidla krzywej umocnie-
nia danej przez zbior punktow.

W opisie dizych odksztatae spreysto-plastycznych w modelu zaktada sie multy-
plikatywny rozkfad tensora gradientu deformaEjna czé&t spreystarF € i plastyczna
FP, dany réwnaniem (3.10), wprowadzajacy beznapngowa konfiguracje pved-
nia. Podstawowe zwiazki modelu definiuje sie w konfigjiraosredniej, a nastepnie
transformuje sig je do konfiguracji odksztatconej lub dmgdne;.

W konfiguracji p&redniej, analogicznie do rowndA.12) i (A.13), definiuje sie
odpowiednie tensory odksztatceni&’, EPiE

E° = (-1, gdzie C=F°® .F®, (3.33)
EP = 3(1-b""), gdzie BP =FP.FP, (3.34)
E = 3(Cc-») (3.35)
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spetniajace addytywna zaiecst
E = E°+ E. (3.36)

Stosujac do tensor6w®, E” i E operacjgoull-backz konfiguracji péredniej na konfi-
guracje oryginalna otrzymuije sie odpowiednie tensorgegBa-Lagrange’a: sprgsty,
plastyczny i catkowity

EP=1(cP—1), gdzie CP=FP .FP, (3.37)
E®=1(C-cP), gdzie C=F"-F, (3.38)
E=1(-1), (3.39)

spetniajace zalnost
E=ES+EP. (3.40)

Z kolei operacjgush-forwardna konfiguracje odksztatcona, zastosowana do tensorow
E® EPIE, daje odpowiednie tensory Almansiego: systy, plastyczny i catkowity

e®=1(1-b%"), gdzie b =F° -F, (3.41)
eP=1b"—bY), gdzie b P=FT.F1 (3.42)
e=31-b71), (3.43)

rowniez zwiazane addytywna zaedscia
e=e+eP. (3.44)

Zwiazki addytywne zachodza réwaiéla odpowiednich tensoréw predia odksztat-
cenia w konfiguracji oryginalnej, oedniej i odksztatconej:

E = E°+E”, (3.45)
D = D°+ DP, (3.46)
d — d°1 dP. (3.47)

Tensory predksci odksztatcenia w konfiguracji oryginaindj, E® EP uzyskuje sie
jako pochodne materialne tensoréw Greena-Lagranfie’&€, EP. W konfiguraciji
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posredniej i odksztatconej tenso®, D° i D orazd, d° i d° uzyskuje sie poprzez
zastosowanie pochodnej Lie do tensoréw odksztatcEni&® i EP oraze, e®i eP:

D=Y%,(E), D°=%,E®%, D°=%4(EP), (3.48)
d=Y%,e), d®= %) (e, dP=2,(e"). (3.49)

Zwiazki kinematyczne dla odksztafte predkdci odksztatce na dowolnej z trzech
rozpatrywanych konfiguracji moga bydefiniowane na tej konfiguracji lubzeizy-
skane przez odpowiednia operapjgdl backlub push forward zastosowana do zwiaz-
koéw kinematycznych, wyprowadzonych dla jednej z dwoch gtagch konfiguracii.

Podstawowe zamnosci konstytutywne réwnie formutuje sie w konfiguraciji po-
Sredniej [87, 88]. Postuluje sig istnienie funkcji enesgvobodnej

v =0°(E®) +¥P(Q), (3.50)

gdzie i gP sa cz&ciami spregysta i plastyczna energii swobodnej,@ajest to
zbior odpowiednich parametrow wewnetrznych. Wprowadgapstencjat plastycz-

nego plynigciaG(S(E®),Q) oraz warunek plastyczioi F (S(E®),Q). Na podstawie
nieréwndaci Clausiusa-Duhema

S:D-WU>0 (3.51)

maozna otrzyma wyrazenie na napzenia analogiczne do réwnania (3.7):

s_WE) (3.52)

W ogdélnym przypadku postuluje sie niestowarzyszone praloiecia w postaci

s _;9C

o2 3.53
Yos (3.53)

Model uzupetniony jest poprzez warunki oboémia-odcigenia oraz prawo ewolucii
parametréw wewnetrznych.

Wszystkie zalendsci konstytutywne mmna przetransformovweado konfiguracii
oryginalnej lub odksztatconej [87], w szczegdaofunkcje energii swobodnej rana
wyrazic w konfiguracji odksztatconej jako

W=ve®b® ) +yP(q,b% ), (3.54)
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gdzie g to odpowiednie zmienne wewngtrzne,bé‘fl jest lewym tensorem Fingera
danym réwnaniem (3.41) Dla funkcji energii swobodnej w postaci (3.54) otrzymuje
sie wyraenie na tensor napenia Kirchhoffa

oYe(e®, b )

o6 (3.55)

T=Po
Do konfiguracji odksztatconej nzoa przetransformovzapotencjat plastycznyé i
funkcje plastycznego ptynigci&

—1

(5.Q) =9(r,q,b° ), (3.56)
(Sv ) = f(rqub‘? ) (357)

Prawo plastycznego ptyniecia w konfiguracji odksztatgona nastepujaca posta

dP = y@ . (3.58)
Jt
Kompletny opis modelu konstytutywnego jest zawarty w [&& obszerne oméwie-

nie jest zamieszczone w [88, 90].

Uproszczenie modelu dla matych odksztatspreystych

Dla matych odksztatdespregystych spreysty tensor Fingerbt‘?1 jest w przyblzeniu
rowny tensorowi jednostkowemu, dlatego ma go op8cic w réwnaniach (3.54)-
(3.57). Ukfad réwna definiujacych uproszczony model w konfiguracji odksziagj
jest nastepujacy:

e addytywna dekompozycja tensora Almansiego

e=eSteP, (3.59)
¢ funkcja energii swobodnej
Y =v°e®) +¥P(a), (3.60)
¢ hipersprgyste réwnanie konstytutywne
IYe(e®)
T=pp e (3.61)

e warunek plastyczrii
f(r,q)=0, (3.62)
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e stowarzyszone prawo plastycznego ptyniecia
9f(z,q)

d° =%, eP =y FF (3.63)
e prawo umochienia

qu = _Vh (T’q)a (364)
e warunki obcigenia/odcigenia

y>0, f(6,9)<0. yf(s,q)=0. (3.65)

W modelu hiperspgystym nie ma potrzeby potugiwania siezniczkowa postacia
zwiazku konstytutywnego, a wiec obiektywsigest zapewniona automatycznie.

Dzieki temu,ze odksztatcenia sprgste sa mate, funkcje spgstej energii swo-
bodnej przyjeto w postaci

Ye=Atr(e®)?+ pu(e®:e® (3.66)

gdzieA i u sa statymi Lamégo. Przy tej postaci potencjatu zpsgego tensor napren
Kirchhoffa T otrzymuje sie z nastepujacej zatesci

ay(e®)
T= 5ec =Atr

(€®)+2u e® (3.67)

Zatozono warunek uplastycznienia Hubera-Misesa z izotropowyzmocnieniem

(= {e"}):

f(z,6°) = /3de(r) : dev(r) - (E) =0, (3.68)

gdzie &P jest efektywnym odksztatceniem plastycznym. Model imm@etowano z
trzema alternatywnymi krzywymi umocnienia, (i) z krzywaimocnienieniem linio-
wym dana réwnaniem (3.22), (ii) z krzywa z umocnienieminiewym dana rowna-
niem (3.23) i (iii) z krzywa zdefiniowana przez zbior pudkt

Czgs plastyczna energii swobodngf dana jest réwnaniem

yP= 1H(eP)? (3.69)
dla krzywej umocnienia danej rownaniem (3.22) lub rownanie

K

=——(a+te”)" 7
n+1(a+€), (3.70)

wp

jesli krzywa umocnienia dana jest rownaniem (3.23).
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Implementacja numeryczna modelu

Algorytm numeryczny dla przedstawionego sformutowaniadelo konstytutywnego
wyznacza napzenia i uaktualnia wszystkie zmienne dla przyrostowej myiconfi-
guracji odksztaiconej o@" w chwili t, do Q™1 w chwili t,,1. W konfiguracjiQ",
zdefiniowanej przez tensor deformakjj, znane sa zmienne definiujace stan odksztal-
ceniabﬁfl i qn. Znajomat spreystego tensora Fingetbfl wystarczy do zdefinio-
wania spreystej czéci odksztatcenia danej rozkladem multyplikatywnym (3.
wyniku rozwiazania réwnania ruchu otrzymuije sie przywage pole przemieszcae
Au. Celem algorytmu jest wyznaczenie nowego tensora defginfige; oraz uaktu-
alnienie zmiennychbe*l i g, co pozwoli wyznacz§ naprgenia w nowej konfiguraciji
Qni1.

Pole przyrostowych przemieszézAu pozwala wyznaczy gradient deformaciy’
dla odksztatcenia przyrostowego

f=I1+0-Du, (3.71)

ktéry z kolei umaliwia wyznaczenie tensora gradientu deformdgji.; dla nowej
konfiguracjiQ™+:

Foii= f-Fn. (3.72)

Algorytm numeryczny uaktualnienia zmiennych stanu dla ejodkonfiguracji sktada
sie z dwoch etapéw — sprgstego predyktora i plastycznego korektora. Na etapig-spr
zystego predyktora zaktada siee plastyczne deformacje sa zamwooe, tzn. tensor
gradientu deformaciji plastycznej sig nie zmierﬁéﬁf = F}). Przy liczeniu prébnego
tensora gradientu deformacji spystej Felfl korzysta sie z nastepujacej zahesci

TR\ 1 _
Fofy = Foa- (F,") =/ For () ' = £ F (3.73)
otrzymanej z réwnania opisujacego rozktad multyplikatyvtensora gradientu defor-

macji (3.10). Wyraenie (3.73) wykorzystuje sie do wyznaczenia prébnegezgpr
stego tensora Fingera:

1 TR _
el = Tpe Tt (3.74)

a nastepnie prébnego spystego tensora Almansiego

1 TR
et N =3(1-5%h ), (3.75)



3.5. Modele konstytutywne dla polimeréw 55

co pozwala policz§ prébne napigeniat! ®, z rownania (3.67).

Rzeczywiste nap#enia wyznacza sie w drugim etapie algorytmu numerycznego
plastycznym korektorze. Warunek plastyczaiof < O jest sprawdzony i przeprowa-
dza sie korekcje f@i f > 0. Ostateczna warkd spreystego tensora Fingera wyznacza
sie z zalendsci [87, 88]:

1 T

_ R
R LNRE) e (3.76)

e

n+1
Czlon 2 n,.; jest obliczany korzystajac z niejawnego algorytmu. Pacakhiu rze-
czywistej wartéci sprgystego tensora Fingels +1_l wyznacza sig ostateczna war-
toS spreystego tensora Almansiego

eni1=3 (I— be;+11> (3.77)

oraz naprgeniatn 1 z rownania (3.67).

3.5 Modele konstytutywne dla polimeréw

W niniejszej pracy analizowane jest ksztattowanie opakomvhlachy stalowej pokry-
tej powtoka polimeru. Jako polimer stosuje sie PET, cpyli(tereftalan etylenu). W
celu wi&ciwej reprezentacji wktiwasci materiatu implementowano specjalne mo-
dele sprgysto-lepkoplastyczne przeznaczone do modelowania podiw

Rysunek 3.2 przedstawia sleiadczalne krzywe napenie—odksztatcenie dla jed-
noosiowegdsciskania PET dla mhych predkéci odksztatcenia przy statej temperatu-
rze 25C, zaczerpniete z [69]. Widoczny jest wptyw predkbodksztatcenia na wia-
Sciwasci mechaniczne PET. W8aiwosci mechaniczne polimeréw silnie zagerow-
niez od temperatury i énienia (czgci kulistej tensora napzenia) [292]. W niniejszej
pracy zat@ono, ze zmiany temperatury w badanych procesach odksztatcarstéos
sunkowo niewielkie i temperatura jest traktowana jako ngidzrametr.

PET jest semikrystalicznym polimerem o strukturzezeloej z frakcji amorficznej
i krystalicznej. Wiasnsci polimeru zalea od stopnia krystalizacji. Wptyw tempera-
tury uwidacznia sie w przypadku polimeru amorficznego sataa przy przekracza-
niu temperatury zeszklenia. Temperatura zeszklenia tozpganego polimeru, amor-
ficznego PET, wynosi ok. 8C. Temperatura zeszklenia nie jest stata, zale.in.
od ciSnienia hydrostatycznego. Procesy ksztattowania opakavidachy powlekane;j
polimerem sa projektowane w ten sposoéb, by proces odbygvelapolimeru w stanie
amorficznym poriej temperatury zeszklenia.

Krzywe Sciskania, przedstawione narys. 3.2, sa typowe dla palimeorficznego
ponizej temperatury zeszklenia. Krzywe te posiadaja wyaagnanice plastyczisai z
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natychmiastowym ostabieniem, nastepnie wystepujeezagiabilnego ptyniecia oraz
umocnienia materiatu, zwiazany z uporzadkowanienttghow czasteczek polimeru
wzdtuz kierunku obcizenia.
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Rys. 3.2. Déwiadczalne krzywe napzrenie—odksztatcenie dla jednoosiowégiskania PET
w temperaturze 2%, wedtug [69].

Istnieje wiele r@norodnych modeli konstytutywnych dla polimeréw opartyeh
podepciu fenomenologicznym lub mikromechanicznym. Do najbajdpopularnych
modeli fenomenologicznych nalg@ modele zaproponowane przez Boyce i in. [36],
Arrude i Boyce [10], Arrude i in. [11]5cisliwy model Leonova zaproponowany przez
Tervoorta [280], oraz model sformutowany przez Bergstrdmayce [29]. W ninigj-
szej pracy zastosowano model Arrudy-Boyce [10] é&ei&liwy model Leonova [280].

3.5.1 Model Arrudy-Boyce

Ztozone widciwasci sprgysto-lepko-plastyczne polimeréw reprezentuje sie prze
roznorodne ztaone modele reologiczne, przedstawiane jako szeregowerialé-
gte potaczenia speyn i ttumikéw. Schemat reologiczny odpowiadajacy modelo
Arrudy-Boyce jest przedstawiony na rys. 3.3. Zbudowany ggsprzez szeregowe
potaczenie sp@yny (e), reprezentujacej zachowanie gpste, i elementu Kelvina-
Voigta (p), reprezentujacego wtasmb reologiczne (plastyczne).

Opis dwzych odksztatce niesprgystych wykorzystuje multyplikatywny rozkfad
(3.10) tensora gradientu deformagjina cz&C spreystarF € i plastycznafP.
Tensor napreenia Cauchy’ego jest wyznaczany z nastepujacej zalesci:

L opeEe i a9, (3.78)

U:F(

gdzie J€ = det[F€|, u®i A€ sa statymi Lamégo, & ¢ jest tensorem odksztatcenia
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Rys. 3.3. Schemat reologiczny modelu Arrudy-Boyce.

Hencky’ego, obliczanym przy wykorzystaniu rozktadu (3.10
E®=In[V¢ (3.79)

V€ jest lewym tensorem rozciagniecia, otrzymanym przekteazpolarny tensord €,
por. rownanie (A.6):

F®=R®.U®=V®.R®. (3.80)
Czest plastyczna tensora predia deformacii jest dana nastepujacym réwnaniem:
yP
d® = 3 dev[o'], (3.81)

gdzier jest zastepczym napreniem,

T = \/dev[o*] : dev]o*], (3.82)
o* jest naprgeniem sterujacym plastycznym ptynieciem:
o :a—J—leFe-ap-FeT, (3.83)

gdzieoP jest naprgeniem w spreynie modelujacej umocnienie materiatu. Preatko
plastycznego plyniecia

o —AE* T \%®
vp:voeXp[ 0 <1— (S+app> )] (3.84)

AE* — energia aktywacji plastycznego ptynigcia dla stanu bpemeniowego,yo —
mnanik predkéci plastycznego plyniecia, — parametr wraliwosci na cénienie,p
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— ciSnienie s— wytrzymat®&t nascinanie kg — stata Boltzmannag — temperature bez-
wzgledna. Ostabienie po uplastycznieniu jest uwzgledmiprzez przyjecie réwnania
ewolucji dla wytrzymat&ci naScinanies

szh<1—3> P, s(0) = 5o, (3.85)
Sss

So — poczatkowa wytrzymahd nascinanie sss— kohcowa wytrzymatéc nascinanieh

— modut ostabienia. Napzenia reprezentujace opér materiatu w wyniku umocnienia
przy dwych odksztatceniach sa wyznaczane przy zastosowanielmodkliniowej
sprezystcécei dla elastomeréw [36, 10]:

o® = udevBP], (3.86)
gdzie:
BP = FP. FPT (3.87)

U jest modutem sp@ystdsci nieliniowej obliczanym z nastepujacego réwnania

A . (AP
U= (BTLp> Lt (AT) | (3.89)

gdzie ur i A_ sa statlymi materiatowymiyir ma charakter modutu, &_ jest pewnym
charakterystycznym wydheniem zwanym blokujacymafg. locking), AP jest efek-
tywnym (zastepczym) wydaeniem

AP = \/tr[B]/3, (3.89)

aL(x) jest funkcja Langevina dana przez
1
L(x) = coth(x) — < (3.90)

3.5.2 Modelscisliwy Leonova

Uogodlnionyscisliwy model Leonova jest zbudowany z pewnej liczby elemerita-
xwella potaczonych réwnolegle (rys. 3.4). Zostat on zgprmowany w [280] przez
Tervoorta, ktory rozdzielit napeenie w elemencie Maxwella nasciienie i czéc de-
wiatorowa. Taki element zostal przez niego nazwany ,elgema Leonova”, a caly
model §cisliwym modelem Leonova. Wzmocnienie odksztatceniowe redte jest
reprezentowane przez nieliniowa spyee réwnolegta do elementéw Leonova (rys.
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Rys. 3.4. Schemat reologiczny modéksliwego Leonova: a) z trzema elementami Leonova,
b) z jednym elementem Leonova.

3.4). Uogdlniony model Leonova me wymaga wyznaczenia wielu parametrow w
zalendsci od liczby zastosowanych elementéw Leonova. W wielu paikach wy-
starczy ayc jednego elementu Leonova z réwnolegta nieliniowa zpng reprezentu-
jaca wzmocnienie odksztatceniowe (rys. 3.4b). W takiaypadku tensor napzenia
Cauchy’egoos mozna podziek na naprgenie w elemencie Leonows i naprgenie
reprezentujace wzmocnienie materiafti

o=o"+o" (3.91)

Do obliczenia napzenia reprezentujacego wzmocnienie materiatzmaostosowg,
podobnie jak w przypadku modelu Arrudy-Boyce, model wykstajacy funkcje
Langevina. Naprgenie w elemencie Leonowe jest rozt@one z kolei na cZg spo-
wodowana odksztatceniem objétiowyme oraz cz&t dewiatorowar 9

o-=0'+0" (3.92)

Dewiator naprgeniac 9 jest naprgeniem sterujacym plynieciem plastycznym, ktére
jest opisane za pomoca nieniutonowskiego prawa

1
p_ _~ _d
d 2 o (3.93)
z lepkdscian obliczana wedtug réwnania
n = Arg_ Loy T0 (3.94)

OSiNN(T eq/To) ’

gdzie 1 jest stata materiatowa o charakterze naprga, ar¢q jest naprgeniem za-
stepczym
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ZmiennaA jest obliczana z nastepujacego rownania:

aH | Hp } (3.96)

gdzieAy jest stata materialtow#dH — energia aktywacjiR— uniwersalna stata gazowa,
6 — absolutna temperaturp,— ciSnieniem,u — parametrem wiwosci na cénienie,
D — parametrem ostabienia, ktérego zmiany Slaeastepujace réwnanie ewolucji

D=h (1— 3) Yo (3.97)
Do
gdzieh jest modutem ostabieni®., — wartdscia graniczna parametru ostabieryig;-
efektywna predkscia plastycznego ptyniecia.

Podsumowanie

W tym rozdziale przestawiono sformutowania modeli kongigvnych materiatéw
implementowanych przez autora w programie numerycznymkiongystywanych w
modelowaniu zagadniepraktycznych. W pracy rozpatrywane sa zagadnienia od-
ksztalcania metali, polimeréw oraz skat. Przedstawion@eteo konstytutywne dla
osrodka ciagtego moga bystosowane do opisu matych deformacji skat w zakresie
sprezystym oraz daych deformacji metali i polimeréw w zakresie spystym i nie-
spreystym. W modelowaniu skat gtéwny nacisk w tej pracy oo na wykorzy-
stanie modelowania dyskretnego, dlatego nie wprowadzaawansowanych modeli
konstytutywnych dla skat.

Na poczatku rozdziatu oméwiono zasady tworzenia modeizsistych w oparciu
o zataenie hipo- i hipersp@ystdci. Obydwie koncepcje sa nastepnie wykorzystane
w sformutowaniu modeli spaysto-plastycznych. Zakenie hipospreystdsci wyko-
rzystano w sformutowaniu modelu dla dich odksztatde spreysto-plastycznych
metali, szczegodlnie ksztattowanych blach. Model impletoeano dla powtok dys-
kretyzowanych elementami BST. W modelu uwzgledniono @nigpie normalna dla
odksztatcé plastycznych. Hiperspzgstdst zatwono w sformutowaniu modelu dla
duzych odksztatce spreysto-plastycznych metali. W opisie kinematykizgah od-
ksztatcé wykorzystano multyplikatywny rozktad tensora gradiedeformaciji. Po-
stet funkcji spreystej energii swobodnej przyjeto zaktadajae,czét spreysta od-
ksztatcé jest mala, co jest w petni uzasadnione dla metali.

W kohcowej czé&ci rozdziatu przedstawiono sformutowania dwoch znanydh z
teratury modeli spigysto-lepkoplastycznych dla polimeréw, modelu ArrudyyBe i
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Sciliwego modelu Leonova. Modele dobrze reprezentujgeessci reologiczne po-
limeréw amorficznych poaij temperatury zeszklenia. Beda one wykorzystywane do
modelowania powitoki polimerowej blachy, nowoczesnegoemalu stosowanego w
przemysle opakowa produktéw spaywczych.

Poprawné&t implementaciji i dziatania opisanych modeli konstytutyaim zostana
pokazane w przyktadach zamieszczonych w nastepnychiedada niniejszej pracy.



4. Ruch uktadu ciat odksztatcalnych
w zagadnieniu kontaktowym

Wstep

W wielu praktycznych zastosowaniach modelowanie warunkggowych wymaga
uzglednienia warunkéw kontaktu. Warunki kontaktu saatkdwymi wiezami w
zagadnieniu ruchu ciata odksztatcalnego. Zagadnienidaktowe sa w dalszym
ciagu istotnym przedmiotem batlazaréwno w dziedzinie sformutoviateoretycz-
nych [265], jak i w dziedzinie numerycznych algorytmow [15®2]. Celem obec-
nych prac badawczych nad zagadnieniami kontaktowymi @stdtowanie zaawan-
sowanych modeli kontaktu uwzgledniajacyclzmérodne zjawiska fizyczne, jak tar-
cie, smarowanie, aycie, generacja i wymiana ciepta, czy kohezja. Uwzgledia
fizycznej natury zjawisk w kontakcie prowadzi do modeloveakontaktu na poziomie
mikroskopowym [272].

W niniejszej pracy sformutowano algorytm kontaktu pozvsgdg bada rézne
przypadki kontaktu, wystepujace w zintegrowanym mode&tody elementéw sko
czonych i metody elementéw dyskretnych. W zagadnieniudédatvym uktadu ciat
odksztatcalnych rozpatrywany bedzie kontakt z tarciemm@{odzie elementow dys-
kretnych rozpatrywane beda bardziejzdoe modele kontaktu, uwzgledniajace kohe-
zZje, generacje i wymiane ciepta orazzyuie.

W niniejszym rozdziale przedstawione uprzednio sformaloie metody elemen-
téw skaczonych zostanie rozszerzone na zagadnienie kontakiRezdziat zawiera
sformutowanie teoretyczne ciaglego zagadnienia koovedgo, jego dyskretyzacije
oraz implementacje w rozwijanym programie numerycznym.

4.1 Sformutowanie zagadnienia kontaktowego z tarciem

Rozpatrujemy ukfad sktadajacy sie z dwdcbdksztatcalnych cia#zV) i 22, ktore
moga sie ze soba kontakto@vA(rys. 4.1). Ciata podlegaja odksztatceniu w przedziale
czasu[0,T]. Kazde z dwdch ciatz®, a = 1,2, zajmuje w chwilit € [0, T] obszar

Q@1 w przestrzeni euklidesowdj™, gdziensg = 2 lub 3. Q@ jest domknieciem

1Dla uproszczenia ograniczam rozzemia do uktadu dwéch ciat. Zagadnienieana fatwo uogolrii
na kontakt wielu ciat.

2W prezentowanym sformutowaniu nie bedzie rozpatrywarmgmdaienie tzw. autokontaktu, w ktd-
rym kontakt zachodzi migdzy dwiemazrdymi strefami brzegu tego samego ciata.

62
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20 20 0
N 5

Rys. 4.1. Uktad potencjalnie kontaktujacych sie ciatsatlicalnych.

zbioru otwartegd (@, ktérego brze@ Q@' oznaczymy przef (@t

Q@t—@tyr@t  a=12 (4.1)
Zaklada sieze w kadym punkcie brzegu ciald®, a = 1,2, mazna zdefiniowa
jednoznacznie jednostkowy wektor normalny do brzegusekiany na zewnatra @ .

Polazenie dowolnego punktu materialnego cia##®, a = 1,2, rozpatrywane w
inercyjnym kartezjaskim ukfadzie odniesienia w konfiguracji materialnej; jelere-
Slone przez wektax®, potazenie punktu materialnego w konfiguracji odksztatconej
jest dane wektoremt @, a jego przemieszczenie — wektorent?

u®@(x@ t) = x@x@ t) _x@ (4.2)
Zaktada sieze w poczatkowej chwili = 0 ciata#V i 2@ sa roztaczne
QWoNQ@0— g (4.3)

Kontakt mechaniczny zachodzi, gdy dwa ciala fizycznie calgleiuja poprzez swoje
powierzchnie brzegowe. Oznacza 1e,zachodzi

M=r@tnr@tLe. (4.4)

Wspdlna czgt brzegéw dwdch ciaf! jest zwana powierzchnia kontaktu. Na sz

pozostatego brzegh®'\ I'l, a = 1,2, wyrdznimy czgt I’Sa)t, na ktorej sa zadane
przemieszczenia Il',(,a)t, podlegajace zadanym obzeniom. Podsumowujac, brzeg

(@t sktada sie z c&eirS™, r@tirt

re —r@urturt. (4.5)
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Zaktada sie ponadtae czéci brzegu ", I®" i 't sa roztaczne
Mt Ar@ = r@art=r@nri=o. (4.6)

Powierzchnia kontaktu zazwyczaj nie jest znangariori — strefa kontaktu musi
byt znaleziona w kadej konfiguracji odksztatconej. Do badania kontaktu wywod
jest wprowadzenie funkcp okreslajacej odstep miedzy dwoma ciatami mierzony od
okreslonego punktu na powierzchni jednego z ciat

g(x®) = (x® — x@). p@(x)y, 4.7
gdziexM e F(t

x@er@t: x®_x@= min [|xM-x@]. (4.8)
x@cr@t

Definicja (4.8) okréla, ze punktx(? jest punktem najtiiej potzonym od rozpatry-
wanego punktu (Y spdsrod wszystkich punktéw powierzchii?t. Tak zdefiniowana
funkcja musi b nieujemna

gx¥)>0 dla x®er@t (4.9)
w tym dla strefy kontaktu

gx¥)y=0 dla x®ert, (4.10)
a poza obszarem kontaktu

gxM)y >0 dla x®er®t_rt (4.11)

W sformutowaniu ciagtym problemu kontaktu wystarczy agcayc penetracje punk-
tow naleacych do brzegu jednego z ciat przez powierzchnig brzagiugiego ciata,
dlatego nie jest konieczne definiowanie funiggic(?).

Ograniczenia kontaktowe dotycza rownieddziatywania kontaktujacych sie ciat.
Oddziatywaniet. jednego z ciat na drugie maoa roztayc na dwie sktadowe — nor-
malnat, i stycznats do powierzchni styku

tC:tn+ts:tnn(l)+ts. (412)

W standardowym sformutowaniu zagadnienia kontaktowegamizgledniajacym sit
adhezji (lub kohezji) oddziatywanie w kierunku normalnym mbwierzchni styku ma
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charakter nacisku. Przy przyjetym zwrocie wektora normegb wart&€ nacisku jest
niedodatnia w obszarze kontaktu

t,<0 dla xPer! (4.13)
i znika poza obszarem kontaktu
th=0 da x®er®-rt (4.14)

Ograniczenia dla funkcji odstepu miedzy ciatami i odéziania w kierunku nor-
malnym mana zebra w nastepujacej postaci [159, 302]:

Warunki (4.15) sa znane jako warunki Kuhna-Tuckera dlat&dn w kierunku nor-
malnym.

Oddziatywanie kontaktowe w kierunku stycznyigy powodowane tarciem, prze-
ciwdziata pd&lizgowi charakteryzowanemu przez wzgledna prédkw punkcie
styku vs. Przyjmujacg = 0i g = 0 predkd&t pcslizgu w punkciex® pokrywajacym
sie z punktemx V) jest dana réwnaniem

vs= 0@ (F@) — M (x) (4.16)

Zagadnienie tarcia nmma sformutowa analogicznie do zagadnienia plastyczno-
§ci z niestowarzyszonym prawem ptyniecia [188]. Przy zahym modelu tar-
cia Coulomba zagadnienie tarcia ama opisé przez nastepujacy uktad réwma
[160, 159, 265, 302]:

e funkcja palizgu

¢ = [|ts|| — M|l (4.17)
gdzie u oznacza wspétczynnik tarcia Coulomba,
e prawo pélizgu

Is

—, (4.18)
[[2]]

vs: _A

e warunki Kuhna-Tuckera okstajace warunki pglizgu, przylegania i wzajemnego
wykluczania sie przylegania i gbzgu

$<0, A>0, ¢A=0. (4.19)
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Sformutowanie lokalne zagadnienia brzegowo-poczatkmwvedla uktadu dwadch
kontaktujacych sie ciat odksztatcalnych®, a= 1,2, dane jest przez uktad réwha
(2.6)—(2.10), zapisanych dla uktadu dwaoch ciat, uzupeiio warunki kontaktu dane
rownaniami (4.15), (4.17)—(4.19):

p@(X@ )IX@ 1) = pP (x@),  x@ Q@0  te[oT],
0. 6@ 4 p@ p@ — p@ g(@ x@cq@t teoTl,
, x@er® teloT],

u® = yg@ x@er®  telo,T],
u@ — uéa)’ 0@ — véa)’ x@ ¢ ﬁ(a)o’ —0, (4.20)
g>0, t, <0, t,g=0, x®ert, t €[0,T],
vs:—/\H;—ZH, xWert,  teo,T],
¢=ts| — plta] <0, xWert, te[0,T],
A>0, ¢A=0, xMWert, tc[0,T].

4.2 Zasada prac przygotowanych dla zagadnienia kontaktovg®

Sformutowanie wariacyjne réwnowae problemowi danemu uktadem révimianie-
réwnasci (4.20) ma postadwadch sprzeonych nieréwnsci wariacyjnych [279]. Gdy
znana jest powierzchnia kontakfti mozna napisa réwnanie wariacyjne, wyeajace
zasade prac przygotowanych dla uktadu dwéch ciat oditatch, z uwzglednie-
niem pracy przygotowanej oddziatywania kontaktow@yd [159, 302]:

2
> /‘ @5@ . 5@ d0 + &m;5e@dg_/’ bmx5¢mdg_/’¢ﬂ5u@dr
& Q(afto Qlar Q(af? rat
2

-5 /}?law@dr _o, (4.21)
a=1 re

oW

gdziet(ca), a= 1,2, sa intensywn&ciami oddziatywania kontaktowego spetniajacymi
warunki kontaktowe, ®u'®, a= 1,2, sa wirtualnymi przemieszczeniami spetiaja-
cymi przemieszczeniowe warunki brzegowe.

Ostatni czton w réwnaniu (4.21), wyzajacy prace wirtualna sit kontaktu, @
przeksztald w nastepujacy sposéb [159]:
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2
W = — Z(/t%a).au@dr) :—/ . suWdr — [ ¢2.5u@dr
PV r rt

_ _/rgtg)' [M(l) <x<1>) _5u® <;<z>(x<1>))}dr

- /r (tn 89+ tsBug)dr (4.22)

Réwnanie (4.21) wraz z dotaczonymi warunkami kontaktowjast wygodna pod-
stawa matematyczna dla budowania algorytméw numengtedg analizy zagadnie-
nia kontaktowego.

4.3 Dyskretyzacja przestrzenna zagadnienia kontaktowego

Wprowadzajac dyskretyzacje przestrzenna obsz&®&hi Q@ zgodnie z réwnaniami
(2.15) i (2.16), aproksymuje sie powierzchnie brzegowet&ktujacych sie ciat przez
zbiér elementéw skiczonych, ktére moga laykrawedziemi lutscianami elementow
skanczonych dyskretyzujacych wnetrze ciat:

Fe& =Y re. (4.23)

gdzief @ jest aproksymacja powierzchiit?), a= 1,2, z&nl) jest liczba elementéw
uzytych w aproksymaciji. Powierzchnia ciata jest interp@oa za pomoca standardo-
wych funkcji ksztattu

x@ = ZlNi (x(a))xi(a), x@erd, (4.24)
=

gdzie Féa) jest powierzchnia pewnego elementu dyskretyzujacegegdt®, a= 1,2,
xi(a) to wspotrzedne weztow definiujacych elementisizony, N; — funkcje ksztattu,
Nhs jest liczba weztéw definiujacych element gslkkaony. W algorytmie implemen-
towanym w niniejszej pracy powierzchnie kontaktowe sakpymowane tréjkatami
lub czworokatami, a w zagadnieniach dwuwymiarowych deamwymi segmentami
liniowymi.

W sformutowaniu dyskretnym warunki kontaktowe oige sie nieraz dla po-
wierzchni aproksymowanych [160]. Najé&ej jednak warunki kontaktowe sa okre-
Slone tylko dla weztéw, co pozwala unikingatkowania po powierzchni kontaktu. Po-
dejscie to jest wykorzystywane w niniejszej pracy. @dgadczenie pokazujee przy
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odpowiednio gestej dyskretyzacji jest ono wystarcaajdoktadne. Kontakt oké&ta
sie badajac pofenie weztéw dyskretyzujacych jedna z powierzchni vedegim aprok-
symacji drugiej powierzchni. W tym kontékie funkcja odstepu/penetracji (4.7) jest
zdefiniowana dla danego Weziél)

g ®) = (x @) @ (502 (4.25)
gdziext € M oraz

¥@er@: xP-x@) = min |x -x@), (4.26)
x@er@

gdzie? jest skaiczonym zbiorem punktéw dyskretyzujacych powierzchHig, a
x@ jest najblzszym punktem na aproksymaciji powierzchf?).

W sformutowaniu dyskretnym zagadnienia kontaktowego wkir(4.15) sa zapi-
sane dla kadego wezia ze zbior#Y w nastepujacej postaci:

gx >0, R <o, FMaxd)=o, (4.27)

gdzie Fn(xgl)) jest skladowa normalna catkowitej sity kontakﬂé(l) dziatajacej na

wezetx o

Fs — sktadowa styczna sity kontaktn(® — jednostkowy wektor normalny do aprok-
symowanej powierzchni kontaktow&?. Sity kontaktu zastepuja powierzchniowe
oddziatywanie kontaktowe w pewnym otoczeniu wezta.

Spetnienie warunku (4.2y)w ogolnym przypadku nie wyklucza penetracji we-
ztéw dyskretyzujacych powierzchnigl® przez aproksymacje powierzchfitl). W
sformutowaniu dyskretnym warunek braku penetracji nalsprawdzt obustronnie,
albo dopécic pewna penetracje weztéw jednej z powierzchni.

W sformutowaniu dyskretnym zagadnienia kontaktowego wruprzylega-
nia/pclizgu (4.17)—(4.19) sa rowrieokreslone dla weztow:

¢ = ||Fs|| — u|Fnl , (4.29)
Fs

vo At (4.30)
® || F|

$<0, A>0, ¢A=0. (4.31)
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Calkowita praca przygotowana oddziatywania kontaktow@dé w sformutowa-
niu dyskretnym mee by okreslona jako suma prac przygotowany@hw,); sit kon-
taktu w poszczegoélnych wezlach

N

oW = 3 (6uc) (4.32)

gdzien jest liczba weztdéw znajdujacych sie w kontakcie w dasteyili.
Praca przygotowana sit kontaktu w jednym wedle. moze byt wyznaczona z
zalendsci analogicznej do réwnania (4.22)

swe = —FY . (5u® — 5a?), (4.33)

du™ — przemieszczenia przygotowane badanego wezéy @ — przemieszczenia
przygotowane rzutu badanego wezta na aproksymowanaepmshinie drugiego ciala.

Biorac réwnanie (4.24) przemieszczenie przygotowaneipun® mozna zapisa
W nastepujacej postaci:

Su® = ZNi (x@)5u? (4.34)
i=

Wstawiajac (4.34) do (4.33) otrzymuje sie

swe=FY. (—5u(1) + nZ N; (X <2>)5u<2>> (4.35)
=
Cco ma@na przedstawijako
dwe = duc fe, (4.36)
gdzie
ue = {u u(12) ugﬁz}T (4.37)
fo={—F Ny(X@)FY . NI(x@)FET . (4.38)

WSstawiajac zalendsci dyskretyzacyjne do réwnania (4.21), zasade prac ptoyg
wanych dla dyskretyzowanego zagadnienia kontaktowegmmaapisa w nastepu-
jacej postaci, poréwnaj réwnanie (2.23):

(8r)T (MF -+ F" — FoXt— Feon) — 0, (4.39)
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gdzie globalna macierz maé, globalne wektory uogdlnionych przemiesziczegzto-
wychr oraz weztowych sit zewnetrznych i wewnetrzny& i F!sa zdefiniowane
réwnaniami (2.24)—(2.27), a globalny wektor sit oddziana kontaktowego otrzy-
many przez odpowiednia agregacje wektoréw oddziatyaointaktowego zwiaza-
nych z kontaktem poszczegélnych weztéw

Nnc
Feom— A T, (4.40)
i=1

gdzief® sa dane réwnaniem (4.38),. jest liczba weztéw bedacych w kontakcie. We-
zly znajdujace sie w kontakcie sa nieznaryriori i musza by wykrywane za pomoca
procedury wykrywania kontaktu opisanej w rozdziale 10. Ramie (4.39) jest spet-
nione dla dowolnych przemieszézerzygotowanychdr spetniajacych kinematyczne
warunki brzegowe, co daje nam nastepujacy uktad réwna

Mi — Fext_ pint 4 poont. (4.41)

Sktadowe wektora sit kontaktowych musza spetniaarunki kontaktowe dane réwna-
niami (4.27), (4.29) i (4.31).

4.4 Regularyzacja ograniczé kontaktowych

Rozwiazanie zagadnienia ruchu opisanego réwnaniem )(4.4franiczeniami kon-
taktowymi (4.27), (4.29) i (4.31) mre byc uzyskane za pomoca nastepujacych metod
[159, 302]:

e nieoznaczonych mmmikéw (czynnikéw) Lagrange’a,
e metody funkcji kary,

e rozszerzonej metody mmnikéw Lagrange’a (bedacej kombinacja zwyktej me-
tody mnanikéw Lagrange’a i metody funkgcji kary).

W niniejszej pracy stosuje sie metode funkcji kary. W sfatowaniach jawnych me-
tody elementéw skitczonych jest to metoda naj&agej stosowana ze wzgledu na ta-
twosC jej implementacji w jawnym schemacie rozwiazania rofwnechu. W metodzie
funkcji kary ograniczenia kontaktu sa spetnione tylko wsfib przyblzony, dopusz-
cza sie nieznaczne naruszenie wiezéw. Metoda funkcyi jest rownig metoda re-
gularyzacji warunkéw kontaktowych, gayisuwa niejednoznaczso zalendsci od-
dziatywania kontaktowego od wielkoi geometrycznych.



4.4. Regularyzacja ograniaz&ontaktowych 71

Fy Fy

ulF| wlgl

Us N Us

a) b)

Rys. 4.2. Zalenckt sity tarcia od pélizgu: a) prawo Coulomba, b) regularyzowane prawo
Coulomba.

Metoda funkcji kary dla kontaktu w kierunku normalnym spemlza sie do przyje-
cia nastepujacej zatadsci liniowej dla nacisku=,

Fn=kng, (4.42)

gdziek, jest parametrem kary. Warunek (4.2W) dalszym ciagu obowiazuje, co ozna-
cza,ze zalendst (4.42) jest okrslona tylko dlag< 0. W ten sposéb naruszone zostaje
ograniczenie kinematyczne dla kontaktu w kierunku noryralit4.27) . Ujemny od-
stepg, ktéry maze wystapt miedzy kontaktujacymi sie ciatami, bedzie nazwany pe
netracja. W interpretacji fizycznej metoda funkcji kargtigbwnowana wstawieniu
pomigdzy kontaktujace sie ciata elementéw gpsgych przeciwdziatajacych penetra-
cji, parametik, jest sztywn@cia tych spreyn.

Zastosowana regularyzacja ogranitd@ntaktowych (4.29)—(4.31) dla tarcia po-
lega na dopuszczeniu §lizgu dla sity tarcia mniejszej od wadoi granicznej. Mae
to byt uzasadnione fizycznie jako uwzglednienie mik&pyéw w obszarze kon-
taktéw dla tarcia nierozwinietego. Klasyczny model tar€oulomba mana trak-
towat jako analogie do modelu sztywno-idealnie plastycznegtenatu, z& regu-
laryzowany model tarcia Coulomba mwa uzné jako analogiczny do sprgsto-
plastycznego modelu materiatu (rys. 4.2). Prggkpcslizgu vs moze byt roztazona

na cz&E odwracalna (sp@stq)v(se') i nieodwracalna (plastycznqusp')

vs= v + 0P (4.43)

Sprezysta cz& jest okrélana przy wykorzystaniu warunku

o =22 jesli ¢ <O. (4.44)
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Widat z powyzszego,ze ks spetnia role analogiczna do modutu Younga (rys. 4.2).
Niespragysta czét predkdci pcslizgu jest wyznaczna z wyzania (4.18), ktére teraz
okresla jedynie czg& niesprgysta predksci pclizgu

o™ 2 ts s g—o. (4.45)
|| Fs|

4.5 Obliczanie sit oddziatlywania kontaktowego

Dla weztéw, dla ktérych stwierdza sig istnienie kontakfu< 0), oblicza sie sktadowa
normalna i styczna oddziatywania kontaktowego na pedstawiazkow przedstawio-
nych w podrozdziale 4.4. Site oddziatywania w kierunkumamymF, oblicza sie na
podstawie réwnania (4.42). Wiel&Db penetracji weztow naruszajacych ograniczenia
kontaktowe zaley od wart@ci parametru kark,. Aby zminimalizow& penetracje
parametr kary powinien liymazliwie duzy, niemniej jednak zbyt dia wart&t para-
metru kary mae wptyn& na zmniejszenie krytycznego kroku catkowania. W&irto
parametru kary mze byt przyjeta na podstawie lokalnej sztyvamd kontaktujacych
sie ciat, np. [103]. Parametr kary w implementowanym ajtraie kontaktu ustala sie
na podstawie kryterium stabilgoi dla uktadu masyn ze sprgyna o sztywnsci k.
Masa jest masa skupiona w wezle bedacym w kontak@etyavndt spreyny repre-
zentuje parametr kary. Maksymalna wattparametru kary ustala sie tak by nie zostat
zmniejszony krok catkowania catego uktadu dyskretnAgoKorzystajac z rownania
(2.61) i uwzgledniajac czesto drgah wiasnych uktadu masy ze spima

W=/, (4.46)

stabilny parametr kary jest dany przez nier6&mo

4m
< —. .
kn < 702 (4.47)

Przyjety model jesécisty dla przypadku kontaktu jednostronnego (kontaktksatht-
calnego ciata ze sztywna powierzchnia). Stanowi on réavdbbre oszacowanie dla
kontaktu dwéch ciat odksztatcalnych.

Analogia miedzy modelem tarcia a modelem plastyézhpozwala nam zastoso-
wat algorytm wyznaczania sity tarcia analogiczny do wyzna@aaprgenia w ma-
teriale sprgysto-plastycznym. Schemat tego algorytmu jest przedstgwponizej.

(i) Obliczenie granicznej sity tarcia

Fa"®™ = u|FR,|. (4.48)
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(i) Obliczenie przyrostowego sizgu
Augjip = vt (4.49)
(iii) Obliczenie prébnej sity tarcia
F¢ = FO9 1 kbugp, (4.50)
F'e — F* —n(n-F?), (4.51)

F2 jest sita tarcia wyznaczona w poprzednim kroku.

(iv) Obliczenie nowej sity tarcia

Férial dla ||Fstrial|| < Fsmax’
FIW = Fold (4.52)
ial
Fg1ax||FSOId|| dIa HFstrla H > FsmaX'
s

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zaprezentowano sformutowaniegigozne zagadnienia kon-
taktu z tarciem dla uktadu ciat odksztatcalnych. Podan@wigzenia kontaktowe dla
kontaktu bez tarcia oraz z tarciem. Przedstawiono sforwaie lokalne i globalne
zagadnienia kontaktowego. Sformutowanie globalne ptagdsno w postaci réwna-
nia wyrazajacego zasade prac przygotowanych z dodatkowymi @mgemiami. Prze-
prowadzono dyskretyzacje przestrzenna typowa dla dyettementéw skiaczonych
oraz dostosowano warunki kontaktowe do zagadnienia dyskawanego. W roz-
wiazaniu numerycznym regularyzowano warunki kontakt@iesujac metode funk-
cji kary. Przedstawiono algorytm numeryczny obliczantarddziatywania kontakto-
wego.

Przedstawione sformutowanie jest standardowym modelartaktu z tarciem sto-
sowanym w modelowaniu metoda elementéwrskamnych. Bardziej zaawansowane
modele kontaktu w metodzie elementéw 8kponych byty tematem innych prac au-
tora, np. [256, 257, 258]. Zagadnienie modelowania i apdtiantaktu przedsta-
wiono stosunkowo obszernie, gdproblem kontaktu jest vemym elementem niniej-
szej pracy ze wzgledu na przedstawione zastosowaniaypeaid, np. ttoczenie blach,
jak réwniez ze wzgledu na znaczenie modelowania kontaktu w metodiziremtow
dyskretnych. W metodzie elementow dyskretnych model kantaostanie rozsze-
rzony na zagadnienie kontaktu z kohezja, wymiany ciepda arzycia.



5. Sformutowanie metody elementéw skizczonych
dla probleméw z matascisliwoscia

Wstep

Niescisliwost lub matascisliwost, wystepujaca w procesach odksztatcania niektérych
materiatéw, np. elastomeréw, sprawia pawa trudn&ci numeryczne w analizie me-
toda elementéw skwzonych. Matascisliwost jest rownig typowa dla spreysto-
plastycznego odksztatcania metali przy maty$néniu. Elementy skzone oparte
na standardowym sformutowaniu przemieszczeniowym ME&gstawionym w pod-
rozdziale 2.4, ulegaja tzw. blokadzie obfgtmwej @ng. volumetric locking), ktéra
przejawia sie nadmierna sztywsma elementéw na odksztatcenia. Blokada obje-
toSciowa elementéw przemieszczeniowych wynika z niemasei Scistego opisania
przez funkcje ksztattu elementu pola przemiesaczharakteryzujacego sie odksztat-
ceniem o niezmiennej objetoi (izochorycznego) w catym elemencie [315, 119, 22].

Blokade objetéciowa mana wyeliminowa& stosujac metode elementéw &kao-
nych oparta na sformutowaniu mieszanym, w ktérym wprowaslg niezalena inter-
polacje dla pola przemieszczenia$uienia [315, 119]. Specjalne metody zredukowa-
nego lub selektywnego catkowania w obszarze elementu [BI%,dajace poprawnie
dziatajace elementy czteroweztowe czworokatne (dimdaiéh dwuwymiarowych) i
oSmioweztowe sZgcicscienne (dla zagadrietréjwymiarowych) sa réwnowzne od-
powiednim elementom uzyskanym w wyniku zastosowania dfitowania miesza-
nego [119].

Niestety nie wszystkie kombinacje funkcji interpolacyghydla przemieszcrei
cisnienia sa dopuszczalne. W przypadku elementéw z réwngpnigm interpola-
Cji przemieszcze i ciSnienia, np. czterowgztowych czworokatow Q1/P1 (z milva
interpolacja przemieszczenia 6aienia), @mioweztowych elementéw szeicscien-
nych H1/P1 (z tréjliniowa interpolacja przemieszczergeénienia) oraz najprostszych
elementoéw trojweziowych trojkatnych Trl/P1 i czteramvych czwor&ciennych
Tel/P1 z liniowa interpolacja przemieszozesiSnienia, pojawia sie problem oscylacji
ciSnienia, co jest traktowane jako niestabfinonodelu numerycznego. Stabibicele-
mentéw opartych na sformutowaniu mieszanym &lag warunki stabilngci zwane
warunkami Babuski-Brezziego [13, 119]. Aby wyeliminawgiefizyczna oscylacje ci-
Snienia w elementach nie spetniajacych warunkéw BabBg&rziego, konieczne jest
zastosowanie specjalnych metod stabilizacji. W ninigjgzacy przedstawiona zo-
stanie metoda stabilizacyjna zwana metoda kroku czastijo @ng. fractional step),
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metoda predkéci czastkowejdng. fractional velocity) lub metoda CB%uig. charac-
teristics based split), ktora zostata wprowadzona do zagadnechaniki ciata statego
przy wspétudziale autora [314, 260]. Metoda ta, rozwimigt mechanice ptynéw
[312, 313], jest oparta na specjalnym algorytmie catkowanivna ruchu potaczo-
nym z ich dekompozycja.

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie lokai stabe zagadnienia
mechaniki ciata statego, bedace podstawa mieszanegowwbwania metody elemen-
téw skdczonych, otrzymanego za pomoca metody Galerkina. Peagidsmo catko-
wanie otrzymanych réwmeMES wzgledem czasu. Nastepnie oméwiono zagadnienie
stabilngci sformutowania mieszanego i podstawowe metody stabijliz Przedsta-
wiono metode stabilizacji metoda czastkowego krokkaahnia, ktéra zastosowano
W niniejszej pracy w celu otrzymania poprawnie dziatagrcyiniowych elementow
trojkatnych (w zagadnieniu dwuwymiarowym) i czwémiennych (w zagadnieniach
tréjwymiarowych). Dziatanie metody jest pokazane w zasi@iu do zagadnfedu-
zych deformacji sprgysto-plastycznych metali, zachodzacych przy ateigu ude-
rzeniowym oraz w problemach przerébki plastycznej na zimno

5.1 Sformutowanie mieszane metody elementéw skozonych

5.1.1 Sformutowanie lokalne

Rozpatrzymy zagadnienia brzegowo-poczatkowe odksaigaiata stalego zdefinio-
wane przez ukiad réwima(2.7)—(2.10). W celu uzyskania sformutowania mieszanego
wykorzystamy dekompozycje tensora ngaeCauchy’egoo na czé&t dewiatorowa

si ciSnienie hydrostatyczng

o=s-—1p. (5.1
Biorac pod uwage zwiazki (5.1) i (A.16) rownanie (2.7) na zapisaw postaci:

D-s—Dp+pb:p%, xecQ' telo,T]. (5.2)
Podobnie réwnanie (2.8) nana zapisa uwzgledniajac rozktad (5.1) w postaci

n-(s—1p)=t, xel te[0T]. (5.3)

Wyprowadzajac sformutowanie mieszane w mechanice ptyméwnanie zacho-
wania pedu (5.2) uzupetnia sie rownaniem zachowania masymechanice ciata
statego analogiczne réwnanie ama uzyska biorac zwiazek konstytutywny dla ci-
Snienia, ktory w postaci przyrostowej mma zapisa w nastepujacej postaci:

p = _K(évol - é\‘,)m) s (5-4)
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gdzie K jest modutem sztywrei objet&ciowej, ktéry mana wyraze za pomoca
statych Lamégo jako:

K=A+ % U, (5.5)
a &y jest predkécia odksztatcenia objgtoiowego

Eol =0, (5.6)

é\‘l’ol jest czécia niespreysta odksztatcenia objeétciowego. W przypadku modelu pla-
stycznci z potencjatem ptynigcia zaieym od drugiego niezmiennika napea J,,
np. dla modelu przedstawionego w podrozdziale 3.4, zadlﬁﬁgz 0iréwnanie (5.4)
upraszcza sie

£+D-v:0. (5.7)

Dla materiatu niécisliwegoK — o i réwnanie (5.7) mana zapisa jako
O-v=0, (5.8)

co wyraza warunek nigcisliwosci.
Sformutowanie lokalne rozpatrywanego zagadnienia brzeguoczatkowego jest
dane przez nastepujace réwnania:

e rownanie zasady zachowania pedu (5.2),

e zwiazek konstytutywny dla gnienia (5.7),

naprgeniowe warunki brzegowe (5.3),

przemieszczeniowe warunki brzegowe (2.9),

warunki poczatkowe (2.10).

5.1.2 Sformutowanie stabe

Sformutowanie stabe bedace podstawa mieszanego sfmmania elementow ske
czonych mana otrzyma stosujac metode Galerkina. Mrax réownanie (5.2) przez
kinematycznie dopuszczalne funkcje wagof?ve:alkujac otrzymane wyenie w ob-
szarzeQ'!, a nastepnie catkujac przez ézgotrzymuje sie

/s:DiSdQ+/ pD-z’SdQ:—/ p@-z’idQJr/pb-iSdQJr/ todr.  (5.9)
ot ot ot ot ot r
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Mnozac réwnanie (5.7) przez funkcje prébﬁa’ catkujac po obszarz®' otrzymuje
sie

/ij (£+D-v> dQ =0. (5.10)

Réwnania (5.9) i (5.10) stanowia sformutowanie stabemtaace podstawe sformuto-
wania mieszanego elementéw skaonych dla zagadnienia lokalnego zdefiniowanego
w podrozdziale 5.1.1.

5.1.3 Roéwnania metody elementéw skwzonych

Do réwna (5.9) i (5.10) wprowadzamy dyskretyzacje przestrzetypgwa dla ele-
mentéw skdczonych, aproksymujac wektorowe pole prestitov i pole cisnieniap
za pomoca zalnasci

v = Nyv, (5.11)
P = Nop. (5.12)

gdziev i p oznaczaja wektory nieznanych parametréw weztowyd, BN, — macie-

rze funkgji interpolacyjnych spetniajacych kinematyczne warunki brzegowe. Zakta-
damy ponadtoze funkcje prébné [ fJ maozna wyrazt za pomoca tych smaych funkgciji
ksztattu jako:

v = Nyov, (5.13)
p = Nydp. (5.14)

Woprowadzajac zafndsci (5.11), (5.12), (5.13) i (5.14) do rowmg5.9) i (5.10) przy
wykorzystaniu dowolngci dv i dp otrzymuje sie w zapisie macierzowym nastepujacy
uktad réwna, por. [315]:

(/ N pNVdQ> /BT sdQ + (/ BTmN dQ>p+/ NT dQ+/ NTEdr,
It

(5.15)

</ NTiN dQ>(;f </QNngBdQ>v. (5.16)

1Procedura dyskretyzacyjna zostanie przedstawiona wjnotacierzowe;.
2Macierze funkcjiNy i Np sa macierzami globalnymi z odpowiednimi podmacierzaeugdrymi ma-
cierzami funkcji ksztattu poszczegolnych elementow.
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Réwnania (5.15) i (5.16) stanowia ukfad rovimsformutowania mieszanego metody
elementéw skbczonych. Wprowadzajac oznaczenia:

M = /QNIpNVdQ, (5.17)
M = QNg%diQ, (5.18)
Q = / BTmN,dQ, (5.19)
/NTtdF+/ NTgdQ, (5.20)

- /Q BTsdQ, (5.21)

rownania (5.15) i (5.16) nmna zapisaw nastepujacej postaci:

M% = —F'+Qp+RY, (5.22)
M% = Q'v. (5.23)

5.1.4 Catkowanie rownad ruchu wzgledem czasu

Rozwiazanie rowna(5.22)—(5.23) wymaga zastosowania wybranej procedukp<a
wania wzgledem czasu. Zaktadajge, znane jest rozwiazanie tego uktadu rétvma
pewnej chwilit, € [0, T|] okreslone poprzex, i pn, poszukiwé& bedziemy rozwiazania
Vni1 i Pne1 W chwili t =t +At.

W tym celu zastapimy wystepujace w réwnaniach (5.2223pbpochodne wzgle-
dem czasu wymzeniami r@nicowymi

dv Av

T - A (5.24)

dp _ Ap

T - A (5.25)
gdzie

AV = Vpi1—Vq, (5.26)

Ap = Pni1— Pn, (5.27)
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i zatozymy, ze réwnania rbnicowe otrzymane po wstawieniu (5.24) i (5.25) do (5.22)—
(5.23) sa spetnione doktadnie przy cztonach po prawepsrmwnania wzietych w
pewnej chwilit,, s =ty + &At, gdzieé; € [0, 1], co oznaczymy indeksem+- §;

Av
M

A _F\rq-l-fs + (Qp)n+g‘2 + R\rg-i-fs ) (5.29)
~ Ap
M5 = (QV)nre, - (5.30)
Wspotczynniki &, i = 1,2,3 zwane sa parametrami niejavi&ed schematu catkowa-

nia. Dla dowolnej zmienned oznaczaja kombinacje liniowa wasti tej zmiennej na
poczatku i na kcu kroku:

3nrg = an(1— &)+ &ans1. (5.31)

Przyjmujacé = 0 otrzymuje sie jawna metode catkowania Euléias= 0.5 daje me-
tode trapezéw, a prz§ = 1 mamy niejawna wsteczna metode Eulera, por. [152].

Do catkowania rownia (5.29) i (5.30) zastosowano nieiteracyjny algorytm opart
na jawnym schemacie catkowania rownania (5.29), przygméj = &3 = 0 i niejaw-
nym catkowaniu réwnania (5.30), przyjmujdge = 1. Schemat zastosowanego algo-
rytmu jest nastepujacy:

1) Obliczenie predkeci w chwili ty, 1 z réwnania (5.29)
Vel = Vn+AtM L (—FY + Qpn+RY) . (5.32)
2) Obliczenie przemieszcaalla chwility, 1

Uny1 = %At(vn"i‘Vn-s—l)- (5.33)

3) Obliczenie Gnieniap,,, z rownania (5.30)

Pn+1=Pnt AtM 71QTVn+l . (5.34)

Rozwiazanie réwna (5.32)—(5.34) jest szczegllnie tatwesljezastosuje sie diagona-
lizacje macierzyM i M. Uktady réwna (5.32) i (5.34) rozprzegaja sie wtedy i nie ma
potrzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzygtaaczenia rozwiaza-
nia uktadu réwna algebraicznych.
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5.2 Stabilizacja sformutowania mieszanego

5.2.1 Stabiln&t i podstawowe metody stabilizacji

Sformutowanie mieszane daje poprawne wyniki dla wielu eetbw, np. czterowe-
ztowych czworokatéw Q1/PO0 (z biliniowa interpolacjgpmieszcze i statym cénie-
niem) oraz 8mioweztowych elementéw szeicsciennych H1/PO (z tréjliniowa inter-
polacja przemieszchd statym cénieniem w elemencie) [119]. Niestety nie wszystkie
kombinacje funkcji interpolacyjnych dla przemiesztzeciSnienia sa dopuszczalne.
W przypadku elementéw z rownym stopniem interpolacji prieeszczé i ciSnienia,
np. czteroweztiowych czworokatow Q1/P1 (z biliniowaeiniolacja przemieszczenia
i ciSnienia), @mioweztowych elementéw szeicsciennych H1/P1 (z tréjliniowa in-
terpolacja przemieszczenia soienia) oraz najprostszych elementéw tréjweztowych
trojkatnych Trl/P1 i czteroweztowych czw@mennych Tel/P1 z liniowa interpola-
cja przemieszczei ciSnienia pojawia sie problem oscylacjénienia, co jest trakto-
wane jako niestabilrgt modelu numerycznego. Stabibtoelementéw opartych na
sformutowaniu mieszanym ol&kja warunki stabilngci zwane warunkami Babuski-
Brezziego [13, 119], ktére mama sprowadzi do prostego warunku [315, 22]:

Ndof = MNp (5.35)

gdzie ngof jest liczba niewiadomych w wektorag an, — liczba niewiadomych w
wektorzep. Liczby niewiadomych odnosza sie do catego uktadu dyskgo, ktory
tylko w szczegélnym przypadku me byc pojedynczym elementem.

Dla elementéw opartych na sformutowaniu mieszanym nienggielcych warun-
kow stabiln&ci Babuski-Brezziego konieczne jest stosowanie spgghlmetod sta-
bilizacji. Szczegolnie wane ze wzgledéw praktycznych jest stabilne sformutowanie
dla prostych elementéw, tréjkatnych (2D) i czwéceennych (3D). W praktycznych
zastosowaniach mamy zazwyczaj do czynienia ze skomplikgava geometriami,
mimo dwego postepu w automatycznej generacji siatek elemenkdivczonych,
wciaz jest niemaliwa nawet przy zastosowaniu kodéw komercyjnych, autgomta
dyskretyzacja skomplikowanych geometrii przayuiu tylko elementéw sZ&eidscien-
nych.

Metody stabilizacji czesto sprowadzaja sie do dodatahikzujacych cztonéw do
réwnania zasady zachowania masy. Brezzi i Pitkaranta [8@iaponowali dodanie
cztonuhK ,, gdzieh jest wymiarem charakterystycznym elementurskamnego, &
jest zdefiniowana wzorem

Kp= /Q NN dQ. (5.36)
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Hughes i in. [120] uzyskat stabilizujacy czlon poprzez aoi¢ rownania zasady za-
chowania pedu pomzonego poprzez wspotczynnik zdefiniowany jako

2 DN (5.37)

gdzie a jest dopasowujacym parametreim—~ wymiarem charakterystycznym ele-
mentu skdéiczonego, a1 — lepkdscia. Ta procedura stabilizacyjna jest nazywana me-
toda GLS ang. Galerkin Least Squares).

5.2.2 Stabilizacja metoda czastkowego kroku catkowania

W niniejszej pracy zastosowano metode stabilizacji znaetoda kroku czastkowego,
ktora jest oparta na specjalnym schemacie catkowaniaeszgh czasu réwiiame-
tody elementéw skicczonych w sformutowaniu mieszanym. Rozpatrywane bextzie
gadnienie brzegowo-poczatkowe dane przez réwnanie gasathowania pedu (5.2),
zwiazek konstytutywny dla shienia (5.7), napzeniowe warunki brzegowe (5.3),
przemieszczeniowe warunki brzegowe (2.9) oraz warunkzgikowe (2.10). Do réw-
nah (5.2) i (5.7) wprowadzimy dyskretyzacje czasowa zaggc pochodne wzgledem
czasu wyraeniami r@nicowymi. Rozwiazanie przyrostowe dla przyrostu od dhtyi
do chwility, 1 bedzie wyznaczone z nastepujacych rofnna

Av
Par = O-$nye,—OPnie, +Pbnig, (5.38)
1Ap
RE = —D'vn_;'_él. (539)

W powyzszych réwnaniach zostaly wprowadzone trzy parametryawiejsci,
&1,&2,&3 € [0,1]. Wskaznikin+ &, i = 1,2,3 dla dowolnej zmiennej oznaczaja kom-
binacje liniowa wartéci tej zmiennej na poczatku i naheou kroku analogiczna do
okreslonej rownaniem (5.31).

Podstawa stabilnego schematu catkowania réwBa38) i (5.39) wzgledem czasu
jest nastepujacy rozktad réwnania (5.38):

" — v,
At

- D'sn+53+pbn+537 (540)

Unel— v*
p——

= 0P, (5.41)
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gdziev* jest zwana predi&ia czastkowa. Naty zwrdcic uwage ze réwnania (5.40)
i (5.41) daja w sumie réwnanie (5.38).

W rownaniu (5.39) zakladamy; = 1, a nastepnie wstawiajac réwnanie (5.41)
otrzymujemy

1 pr—p « Ao

R%z—ﬂ-v +FD Pnic, - (5.42)
Wprowadzajac do réwna(5.40), (5.41) i (5.42) dyskretyzacje predkoi cisSnien

analogiczna do okatonej réwnaniami (5.11) i (5.12), a nastepnie stosujaadar-

dowa metode Galerkina otrzymuje sie nastepujacydikdavnah macierzowych [46]:

M V*A_tV” — R, —F ., (5.43)
M V”%t_v* = QPn+é, ; (5.44)
N % = —Q"V' +AtHpy.g,. (5.45)
gdzieH jest standardowa macierza dla dyskretnego operatoradsip
H :/ DNgiDNp dQ. (5.46)
Q Po

Pozostate wektory i macierze sa zdefiniowane rownaniarbiv§s(5.21).
Do réwnan (5.43)—(5.45) mpna zastosowanastepujacy jawny schemat rozwiaza-
nia:
1) obliczenie predksci czastkowej z réwnania (5.43)
V- =vp+AtMHRY—FY) (5.47)
2) obliczenie cnieniapp1 z réwnania (5.45)
Pn+1= Pn—At M _1(QT v+ At Hpy), (5.48)

3) obliczenie predkéci kahcowej z rownania (5.44)

Vni1 =V —AtM1Qpp.1. (5.49)
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Po obliczeniu predkeci mana wyznacz§ przemieszczenia punktow weztowych z
zaleznasci

1
Unt+1 = Un+ > At (Vp+Vni1) - (5.50)

W réwnaniu (5.47) zatoono &3 = 0, a w réownaniu (5.48) przyjetd, = 0, co ozna-
cza w pei jawny schemat rozwiazania uktadu rowi.43)—(5.45). Rozwiazanie to
charakteryzuje sie wszystkimi zasadniczymi zaletameswitéw jawnych, ktére zo-
stalty omoéwione wcZaniej. Rozwiazanie jawne wprowadza rowniggraniczenie na
krok catkowaniaAtei; dane rownaniem (2.61), por. [119]. Rozwiazanie w petnijaw
jest maliwe dla probleméw z matgcisliwoscia. Dla probleméw z idealna 1Siesli-
woscia naleatoby zastosowaschemat mieszany, w ktérym réwnania (5.44) i (5.45)
rozwiazuje sie za pomoca schematu niejawnego, przygodsj+ 0.

WyjaSnienie skuteczrézi powyzszego algorytmu w eliminacji blokady objétmo-
wej mazna otrzyma rozpatrujac réwnanie zachowania masy dla petnéjaiiwosci:

0=-Q" V' +AtHp,s,. (5.51)

Eliminujac predk&t czastkowar* z rownah (5.44) i (5.51) dlas = 1 otrzymuje sie
nastepujace réwnanie:

— Q" Vh1+AMt(H-—Q™™M1Q) pny1=0. (5.52)
Zastepuje ono standardowe réwnanie
Q"vp1=0 (5.53)

otrzymane z réwnania (5.23) ze standardowego sformut@vamészanego. Mma
dowiest [47], ze wystepujaca w rownaniu (5.52) podmaci€@?M —1Q —H jest za-
wsze dodatnio ok&ona, co zapewnia gadana stabilizacje sformutowania miesza-
nego.

5.3 Przyklady numeryczne

5.3.1 Uderzenie preta cylindrycznego w sztywna ptaszczye

Jest to czesto aywany przyktad testowy dla weryfikacji programéw do symula
cji obciazen dynamicznych, doskonale sprawdzajacy poprawnaodelowania od-
ksztatcenia sp@ysto-plastycznego materiatu [100]. Miedziany pret mgtyczny
0 promieniu 3.2 mm i dhugeci 32.4 mm, poruszajacy sie z pre@k@m 227 m/s,
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uderza w sztywna plaszczyzne
(rys. 5.1). Wiasngci materiatu
sa nastepujace: modut Younga
E = 117 GPa, wspotczynnik Pois-
sonav = 0.35, granica plastyczisoi
oy = 0.4 GPa, modut wzmocnienia
izotropowegoH = 0.1 GPa. Ana- Vo=0227 s
lizowano okres 80us od chwili
uderzenia, w ktérym to czasie osia-
gniety zostaje stan quasi-statycznej
rownowagi. Przy modelowaniu
odziatywania preta i sztywnéjciany
zatazono kontakt bez nmiwosci
oderwania. |

Zagadnienie analizowano jako za-
gadnienie dwuwymiarowe 0SiowosyRys. 5.1. Uderzenie cylindrycznego preta w
metryczne i petne zagadnienie trojsztywna ptaszczyzne — definicja geometrii i warun-
wymiarowe stosujac @ne sformuto- kow brzegowych.
wania i r&&ne elementy skuczone.
Rysunek 5.2 przedstawia wyniki osiagniete w dwuwymiagpanalizie osiowosyme-
trycznej za pomoca przemieszczeniowych elementéw cawmtmgch. Przedstawiono
kohcowy ksztalt preta po 8Qs od chwili uderzenia wraz z rozktadaménienia oraz
efektywnego odksztatcenia plastycznego. Przedstawiongiazanie jest obarczone
btedem z powodu blokady objgtciowe;j.

Poprawne rozwiazanie uzyskane w dwuwymiarowej analigieveosymetrycznej
za pomoca sformutowania mieszanego z elementami czwbrgin] Q1/P0 z bili-
niowa interpolacja przemieszdze cisnieniem stalym w elemencie pokazano na rys.
5.3. Rozwiazanie to bedzie glyfo do oceny poprawrsei rozwiaza uzyskanych za
pomoca innych metod.

Efekt blokady objetsciowej widoczny jest rownew rozwiazaniu przedstawio-
nym na rys. 5.4, uzyskanym w analizie dwuwymiarowego zaigaui osiowosyme-
trycznego za pomoca przemieszczeniowych elementowattrdjkh.

Zastosowanie sformulowania mieszanego z elementamiatrgjlkni eliminuje
szkodliwy efekt blokady obje&ziowej (rys. 5.5), ale uzyskany rozktadsgienia
(rys. 5.5b) charakteryzuje sie oscylacjami z powodu alagicsci sformutowania
mieszanego dla elementéw tréjkatnych z liniowa inteapf przemieszcrei ciSnie-
nia. Dopiero zastosowanie stabilizacyjnej metody czaségo kroku catkowania w
sformutowaniu mieszanym z elementami tréjkatnymi dajprparne rozwiazanie bez
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efektdw blokady objetsciowej i z rozktadem &nienia bez oscylacji (rys. 5.6). Sta-
bilizacja metoda czastkowego kroku catkowania daje iéavpoprawne wyniki dla
elementéw czworokatnych Q1/P1, co pokazuje rys. 5.7. &epist dziatania algo-
rytmu stabilizacyjnego w zastosowaniu do sformutowaniaszanego z elementami
czwordsciennymi z linowa interpolacja przemieszczeniash@énia jest pokazana na
rys. 5.8.

Zgodndac rozktadéw cnienia hydrostatycznego i efektywnego odksztatcenia pla
stycznego otrzymanych przy zastosowaniu dyskretyzagpiymi trojkatami, czwo-
rokatami i czwor8cianami w ramach stabilizowanego sformutowania mieggane
potwierdza skuteczrs i poprawn&t metody stabilizacyjnej. Poprawso metody
mozna stwierdZi poprzez iléciowe poréwnania dla wybranych parametréw geome-
trycznych, promienia podstawy w miejscu uderzenia i ddajodksztatconego cylin-
dra, przedstawione w tabeli 5.1. Wyniki uzyskane przy zast@niu stabilizowanego
sformutowania mieszanego sa zgodne z wynikami uzyskamarpomoca elemen-
téw nie wykazujacych blokady objetoiowej w standardowym sformutowaniu mie-
szanym.

Tabela 5.1Poréwnanie wynikow dla inych sformutowa

Typ elementu Sformutowanie Promieh kohcowy | Dlugost kohcowa
4-wezl. czworokat Stand. mieszane 7.10 21.47
4-wezl. czworokat | Miesz. stabilizowaneg 7.10 21.47
3-wezt. trojkat Miesz. stabilizowang 7.07 21.47
4-wezl. czworgcian | Miesz. stabilizowang 7.14 21.64
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Rys. 5.2. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwyaonig osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie przemieszczeniowe, elementy czworokatne: dasziatcona siatka elementow,

b) rozktad cgnienia, c) rozklad efektywnego odksztalcenia plastygane
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a) =

Rys. 5.3. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwyaonig osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie mieszane, elementy czworokatne: a) odksztalsiatka elementéw, b) rozktad
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Rys. 5.4. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwyanig osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie przemieszczeniowe, elementy tréjkatne: appidicona siatka elementow, b) roz-
ktad cisnienia, c) rozktad efektywnego odksztalcenia plastygane
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Rys. 5.5. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwyaonig osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie mieszane, elementy trojkatne: a) odksztats@ika elementow, b) rozktadariie-
nia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastycznego.
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Rys. 5.6. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwyanig osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie mieszane stabilizowane, elementy tréjkathedisztatcona siatka elementéw, b)
rozktad cénienia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastygane
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Rys. 5.7. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwyanig osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie mieszane stabilizowane, elementy czworokgihedksztatcona siatka elementow,
b) rozktad cénienia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastygane
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Rys. 5.8. Uderzenie preta cylindrycznego — model trojwanmivy, sformutowanie mieszane
stabilizowane, elementy czwdcenne: a) odksztalcona siatka elementéw, b) rozkismiei
nia, c) rozkiad efektywnego odksztalcenia plastycznego.
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5.3.2 Zgniatanie poprzeczne walca

Przyktad ten ma na celu zweryfikowa-
nie rozwinietej metody w zastosowaniu do
prostego procesu przerébki plastycznej na
zimno. Walec stalowy o ditugeai 100
mm oraz promieniu 100 mm jest zgniatany
miedzy dwiema ptaskimi ptytami rowno-
legtymi do jego osi (rys. 5.9), odledio
miedzy ptytami na koniec procesu wynosi
100 mm. Wiasnsci materiatu sa nastepu-
Jace.’ modu}. Your?gc”E =217-1¢° MP,a,l, Rys. 5.9. Zgniatanie poprzeczne walca — de-
wspotczynnik Poissona& = 0.3, gest&t finicja geometril

783 kg/n¥, poczatkowa granica plastycz-
nosci oyg = 170 MPa, modut wzmocnhie-
niaH = 30 MPa. Tarcie na powierzchniach kontaktu materiatu z phjtakreSlone
jest wspotczynnikiem tarcia Coulomba= 0.2.

W modelowaniu wykorzystano symetrig i rozpatrywatwiartke walca. Analize
przeprowadzono stosujac nastepujace modele:

e dyskretyzacja elementami saennymi Q1/P0, opartymi na standardowym sfor-
mutowaniu mieszanym,

e dyskretyzacja elementami seennymi Q1/P1, opartymi na stabilizowanym sfor-
mutowaniu mieszanym,

e dyskretyzacja czwoiziennymi elementami liniowymi ze stabilizowanym sformu-
lowaniem mieszanym (siatka zgrubna, 4090 elementow),

e dyskretyzacja czwoiziennymi elementami liniowymi ze stabilizowanym sformu-
lowaniem mieszanym (siatka gesta, 22186 elementow).

Poczatkowa siatka elementéw $kaonych szgciennych oraz poczatkowa zgrubna
siatka elementéw czwosciennych sa przedstawione odpowiednio na rys. 5.10a i b.
Predkda&t ruchu ptyt wynosi 2 m/s, kicowa odlegtée ptyt wynosi 100 mm.

Wyniki analizy w postaci odksztatconych siatek z rozkladefektywnego od-
ksztatcenia plastycznego i&tiienia hydrostatycznego dla Sez&ennych elementéw
Q1/P0, opartych na standardowym sformutowaniu mieszapynedstawiono na rys.
5.11. Wyniki te sa wynikami uzyskanymi za pomoca poprandgiatajacego sformu-
lowania, stabilnego i pozbawionego wad blokady olfetowej, stanowd beda punkt
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Rys. 5.10. Zgniatanie poprzeczne walca — model MES: a) ssiadksaedryczna, b) siatka

tetraedryczna.

odniesienia dla wynikow uzyskanych za pomoca stabilizga sformutowania mie-

Szanego.

Wyniki uzyskane za pomoca stabilizowanego sformutowaltgaréznych dyskre-
tyzacji przedstawiono na rys. 5.12-5.14. Ma zauwayC podobi@stwo rozktadéw
efektywnego odksztatcenia plastycznegdshignia otrzymanych za pomoca stabilizo-
wanego sformutowania z rozkladami na rys. 5.11, przyjéfahko punkt odniesienia.
Zbiezncst rozwiaza mazna rownig dostrzec poréwnujac rozktadyscienia wzdta
linii ABCDEA zdefiniowanej na rys. 5.15a, pokazane na wykresie na r{/Sb5.
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Rys. 5.11. Zgniatanie poprzeczne walca, sformutowanieszraiee z siatka elementéw sze-
Sciennych Q1/P0, odksztatcone siatki z rozktadem: a) pfekégo odksztalcenia plastycz-

nego, b) cénienia.
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Rys. 5.12. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowanersftowanie mieszane z siatka ele-

mentow szeciennych Q1/P1, odksztatcone siatki z rozkladem: a) giakégo odksztatcenia
plastycznego, b) énienia.
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Rys. 5.13. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowanersftowanie mieszane ze zgrubna

siatka elementow czwosciennych (4090 elementdw), odksztalcone siatki z roddad
a) efektywnego odksztatcenia plastycznego, bjienia.
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Rys. 5.14. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowarnersfiwanie mieszane z gesta siatka

elementéw czworsciennych (22186 elementow), odksztatcone siatki z rada a) efek-
tywnego odksztatcenia plastycznego, [§neenia.
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Rys. 5.15. Zgniatanie poprzeczne walca — poréwnanie rdakd&nienia dla ranych sformu-
towah: a) definicja liniABCDEA b) rozktad csnieh wzdtwz linii ABCDEA

5.3.3 Wyciskanie przeciwbiene cylindra

Przedmiotem analizy jest proces wyciskania na zimno naazytindrycznego éred-
nicy zewnetrznej 30 mmi i grulsei scianki 5 mm (rys. 5.16). Materiatem vggiowym
jest walec o dtugsci 30 mm isrednicy 30 mm. Stempel &ednicy 20 mm ma za-
dany skok 28 mm. Wiasisei materialu sa nastepujace: modut Youlga 3.24- 10°
MPa, wspbiczynnik Poissona = 0.3, gest&ét p = 8120 kg/nt , poczatkowa gra-
nica plastyczngci oyg = 300 MPa, modut wzmocnieniddl = 50 MPa. Tarcie okre-
Slone jest wspotczynnikiem tarcia Coulompa= 0.1. W modelu procesu pominieto
efekty cieplne. Definicja przykladu jest podobna do przgtktaestowego komercyj-
nego programu MARZAutoForge [182].

Osiowosymetryczna analize przeprowadzono stosugguligiowane sformutowa-
nie mieszane z dyskretyzacja trojkatnymi elementamodiymi oraz standardowe
sformutowanie mieszane z dyskretyzacja biliniowymi eteami czworokatnymi
Q1/P0. Poczatkowe siatki elementow Bkmonych sa przedstawione na rys. 5.16b,c.

Uzyskane wyniki dla siatki czworokatow przedstawiono ga.r5.17 w postaci
odksztatconej konfiguracji z rozktadem efektywnego odisenia plastycznego na
réznych etapach formowania. W podobny sposéb przedstawiamgsn 5.18 wyniki
analizy uzyskane dla siatki elementéw trojkatnych.

Uzyskane rozktady efektywnego odksztatcenia plastyoan@gs. 5.18 i 5.17)
sa zgodne z rozktadem otrzymanym z programu MAR@oForge [182] jak row-
niez odpowiadaja znanemu rozktadowi umocnienia materiaizyrdia wyciskanego
przeciwbienie [72]. Rozktad odksztatcenia plastycznego wskazujewiakszajace
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Rys. 5.16. Wyciskanie przeciwlzire: a) definicja geometrii, b) poczatkowa siatka czwarok ,
téw, c) poczatkowa siatka tréjkatow.

sie umocnienie materiatu wzdhwysokdci w kierunku od obrzea do dna osiagajac
maksimum w pobku przegciascianki w dno. W kierunku normalnym do bocznej
Scianki naczynia wystepuja znacznemice umocnienia — materiatdacy w poblzu
powierzchni wewnetrznej jest bardziej umocniony.

Analize przeprowadzono stosujac okresowa zmiangisidly unikng zbytniego
znieksztatcenia elementow skezonych. Rysunek 5.19 przedstawia zmiany siatki na
kolejnych etapach analizy. Na rys. 5.19a pokazano now&esiaygenerowana na
pewnym etapie analizy, ta sama siatka jest pokazana na r§9b po czgciowym
odksztatceniu, w momencie generacji nowej siatki elemersiéonczonych, ktoéra jest
pokazana na rys. 5.19c. Zmiana siatki elementéwhskonych wymaga zmapowa-
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Rys. 5.17. Wyciskanie przeciwhire — ewolucja ksztattu z rozktadem efektywnego odksztat-
cenia plastycznego (siatka czworokatna, standardowmstowanie mieszane).
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Rys. 5.18. Wyciskanie przeciwhire — ewolucja ksztattu z rozktadem efektywnego odksztat-
cenia plastycznego (siatka trojkatna, stabilizowanenstdowanie mieszane).
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Rys. 5.19. Wyciskanie przeciwhire — adaptacyjna zmiana siatki: a) poczatkowa siatkg
kohcowa siatkan, c) poczatkowa siatka+ 1.

nia wszystkich zmiennych z weztéw i punktéw catkowaniaajtaiatki (rys. 5.19b)
na wezly i punkty catkowania w nowej siatce (rys. 5.19c). Mbaytmie przeniesie-
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nia zmiennych miedzy kolejnymi siatkami elementéw fsémonych implementowano
algorytm SPR dng. superconvergent patch recovery) [315]. Poréwnanie rys9lb.
i 5.19c pokazuje poprawne dziatanie tego algorytmu, aezkél mazna zaobserwo-
wacC pewne rozmycie gradientéw odksztatcenia, nieunikniahe gpsta odksztatcona
siatke zastepuje sie nowa rownomierna siatka elémeskaiczonych.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie mgtetmentéw skbczo-
nych dla probleméw z matgcisliwoscia materiatu sprawiajacych ki problemy nu-
meryczne, objawiajace sie wystepowaniem blokadytobgowej w sformutowaniach
przemieszczeniowym MES oraz niestabin@ cénienia hydrostatycznego w niekto-
rych elementach skazonych opartych na sformutowaniu mieszanym MES. Rozwi-
nieta metoda stabilizacji, zwana metoda kroku czaséigmy predkéci czastkowej lub
metoda CBS, skutecznie eliminuje wady elementéw miesdanyednakowa interpo-
lacja pél przemieszczenia idiienia. Dzigki temu nmaliwe jest zastosowanie siatek
tréjkatnych i czwor&ciennych bardzo wygodnych w modelowaniu skomplikowanych
geometrii.

W rozdziale tym przedstawionozezastosowanie rozwinigtego algorytmu do sy-
mulacji prostych przykltadéw testowych przerébki plastygjzna zimno. Wyniki sy-
mulacji numerycznych potwierdzaja popravgbmpracowanych sformutoviiateore-
tycznych. Uzyskano dobre wyniki, co pozwala stwietdze opracowany program
numeryczny jest dobrym i efektywnym narzedziem dla tegui tgastosowa

Poréwnanie wynikow analizy metoda kroku czastkowego nikgmi otrzyma-
nymi za pomoca innej metody stabilizacyjnej, zwanej FA€d. Finite Increment Cal-
culus), przedstawiono w pracy [254]. Wyniki otrzymywaneppenoca obydwu metod
sa w zasadzie porownywalne, a metoda kroku czastkowsgpiestsza metoda.

W rozpatrywanych w niniejszej pracy modelach przerébksiyleznej dla uprosz-
czenia pominieto efekty termiczne. Rozszerzenie pragdshego sformutowania na
zagadnienia termomechaniczne przedstawiono w [241, 261].



6. Symulacja procesow ttoczenia blach

Wstep

Ttoczenie jest wana metoda przerébki plastycznej stosowana do kswtafta cze-
&ci z blachy. Mimo wprowadzania nowych materiatéw i rozwopwych technologii
ttoczenie blach jest w dalszym ciagu podstawowym procdsehmologicznym w pro-
dukcji czesci karoserii w przemsle samochodowym oraz w wytwarzaniu wielu &zie
metalowych w innych sektorach przemystu. Programy MES,om3¥stujace jawne
catkowanie réwna ruchu wzgledem czasu, staly sie bardzo popularne w sasts
niu do symulacji proceséw ksztattowania blach [107, 10R8]2%Analiza rzeczywi-
stych czé&ci o bardzo skomplikowanej geometrii prowadzi do bardzoydh modeli,
ktére wymagaja dzych mocy obliczeniowych i efektywnych algorytméw rozwaa
nia. Programy jawne charakteryzuja sigzdefektywn@cia rozwiazania na pojedyn-
czym kroku przyrostowym i matymi wymaganiami pamieci. feacyjny algorytm
rozwiazania jest niezawodny w dziataniu. Aczkolwiek z poly warunkowej sta-
bilnoSci numerycznej jawnego schematu catkowania ddadaoku catkowania jest
ograniczona i konieczne jest stosowanieejuiczby krokéw catkowania, to jednak
w przypadku daych modeli obliczeniowych zalety tej metody przeamm nad jej
wadami i to czyni te metode popularna w zastosowaniu éozywistych proceséw
ttoczenia.

Rozwijany przy wspotuadziale autora [213, 246, 210, 219, 260, 253, 262, 218]
i prezentowany w niniejszej pracy program Simpact/Staspetnia w petni za-
awansowane wymagania stawiane przeytkownikéw przemystowych [247] i jest
Z powodzeniem wykorzystywany do symulacji rzeczywistycbcpsow ttoczenia. W
niniejszym rozdziale sa zawarte przyktadowe symulacjeenyczne pokazujace o
liwosci programu.

Konkurencja i coraz wieksze wymagania techniczne i ekaoone prowadza do
poszukiwania nowych rozwiaagechnologicznych i nowych materiatéw, ktére wyma-
gaja opracowania nowych modeli teoretycznych i implermmeania ich w programie
numerycznym. W niniejszym rozdziale przedstawiono predtye zastosowanie pro-
gramu do modelowania i symulacji proceséw ksztattowani&asgystujacych dwa
rodzaje nowoczesnych materiatéw, ttoczenia blach spagbaigng. TWB — tailor
welded blanks) oraz wytwarzania puszek z blach pokrytydimawem. Blachy spa-
wane zostaty stosunkowo niedawno wprowadzone do prodeleijnentow karoserii
samochodowych. Daja one miwo&t zréznicowania grubsci i wkasngci blachy,
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dostosowujac ja do rzeczywistych wymagkonstrukcyjnych. Pozwala to znacznie
zmniejszy mase karoserii oraz zmniejszyuwycie materiatu.

Blachy pokryte warstwa polimeru sa nowym materiatem wdpkaiji opakowa.
W niniejszym rozdziale przedstawiono nagmiejsze aspekty praktyczne, zwiazane z
Z procesem produkcji i stosowaniem nowego materiatu. Kr@ggisano proces wy-
twarzania puszek i wktiwasci materiatu istotne dla tego procesu. Oméwiono wia-
Sciwadsci mechaniczne laminatu stal-polimer, gtéwna uwaggzamo na wiaciwasci
polimeru. Przedstawiono gtéwne zaemia i sformutowanie teoretyczne modelu nu-
merycznego laminatu, szerzej oméwiono model konstytugywolimeru. Spérod
réznorodnych modeli stosowanych do polimeréw wybrano dweriadttywne modele,
model Arrudy-Boyce Bcisliwy model Leonova. W modelowaniu procesu wytwarza-
nia puszek wane jest uwzglednienie wzéwosci materiatu na prediso odksztatcenia
i temperature. Modele teoretyczne zostaly implementewyanez autora w programie
numerycznym. Artykut przedstawia wyniki numeryczne vpstgch testow. Przepro-
wadzono symulacje osiowe@aiskania polimeru w celu wyznaczenie statych materia-
lowych polimeru. Wyznaczone state materiatowe zostaly avgkstane w symulacji
ttoczenia puszki cylindryczne;j.

6.1 Modelowanie procesu gtebokiego ttoczenia blach

Symulacja numeryczna pozwala przewidzieachowanie ttoczonej blachy w trak-
cie catego wieloetapowego procesu technologicznego. [ardziej interesujacych
mozliwosci analizy numerycznej w zastosowaniu do ttoczenia bladéeza:

o ksztait wyttoczki w czasie ksztattowania i po spypowaniu powrotnym,
e rozktad odksztatae lokalnych w blasze,
e rozktad grubéci blachy,
e lokalizacja odksztatde— mazliwost peknigcia blachy,
¢ stwierdzenie maliwego pofatdowania blachy,
e okreslenie obszarow zarysowanych poprzez progi ciagowe,
e Okreslenie wymaganej sity ttoczenia,
e okreslenie zuycia narzedzi.
Dzigki wynikom uzyskanym w symulacji nzoa zoptymalizowé@ projektowany pro-

ces technologiczny, skrdxicykl projektowania oraz zmniejszykoszty zwiazane z
uruchomieniem produkcji.
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Rys. 6.1. Typowy model gtebokiego ttoczenia blachy

W typowym modelu procesu gtebokiego ttoczenia (rys. 6viaglednia sie ksztal-
towana blache oraz ttlocznik, skladajacy sie z matrgtempla i dociskacza. Narze-
dzia zasadniczo moga byraktowane jako sztywne, cbav niektorych przypadkach
gdy nacisk dociskacza jest nieréwnomiernyzadane jest uwzglednienie w modelu
jego odksztatcalrixi. Osiagniecie ok&onego ksztattu przez wyttoczke jest wymu-
szone poprzez oddziatywanie kontaktowe blachy z naraguiziktorych kinematyka
jest okr&lona. Wzajemne przemieszczenie stempla i matrycy jesineadiedtug rze-
czywistego procesu ttoczenia, przyjmujac np. nieruchamatryce i zadajac prze-
mieszczenie stempla. Przy modelowaniu dociskacza sa chemiwosci: zadanie
okreslonej szczeliny pomiedzy dociskaczem a matryca lub giamaenie swobody
ruchu dociskacza przy zadane;j sile dociskacza. W przypattkowania obczeniem
dociskacza w modelu dynamicznym konieczne jest wprowadzmtpowiedniego tu-
mienia w celu eliminacji oscylacji i uzyskanie mliwie statej wart&ci sity oddzia-
lywania miedzy blacha i dociskaczem. W przypadku sztyyendociskacza nmmna
zatazyc, ze jego ruch jest ograniczony do ruchu postepowego, atbaneglednt
rowniez mazliwoSt jego obrotu na skutek niezréwnorenia momentéw sit oddziaty-
wania z blacha i przytoonych do dociskacza sit zewnetrznych.

Oddziatywanie kontaktowe miedzy blacha a narzedziaigrgwa kluczowa role w
procesie tloczenia [291, 310]. W trakcie procesu zmiensig warunki geometryczne
kontaktu. Algorytm kontaktu powinien efektywnie wykry@v&ontakt oraz okrgat
wartcst sit oddzialywania kontaktowego w kierunku stycznym i natnym. Algo-
rytm analizy kontaktu implementowany przez autora w progeaStampack i przed-
stawiony w rozdziale 10 daje bardzo dobre wyniki réwmig symulacji ttoczenia.
Algorytm ten umaliwia uwzglednienie zmiany grulsei blachy, co ma dry wptyw
na rozktad sit tarcia w obszarze styku miedzy blacha agdzmiami.

Ze wzgledu na sposo6b traktowania ruchu modele procesuaethie mana po-
dzieli€ na quasi-statyczne i dynamiczne. W modelach dynamiczawaylednia sie
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efekty inercyjne, a w modelach quasi-statycznych zanigedsig je. Stosowanie mo-
delu quasi-statycznego jest uzasadnione w przypadkurdtosw wolnych proceséw
ksztattowania.

W przypadku modelu dynamicznego ze wzgledu na efektgarnbliczeniowa roz-
wiazanie wykorzystujace jawne catkowanie rownaichu wzgledem czasu wedtug
rownan (2.58)—(2.60) zyskato da popularngt w zastosowaniu do symulacji pro-
cesow ttoczenia. W przypadku modelu quasi-statycznegtenomeane sa niejawne
metody rozwiazania zagadnienia nieliniowego, aczkdtwiezliwe jest rownig wy-
korzystanie jawnego schematu rozwiazania, np. [136]aGmwano wiele schematdw
niejawnych dla rozwiazania réwhanieliniowych zagadnienia quasi-statycznej row-
nowagi. Jeden z naliwych schematéw jest zdefiniowany réwnaniami (2.55) 5.

Chocia rozwiazania niejawne uznawane sa za dokladniejszerarwiazania
jawne, poréwnanie @nych rozwiaza jawnych i niejawnych z wynikami ekspery-
mentalnymi [129, 306] pokazujee rozwiazania jawne nie ustepuja doklasitia roz-
wiazaniom niejawnym. W przypadku #dych zagadnie zalety metod jawnych, takie
jak wysoka efektywngt rozwiazania dla pojedynczego kroku, nieiteracyjny scaie
rozwiazania oraz mate wymagania pamieci przeajeé na wadami tych metod, jak
np. warunkowa stabilrég i sprawiaja,ze metody jawne dominuja w komercyjnych
programach do symulaciji ttoczenia blach [222, 101].

Efektywndst obliczeniowa metod jawnych w zastosowaniu do proceséezéioia
blach mae byt zwigkszona poprzez algorytmiczne skalowanie masy luigksze-
nie predk&ci narzedzi w procesie ksztattowania. Obydwie metodyekezaja efekty
inercyjne. Wychodzi sie z zatenia,ze w stosunkowo wolnych procesach ksztatto-
wania efekty inercyjne sa tak matee nawet ich zwigkszenie nie wprowadzayith
zmian do rozwiazania. Natg jednak pamiea ze zwigkszenie efektéw inercyjnych,
na skutek skalowania masy lub skalowania prédkojest dopuszczalne jedynie w
pewnych granicach [45].

Zastosowanie przestawionej pargy metody zwiekszenia efektywso rozwia-
zania jawnego poprzez algorytmiczne zwiekszenie efekb@rcyjnych jest niemo
liwe w przypadku analizy spaynowania powrotnego. Sprgnowanie powrotne jest
odksztatceniem wyttoczki pod wptywem naped wewnetrznych, po usunieciu wy-
ttoczki z prasy. W modelu niejawnym sprgowanie powrotne jest traktowane jako
tlumione drgania swobodne &, zob. [250]. Po usunigciu ograni¢z&ontakto-
wych wyttoczka podlega drganiom pod wptywem niezréwnparaych napreeh we-
wnetrznych. Odpowiednio dobrane ttumienie doprowadzazauku drga i osia-
gniecia quasi-statycznej rownowagi. Aby wythémdrgania, odpowiadajace nani
szej (podstawowej) czesta drgah wlasnych, naley analizow& przedziat czasu co
najmniej zblzony do okresu podstawowych digatasnych. Jgli zastosowalibymy
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skalowanie mas, to uzyskalibyy zwiekszenie krytycznego kroku catkowania wy-
znaczanego z rownania (2.61), ale jednécze nastapitoby wydenie okresu drga
podstawowych, w zwiazku z czym liczba wymaganych kroké¥kaaania pozosta-
taby bez zmian. Poniewaokres podstawowych drgavtasnych mae byc znacznie
diuzszy niz czas trwania operacji ksztaftowania, analiza sgmewania powrotnego
za pomoca metody dynamicznej jest czesto nieefektywfektygvnym rozwiazaniem
jest zastosowanie modelu dynamicznego w analizie opersaijattowania w potacze-
niu z modelem quasi-statycznym w analizie sgrgpwania powrotnego [250].

Blacha w procesie ttoczenia poddana jeskaltemu procesowi odksztatcania, cha-
rakteryzujacemu sie dymi przemieszczeniami i aymi odksztatceniami. W mo-
delu numerycznym blacha jest zdyskretyzowana elementeshcgonymi brytowymi
lub powtokowymi [217, 91]. Elementy skazone ayte do dyskretyzaciji blachy po-
winny dobrze modelowaztozony stan odksztatcenia blachy, a jednérie musza
sie charakteryzowaduza efektywn@cia obliczeniowa. Elementy powtokowe aczkol-
wiek oparte na uproszczonej kinematyce sa efektywnigjbliezeniowo i dominuja w
praktycznych zastosowaniach symulacji numerycznej m@weetoczenia blach. Nie-
mniej jednak zastosowanie elementéw powtokowych nie zajest maliwe. Uzycie
elementow brytowych jest konieczne w przypadku operadtddowania, w ktoérych
mamy petny tréjwymiarowy stan nagenia w materiale, jak np. w operacji wyciaga-
nia, stanowiacej jeden z etapdw w procesie wytwarzaniaghus

Oddanie skomplikowanych zmian ksztattu blachy wymaga wikpdnio drobnej
siatki elementéw skicczonych. Zastosowanie bardzo drobnej siatki element@i-sk
czonych dla catej blachy i w trakcie catego procesu dopraiteloly do modelu nume-
rycznego o bardzo dej liczbie niewiadomych, wymagajacego dtugich czasoévi- ob
czen. Opracowano efektywne algorytmy numeryczne, pozwedajga automatyczne
zageszczanie siatki tylko w obszarach aejukrzywiznie i dzych gradientach od-
ksztatca.

Bardzo drobna siatka elementéw skaonych bytaby potrzebna dla oddania stanu
odksztatcenia blachy przechodzacej przez progi ciag®eeiewa promienie krzywi-
zny wystepujace w przekrojach progéw ciagowych sa 3@zaj mniejsze i promie-
nie krzywizn innych czgci, wymiary elementéw skwzonych dla analizy odksztat-
cenia blachy w progach ciagowych bytyby znacznie mnieggrerymiaréw wymaga-
nych dla innych szczeg6tow geometrii. Dla rozwiazaniatempblemu stosuje sie mo-
del tzw. efektywnego progu ciagowego, w ktérym prog cigggest reprezentowany
przez linie lgaca na powierzchni narzedzi, z oki@na wart&cia sity oporu progu cia-
gowego. Site te rozktada sie na wezly elementéwnskonych przecinajacych linie
progu efektywnego. W pewnych przypadkach jednak doktatimmalizy uzyskana
za pomoca modelu z efektywnymi progami ciagowymizeb\c nie wystarczajaca i
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wtedy konieczne jest dokltadne modelowanie geometrii progédgowych [245].

Modelowanie odksztatcenia materiatu w procesie ttoczesimaga stosowania od-
powiednich modeli konstytutywnych [217]. Wytworzona wkit&e walcowania tek-
stura materiatu blachy sprawiae wiasnéci blachy cechuja sie anizotroposaig,
ktéra musi bg uwzgledniona w sformutowaniu teoretycznym.

W przyktadach numerycznych przedstawionych w niniejszgauziale stosowano
dyskretyzacje elementami brytowymi oraz powtokowymikd&lement brytowy sto-
sowano czteroweztowy element dla zagaéinisiowosymetrycznych z selektywnym
catkowaniem napzen. Przy dyskretyzacji elementami brytowymi stosowanorizot
powy hipersprgysto-plastyczny model materiatu przedstawiony w podzid 3.4.

Przy dyskretyzacji elementami powtokowymi BST w symulgqmjocesow ttocze-
nia blach stosuje sie model konstytutywny materiatu Bpst-plastycznego z izo-
tropowymi wtasn&ciami sprgystymi i anizotropowymi wiaciwcsciami materiatu w
stanie plastycznym.

Element skaczony stosowany w modelowaniu proceséw ttoczenia musivioy
starczajaco dokfadny, a jednoénée efektywny obliczeniowo. Ksztattowane blachy
mozna modelowa za pomoca elementéw brytowych, niemniej jednak ze wiiglga
efektywndt obliczeniowa cz&ciej sa stosowane elementy powtokowe.

Element BST ma po trzy przemieszczeniowe stopnie swobodgileyco zapew-
nia duza efektywn@&t obliczeniowa i czyni go odpowiednim do stosowania vzyith
modelach przemystowych proceséw ttoczenia blach.

6.2 Symulacja wielozabiegowego ksztalttowania cgg karoserii

Rzeczywisty proces ksztattowania ézgz blachy sklada sie zazwyczaj z wielu
operacji, takich jak wyttaczenie, przettaczanie, okra&otnierza, wycinanie otwo-
row, zaginanie krawedzi. W symulacji konieczne jest uwdgienie nastepujacych po
sobie operaciji, jak rownesprgynowania powrotnego c&ei, wystepujacego miedzy
operacjami i po zakiczeniu catego procesu wytwarzania.

Struktura programu numerycznego Stampack zostata przemaaaprojektowana
tak, by w spos6b tatwy uwzglednivielozabiegowy proces ksztattowania, wprowadza-
jac po kadej operacji dowolne modyfikacje, takie jak dodawanie iwemie dowol-
nych czéci modelu zdefiniowanych przez grupy elementéw i pojedgrelzmenty,
zmiany warunkéw brzegowych kinematycznych i olzeimiowych, zmiang definicji
warunkoéw kontaktowych. Zostat opracowany réowngpecjalny algorytm do usuwa-
nia czgci blachy przy okrawaniu i wycinaniu otworéw [218]. Pormadbstat opraco-
wany modut programu do niejawnej analizy sprgowania powrotnego [250].
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Mozliwosci programu autora w zakresie symulacji wielozabiegowpgucesu
ksztattowania zostana pokazane na przyktadzie symutagjattowania btotnika sa-
mochodu osobowego, przyktadu testowego prezentowanedmmfarencji NUMI-
SHEET 2002 [306]. Analizowany proces ksztaltowania sklagaz nastepujacych
zabiegow (operacji): wyttaczania (ciagnienia), okrai@anaginania krawedzi, po kt6-
rych nastepuje analiza sgggowania powrotnego.

1130

z TD
Rolling Dir.(RD) /Pl

1110
695

a) b)

Rys. 6.2. Ksztattowanie blotnika samochodowego: a) geoaearzedzi do operacji wytta-
czania, b) ksztatt wykroju blachy.

Geometria narzedzi do operacji wyttaczania oraz ksztgkreju blachy sa poka-
zane narys. 6.2. Materiatem wsadowym jest blacha o @geitib7 mm ze stali 0 wy-
sokiej wytrzymat&ci o nastepujacych whassciach mechanicznych: modut Younga
E = 2.2188. 10° MPa, wspostczynnik Poissona = 0.3, o krzywej umocnienia da-
nej réwnaniem (3.23) o nastepujacych parameti@eh 627.5 MPa, g5 = 0.008155
i n=0.246. Wiasné&ci anizotropowe blachy sa zdefiniowane przez wspotckynni
LankfordaRy = 2.619, Ry5 = 1.861 i Ryg = 2.166. Tarcie miedzy blacha a narze-
dziami jest okrélone przez wspoétczynnik tarcia Coulompa= 0.147.

Blache zdyskretyzowano za pomoca ponad 146 000 trgjkhtalementéw powto-
kowych BST. Symulacje wyttaczania prowadzono przyjraeedkat ruchu stempla
10 m/s. Analiza wymagata okoto 83 000 krokéw catkowania wdgn czasu. Czas
obliczeh na komputerze PC z procesorem Xeon 3.4 GHz wyniést 25 godzniB.
CPU. Otrzymany ksztalt wyttoczki oraz rozktad gr&oo blachy po operacji wytta-
czania pokazano narys. 6.3.

Nastepna operacja jest okrawanie kotnierza. Rzut diigicia na ptaszczyzne nor-
malna do kierunku ruchu narzedzi jest przedstawiony saéya. W symulacji okra-
wania nie symuluje sie doktadnie procesu rozdzieleniaensti, przeprowadza sie
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a) b)

Rys. 6.3. Ksztattowanie blotnika samochodowego — wyttaiezea) ksztatt czgci po operacii
wyttaczania; b) rozktad grutszi (znormalizowanej wzgledem grudim poczatkowej).

jedynie rozdzielenie blachy wzdtlinii ciecia oraz usuwa sie zbedna 6zg modelu.
W programie Stampack autor opracowat specjalny algorytatizielenia materiatu
doktadnie wzdta dowolnie przebiegajacej linni ciecia. Ksztatt szepo usunigciu
okrawanego materiatu jest pokazany na rys. 6.4b.

a) b)

Rys. 6.4. Ksztattowanie blotnika samochodowego — okragas) rzut linii ciecia na ptasz-
czyzne normalna do kierunku ruchu narzedzi; b) ksztg#c po operacji okrawania.

Ostatnia symulowana operacja ksztattowania jest zanginnaddatku pozostatego
po operacji ciecia. Materiat jest zaginany poprzez speej@arzedzia zaginajace.
Podstawowa trudrszia w symulacji jest dobre oddanie zachowania materiaty p
matym promieniu giecia. Ksztait cgei po operacji zaginania krawedzi jest pokazany
narys. 6.5a, zagieta krawedz jest pokazana wyrazaieys 6.5b.
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Po usunieciu c&ei z ttocznika nastepuje spgste odksztatcenie powrotne (spre-
zynowanie) czgci, prowadzace do zmiany jej geometrii. Spymgowanie powrotne
zalezy od wtasnéci mechanicznych materiatéw oraz od przebiegu procesatisza-
nia. Celem projektowania jest zminimalizowanie efektuegpnowania lub takie za-
projektowanie procesu ksztattowania, aby ttoczond&cpe sprgynowaniu osiagneta
pozadany ksztalt wyrobu Kmowego. Symulacja sprgnowania powrotnego zostata
przeprowadzona przy zastosowaniu quasi-statycznego ltmodgawnego. Wyniki
analizy sprgynowania powrotnego przedstawiono na rys. 6.6. Rysurg@s .zed-
stawia geometrie przed (kolorem szarym) i po ggr®waniu (kolorem czerwonym).
Na rys. 6.6b pokazano wyniki analizy spymowania powrotnego w postaci rozktadu
przemieszcze w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny rysunku.

a) b)

Rys. 6.5. Ksztattowanie btotnika samochodowego — zaginkrdwedzi: a) ksztalt cagi po
operacji zaginania krawedzi; b) widok zagietej krawniedz
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a) b)
Rys. 6.6. Ksztattowanie btotnika samochodowego —aprewanie powrotne: a) ksztalt cs
przed (kolor szary) i po spegnowaniu powrotnym (kolor czerwony); b) rozktad przeraies
czen w kierunku osiz (normalnej do ptaszczyzny rysunku).



104 6. Symulacja proceséw ttoczenia blach

6.3 Symulacja ttoczenia blach spawanych

W celu zmniejszenia masy pojazdu i efektywniejszego spataiwymaga wytrzy-
matasciowych, w latach 90-tych ubiegtego wieku do produkcjineémtéw karoserii
wprowadzono blachy spawane laserem skfadajace sie zdmenpdw o ranej grubo-
§ci i réznych wtasnéciach wytrzymatsciowych [285, 220].

6.3.1 Charakterystyka wtasciwasci ttocznych blach spawanych

Blacha spawana ze wzgledu nazmicowanie wiaciwasci lub grubdci blach skta-
dowych, jak réwnie oddziatywanie samej spoiny, odksztatca sie w sposéb euimyi
anizeli materiat jednorodny [224]. Symulacja ttoczenia blaphwanych wymaga spe
cjalnego modelu uwzgledniajacego stawvosci spoiny [252, 225].

Materiat w strefie spoiny ma odmienna mikrostrukture, cozna tatwo zauwa-
zy¢ obserwujac pod mikroskopem przekréj ztacza spawan&goprzekroju ztacza
spawanego pokazanego na rys. 6.7znetatwo wyranic spoine oraz strefy wptywu
ciepta. Ze wzgledu na przetopienie laserowe w obrebiengpoateriat w strefie ztacza

Rys. 6.7. Mikrofotografia strefy spawanego laserowo Aacz

charakteryzuje sige wasza wytrzymatscia i mniejsza odksztatcalscia od materiatu
rodzimego [5]. Powoduje to zmniejszenie odksztatcatmdlachy w strefie spoiny w
procesie ttoczenia. Innym efektem wystepujacym w ttoazélach o ranej grubéci

i réznych wiasnéciach mechanicznych jest przemieszczanie sie spoingowesmniej
podatnego (grubszego lub bardziej wytrzymatego) materiat

Ttoczndt blachy spawanej zatg od orientacji spoiny wzgledem kierunku maksy-
malnego odksztatcenia gtéwnego (rys. 6.8). Gdy maksymediesztatcenie gtéwne
jest prostopadte do spoiny, pekanie wystepuje w stabsmateriale rownolegle do
spoiny (rys. 6.8a). 3 spoina jest rownolegta do kierunku maksymalnego oditszt
cenia gtébwnego, ograniczona ttoc&spoiny jest czynnikiem decydujacym i pekanie
nastepuje prostopadle do spoiny (rys. 6.8b). Przy dobkesgi spoiny nie powinno
nastapt rozdzielenie materiatu w samej spoinie w kierunku wzdim [293].
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Rys. 6.8. Pekanie blachy spawanej: a) wzdipoiny, b) w poprzek spoiny.

6.3.2 Model MES blachy spawanej

bIIAZrA b&\ bIIAZ»B

a) b)

Rys. 6.9. ldealizacja geometrii blachy spawanej: a) modsipstrefowy b) model tréjstre-
fowy.

W prostym podedjciu blachy spawane mpa analizowa z pominieciem spoiny
wprowadzajac sztywne potaczenia miedzy sktadowyntlidani, niemniej jednak do-
kladniejsza analiza wymaga stosowania modelu blachy spgwawzgledniajacego
specyficzne wlasriei i geometrie ztacza spawanego. Idealizujac geopélachy
spawanej mana wyodrebri piec stref, reprezentujacych materiat rodzimy blach skia-
dowych, strefy wplywu ciepta oraz spoine (rys. 6.9a). Wagaczonym pod8giu
spoing oraz strefe wplywu ciepta ma traktowa tacznie (rys. 6.9b). Zasieg spoiny
i stref wptywu ciepta mana ustalt na podstawie obserwaciji mikrostruktury ztacza
spawanego (rys. 6.7).

W dyskretyzacji blach spawanych mma zastosowardzne elementy skuczone
[252, 238]. Najprostsze podajie polega na dyskretyzacji uproszczonej geometrii z
rys. 6.9ai 6.9b elementami brylowymi, w wyniku czego otrzyensie siatke elemen-
téw skaczonych przedstawiona narys. 6.10a,b. Rozwiazanestayaliwe, aczkol-
wiek maze byt niezbyt praktyczne, gdyelementy brytowe nie sa efektywne oblicze-
niowo w modelowaniu ttoczenia blach. W badaniach numenyciamprzedstawionych
W niniejszej pracy stosowano dwa inne modele. W pierwszyritlz stosuje sie ele-
menty powtokowe o rbnej grubéci i réznych wiasnéciach mechanicznych wedtug
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wyréznionych stref w modelu strefy potaczenia (rys. 6.10cRizedstawiony wcze-
Sniej trojkatny element BST jeszywany w tym modelu. Element powtokowy strefy
potaczenia dobrze reprezentujezmé wiasnéci wyodrebnionych stref, ale przy sto-
sunkowo matych wymiarach poprzecznych spoiny oraz strd§wp ciepta wymaga

to stosowania drobnej siatki elementéw w tej strefie, co eikajptywa na zmniej-
szenie krytycznego kroku catkowania. Wysoka efektySgnmmumeryczna przy wystar-
czajacej doktadr&ci mazna uzyska reprezentujac spoine za pomoca elementéw bel-
kowych (rys. 6.10e). W tym przypadku krok catkowania nig jpgsarunkowany wy-
miarami poprzecznymi, decydujacy o kroku catkowania wamfdtug&t) elementu
belkowego mae by znacznie wiekszy. WtasBoi sprgysto-plastyczne spoiny i stref
wptywu ciepta oraz ich dziatanie wzdtdinii potaczenia sa dobrze reprezentowane
przez elementy belkowe. Odksztatcenie spoiny w kierunkurzerznym do linii po-
laczenia jest zaniedbane w tym modelu. To uproszczenteugsadnione tynze
przy dobrej jak8&ci spoin nie obserwuje sie probleméw zwiazanych z nadyine
odksztatceniem spoiny w kierunku poprzecznym [293].

a) b)
Wi e M e s
¢) B d)

Z

shell [ rigid \ beam
elements  connections elements

e)

Rys. 6.10. Rane modele MES blach faczonych: a) dyskretyzacja elemantaytowymi
modelu pigciostrefowego, b) dyskretyzacja elementaytolrymi modelu tréjstrefowego, c)
dyskretyzacja elementami powtokowymi modelu piecidsinego, d) dyskretyzacja elemen-
tami powtokowymi modelu tréjstrefowego, €) model powtokmtelkowy.

6.3.3 Wyznaczenie wtasr&ci mechanicznych spoiny

Modelowanie blachy spawanej wymaga przyporzadkowangowtednim strefom
tego ztacza wiasrszi mechanicznych. Jedna z mtisvoSci jest okrélenie teoretyczne
wlasnagci mechanicznych spoiny i strefy wplywu ciepta na podstatermomecha-
nicznej symulacji spawania blach [316]. Symulacja termcma@iczna procesu spa-
wania uwzgledniajaca przemiany fazowe zachodzace \wigpiostrefie wptywu cie-
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pta pozwala oszacowawtasndci wytrzymatdciowe ztacza, jak réwniepozwala
otrzyma rozktad napreeh rezydualnych, ktére moga byvprowadzone jako warunki
poczatkowe w analizie ttoczenia blachy spawanej.SWiadczenie pokazujee na-
prezenia resztkowe po spawaniu sa stosunkowo niewielkie sustal do napzsh
wywotanych odksztatcaniem blachy przy ttoczeniu, dlateguzna je zaniedk@nie
wprowadzajac zbyt diego btedu. Wiasrgei wytrzymatdciowe ztacza mazna nato-
miast otrzyma alternatywnie na drodze #wiadczalnej. Jednym ze sposobow jest
przeprowadzenie specjalnych testéw rozciagania dlaghrélycietych z blachy spa-
wanej [5]. Innym sposobem oszacowania widsmnavytrzymatéciowych jest wy-
korzystanie zalencsci miedzy twardscia a wytrzymatscia materiatu — im wysza
twarddgt tym wyzsza wytrzymatst materiatu. W niniejszej pracy podobnie jak w
pracach [225, 252] zalmno,ze naprgenia uplastyczniajace materiatu sa wprost pro-
porcjonalne do jego twardei. Pozwala to wyznaczynaprgenia uplastyczniajace w

spoinieay" "z zalezndsci:

. H\/skoina
a\?poma: G$Iachal; e (6.1)

przy znajoméci naprgenia uplastyczniajacego materiatu rodzimeg6"2 oraz mi-
krotwarddéci materiatu rodzimeguHVP'2ha graz spoinyuHVSPO"@  Spoina oraz
strefa wptywu ciepta maja wasza tward&t niz materiat rodzimy (rys. 6.11). Po-
miary mikrotward&ci w przekroju ztacza spawanego pozwalaja réwnigznaczyg
geometrie spoiny oraz strefy wptywu ciepta.
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Rys. 6.11. Rozklad mikrotwardgi na przekroju poprzecznym ztacza blach g&did,2 i 1,5
mm ze stali w gatunkach DX54D+Z oraz H260YD+Z.
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6.3.4 Symulacja ttoczenia wyttoczki z wykroju spawanego

. DX54D+Z

H260YD+Z

b)

Rys. 6.12. Tiloczenie blachy spawanej H260YD+Z/DX54D+Zwajttoczka rzeczywista,
b) ksztatt wyttoczki otrzymany w symulacji numeryczne.
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Rys. 6.13. Rozkilad odksztaftgtéwnych na tle granicznej krzywej ttoczenia: a) dla blach
ze stali DX54D+Z, b) dla blachy ze stali H260YD+Z.

Przeprowadzono symulacje ksztattowania wyttoczki paka&t na rys. 6.12a. Wy-
kréj blachy wytej do ttoczenia ma ksztalt prostokata o wymiarach 400 mm,
sktada sie z dwdch blach sktadowych ze stali DX54D+Z o gsebd.5 mm oraz
H260YD+Z o grubgci 1.2 mm zespawanych wzdtasi symetrii réwnolegtej do krét-
szego boku catego wykroju. Rysunek 6.12a pokazzgew prébach laboratoryjnych
wykonanych w PolitechnicBlaskiej w trakcie ttoczenia nastepowato pekaniésie;

blachy.



6.3. Symulacja tfoczenia blach spawanych 109

Przeprowadzono symulacje ttoczenia przyjmujac modethyy spawanej, sktada-
jacy sie w catéci z elementéw powtokowych, uwzgledniajacy spoingefgtwplywu
ciepta oraz materiat rodzimy jak pokazano na rys. 6.10c. dtsawie prob rozciaga-
nia probek blach stalowych oraz pomiaréw twadaztacza spawanego wykonanych
w PoIitechniceSIaskiej przyjeto nastepujace krzywe umocnienia @razinie wspot-
czynniki anizotropii:

e dla blachy DX54D+Z
materiat rodzimy:o = 519(& + 0.022)%2% MPa,R = 1.83,
strefa wplywu cieptao = 723(& 4 0.043)%3%6 MPa,R= 1.83,

e dla blachy H260YD+Z
materiat rodzimy:o = 598& + 0.038)%224 MPa,R = 1.56,
strefa wplywu cieptao = 792(& 4 0.041)%3%6 MPa,R= 1.56,

e dla spoiny:o = 896(¢ + 0.052)%351 MPa,R= 1.5.

Szerok&t spoiny przyjeto 0.7 mm, grubo elementéw powtokowych dyskretyzuja-
cych spoing przyjeto jakérednia grubsci blach sktadowych, 1.35 mm. Szer&ko
stref wplywu ciepta przyjeto 0.4 mm dla blachy DX54D+Z oi@3 mm dla blachy
H260YD+Z.

Wynik symulacji numerycznej w postaci ksztattuAamwego blachy z zaznaczo-
nym miejscem maliwego pekania blachy pokazano na 6.12b. Miejsce pgkay
Zznaczono na podstawie rozktadéw odksztalgeywnych w wyttoczce, zestawionych z
granicznymi krzywymi ttoczenia dla blach sktadowych (demgy FLD — ang. forming
limit diagrams) pokazanymi na rys. 6.13. Poémie czgci punktéw, odpowiadajacych
odksztatceniom gtéwnym dla blachy ze stali H260YD+Z paejygranicznej krzywej
tloczenia, wskazuje na nabwost pekania blachy w miejscu reprezentowanym przez
te punkty. Miejsce pekania wyttoczki, zaznaczone na ry&2I6, odpowiada miejscu
pekania rzeczywistej wyttoczki pokazanej na rys. 6.12aiecd) wynikow ekspe-
rymentalnych i numerycznych dla badanej wyttoczkizma znalez w [224, 252].
Zgodnat wynikow numerycznych z wynikami laboratoryjnymi potwdea prawidto-
wo&t zataen przyjetych w modelowaniu blachy spawane;.

W badaniach laboratoryjnych zaobserwowano pewien rozvgutkéw. Dla tego
samego wsadu w cgei prob wystepowato pekanie, a w 6zg otrzymywano po-
prawna wyttoczke. Jest to przejaw losaeo charakteryzujacej pekanie blachy w
procesach tloczenia. Stochastyczny charakter proceszetiia blach zostat uwzgled-
nieniony w pracach [140, 139].
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6.3.5 Numeryczna symulacja wyttaczania miseczki cylindrgznej z blachy
spawanej

Przeprowadzono symulacje numeryczna wyttaczania rkseglindrycznej z bla-
chy spawanej. Wyniki numeryczne poréwnano z badaniamiergspentalnymi prze-
prowadzonymi w Politechnicélaskiej. Wykrojka o ksztatcie kotagrednicy 100 mm,
wycieta jest z blachy spawanej w ten spostispoina pokrywa sie Zrednica. Roz-
patrywano wyttaczanie blach spawanych wykonanych z dwézhych materiatow,
stali DC04 o grubsci 1 mm oraz stali DX54D+Z o grusai 1.5 mm, jak réwnie z
jednakowych blach sktadowych z pomszych materiatow.

W obliczeniach numerycznych stosowano nastepujace lezymocnienia oraz
wspotczynniki anizotropii:

e dla blachy DC04:0 = 524(¢ +0.022)°%?19 MPa,R = 1.86
e dla blachy DX54D+Z:0 = 519¢ + 0.022)%2%¢ MPa,R= 1.83

e dla spoiny:o = 740(& + 0.024)%3%4 MPa.

Spoing modelowano za pomoca elementéw belkowych o prgekewadratowym
1 mmx1 mm.

Doswiadczalne i numeryczne wyniki wyttaczania miseczki mgtycznej z wy-
krojki spawanej z jednakowych blach skladowych przedsiawina rysunku 6.14.
Ksztatt wyttoczki uzyskany w symulacji numerycznej zgadd@ z ksztattem wy-
ttoczki rzeczywistej. Mana tatwo zauwayc zmniejszona podatso na odksztatcenie
wzdhuz spoiny.

a) b)

Rys. 6.14. Wytlaczanie miseczki cylindrycznej z wykrojkiasvanej z jednakowych blach
sktadowych: a) wyttoczka daviadczalna, b) ksztatt wyttoczki z symulacji numerycznej
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Wield

a) b)
Rys. 6.15. Wyttaczanie miseczki cylindrycznej z wykrojpiasvanej z ranych blach sktado-
wych: a) wyttoczka dewiadczalna, b) ksztatt wyttoczki z symulaciji numerycznej

Rysunek 6.15 przedstawia eksperymentalne i numerycznikiwyyttaczania mi-
seczki z blachy spawanej z dwdclznych materiatéw. W tym przypadku zaréwno w
rzeczywistej wyttoczce, jak i w symulacji numerycznej, zna zaobserwowzaogra-
niczona odksztatcalrgd strefy spoiny oraz jej przemieszczenie w kierunku grupsze
(mniej podatnej na odksztatcenie) blachy sktadowej. Wiymikneryczne zgadzaja sie
bardzo dobrze z wynikami @wiadczalnymi.

6.4 Symulacja ksztattowania blach pokrytych polimerem

6.4.1 Opis zagadnienia technicznego

Ostatnie lata przyniosty diy postep w technologii opakowa Producenci puszek
zmuszeni sa do poszukiwania nowych materiatéw i nowychrelogii, aby sprosta
konkurencji ze strony innych technologii. Jednym z nowydciteniatéw sa blachy po-
kryte warstwa polimeru. Maja one ze perspektywy w produkcji puszek do aerozoli,
napojéw i innych produktéw spywczych (rys. 6.16). Blachy pokryte polimerem sa
wprowadzane na rynek przez firme Corus, znanego produstaitaBlachy te sa no-
woczesnym materiatem, faczacym zalety blach stalowtadtie jak tatwat ksztatto-
wania, dobre wtasrizi mechaniczne wyrobu, niski koszt, fatwy recykling z raiei
nowoczesnej powtoki polimerowej, takimi jak wysokie walogstetyczne, ochrona
antykorozyjna, lekkst produktu przy jednoczesnej kj sztywnéci oraz eliminacja
dodatkowych operacji naktadania warstw ochronnych nakpisz
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polymer coating

steal substrate
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podymer coating

Rys. 6.16. Puszki z blachy pokrytej polime-Rys. 6.17. Struktura laminatu stal-polimer.
rem.

Blache powlekana polimerem rmma traktowa jako laminat, sktadajacy sie z pod-
loza stalowego o grulsei 0.12—0.2 mm, pokrytego z obu stron warstwami polimeru o
grubcci 0.02-0.03 mm (rys. 6.17). Pod®jest blacha stalowa chromowana lub cy-
nowana. Stosowanym polimerem jest PET, czyli poli(tetaft etylenu). W produkcji
laminatu bardzo wanym problemem jest uzyskanie dobrej przyczegmnavarstwy
polimeru do podtaa stalowego.

Proces ksztaftowania

Puszki na produkty sgywcze, napoje i aerozole wytwarzane sa ndjcieg w wielo-
etapowym procesie ksztattowania. Podstawowe procesyoteprgtebokiego ttlocze-
nia potaczony z przettaczanierang. DRD — draw-redraw) oraz proces gtebokiego
tloczenia potaczony z przettaczaniem i wyciaganiemg, DWI — draw and wall iro-
ning) pokazane schematycznie na rys. 6.18. W procesieaggnia &ng. ironing)
uzyskuje sie znaczne pocieniesigianki puszki zazwyczaj w kilku etapach. Powtoka
polimerowa zmienia whasrsei technologiczne blachy. Pojawiaja sie nowe problemy,
takie jak zapewnienie integralfo powtoki polimeru oraz zachowanie przyczegcio
polimeru do stali w trakcie procesu ksztattowania.

Charakterystyka laminatu stal-polimer

Wiasciwasci mechaniczne i technologiczne laminatu stal-polim&szzaod widciwo-

§ci materiatow sktadowych i ich wzajemnego oddziatywa@id7]]. Polimery i metale
réznia sie znacznie wtasBoiami mechanicznymi (rys. 6.19). Polimery charaktery-
Zuja sie zazwyczaj znaczniezszym modutem speystdéci i nizszymi naprgeniami
uplastyczniajacymi i metale. Z rys. 6.19 wida ze wydhzenie graniczne stali jest
wigksze nz odksztatcenie, przy ktérym nastepuje uplastyczniemkmeru (PET),
jest jednak mniejsze od maksymalnego wydtnia polimeru. Odksztatcanie poli-
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Rys. 6.18. Procesy ksztaltowania puszek: a) ttoczenieetiprzaniem (DRD - draw redraw),
b) ttoczenie z przettaczaniem i wyciaganiem (DWI - draw aradl ironing).
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Rys. 6.19. Krzywe napeenie—odksztatcenie materiatéw sktadowych laminatu.

meru pokrywajacego podie stalowe jest odmienne od odksztatcania swobodnego
polimeru. PET na podiu metalu mana odksztat@ znacznie bardziej niswobodna
folie polimeru, problem lokalizacji nie wystepuje dkieadhezji pomiedzy polime-
rem i metalem. Przy pewnym poziomie odksztalcenia niejestiost odksztatcania
plastycznego uwidacznia sie w mechanizmie odksztalcesmiestwy kontaktowej —

w rezultacie wyksztatci sie niejednorodny stan odksetaile i naprgenia w poblzu
powierzchni styku metalu i polimeru. Nte dogt do delaminaciji lub rozerwania war-
stwy polimeru (w zalendsci od adhezji i whasn&zi polimeru). Zachowanie spoj&ci
miedzy obydwoma materiatami jest niezbedne w prawidiovprocesie ksztattowania
laminatu.
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6.4.2 Numeryczny model laminatu stal-polimer

Numeryczny model laminatu stal-polimer powinien uwzglied istotne czynniki
wplywajace na wiasriei technologiczne laminatu, w tym vileiwasci mechaniczne
metalu i polimeru oraz zjawiska zachodzace w warstwie &kotvej stal-polimer.
Globalny model laminatu sktadasie bedzie z trzech modeli lokalnych:

e model konstytutywny stali,
e model konstytutywny polimeru,
e model konstytutywny warstwy kontaktowej.

Wiasciwasci mechaniczne polimeru silnie zadeod predksci odksztatcenia i tem-
peratury, a napzenie uplastyczniajace zale ponadto od &nienia (czgci kulistej
tensora napzenia) [292]. W niniejszej pracy zatono,ze zmiany temperatury sa sto-
sunkowo niewielkie i zastosowano uproszczony model, wykbdiemperatura jest da-
nym parametrem. Bardziej zaawansowany model wymaga pasios sprzeonego
termomechanicznego opisu problemu. Zmiany temperatujg emaczenie gtownie w
operacji wyciagania, w niniejszej pracy ograniczymydiepierwszej operacji ksztal-
towania puszki — ttoczenia, w ktorej zmiany temperaturgtegaunkowo mate. Dlatego
mozna zatayc, ze analiza izotermiczna jest wystarczajaco doktadna.

Warstwa polimeru jest modelowana za pomoca modeli opiamypodrozdziale
3.5, a odksztatcanie stali jest opisywane za pomocazggre-plastycznego modelu
przedstawionego w podrozdziale 3.4. Warstwa kontaktovlianpo-metal jest mode-
lowana przy zateeniu doskonatej przyczepsci obu materiatdbw. Zakenie to jest
stuszne, jéli w procesie ksztattowania nie nastepuje zerwanie évieadhezyjnych w
warstwie kontaktowe;j.

6.4.3 Symulacja jednoosiowegéciskania polimeru

Doswiadczalne krzywe napenie—odksztatcenie uzyskane w prébach jednoosiowego
Sciskania pokazane na rys. 3.2 zostana wykorzystane dwadgi modelu Arrudy-
Boyce orazscisliwego modelu Leonova dla PET — polimeru stosowanego jake w
stwa pokrywajaca w blasze stosowanej do produkcji pus#ekelu wyznaczenia sta-
tych materialowych przeprowadzono anal&giskania pojedynczego elementu. Mo-
del konstytutywny implementowano dli&mioweztowego elementu brytowego Q1/PO0.
Jest to element oparty na sformutowaniu mieszanym z liaiowerpolacja pola prze-
mieszcza i stalym polem napzenia w elemencie. W tym elemencie nie wystepuje
zjawisko blokady objetsciowej. State materialowe znaleziono metoda préb i bte-
déw. Najpierw przeprowadzono analize wii@/oSci rozwiazania na zmiany poszcze-
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g6Inych parametréw, a nastepnie zmieniano je aby uzysldowalajaca aproksyma-
cje krzywych déwiadczalnych. Wyznaczone state materialowe dla modetudir
Boyce podano w tabeli 6.1, a d&isliwego modelu Leonova w tabeli 6.2.

Tabela 6.1. State materialowe dla modelu Arrudy-Boyce

E v AE* Yo S0 Sss h ap HR AL
(MPa) - ) sl (MPa) (MPa) (MPa) - (MPa) -
11510° 033 3231019 106 85 41 200 0.08 7 2.5

Tabela 6.2. State materiatowe daiSliwego modelu Leonova

E v AH Ag To Deo h u HR AL
(MPa) - (@moth st MPa) - - - (MPa) -

1.15810° 0.33 20-10° 4.1.10%% 070 173 120 0.047 86 29

Aproksymacja krzywych dewiadczalnych uzyskana w analizie numerycznej z
uzyciem wzynaczonych parametréw jest pokazana na rys. 6.B0& zestawieniu
z krzywymi daéswiadczalnymi. Analize przeprowadzono dlamgch predkéci od-
ksztatcenia. Mmna zaobserwovia ze obydwa modele, model Arrudy-Boyce oraz
scisliwy model Leonova, pozwalaja uzyskaodobny charakter krzywej nagenie-
odksztatcenie oraz dobrze reprezentuja zatst wtasndci od predkéci odksztatce-
nia.

6.4.4 Symulacja ttoczenia puszki cylindrycznej

Przeprowadzono symulacje numeryczna pierwszego etapwamzania puszki, tto-
czenie wyttoczki cylindrycznej z wykrojki &rednicy 150 mm z blachy pokrytej po-
limerem. Stalowe podie o grub&ci 0.2 mm jest pokryte od strony wewnetrznej
warstwa polimeru o grutszi 0.02 mm, a od strony zewnetrznej warstwa polimeru o
grubdsci 0.03 mm.Srednica stempla wynosi 79 mm, a jego promiel.4 mm. Ma-
tryca ma posta piescienia oSrednicy wewnetrznej 79.76 mm i promieniu 1.2 mm.
Wiasndaci mechaniczne blachy sa zdefiniowane przez granicéyplassci gp = 240
MPa, wytrzymat&t na rozciaganidR,, = 360 MPa, parametr umocnienie= 0.17,
maksymalne wydizenieA,, = 32%.
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a)
Rys. 6.20. Numeryczne i @wiadczalne krzywe napzenie—odksztatcenie: a) model Arrudy-
Boyce, b)sciliwy model Leonova.

Polimer modelowano za pomoca modelu Arrudy-Boyce z patiamé podanymi
w tabeli 6.1. Zataono doskonata przyczepstomiedzy stala a polimerem. Wsp6t-
czynnik tarcia Coulomba ustalony w badaniach laboratgofyrprzeprowadzonych w
IPU (Lyngby, Dania) wynosi 0.12. Sita dociskacza w procgs@dukcyjnym wynosi
18 kN. Rysunek 6.21 pokazuje model MES. Analize przepraoad dlacwiartki
geometrii. Warstwe stali i pokrycia polimerowego dysieetwvano 8-weztowymi ele-
mentami brytowymi Q1/PO0.

[ Defarmation { %1y Total Disp of Time Step , step 0 0006_| Deformaton (1) 1ot

a) b)

Rys. 6.21. Model MES gitebokiego ttoczenia puszki z blacbkrgtej polimerem.

Wyniki symulacji numerycznej sa przedstawione na rys.26.Rysunek 6.22a
przedstawia ksztatt wyttoczki otrzymany w symulacji, a.rgs22b przedstawia roz-
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ktad grub&ci wzdhe tworzacej otrzymany w symulacji zestawiony z grétia zmie-
rzona w badaniach procesu rzeczywistego. W symulacjiyoteno nieco wigksze
pocienieniescianki u podstawy oraz nieco wieksza wyssikavyttoczki, co sie wige
z mniejszym pogrubieniem w gérnej &g puszki. Ranice migdzy wynikiem sy-
mulacji a pomiarami w eksperymencie mog& spowodowane zbyt mata wasima
przyjetego wspoétczynnika tarcia.

0.3

0.28 ’
symulacja —— /
e 026 eksperyment - p
: z
2 024 P
£ . X//
E R
sh 0.22 \ixx! /
0.2 S
0.18
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odleglosc od srodka (mm)

a)

Rys. 6.22. Symulacja ttoczenia puszki: a) ksztatt wyttochkrozktad grub&ci wzdhe two-
rzacej

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zostaty przedstawione szerokiglmwmsci rozwijanego pro-
gramu w zastosowaniu do symulacji rzeczywistych procesémtalitowania blach.
Przedstawiono oryginalne sformutowania teoretycznewimiete przy wspotudziale
i implementowane przez autora umtizviajace analize dzych odksztatce spreysto-
plastycznych blach. Mdiwosci zastosowaprzemystowych zilustrowano na przykta-
dzie wieloetapowego procesu ksztattowaniaSczgaroserii. W niniejszym rozdziale
pokazano réwnie modelowanie nowoczesnych materiatéw stosowanych writoez
twie, blach spawanych laserowazywanych w produkcji elementéw karoserii samo-
chodowych oraz blach powlekanych polimerem, nowego naterwprowadzanego
do produkcji puszek. Dla blach spawanych oméwiono sposétefowania ztacza
spawanego. Dokfadso modelu i jego efektywr&® numeryczna pokazano analizu-
jac wybrane przyktady testowe, ktére réwnibyty badane eksperymentalnie. Dla
modelowania blachy powlekanej polimerem implementowamane z literatury za-
awansowane modele polimerdw, model Arrudy-Boyé&eisliwy model Leonova.
Model numeryczny ksztattowania blach powlekanych polenerzostat opraco-
wany przez autora w ramach europejskiego projektu bada@yed2©LY COAT. Cz&c
otrzymanych wynikéw zostata opublikowana w [244]. Pracdmadelowaniem blach
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spawanych jest obecnie kontynuowana przez autora w ramacpeaiskiego projektu
badawczego SIM-TWB.

Pokazane przyktady symulacji ksztattowania blach pokapgprawnéc i efek-
tywnost sformutowa teoretycznych, takich jak np. sformutowania elementéansk
czonych, modeli konstytutywnych i algorytmu analizy zagjadia kontaktowego oraz
duza przydatn&t praktyczna programu.



7. Sformutowanie metody elementdéw dyskretnych

Wstep

Niniejszy rozdziat rozpoczyna c&gpracy péwigcona metodzie elementéw dyskret-
nych oraz zintegrowanej metodzie elementéw dyskretnydtoiczonych. W meto-
dzie elementéw dyskretnych materiat jest modelowany jdkorsztywnych ciat, zwa-
nych elementami dyskretnymi, oddziatywujacych miedakas poprzez sity kontaktu
zarowno w kierunku normalnym jak i stycznym do powierzchiyka. W oddzia-
lywaniu kontaktowym mana uwzgledri sity spojnéci (kohezji) migdzy elementami
oraz maliwo&t zerwania tych wiezéw. Metoda elementéw dyskretnych doale na-
daje sie do modelowania materiatow charakteryzujacyesttnymi nieciagtéciami
mikrostruktury oraz nieciagiziami w postaci zniszczenia. Umlawia symulacje po-
wstawania i propagacji pekriie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie tg@mzne metody elemen-
téw dyskretnych. W sformutowaniu metody elementoéw dysigeh stosowanym w
niniejszej pracy wykorzystuje sie sztywne elementy o &sa kuli (w zagadnieniu
trojwymiarowym) lub walca (w zagadnieniu dwuwymiarowymlgorytm metody
elementow dyskretnych wykorzystujacy sztywne elemewlkiyndryczne lub sferyczne
po raz pierwszy zostat zaproponowany przez Cundalla [5], Bbniniejszej pracy
wykorzystywany jest wiasny algorytm, implementowany wgreonie metody ele-
mentéw skéczonych Simpact, opartym na jawnym catkowaniu réfvnachu [255].

Metoda elementéw dyskretnych jest w istocie podobna do dyetatywnych ele-
mentow skaczonych [153], w ktérej uktad ciagty jest zastapionyadeém bryt sztyw-
nych potaczonych ze soba niexkémi elementami sp@ystymi i ttumiacymi. W opisie
matematycznym otrzymuje sie podobne réwnania ruchu jaketodzie elementow
dyskretnych. Wystepuje istotnazidica w koncepcji modelowania. Metoda sztyw-
nych elementéw sktczonych w postaci przedstawionej [153kgg do zmniejszenia
liczby stopni swobody w modelu numerycznym w poréwnaniu detady elemen-
téw odksztalcalnych i nie byla stosowana do modelowaniar#t na poziomie mi-
kroskopowym. Nie formutowano zagadnienia kontaktowego uktadu bryt sztyw-
nych. Nie uwzgledniano w niej nztiwoSci zerwania potacfemiedzy sztywnymi
elementami skaczonymi. Nie byto maliwosci modelowania powstawania i propaga-
cji szczelin.

119
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7.1 Roéwnania ruchu swobodnego pojedynczego elementu dysknego

Rozpatrujemy dowolny ruch swobodny pojedynczego elemdyalretnego bedacego
cialem sztywnym o ksztalcie walca lub kuli (rys. 7.1). Opishliu dowolnego ciata
sztywnego jest zamieszczony w dodatku B. Réwnania ruchpatoavanego ele-
mentu dyskretnego sa szczeg6lnym przypadkiem ogoinyaimaid ruchu przedsta-
wionych w dodatku B.

Rys. 7.1. Ruch sztywnej czastki.

Ruch opisywany jest wzgledem nieruchomego uktadu wspdfrgzch OX; X, Xs.
Ogdlne réwnanie ruchu dowolnego ciata sztywnego w postabegdane jest réwna-
niem (B.14). Jako punkt odniesienia (biegun) wybieramykpyookrywajacy sie ze
Srodkiem masy elementu dyskretneégoPrzy tym zataeniu zasada prac przygotowa-
nych dla rozpatrywanego ciata sztywnego vaaaie nastepujacym réwnaniem:

(miic — F&Y) - Suc+ (Jo @ +w x Jo-w — TE") - 3¢ =0, (7.1)

gdzieduc — przemieszczenie przygotowasedka masyde — elementarny (przygo-
towany) obrétm— masa ciata sztywnegd,** — wypadkowa sit zewnetrznych zdefi-
niowana réwnaniem (B.10§&* — wypadkowy moment sit zewnetrznych wzgledem
biegunaC zdefiniowany réwnaniem (B.11)lc — tensor bezwtadrszi zdefiniowany
rownaniem (B.13)@ — wektor predkéci obrotowej.

W rozpatrywanym zagadnieniu rownanie (7.1)zana jeszcze bardziej ugoc. W
przypadku ciata sztywnego o ksztatcie kuli, jak rovanwve przypadku dowolnego ciata
Sztywnego poruszajacego sie w ptaszczyznie, znikanaealx Jc - @, dzigki czemu
réwnanie (7.1) upraszcza sie do postaci:

(miic — F®Y) - Suc + (Je-@ — TEY) - 59 = 0. (7.2)
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Poniewa wariacjeduc i d¢ sa niezalene, spetnienie réwnania (7.2) wymaga spet-
nienia dwaéch réwna:

miic = F& (7.3)
Jo-w = TEY, (7.4)

ktére sa szczego6lnym przypadkiem révindewtona—Eulera (B.15)—(B.16). Réwna-
nia (7.3) i (7.4) opisuja odpowiednio ruch postepowy itradbrotowy ciata sztywnego
o0 ksztalcie kuli (3D) lub walca (2D).

7.2 Roéwnania ruchu uktadu elementéw dyskretnych

W metodzie elementow dyskretnych mamy do czynienia z ukiagelu elementow
— ciat sztywnych, ktérych ruch jest wynikiem obz&nia zewnetrznego i wzajemnego
oddziatywania miedzy soba poprzez reakcje kontaktowdarakterze sit jak row-
niez momentéw skupionych. Dodatkowe ograniczenia kontaktovigdzy elemen-
tami dyskretnymi w implementowanym sformutowaniu sa sjgete w przyblzeniu
za pomoca metody funkcji kary.

Zatazymy, ze ruch jest badany w nieruchomym uktadzie kartegi@m X. Ruch
obrotowy poszczegoélnych elementow dyskretnych jest owasy wzgledem uktadéw
inercyjnych, ktérych poczatek pokrywajacy sieszedkiem masy poszczegoélnych ele-
mentéw jest traktowany jako chwilowy biegun ruchu obrotgae Wykorzystujac
réwnanie (B.14) zasade prac przygotowanych dla ukksddelementéw o ksztalcie
kuli (3D) lub walca (2D) mana zapisaw nastepujacej postaci:

i [(miiii — F&Y) - i + (J; - @i — T) - 5] + OW° =0, (7.5)

gdzie W€ jest praca przygotowana oddzialyivkontaktowych wszystkich par ele-
mentéw w kontakcie, &y, Ji, uj, @i, Fi ;¥ sa wprowadzonymi wcaaiej wielko-
Sciami odnoszacymi sie detego elementu dyskretnegoy jest masa-tego elementu
dyskretnegs, J; — tensorem bezwtadioi wzgledem uktadu centralnego (o poczatku
pokrywajacym sie zérodkiem masy)y; — przemieszczeniesrodka masypi — pred-
koScia katowa F#! — wypadkowa sita od obcznia zewnetrznego (bez oddziatywa-
nia kontaktowego), & — wypadkowym momentem od obzinia zewnetrznego
(bez oddziatywania kontaktowego).

1w dalszych rozwaaniach zostanie opuszczony indéksvskazujacy na wybér bieguna dla opisu
ruchu obrotowego.
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Praca przygotowana oddziatytv&ontaktowychdW?¢ jest suma prac przygotowa-
nych oddziatywania kontaktowego we wszystkich parachd&kmjacych sie elemen-
téw dyskretnych:

N ng

SWE = SWE | 7.6
2,2,%% 79

NI

gdzie ow; j jest praca przygotowana oddziatywania kontaktowegedazyi-tym i j-
tym elementem, ag liczba elementéw bedacych w kontakcig-gym elementem
dyskretnym. Wspétczynnik /2 w réwnaniu (7.6) wynika z faktuze przy zastosowa-
nym sumowaniu kada para kontaktowa wystepuje dwukrotnie. Praca przygma
oddziatywania kontaktowego miedegym i j-tym elementem jest suma prac przygo-
towanych siti momentéw oddziatywania kontaktowego:

owjj = Fyj - (duf — ouf) + Tij - (5¢; — 0¢y), (7.7)

gdzieFi‘J? — calkowita sita oddziatywania kontaktowego miedzym a j-tym elemen-
tem dyskretnympuf — przemieszczenie przygotowane punktu natego da-tego
elementu bedacego w kontakcig-ym elementemdu® — przemieszczenie przygoto-
wane punktu nalecego dg-tego elementu bedacego w kontakcietym elementem,
Og; i d¢; — przygotowane obrotiytego i j-tego elementu dyskretnego. W stosowanym
sformutowaniu metody elementéw dyskretnych zastosowegolaryzacije ograniche
kontaktowych za pomoca funkcji kary, w zwiazku z tym priesaczenia przygoto-
wane nie musza spetiiaviezow geometrycznych dla kontaktu (wiezy te sa spelai
w sposob przybfiony).

Zgodnie z zasadami akcji i reakcji sity i momenty, z jakimdadtywuja na siebie
kontaktujace sie elementy, sa réwne co do waritd przeciwnie zwrécone. Biorac to
pod uwage réwnanie (7.7) mapa zapisa w postaci:

Owj = —Fij-ouf — F- du — T - 3¢, — Tji - 5. (7.8)
Na podstawie réwnania (B.1) réwnanie (7.8)na przeksztatcido postaci
oW, = —Fif - (Oui+ 09 x 57) — Fi - (Ouj + 8¢ x s7) — Tjj - 0 — Tji - 8¢y, . (7.9)

Korzystajac z jawnej postaci wyzania na prace przygotowana oddziatywania kontak-
towego (7.9) oraz wiasisai iloczynu mieszanego wektoréw zasade prac przygotowa-
nych dla uktadu elementéw dyskretnych (7.5)ana zapisa w nastepujacej postaci

N i ng ) ngG ngG
i; Y7 —FieXt—Z FiJ? Oui+ (i wi — TieXt—JZ Tjj —Z §Cx Fif - 09;

=1 =1 =1

=0.
(7.10)




7.2. Réwnania ruchu uktadu elementéw dyskretnych 123

Wprowadzajac wypadkowe sity i momenty dziatajaceyaelement

ng

Fi — Fiext+ Z FI(J: — Fiext+ Ficont7 (711)
=1
nG nG

]‘i — ]*ieXt+ z ]‘I] + z s(j: % F”C — Tiext+ TViCOf'lt7 (712)
=1 =1

rownanie (7.10) mena zapisaw postaci
N .
Z\[(miﬁi—Fi)’(s”i"'(-]i’wi—Ti)'é‘Pi]:O- (7.13)

Réwnanie (7.13) zostanie zapisane w notacji algebraicznej

5rT(MF—R)+6®" (JQ -T) =0, (7.14)
gdzier jest wektorem zawierajacym przemieszczesiadkoOw mas elementow dys-
kretnych, dr — wektorem przemieszcaeprzygotowanychd® — wektorem obrotéw
przygotowanych 2 — wektorem predk&ci obrotowychM — macierza mas elemen-
téw dyskretnych,J — macierza sktadowych tensora bezwitaglripR — wektorem sit
wypadkowych,T —wektorem wypadkowych momentéw wzgledénodkéw mas ele-
mentow,

r = {uy...un}", (7.15)

o = {ou;... dun}', (7.16)

5 = {0¢,... doy}', (7.17)

Q ={w:...on}, (7.18)
[ mils,s

M = : (7.19)
| My 13,3
L

J = : (7.20)
L JN

R = {Fi... F\}T, (7.21)

N = {Ty... Ty}". (7.22)
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Poniewa réwnanie (7.14) musi liyspetnione dla dowolnych przemieszai®brotéw
przygotowanych, otrzymuje sie nastepujacy uktad réwopisujacych ruch uktadu
elementow dyskretnych o ksztatcie kuli (3D) lub walca (2D)

Mi = R, (7.23)
R =T. (7.24)

7.3 Model oddziatywania kontaktowego elementéw dyskretrgh z
tarciem bez kohezji

Sity i momenty oddziatywania kontaktowego sa liczone agedz zastosowanym
modelem konstytutywnym kontaktu. W opisywanym sformutoivametody elemen-
téw dyskretnych dostepne sa nastepujace modele dgdaiaia kontaktowego:

e model oddziatywania kontaktowego z tarciem bez kohezji,

e model oddziatywania kontaktowego z odpdsni@ na rozciaganie (z kohezja).

W obydwu modelach nmiwe jest uwzglednienie ttumienia oraz wtaczenie odezi
lywania momentowego. W niniejszym podrozdziale zostamiggstawiony model
oddziatywania kontaktowego z tarciem bez kohezji oraz vezglednienia oddziaty-
wania momentowego.

Rys. 7.2. Rozkiad sity kontaktu na sktadow®&ys. 7.3. Model oddziatywania kontaktowego
normalna i styczna. pomiedzy czastkami.

Site oddziatywania kontaktowegEijC miedzy dwoma elementami dyskretnyimi
tym i j-tym mazna roztayc na sktadowa normalna i styczna do powierzchni styku,
odpowiednio( Fy)ij i (Fs)ij (rys. 7.2)

Fif = (Fu)ij + (Fs)ij = (Fo)ijn; + (Fsi , (7.25)
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gdzien; jest jednostkowym wektorem prostopadiym do powierzchykistrozpatry-
wanych czastek, skierowany na zewnatrz czastkj. W dalszych rozwzaniach dla
uproszczenia oznadz@puszczone zostana indeksyraz j. Sity oddziatywania kon-
taktowego w kierunku normalnym i stycznymg,; i Fs, S@ wyznaczane na podstawie
przyjetego modelu kontaktu pomiedzy elementami dysiret.

Schemat reologiczny modelu oddziatywania kontakowegorcidiam bez kohezji
jest pokazany na rys. 7.3. Model ten zdefiniowany jest papstate moduty sztyw-
nosci w kierunku normalnynk, i stycznymks, wspotczynnik tarcia Coulombg i
wspotczynnik ttumienia wiskotycznego dla oddziatywanantaktowegac,.

Zgodnie z przyjetym modelem sita oddziatywania kontaléger w kierunku nor-
malnymF, jest suma sktadowej sprgstejF. i sity tumienia Fd

Fo=FS+FJ. (7.26)

Czgt spreystaFS jest proporcjonalna do modutu sztywsw w kierunku normalnym
k, i do penetracji (przenikania) powierzchni zewnetrznyohpatrywanych czastek
w miejscu styku

Fe— kg, (7.27)

Dla czastek o ksztatcie kuli lub walca wzajemna penegratjzna wyznacz§ z row-
nania

g=d—ri—rj, (7.28)

gdzied jest odlegtécia Srodkow czastek, & i rj sa ich promieniami. W rozpa-
trywanym modelu wyklucza sie sity kohezji, wiec oddziagnie kontaktowe mze
zachodzt tylko przy sciskaniu w kierunku normalnym §& g < 0). Jeli g > 0, od-
dziatywanie kontakowe nie wystepujé{= 0). Przyjety model oddzialywania jest
identyczny z przedstawionym w podrozdziale 4.4 modelemaédn ciat odksztatcal-
nych z regularyzacja za pomoca funkcji kary.

Wiaczenie ttumienia do modelu oddziatywania kontaktoavega na celu zapew-
nienie rozpraszania energii kinetycznej zderzajacyeltsastek i zmniejszenie wyste-
pujacych w uktadzie drga W opisywanym modelu zatono dziatanie sit ttumiacych
dla kontaktu w kierunku normalnym. Przyjetre ttumienie w oddziatywaniu kontak-
towym ma charakter wiskotyczny (lepiowy) i jest proporcjonalne do wzgledne;j
predkdaci czastek w kierunku prostopadiym do powierzchni styku

Fd = caVin, (7.29)
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przy czym predkét v, wyznacza sie w nastepujacy sposoéb
gdziew, jest wzgledna predlazia w punkcie styku:

v = (v + @) x 1) — (vi+ @ xrf), (7.31)
v i vj sa predkéciami liniowymiSrodkow mas czastek; i w; sa predkéciami kato-
wymi czastek, a{° i r® sa wektorami taczacynsrodki mas z punktami kontaktu.

Wielko&t ttumienia mae byt okreslona poprzez odniesienie do ttumienia krytycz-
nego. Wspotczynnik ttumienig,, wystepujacy w réwnaniu (7.29), moa zdefiniowa
jako proporcjonalny do wspotczynnil@,, wyznaczajacego ttumienie krytyczne

Ch = o’ Cy, (7.32)

z parametremx® > 0, bedacym wspotczynnikiem proporcjonadco Dla uktadu
dwoch elementéw dyskretnych o masanhi m potaczonych sp@yna o sztywnéci
k, ttumienie krytyczne jest okstone wspotczynnikient,, danym nastepujaca zale
noscia, por. [277],

_ o [mm ke
Cah=2 . (7.33)

Ttumienie zalene od predkéci wzglednej kontaktujacych sie czastek, dane réwna-
niem (7.29), rozprasza energie zderzajacych sie ekaatnie wyhamowuje czastek
swobodnych.

Oddziatywanie kontaktowe w kierunku stycznym w omawianyodelu jest zwia-
zane z wystepowaniem tarcia przeciwdziatajacegslipgowi w miejscu styku. Po-
Slizg jest charakteryzowany poprzez sktadowa styagnwzglednej predksci styka-
jacych sie punktow dwoch czastek

Vs = Uy — (Vr - mi)nj . (7.34)

Dla sity oddziatywania stycznego miedzy elementami dgskrmi Fs przyjeto re-
gularyzowany model tarcia Coulomba przedstawiony w padiriate 4.4 dla kontaktu
pomiedzy ciatami odksztatcalnymi. W modelu tym wymagaes gpetnienie naste-
pujacych warunkow:

¢ = ||Fs|| — u|Fn| <0, (7.35)
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- Fs
Fs_ks(vrs A||Fs||>’ (7.36)

A>0, ¢A=0, (7.37)

gdzie u jest wspétczynnikiem tarcia Coulomblg, jest parametrem kary, ktéry e
byt interpretowany jako sztywi$o oporu przylegania. Algorytm numeryczny dla wy-
Zznhaczenia silyFs zgodnie z warunkami (7.35)—(7.37) jest podobny do algouytpi-
sanego réwnaniami (4.48)—(4.52).

Przedstawiony model oddziatywania kontaktowego jestustk@vo najprostszym
modelem stosowanym w metodzie elementéw dyskretnyctzliide jest wykorzysta-
nie innych modeli, jak np. model Hertza dla oddziatywania ieréinku normalnym
i bardziej skomplikowane modele tarcia [65, 104, 105]. B@agdrozbudowane mo-
dele daja wigksze natiwosci modelowania, lecz niedogodswa w ich stosowaniu
jest konieczngt wyznaczenia wiekszej liczby parametréw.

7.4 Model oddziatywania kontaktowego z odpornécia na rozciaganie

Modelowanie materiatu skalnego lub innych materiatéw akearyzujacych sie spoj-
noScia wymaga uwzglednienia ralovosci przenoszenia nagrgh (sit) rozciagajacych
w modelu oddziatywania kontaktowego elementow dyskréiny wielu innych za-
stosowaniach sformutowanie zagadnienia kontaktowego aggnréwnie wprowa-
dzenia odporngci na rozciaganie [256, 31], ktéra @@ mi&€ ograniczona warft i
maoze zosta zniszczona przy pewnym obezeniu.

Odporn@&t na rozciaganie obejmuje dwa zjawiska, adhezje (praylieg i kohe-
zje (spojnéc). W prezentowanym modelu obydwa te zjawiska fizyczne oralthe
sa jednolicie. Ogolne §ciste matematycznie sformutowanie zagadnienia kontaktu
adhezja zostato podane w [256]. W niniejszej pracy modekdkiu z odporngcia
zostanie wprowadzony w prosty spos6b poprzez rozszerztamelardowego modelu
kontaktu regularyzowanego za pomoca funkcji kary na zakepreeh kontaktowych
rozciagajacych. Oznacza toe wyraenie na site kontaktowa w kierunku normalnym
(7.27) jest réwnie wazne dlag > 0. Przy czynnym wiazaniu kohezyjnym liniowa
zalezncst opisuje oddziatywanie w kierunku normalnym i stycznym:

Fne = knga FS = kSuS) (738)

gdzie: F¢ — sita oddziatywania kontaktowego w kierunku normalnyfg,— sita od-
dziatywania kontaktowego w kierunku stycznyka,— sztywn&t potaczenia kontak-
towego w kierunku normalnynks — sztywn&t potaczenia kontaktowego w kierunku
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a) b)

Rys. 7.4. Spreysto idealnie kruchy model kontaktu: a) sita kontaktu wrikigku normalnym,
a) sita kontaktu w kierunku stycznym.

stycznym,g — wzgledne przemieszczenie w kierunku normalnym w miegtgkiu, us
—wzgledne przemieszczenie w kierunku stycznym.

Przy pewnym poziomie obcgnia rozciagajacego ludtinajacego mxe nastajdi
ostabienie wiaza prowadzace do cieiowego lub catkowitego odspojenia. Zate-
&ci dla oddziatywania kontaktowego w kierunku normalnyrtycsnym w implemen-
towanym modelu sa pokazane na rys. 7.4. W modelu tym ngstgatychmiastowe
zerwanie wiazania i natychmiastowy spadek sity do zera vnerwie przekrocze-
nia granicznej wytrzymakzi potaczenia przez ktérakolwiek z sit obliczonych weglt
réwnah (7.38). Taki model nazywany jest spysto-idealnie kruchym. Kryterium
odspojenia mpna zapisaw nastepujacy sposob:

gdzie: R, — wytrzymat&t potaczenia kontaktowego w kierunku normalnyRa— wy-
trzymaldst potaczenia kontaktowego w kierunku stycznym. Powienihkniszczenia
(odspojenia) zgodna z warunkami (7.39) jest pokazana n&rys

i
Rs

Ry F

Rys. 7.5. Powierzchnia zniszczenia dla gysto-idealnie kruchego modelu oddziatywania
kontaktowego.
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W przypadku braku spéjisei (po zerwaniu wiaZzg model kontaktu uwzglednia
standardowe oddziatywanie kontaktowéciskajace w kierunku normalnym oraz tar-
cie w kierunku stycznym zgodnie z regularyzowanym modekmeia Coulomba. Mo-
del oddziatywania kontaktowego po zerwaniu wiggest catkowicie zgodny z mode-
lem oddziatywania kontaktowego bez kohezji przedstawiomy podrozdziale 7.3.

Opisany model jest najprostszym modelem oddziatywaniddkbiowego ze spoj-
noscia. Maliwe jest stosowanie bardziej skomplikowanych modeli, ngzkodzenie
idealnie kruche mzna zastajgi stopniowa degradacja sztywswd i wytrzymatdci po-
laczenia charakteryzujaca model sgyrgty z uszkodzeniermafg. elastic damage mo-
del) [216, 110] lub model wykorzystujacy sformutowanigeqysto-plastyczne z osta-
bieniem [216, 31, 59]. W pracy [59] wprowadza sie modelesgsto-plastyczne do
modelowania oddziatywania w warstwie kontaktowej miedaglokatnymi elemen-
tami dyskretnymi w przekonanizge wprowadzenie na poziom mikroskopowy modeli
sprawdzonych w mechanice kontinuum must ¢@ najmniej tak dobre wyniki jak
w ich oryginalnym sformutowaniu. Cwiadczenia autora [216] wskazuja jedna&,
stosowanie bardziej skomplikowanych modeli na poziomikrasikopowym aczkol-
wiek daje poprawne wyniki, nie wprowadza nowych jagmwo zachowa makro-
skopowych materiatu. Z tego powodu w niniejszej pracy ogm@my sie do modelu
kontaktu spregysto-idealnie kruchego. Rae kombinacje warfei parametréw tego
modelu daja meliwost modelowania rbnych zachowa makroskopowych materia-
16w, typowych zaréwno dla materiatdbw kruchych, jak i podaim Mazliwosci te
zostana przedstawione w dalszej&@gracy.

7.5 Model oddziatywania momentowego pary elementéw dyskneych

Moment oddziatywania kontaktowego charakteryzuje przdziatanie wzglednemu
obrotowi kontaktujacych sie elementéw dyskretnych. Vllogm przypadku moment
moze dziat& w przypadku potaczenia kohezyjnego, jak rownie przypadku kon-
taktu bez kohezji. W niniejszej pracy ograniczymy sie doypadku kontaktu z tar-
ciem bez kohezji.

Moment oddziatywania kontaktowedtf miedzy dwoma elementami dyskretnymi
i-tym i j-tym mazna rozt@yc na sktadowa normalna i styczna do powierzchni styku,
odpowiednio(Ty)ij i (Ts)jj

Tif = (Tn)ij + (Ts)ij = (To)ij nj + (Ts)ij , (7.40)

gdzien; jest jednostkowym wektorem prostopadiym do powierzchykistrozpatry-
wanych czastek, skierowanym na zewnatrz czasti W dalszych rozwzaniach dla
uproszczenia oznada@puszczone zostana indeksyraz j.
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Moment przeciwdziata wzglednemu ruchowi obrotowemu akiryzowanemu
wzgledna predk&cia obrotowae

®r =0~ o], (7.41)

ktéra mana réwnie roztazyc na sktadowa normalna i styczna do ptaszczyzny styku,
Omi oy

Wy =@+ ®rs= Wn- N+ @s. (7.42)

Sktadowa normalna nmma wyznacz§ przez rzutowanie wektor@, na jednostkowy
wektor normalnyn;,

Wn =®- R, (7.43)
wtedy sktadowa styczna otrzymuije sie na podstawie rowengr.42) jako
wrs:wr—wrnni . (744)

Model momentowego oddziatywania kontaktowegozm® sformutowa analo-
gicznie do modelu tarcia gtizgowego. Dla oporu przeciwdziatajacego wzglednemu
obrotowi wokot osi normalnej do powierzchni styku ema zapisa nastepujace wa-
runki Kuhna-Tuckera ok&ajace warunki palizgu, przylegania i wzajemnego wyklu-
czania sie przylegania i gbzgu:

(pn SO, An ZO, (pnAn:O, (745)
gdzie A, jest okrélona przez niestowarzyszone praw@lgu:

Th
= Ap—— 7.46
(OFT n||Tn||, ( )

a @, jest dane réwnaniem

On = || Tnl —an|Fal, (7.47)

a, jest wspotczynnikiem o wymiarze diugoi charakteryzujacym wiellgd granicz-
nego momentu tarcia wokét osi normalnej do powierzchnistykatazono przy tym,
ze moment ten jest proporcjonalny do normalnej sity kontdkt

Analogicznie mana zapisa warunki Kuhna-Tuckera dla oporu przeciwdziataja-
cego wzglednemu obrotowi wokét osizigcej w powierzchni styku

%SO) )\520) %)\S:Oa (748)
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gdzieAs jest okr&slona przez niestowarzyszone prawdlmgu:

Ts
Wrs = Ag— 7.49
ST (7:49)
a ¢ jest dane rGwnaniem
@ = ||Ts|| —as|Fl, (7.50)

as jest wspotczynnikiem o wymiarze diugo charakteryzujacym wiellgd granicz-
nego momentu oporu przeciwdziatajacemu wzglednemutoliavokét osi lezacej
w ptaszczyznie styku. Podobnie jak dla obrotu wokét osinmalinej zat@ono, ze
moment oporu jest proporcjonalny do normalnej sity kontdkt. Jest to zatpenie
zgodne z modelem tarcia tocznego stosowanego w praktygaiarskiej.

Implementacja numeryczna modelu oddziatywania kontaggmmwvymaga regula-
ryzacji warunkow kontaktu danych przez (7.45)—(7.47) 48J—(7.50). Regularyzacja
polega na wprowadzeniu wspétczynnikow kdd§' i kit do praw pélizgu (7.46) i
(7.49)

Ty = kn* <wrn —)\n—Tn ) ) (7.51)
|| Tn]|

7 rot Ts

TS == kS (wrs_As—> . (752)
|||

Po regularyzacji modele oddziatywania kontaktowego salogiczne do spm@ysto-
plastycznego modelu materiatu z niestowarzyszonym prapfgniecia, a wspotczyn-
niki kary spetniaja role modutéw sprgstdci.

7.6 Tlumienie zewnetrzne

Opisane wcZzeniej ttumienie uwzglednione w modelu oddziatywania kdibdwego
mozna traktowa jako ttumienie wtasne (wewnetrzne) materiatu. Oprégote mo-
delu mana zdefiniowa ttumienie, majace charakter ttumienia zewnetrznegpre-
zentujace op6r &rodka, w ktérym poruszaja sie czastki — elementy dyskre Ttu-
mienie to rozprasza energie kinetyczna wszystkichtekabez wzgledu na to, czy
znajduja sie w kontakcie z innymi czastkami lub obiekitam

W réwnaniach ruchu z dodanym ttumieniem catkowite sity i nemnty dziatajace na
pojedynczy element dyskretny zdefiniowane réwnaniamil(4.(7.12) sa rozszerzone
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o czlony wynikajace z thumieniaf 22mPj 1,92mP
F, = F&y Feonty Fidamp, (7.53)
T — ]wiext+1~icont+ Tidamp. (7.54)

W przyjetym modelu wprowadzono ttumienie zewnetrzneowao wiskotyczne (lep-
koSciowe) jak i niewiskotyczne (nielepkoiowe). Cztony uwzgledniajace ttumienie
sa dane nastepujacymi wyeniami:

e dla ttumienia wiskotycznego

F®M — _ o Mmy;, (7.55)

TR™ — V" Jwi; (7.56)

e dla ttumienia niewiskotycznego

Fidamp _ —(XthHFieXt+ FicontH—Hzi || , (757)
i
rdamp _ _anvr||Text+TcontH Wi ’ (7.58)
' o el

gdziea't, &', ™ i ™" sa odpowiednimi wspdtczynnikami ttumienia. Na podstawie
rownan (7.55)—(7.58) mpna zauwayc, ze zarébwno ttumienie wiskotyczne, jak i nie-
wiskotyczne przeciwdziata ruchowi czastek, sity ttunigesa skierowane w kierunku
przeciwnym do predisri czastek. Ranica migdzy przyjetymi w modelu rodzajami
ttumienia jest w okrgleniu wielka&ci oporu. Thumienie wiskotyczne jest proporcjo-
nalne do predk&ci czastek, natomiast ttumienie niewiskotyczne jestrvagzane jako
utamek dziatajacej na czastke wypadkowej sity i wypat&go momentu. Dysypo-
wana energia nie zatg w tym przypadku od prediszi.

Zatozenie odpowiedniej wielk&ei thumienia jest bardzo istotne do uzyskania quasi-
statycznego zachowania sie materiatu, reprezentowgmega zbidr czastek.

7.7 Calkowanie réwnah ruchu

Rownania ruchu (7.23) i (7.24) sa catkowane w czasie prajosawaniu jawnego al-
gorytmu r&nic centralnych. Operacja catkowania réwnania ruchugpastego (7.23)
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w kroku n-tym wykonywana jest wedtug nastepujacego schematu:

in = MRy, (7.59)
f‘n-~-1/2 = I.'n—1/2+.r'nAt7 (7.60)
Mit = fnt+fnp20t. (7.61)

Dwa pierwsze kroki w schemacie catkowania réwnania ruchwtolwego (7.24) sa
analogiczne do rowne(7.59) i (7.60):

Q,=J"1T,, (7.62)
112 =Rp 172+ Lnlt. (7.63)

Dla ptaskiego ruchu obrotowego catkowity kat obrgtudlai-tego elementu mee by
wyznaczony w sposoOb analogiczny jak wektor przemieszezeni

(@)n+1=(@i)n+ (@)ny1/20t. (7.64)

W przypadku ruchu tréjwymiarowego, p@enie katowe nie mae by zdefiniowane
zadnym wektorem, gdypredk&t katowaw; w ogélnym przypadku nie nee byc cat-

kowana, por. [9]. Poteenie katowe ruchomego uktadu wspétrzednychwiazanego
z ciatem sztywnym wzgledem nieruchomego uktadu odniési¥rmozna okrélic za

pomoca macierzy obrotA;

X =Aix. (7'65)

Macierz obrotuA; moze byc uaktualniana wedtug nastepujacego algorytmu, por. [9,
28]

A([)i = ((x)i)n+1/2At, (766)
sinf|Ag;|| ~  1—cos||Ag|| T

AA; = cos|[Ag |1+ NERH A 2~ COSIDRI A AT (7.67)
I ' [Agi| ' [Ag;ll e

(Ai)nsr = DA (Aj)n, (7.68)

gdzieAg = {A¢XA¢yA¢Z}T oznacza wektor przyrostowego (matego) obrdip, jest
macierza przyrostowego obrotu,&{) jest antysymetryczna macierza zhea do za-
pisu iloczynu wektorowego w notacji macierzowej, zdefiremag réwnaniem (1.5).

Nalezy podkrelic, ze znajomét catkowitego obrotu czastki kulistej lub cylin-
drycznej zazwyczaj nie jest potrzebna; dla wyznaczeniarsidimentéw oddziatywania
kontaktowego wystarcza znajostopredké&ci obrotowe).
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7.8 Stabilnast schematu catkowania

Niedogodnécia w stosowaniu jawnych schematéw catkowania réwnehu wzgle-
dem czasu jest ich warunkowa stabBoaumeryczna omoéwiona w rozdziale 2.7.3.
Ograniczenia i réwnania (2.61), (2.62) i (2.63) obowigzupwniez w przypadku
przedstawionego schematu catkowania rofwmaetody elementéw dyskretnych.
Zgodnie z (2.61) dtugse kroku catkowaniait jest ograniczona przez wiel&D kroku
krytycznegoAte,, ktéry zaley od najwyszej czesteci drgad wiasnych systemu dys-
Kretnegotmax.

Dokfadne wyznaczenie najwgzej czesteci wtasnejwmax Wymagatoby rozwiaza-
nia zagadnienia drgawtasnych catego systemu mas (czastek), potaczonyazyspr
nami o sztywnéci okreslonej dla kontaktu miedzy czastkami. Sprey wystepowa-
lyby tylko miedzy stykajacymi sie czastkami. W posigip przyblzonym zagadnienie
drgah wiasnych mae byt zdefiniowane oddzielnie dla kdej czastki

mif +kiri =0, (7.69)
gdzie

ri = {(Wi » (U)i (Ui, (8)i+ (By)i (B2)i}T (7.70)
m; jest diagonalna macierza mas (bezwiaginip

m; = diag(m, ,my ,m, i ,1i i), (7.71)

a ki sa macierzami sztywisoi uwzgledniajacymi spmystdt kontaktéw ze wszyst-
kimi stykajacymi sie czastkami sasiednimi. Rownarfi&’ Q) definiuje wektoryn; i r;
dla czastki kulistej w przestrzeni trojwymiarowej. Dlaastki walcowej w zagadnieniu
ptaskim odpowiednie wektory sa zdefiniowane jako:

m; = diag(m ,m 1), i = {(Wi, (Ui, (6)i}". (7.72)
Réwnanie (7.69) prowadzi do nastepujacego zagadnieiaismaego
kil'i :}\jmiri, (7.73)

gdzie wartéci wtasneA; (j = 1,...,6 w zagadnieniu przestrzennymj i= 1,2,3 w
zagadnieniu ptaskim) sa kwadratami czéstavtasnych drga swobodnych:

Aj=w?. (7.74)

W zagadnieniu przestrzennym, 3 z 6 cz@stav; odpowiadaja drganiom liniowym, a
3 pozostate drganiom obrotowym.
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Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie megtetementow dyskret-
nych o ksztalcie walca (2D) lub kuli (3D). Przedstawiono namia ruchu pojedyn-
czego elementu oraz uktadu elementéw oddziatujacychizgisoba sitami kontaktu.
Ruch czastek/elementéw dyskretnych jest opisany za pamiena dynamiki ciata
sztywnego. Réwnania ruchu sa catkowane w czasie za pojawoggo schematu cal-
kowania zapewniajacego wysoka efektywhmumeryczna rozwiazania na poszcze-
g6Inych krokach czasowych. Schemat catkowania jest idgzniy jak schemat cat-
kowania réwna ruchu w metodzie elementéw skezonych, co umdiwia wspélna
implementacje i integracje metod elementowfskannych i dyskretnych. Podoljie
stwo sformutowa teoretycznych wystepuje réwaiev przypadku modelowania kon-
taktu. Model oddziatywania miedzy elementami dyskretnjast podobny do modelu
kontaktu miedzy ciatami odksztatcalnymi. W metodzie ededw dyskretnych im-
plementowano model oddziatywania kontaktowego z tarciemKkmhezji oraz model
z kohezja. Pierwszy z modeli jest wykorzystywany w nirdejspracy do modelo-
wania materialdw granularnych, a drugi w modelowaniu skigdre bedzie tematem
nastepnych rozdziatéw.



8. Zaleznaosci miedzy mikro- i makroskopowymi
wielkosciami w metodzie elementéw
dyskretnych

Wstep

Modelowanie za pomoca metody elementéw dyskretnychnadraktowa jako mo-
delowanie materiatu na poziomiezszym od makroskopowego, w zalesci od wy-
miaréw elementow w skali mezo-, mikro- lub nanoskopowejréSkone widciwasci
makroskopowe materialu modelowanego za pomoca elemesyélwretnych sa uzy-
kane przez przyjecie odpowiedniego modelu oddziatlywanigaktowego pomiedzy
elementami dyskretnymi. Przeniesienie odpowiedzi maitew skali mikro na odpo-
wiedz w skali makro oraz ok&éenie zalenosci makroskopowej odpowiedzi materiatu
od parametréw definiujacych stan materiatu &sziej skali sa bardzo waymi aspek-
tami modelowania dyskretnego wzsiej skali oraz modelowania wieloskalowego.
Ze skala makroskopowa zazwyczaj zwiazany jest modgjtgimateriatu, dlatego za-
leznasci migdzy wielk&ciami mikroskopowymi i makroskopowymi maoa traktowa
jako przegcie miedzy modelem dyskretnym i ciagtym (rys. 8.1).

 osrodek dys‘kr'etny’f osrodek ciagly
. (poziom mikro) ; (poziom makro)

. - .

E, c
g €
model konstytutywny model konstytutywny
w skali mikro w skali makro

Rys. 8.1. Przaicie od skali mikroskopowej do skali makroskopowej (od niodérodka dys-
kretnego do modeluayodka ciagtego).

136
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Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawieniezimmsci poréwnania wyni-
kow zastosowanego modelowania mikroskopowego z opisentasiadpowym oraz
sposobu wyznaczenia efektywnych wiascianakroskopowych materiatu modelowa-
nego za pomoca metody elementéw dyskretnych. BeEepa poziom makroskopowy
umazliwia zweryfikowanie modelu mikroskopowego poprzez panéwie zmiennych
makroskopowych obliczonych z wagttiami zmierzonymi w badaniach laboratoryj-
nych.

Wyznaczenie efektywnych wielkoi i wlasn&ci makroskopowych materiatow nie-
jednorodnych mee byt dokonane za pomocazidych analitycznych i numerycznych
metod homogenizacji isredniania [190, 235, 146, 161]. Z powodu zanej w mo-
delu sztywnéci kul (walcéw) trudno jest bezgeednio zastosovgaw metodzie ele-
mentéw dyskretnych metody matematycznej teorii homog@eiii279] rozwiniete
dla materiatow porowatych lub kompozytowych. W niniejszyozdziale wykorzy-
stane zostana znane z teorii homogenizacji metdthedniania oraz koncepcja re-
prezentatywnego elementu objgtoowego. Pozwoli to wprowadziosrodek ciagty
rownowany dyskretnemu &odkowi modelowanemu za pomoca metody elementéw
dyskretnych.

8.1 Sformutowanie problemu

Rozpatrzymy zbiér elementéw dyskretnych zajmujacycletmbf Q ograniczona po-
wierzchnial® (rys. 8.2), odksztatcajacy sie quasi-statycznie podywpin przyt@o-
nego obcigenia i przy zadanych warunkach brzegowycRrzyjmujemyze elementy
dyskretne oddziatywuja miedzy soba przez sity w kiemumormalnym i stycznym,
z mazliwoscia wystepowania sit spéjgoi. Oddziatywanie miedzy elementami dys-
kretnymi jest opisane jednym z przedstawionych vgczej modeli kontaktu. Model
elementow dyskretnych stanowi model w skali mikroskopowej

Zatozymy, ze mana zdefiniowa osrodek ciagly, zajmujacy te sama obj&®,
rownowany rozpatrywanemu&vodkowi dyskretnemu. ZSwodkiem ciaglym zwia-
zemy makroskopowy model materiatu. Cidbmozna uwaaC za ciagte wzgledem
pewnej wielk&ci fizycznejQ wtedy, gdy wielk&t ta mae byt zdefiniowana w ka
dym punkciex € Q. Ciagte pola makroskopowych wiel&oi moga bg wprowadzone
przy zastosowaniu znanych metodredniania, wykorzystujacych koncepcje repre-

1przez quasi-statyczne odksztalcanie rozumiemy powologesr deformacii, w ktérym efekty iner-
cyjne sa pomijalnie mate i z d@a doktadnécia mana przyj& stan rownowagi. Otrzymuije sie wyrenia
na naprgenia makroskopowe przy tych identycznych zaisiach jak w mechanicesmdka ciagtego.
W dynamice molekularnej, jak réwrien niektérych pracach z metody elementéw dyskretnych [161]
wprowadza sie napeenia makroskopowe dla uktadu w ruchu, tzw. naprga wirialne, niemniej jednak
sens fizyczny tej miary nie jestzsamy z mechanicznym nageniem z mechaniki kontinuum [311].
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reprezentatywny
element objgtosciowy
(RVE)

wielko$ci
makroskopowe

osrodek ciagly

Rys. 8.2. Przaicie od skali mikro- do skali makroskopowej (od modelu dgskego do cia-
gtego) poprzez grednianie na reprezentatywnym elemencie objgtovym.

zentatywnego elementu objétwowego éng. RVE — representative volume element)
[44, 200]. Metoda ta polega na przyjeciu dlazlago punktuc € Q otaczajacego go
reprezentatywnego elementu obfgtimwego o objetsci V, w ktdrej zostanie sred-
niona dana wielkst Q wedtug wyraenia:

Q= <Q>=\%/VQd\/. (8.1)

Otrzymana w ten spos@rednia(Q) zostanie przypisana rozpatrywanemu punktowi
x. J&sli zatazymy, ze wielka&t Q jest stata dla kadego elementu dyskretnego i dla
p-tego elementu wyno$pP, catke w wyraeniu (8.1) mana zastajgi poprzez odpo-
wiednia sume

Q=(Q)=y 3 VeQs 82)
pE

Idea przejcia od &rodka dyskretnego doSmdka ciagtego zostata schematycznie
przedstawiona narys. 8.2.

2Czasem metody te zaliczane sa do metod homogenizacjiakedaley podkrélic, ze nie sa to
metody oparte na matematycznej teorii homogenizacji.
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Rozmiar reprezentatywnego elementu olfetowego powinien by na tyle day,
by nie wystepowaty fluktuacje typowe dlazsiej skali (rys. 8.3). Z kolei nie po-

zakres efektow
osrodek

niejednorodny

mikroskopowych

zakres RVE|  oSrodek
— == jednorodny

—
o

usredniona wlasnosé

rozmiar elementarnej objgtosci
Rys. 8.3. Okrélenie rozmiaru reprezentatywnego elementu objgtovego.

winien byt zbyt dwey, aby uzyskane wiellazi makroskopowe nmma byto traktowa
jako wielkasci lokalne (j&li pole danej wielkéci nie jest jednorodne). Rozmiar repre-
zentatywnego elementu objétmowego powinien by réwniez znacznie mniejszy od
wymiaréw makroskopowych cial® (d <« L). Ksztatt reprezentatywnego elementu
moze byc dowolny — réwnanie (8.1) jest stuszne dla dowolnego kart&/ metodach
homogenizacyjnych, wymagajacych rozwiazania zagaimierzegowego, przyjmuje
sie zazwyczaj element kwadratowy (2D) lub Szienny (3D), dla ktérego tatwiej za-
dat odpowiednie warunki brzegowe. W naszym przypadku zastpriyjety repre-
zentatywny element objetoiowy o ksztalcie walca (2D) lub kuli (3D) Zgodkiem
pokrywajacym sie z rozpatrywanym punktesn Specjalnego traktowania wymagaja
punkty lezace na brzegu i w jego pobli, dla ktérych reprezentatywne elementy wy-
chodza poza obszar ciafa

8.2 Wielkosci mikroskopowe i makroskopowe

W poprzednim rozdziale zostaly wprowadzone dwie skale +oskopowa i makro-
skopowa. W skali mikroskopowej mamy do czynienia z uktadéementow dyskret-
nych, charakteryzowanym pewnym zbiorem parametréw miapeswych oraz mi-
kroskopowych zmiennych stanu, zdefiniowanych w punktaetnattierystycznych dla
mikrostruktury. W skali makroskopowej mamy do czynieni@dwnowanym drod-
kiem ciagtym, charakteryzowanym przez pola zmiennych noskopowych uzyska-
nych przez procedurestedniajaca.

Parametry mikroskopowe zaig po czéci od wyboru modelu materiatu w skali
mikroskopowej. W niniejszym rozdziale zostanie zaioy spregysto-idealnie kruchy
model oddziatywania miedzy elementami dyskretnymi z kgdnétarciem opisany w
podrozdziale 7.4.
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WielkoSci mikroskopowe mzna podzielt na nastepujace grupy:

e parametry geometryczne i fizyczne

r — promien kuli (3D) lub walca (2D), rozmiar elementéw dyskretnych
p — gestét masy
n — porowat®&c (stopié upakowania),

e parametry konstytutywne

kn — sztywndt kontaktu w kierunku normalnym

ks — sztywnd&t kontaktu w kierunku stycznym

R, — wytrzymat&t wiazania kohezyjnego w kierunku normalnym
Rs — wytrzymalat wiazania kohezyjnego w kierunku stycznym
U —wspotczynnik tarcia Coulomba,

e zZmienne stanu

g— przemieszczenie wzgledne w kierunku normalnym

us— przemieszczenie wzgledne w kierunku stycznym

F. — sita oddziatywania kontaktowego w kierunku normalnym
Fs — sita oddziatywania kontaktowego w kierunku stycznym
kohezja (istnienie lub brak kohezji).

Stan makroskopowy nzma opisé za pomoca nastepujacych wielon

e parametry geometryczne i fizyczne

L — wymiar charakterystyczny rozpatrywanego obiektu (w padku skat wyste-
puje efekt skali, a wiec parametr ten m@omiet znaczenie w opisie makroskopo-
wym materiatu)

p — usredniona gesf masy,

e parametry konstytutywne

C — tensor wiasngci konstytutywnych

alternatywnie wtasrici konstytutywne moga layokreslone przez inne parametry,
np.

E — modut Younga

v —wspotczynnik Poissona

Oc — wytrzymal@&t na jednoosiowéciskanie

o; — wytrzymat&t na jednoosiowe rozciaganie

T — wytrzymal®&t nascinanie,
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e zZmienne stanu

& —wybrany tensor odksztalcenia
o — tensor naprzenia sprzeony energetycznie z tensorem odksztatcenia

Zestaw parametréw opisujacych makroskopoweseitacsci konstytutywne jak i
zmiennych stanu zatg od wyboru modelu konstytutywnego. Paxey podano tylko
najwaniejsze parametry. Pominieto parametry opisujaceiéni@ wewnetrzne ma-
teriatu, zaktadajacze beda rozpatrywane jedynie stany quasi-statyczneg, qgaym
ttumienie bedzie parametrem pomocniczym pozwalajacyaliwminowat efekty dy-
namiczne.

8.3 Makroskopowe naprgenia w modelu dyskretnym

8.3.1 Tensor naprgenia dla pojedynczego elementu dyskretnego

Usredniony makroskopowy tensor napggia zostanie wyprowadzony w sposéb po-
dobny do zastosowanego w [154, 161]. W pierwszym kroku nistaoliczony &red-
niony tensor nap@eniaoc, dla pojedynczej czastki (elementu dyskretnego) o ksetatc
kuli (3D) lub walca (2D) o objetsciV, i brzeguS,, bedacej w kontakcie i, sasied-
nimi czastkami. W tym celu zostanie wykorzystane vegnie (8.1) dla transponowa-
nego tensora nap?teniaag

1
ag:\T/V "oV (8.3)
p Vo

Wprowadzajac tensor jednostkowly= [Jx mozna napisa nastepujaca #samac
(por. [161]):

o' =0x-¢"=0-(x0)—x(0-0). (8.4)

Wstawiajac tasam@t (8.4) do réownania (8.3) otrzymuije sie

1
0'-5:—< O-(xo)dV — x(D-a)(]V). (8.5)
Vo \ NV Vo
Przy zataeniu réwnowagi statycznej i braku obzénia masowego zgodnie z réwna-
niem (2.7) druga catka w réwnaniu (8.5) jest rbwna zeru:
+ 1

o= y O-(xo)aVv. (8.6)
p Vo
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Stosujac do réwnania (8.6) twierdzenie GaussamaoprzeksztatCi catke objeto-
Sciowa na catke powierzchniowa

agzvip/sp(xa)-nds, (8.7)

gdzien jest skierowanym na zewnatrz jednostkowym wektorem nbyna do po-
wierzchniS,. Wykorzystujac nastepnie definicje wektora naprga ¢ zgodnie z row-
naniem (A.28) otrzymuje sie

1
T _—
op—vp/spxtdS. 8.8)
Biorac pod uwageze obcigenie powierzchniowe jest zbioremy. sit skupionych
F; dziatajacych na mata powierzchnis., catke w réwnaniu (8.8) mana zapisa w
postaci sumy

T 1% F© 1%
== = 0% = F°. 8.9
EEP RSP o9

Transponujac réwnanie (8.9) otrzymuje sie wagnie na tensor napgreniacy

1 Cc
ap—\TpC;F Xc. (8.10)

Wyrazajac wektor potzenia punktu kontaktu . jako sume wektora pokeniasrodka
masy rozpatrywanej czastki (elementu dyskretnega)raz promienia-wektora tacza-
cegosrodek masy z punktem kontaktlgj

Xc=Xp+sy (8.11)

otrzymuje sie

_ 1 nchC Xp+ ! npCFCSC (8.12)
PV c; P Vpc; > .

Przy zataeniu réwnowagi statycznej pierwsza suma znika

Npc
Yy F=0 (8.13)
c=1
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co daje ostatecznie nastepujace vigrse naSredni tensor napzenia dla pojedyn-
czego elementu dyskretnego przy zahniu quasi-statycznej réwnowagi i braku ob-
ciazenia masowego

Npc

1 Cc.C
op= \Tp;F sE. (8.14)

Petne wyraenie na tensor naprenia przy uwzglednieniu ruchu elementéwana
uzysk& podstawiajac do drugiej catki w réwnaniu (8.5) wxeaiel - ¢ wyznaczone
z rownania (2.7) [161]. Otrzymane wyrenie (8.14) jest cAgia petnego wyzenia
definiujacego tensor naprgnia. Stanowi ono wystarczajaco dobre przdie ten-
sora napreenia w stanach quasi-statycznej réwnowagi oraz w probestasunkowo
wolnych, w ktdrych energia kinetyczna jest stosunkowo mgteréwnaniu do energii
odksztatcenia [175].

Identyczne wyraenie na tensor namenia dla pojedynczego elementu dyskret-
nego mana otrzyma stosujac alternatywne metody, np. budujac odpowiedterp
cjat[175].

W wyprowadzeniu wyrzenia na tensor zaniedbano oddziatywania momentowe w
kontakcie. Wtaczenie tych oddziatywgest maliwe, ich wprowadzenie wymaga sto-
sowania sformutowania Cosserat w opisie wiglkianakroskopowych [62, 71].

Zatozenie dotyczace réwnowagi i braku oddziatywanomentowych ma jeszcze
jedna konsekwencje dla otrzymanego wedtug (8.14) tens@dniego napzenia —
przy speieniu tych zaken bytby on symetryczny. W praktyce, w modelu dynamicz-
nym réwnowaga jest spetniona tylko w przyt@hiu, w zalendsci od zastosowanego
tlumienia.

8.3.2 kredniony tensor naprezenia

Po wyznaczeniu napzen dla pojedynczych elementdoy wybiera sie pewien obszar
reprezentatywny REVang. representative volume) o objéimV, w obszarze ktérego
dokonamy kolejnego &rednienia w sposob olgeny rownaniem (8.2). Wstawiajac
wyrazenie (8.14) do réwnania (8.2) otrzymuje sie

_1 nzchCsC (8.15)
v PEV c=1 P

o= (o)
W wyrazeniu (8.15) przeprowadza sie sumowanie po wszystkiagheieach dyskret-
nych (czastkach), ktérycerodki mas lea w obszarze&rednianiaV. Nie uwzglednia
sie przy tym, czy czastka 2g catkowicie wewnatrz obszaru czyztezeciowo lezy
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poza obszarem. Gdyby uwzgledrprzy srednianiu tylko cz& objetscei czastki\7p
lezaca wewnatrz obszak(, otrzymalibysmy

npc

}vvpvp ZFC sC. (8.16)

8.4 Makroskopowe odksztatcenia w modelu dyskretnym

Jako makroskopowa miara odksztalcenia przyjety zostayieetryczny tensor od-
ksztatceniae, zdefiniowany réwnaniem (A.14), spzgny energetycznie z tensorem
Cauchy’ego. Podobny wybor zostat dokonany w [235].Zlil@e jest przyjecie innych
miar np. tensora gradientu deformac;ji [16].

Podobnie jak dla napzen przyjety zostaje pewien obszar o obfgtoVv, dla kto-
rego zostanie przeprowadzonérednianie wybranej miary odksztalcenia. Stosujac
rownanie (8.1) do srednienia tensora matych odkszté@teew obszarze o objefwiV,
otrzymuje sie

=)= / edV. (8.17)

Wstawiajac réwnanie (A.14) do réwnania (8.17) waeaie na Gredniony tensor od-
ksztatcenia mpna zapisa w postaci:

_ v/ [<3”> (a:;)] v/ (Ou+ud)dV.  (8.18)

Za pomoca twierdzenia Gaussa catke olfjgimwa w réwnaniu (8.18) nama zamieri
na catke powierzchniowa. Dla jednego elementu tengpraamy

&) = V/ (é‘x, )W:V/s,? (uinj +u;jn;) ds, (8.19)

gdzien; jest sktadowa jednostkowego wektora normalnego do paetieni brzegowej
obszaru @rednianiaS. tacznie wyraenie na @redniony tensor odksztatcenia ama
zapis& w postaci:

V/ (Ou +uO) (]V—V/ (un+ nu) dS. (8.20)

Catke powierzchniowa w réwnaniu (8.20) @ma wyznacz§ w sposob przyhtiony
poprzez sume po wszystkich elementach przecinajacyefieprchnie brzegow:

Ns

- 1r1 1
€= \_//5.5 (un+nu) dS= szl(uknk—l—nkuk)&, (8.21)
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gdzieng jest liczba elementéw dyskretnych przecinajacych poxeienie brzegowe
jest czécia powierzchnB zwiazana x-tym elementem, przecinajacym powierzchnie
brzegowa, proporcjonalna do pola powierzchni przeaigprzeskalowana tak, by

z & =S, (8.22)

ny jest wektorem normalnym do powierzchni brzegowaj,— wektorem przemiesz-
czenia punktu powierzchni brzegowejsnodku powierzchng.

W homogenizacji czesto stosuje sie warunek MandelaaHillL2], ktéry mowi,
ze wredniona praca na poziomie mikroskopowym jest réwna yleowi sprzgo-
nych energetyczniesuednionego napzenia i odksztatcenia. Dla naszego przypadku
maozna napisaten warunek w nastepujacej postaci:

1 N ngG nG
. C . . _ .
\7;I <JZlFiCJ '5"'+ng x Fij 5¢.> = (0) : (0¢). (8.23)
8.5 Makroskopowe wisciwdsci materialu w metodzie elementéw dys-

kretnych

Makroskopowy zwiazek konstytutywny, czyli zaleost migdzy makroskopowym na-
prezeniemo a makroskopowym odksztatceniegm

o0=C:¢ (8.24)

wyznacza tensor efektywnych wiaswo konstytutywnyctC_. Makroskopowe zwiazki
konstytutywne w zakresie sprgstym dla prostych regularnych konfiguracji elemen-
tow dyskretnych, jak na przyktad przedstawione na rys. #dzna uzyska teore-
tycznie [175]. W przypadku losowej konfiguraciji elementdyskietnych o zranico-
wanych rozmiarach w warunkach nieliniowego zachowanizensdti, konieczne jest

SR
B

Rys. 8.4. Regularne konfiguracje cylindrycznych elemerdgskretnych (wedtug [175]).
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zastosowanie metod opartych na numerycznej symulacji.wbgdo zat@onej w mo-
delu sztywnéci kul (walcéw) nie ma mziwosci bezp&redniego poréwnania z wyni-
kami uzyskanymi w matematycznej teorii homogenizacji diterialow porowatych
lub kompozytowych [279].

W [189] zaproponowano metode numerycznego wyznaczayczrgtgo tensora
konstytutywnegdC w oparciu o przybkona przyrostowa postaéwnania (8.24):

Ao =C:Ae (8.25)

Alternatywnym sposobem stosowanym w [146] jest kondeasagcierzy sztywriri
otrzymanej dla reprezentatywnego elementu objgtavego, w trakcie ktérej konden-
sacji podlegaja elementy macierzy odpowiadajacezogi® stopniom swobody.

Znajomat efektywnego tensora konstytutywneq_q'est niezbedna w wieloskalo-
wej analizie, gdy na poziomie makroskopowym obliczamy macsztywn&ci. W
podepgciu stosowanym w niniejszej pracy nie wprowadzamy tak moanej analizy
wieloskalowej, w zwiazku z tym nie wystepuje koniecgnavyznaczania efektyw-
nego tensora konstytutywnego. Konstytutywne widsnmakroskopowe zostana zde-
finiowane przez zbior podstawowych statych materiatowyeRk: modut Youngay —
wspoitczynnik Poissonag. — wytrzymat&t nasciskanie,o; — wytrzymatat na roz-
ciaganie.

Podsumowanie

Model materialu w metodzie elementéw dyskretnych posiagtdig modelu mezo-
lub mikromechanicznego. W niniejszym rozdziale przedsiaw metody przéjcia z
nizszego poziomu na poziom makroskopowy, utiviiajace wyznaczenie makrosko-
powych tensoréw odksztatcenia, napegia oraz tensora konstytutywnego. Pszigj
od skali mikroskopowej do skali makroskopowej zostato dalte przez zastosowanie
usredniania po obszarze reprezentatywnego elementu stigiego. Wyznaczenie
wielkosci usrednionych umriwia poréwnanie wynikéw modelowania w skali mikro-
skopowej z wartsciami mierzalnymi w skali makroskopowej. Proceduseedniajaca
zostata wprowadzona do programu numerycznego. Jej ddatastanie przedsta-
wione w rozdziatach pokazujacych przyktady symulacji odet elementéw dyskret-
nych.



9. Integracja metody elementow skaczonych
| metody elementéw dyskretnych

Wstep

W wielu przypadkach optymalnym rozwiazaniem w modelowamimerycznym jest
integracja metod modelowania ciagtego i dyskretnego wapsisob, by w czZgci mo-
delu wykorzystywana byta metoda elementéw fekapnych (MES), a w pozostatej
czesci metoda elementéw dyskretnych (MED).

W hybrydowych modelach nzma w r&ny sposéb wykorzystyvezauzupetiajace
sie metody modelowania:

1. R&ne metody stosowane sa w oddzielnych obszarach, do nveaigbp r&nych
materiatéw, oddzielne obszary moga oddziatgwaiedzy soba poprzez kontakt.

2. R&ne metody stosowane sa wznych cz&ciach tego samegémdka, do mode-
lowania tego samego materiatu podlegajacegmyt procesom.

W niniejszej pracy opracowano algorytm unliwiajacy oba wymienione povaej
sposoby faczenia metody elementéw dyskretnych hekonych. Prace autora nad
integracja obydwu metod zostaly zapoczatkowane w [2%6],2ydzie przedstawiono
wykorzystanie metod elementoéw dyskretnych i elementéwiskonych do modelo-
wania r@&nych &rodkéw, oddziatujacych miedzy soba kontaktowo. N#ze praca
pokazuje znacznie wigksze mliwosci stosowania zintegrowanej metody elementéw
skanhczonych i dyskretnych, zwtaszcza w odniesieniu do podaidse sprzgonych,
bedacych cZgzia tego samegoSodka. W tym przypadku nzma dostrzec podo-
biehstwo idei oraz stosowanych metod sengia do metod przedstawionych w pracy
doktorskiej autora [240] oraz w artykutach [248, 249], gdmiodel konstrukcji skia-
dat sie z czgci odksztatcalnych, dyskretyzowanych elementaminskonymi, oraz
czesci sztywnych. Cz&ci sztywne wprowadzaja do catego uktadu dodatkowe Ziiaz
kinematyczne. Podobnie, w przypadku sgesgia podobszaréw dyskretyzowanych za
pomoca elementéw skazonych i modelowanych za pomoca elementéw dyskretnych,
zaktada sie dodatkowe zwiazki kinematyczne na wspolnggadu obydwu podobsza-
row. Dodatkowe zwiazki kinematyczne uwzglednia sie wméniach ruchu za po-
moca metody mnmikéw Lagrange’a lub metody funkciji kary. W efekcie otrayjm
sie sprzgony ukfad réwna ruchu elementéw skwzonych i dyskretnych.

Przy stosowaniu mnych metod w rénych podobszarach tego samego ciata baczna
uwage naley zwroct na zjawiska zachodzace na potaczeniu. Wprowadzos@ate

147
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bitralnie granica pomiedzy podobszarami nieamaaktdcé proceséw zachodzacych
w catym ciele, np. w zagadnieniu dynamicznym nie powinnaatac przeszkody,
powodujacej nierzeczywiste odbicia fal.

W hybrydowym modelu mepemy mié€ do czynienia ze znacznaardica wymiaréw
charakteryzujacych modele dyskretne, rozmiary elemversikchczonych moga by
znacznie wieksze od rozmiardéw elementow dyskretnych. MW/pyzypadku fale o wy-
sokiej czestotliwéci drgan nie mogtyby przenikn@az obszaru MED do obszaru MES,
granica miedzy tymi obszarami stanowitaby sztucznaebarpowodujaca falszywe
odbicia takich fal. Jednak fale o niskiej czgstodrgad powinny byt transmitowane
przez granice bez zaktéce Obszar dyskretyzowany elementami isgmonymi powi-
nien zapewrt odpowiednia oporr falowa dla fal o niskiej czeséei drga, nato-
miast spos6b potaczenia obszaréw MED i MES powiniet faki, by fale o wysokiej
czestotliwaci ulegaty ttumieniu i rozproszeniu. Dla polepszenia wissi tlumia-
cych i rozpraszajacych, oprécz zwyklego potaczenia alisz MED i MES poprzez
dobrze dopasowane brzegi, implementowano réavalgorytm potaczenia z c&eio-
wym zachodzeniem obszar6w i stopniowym pszegm migdzy rénymi modelami.

9.1 Zagadnienie kontaktowe w hybrydowym modelu elementow
skonczonych i dyskretnych

W przypadku modelu, w ktérym stosuje sie metody elementk@nazonych i ele-
mentoéw dyskretnych w podobszarach roztacznych, repte@ych r@ne materiaty,
oddziatywanie miedzy tymi podobszarami neonastepow@przez kontakt miedzy
elementami dyskretnymi i brzegiem obszaru dyskretyzogamementami skaczo-

nymi (rys. 9.1). W ogélnym przypadku model oddziatywaniantektowego miedzy
elementem dyskretnym i brzegiem obszaru dyskretyzowaeégmentami skioczo-

nymi maze uwzglednia kohezje/adhezje, ttumienie, tarcie,zyaie, generacje i wy-

Rys. 9.1. Kontakt miedzy elementem dyskretnym a brzegibszaru dyskretyzowanego ele-
mentami skaczonymi.
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miane ciepta. W niniejszym rozdziale przedstawimy kratkodel kontaktu z tarciem
bez kohezji analogiczny do modelu oddziatywania kontakigovelementow dyskret-
nych przedstawionego w podrozdziale 7.3.
Wzgledna predk&s w punkcie styku jest obliczana zgodnie z nastepujatezaa-
Scia:
Nn

vr:(vc—i—wcxr)—zlviNi 9.1)

gdzievc + wc x r jest predk&cia elementu dyskretnego w punkcie stygw;N; jest
predkdcia punktu naleacego do brzegu obszaru dyskretyzowanego elementami sko
czonymi w miejscu styku z elementem dyskretnym, vegrza za pomoca pred&oi
weztowych v; i odpowiednich funkcji ksztattN;, n, jest liczba weztéw elementu
skahczonego dyskretyzujacego brzeg podobszaru MES. Psgedkaglednav, maze
byt roztazona na sktadowe w kierunku normalnym i stycznym,i vys.

Analogicznie jak w przypadku kontaktu miedzy dwoma eletaem dyskretnymi
lub dwoma ciatami odksztatcalnymi, site kontaktu mieddgmentem dyskretnym i
brzegiem obszaru ciagtegdmozna roztayc na sktadowa normalng, i stycznaFs,
ktére wyznaczamy stosujac odpowiednie konstytutywne eteodddziatywania kon-
taktowego. Sktadowa normalna sity kontaliyjest wypadkowa sity spaystejFS i
sity thumieniaF¢

Fo=FS+FJ. (9.2)

Sktadowa spreysta normalnej sity kontaktg® jest proporcjonalna do sztywga kon-
taktu w kierunku normalnyrk;, i penetracji czastki-elementu dyskretnego przez brzeg
obszaru dyskretyzowanego elementamifgkamnymig

F°=kng. (9.3)
Penetracjay jest wyznaczana z zalrosci
g=d-—r, (9.4)

gdzied jest odlegt&ciasrodka elementu dyskretnego od brzegu jest promieniem
elementu dyskretnego. W implementowanym modelu zaktag#dushienie typu lep-
kiego

Fr? = CnVmn (9.5

gdziec, jest wspotczynnikiem ttumienig,, jest sktadowa normalna wzglednej pred-
koSci w punkcie styku. Site stycznBs wyznacza sie wedtug regularyzowanego mo-
delu tarcia Coulomba przedstawionego w podrozdziale 7.3.
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Wyznaczona w opisany sposéb sigest sita oddziatywania na element dyskretny.
Reakcje oddziatujaca na brzeg podobszaru MES rozkigdsasvezly elementu ske
czonego wedtug wartei funkcji ksztattuN; w punkcie kontaktu

Fi=—FN;, i=1,...n,. (9.6)

W oddziatywaniu kontaktowym miedzy elementem dyskretraybmzegiem podob-
szaru dyskretyzowanego elementamifskannymi mana w fatwy spos6b uwzgledni
opor toczenia adaptujac model oddziatywania momentovpegedstawiony w pod-
rozdziale 7.5.

9.2 Zintegrowany algorytm hybrydowej metody elementéw
skonczonych i dyskretnych dla podobszaréw roztacznych

Procesy mechaniczne w obszarze modelowanym metoda dl@amekarczonych sa
opisane réwnaniem ruchu (2.29), a w obszarze modelowanywwdaelementow dys-
kretnych — réwnaniami (7.23) i (7.24). Zintegrowany alganyhybrydowej metody
elementéw skbczonych i dyskretnych w podobszarach roztacznych tgozwiaza-
nia dla obydwu podobszaréw, uwzgledniajac oddziatyedmntaktowe miedzy ele-
mentami dyskretnymi i brzegiem podobszaru dyskretyzogaméementami skczo-
nymi. Ukfad rozwiazywanych réwremazna zapisa w nastepujace;j postaci:

Mfe = FU—FM L oy, 9.7)
MDFD = FD+FD-F7 (9-8)
‘]DQD == TD+TD-F' (9.9)

W réwnaniach (9.7)—(9.9) wprowadzono indeksy ¢lla oznaczenia wielk&ci zwia-
zanych z podobszarem dyskretyzowanym elementanfickamymi oraz indeksyn,”

— dla wielkdsci zwiazanych z obszarem reprezentowanym przez elendgsiyetne,
For i To.r Sa wektorem zawierajacym sity i momenty oddziatywaniatkéitowego na
elementy dyskretne bedace w kontakcie z brzegiem podob$ZES, z& reakcje od-
dziatywania kontaktowego na brzeg podobszaru MES murte zgodnie z rownaniem
(9.6) sa zawarte w wektorZg.,. Réwnania (9.7)—(9.9) sa uzupetnione odpowiednimi
warunkami poczatkowymi.

Struktura réwna ruchu w metodzie elementow skazonych i dyskretnych oraz
schematy ich catkowania sa podobne. Ulatwia to opracavguainolitego algorytmu
rozwiazania. Opracowany schemat rozwiazania dla krojast nastepujacy:

1. Obliczenie sit obcizenia zewnetrznego i wewnetrznych dla podobszaru MES,

(F&n, (FT)n.
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2. Obliczenie obcizenia (sit i momentéw) dla podobszaru MEB; ), i (Tp)n.

3. Obliczenie oddziatywania kontaktowego miedzy eleraemtdyskretnymi i brze-
giem podobszaru MES¢)n, (Toe)n i (Feo)n-

4. Wyznaczenie kroku catkowania
Atni1 = Min[(AE )1, (At5)n+a (9.10)

gdzie (Atf)n1 1 (AtS)n,1 sa krytycznymi krokami catkowania dla podobszaréw
MES i MED,

Atni1/2 = % (Ath +Atpy ). (9.11)

5. Calkowanie wzgledem czasu rovnauchu w podobszarze MES

Fen = M (FEYn— (FEn+ (Feo)n) » (9.12)
(Fe)ng1/2 = (Fe)no1/2+ (Fe)nlthya/2, (9.13)
(rF)n+l = (rF)n+(fF)n+l/2Atn+l' (9-14)

6. Calkowanie wzgledem czasu révmnauchu w podobszarze MED

(rD)n = Msl[(FD)n"'(FD-F)n]’ (9.15)
(';D)n—s-l/z - (rD)n—l/Z‘f‘(.r.D)n Atn-4-1/27 (9-16)
(rD)n+l = (rD)n+(f’D)n+l/2Atn+la (9-17)
(QD)n = 351[(To)n+(TD-F)n]a (9.18)
(Ro)nt1/2 = (Ro)n-1/2+ (Ro)nblns1/2. (9.19)

9.3 Integracja metod elementéw skoczonych i elementéw dyskretnych
dla podobszaréw sprzgonych

9.3.1 Sformulowanie problemu

Rozpatrywany bedzie ruch ciata odksztalcalnego zajomgja obszaf) z brzegienT
(rys. 9.2a). W obszarz@ zostana wyodrebnione roztaczne podobsZaryw ktérym
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a) b)
Rys. 9.2. Integracja MED i MES: a) rozpatrywane cialo od&&=zine, b) hybrydowy model
MED/MES.

ciato bedziemy rozpatryviajako cGrodek ciagly, oraf),, w ktérym ciatlo bedziemy
traktowa jako csrodek dyskretny (rys. 9.2b):

Q=0.UQ,, (9.20)
przy czym
QFHQD — 0. (9.21)

Brzegi podobszarow®, i Qr zostana oznaczone odpowiedhigi . Podobszarf,
i Qo stykaja sie na powierzchmi., =N, Cze&t wspodlna brzegdowr;, i e nie
nalezy do brzegu :

r — I_FU rD\r,:_D. (9.22)

Podobszaf). zostanie zdyskretyzowany za pomaggelementéw skiczonych:

€=nre
Q= |J Qe (9.23)

e=1
Analogicznie do réwnania (2.16) wprowadzamy interpagopla przemieszczenia
ue(x,t) =N(x)re(t), x€Qe. (9.24)

poprzez macierz funkcji ksztattN oraz wektor uogélnionych przemieszézelemen-
tow r.. R&niczkowanie wzgledem czasu wyemia (9.24) daje odpowiednie aprok-
symacje pola predisei i przyspieszeniau. i .. Stosujac standardowa agregacje
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(2.24) otrzymuije sie globalne wektory uogélnionych priesmczé, predkéci i przy-
spieszé weztowych dla obszaru MES, odpowiedmiQr i fe.

W podobszarz€, zostanie wprowadzony gesto upakowany zbiér elementéw dys
kretnychD = {d;}, i = 1,nqe bedacych kulami (w zagadnieniu tréjwymiarowym) lub
kotami (w zagadnieniu dwuwymiarowym). Suma obszaréw zayanych przez ele-
menty dyskretn&, jest podzbiorem zbior@,

N i=nge

QD = U d| C QD' (9.25)

i=1
Obszary zajmowane przez elementy dyskretne moga sigheestgka, ale nie prze-
cinaja sie

(V1<i,] <nged #j)dind;=0. (9.26)

Ograniczenie (9.26) nm byc naruszone przy obcigniu dziatajacym na elementy.
Dla elementow stykajacych sie zaktadamyziwost wprowadzenia wiazakohezyj-
nych.

Konfiguracja i ruch w podobszarze modelowania dyskretnegb gpisany przez
globalny wektor przemieszcaepredk&ci i przyspiesze uktadu elementow dyskret-
nychrp, fp i 'y oraz globalne wektory predkoi i przyspiesze katowychf2, i £,:

o= {udi "'udnde}Tv f‘D = {ildi ...ildnde}T, fD = {ﬁdi "'ﬁdnde}Tv (9.27)
Qo= {04 ... 04, Ro={04.. Od.} - (9.28)

Podobszary MES i MED sa ze soba saage poprzez dodatkowe wiezy kinema-
tyczne nataone na elementy dyskretne stykajace sie z brzedigm Elementy te
tworza podzbidD,.

Dpr= {di ‘0 = 0}7 (9-29)
gdzieg; jest odlegt&cia brzegu elementu dyskretnego od brzegp

g = min |lxg —x[|—ri, (9.30)
gdziexq — wspoétrzedneérodka masy elementu dyskretnegos- jego promi@. Przy
idealnym pofaczeniu dwa r@e obszary powinny liyidealnie dopasowane, jednak

nieraz to wymaganie przy stosowaniu dyskretyzacji MED i ME&ze byt trudne do
spetnienia, dlatego dopuszcza sie pewna niedokfdna styku podobszaréw

Dor= {di g < 8}, (9-31)

gdziee jest zat@ona tolerancja.
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9.3.2 Wiezy kinematyczne sprzegajace podobszary MED i KIS

Rys. 9.3. Zalendsci kinematyczne w sprzeniu podobszaréw MED i MES.

Sprzgenie podobszaréw dyskretyzowanych elementamnakmnymi i modelowa-
nych elementami dyskretnymi jest zapewnione przez dodatkonematyczne ogra-
niczenia (wiezy) wynikajace z zatenia,ze punkty elementéw dyskretnych stykajace
sie z brzegiem podobszarem MI:‘x%i sa zwiazane kinematycznie z punktem styku
nalezacym do zdyskretyzowanego brzegu podobszaru ciagiegys. 9.3):

Xi=x§—x{=0, VdeDpr,xfelep. (9.32)
Roéwnanie wigzéw (9.32) nze byt w rownowany sposob zapisane dla przemiesicze
Xi=ug —u;=0. (9.33)

Wykorzystujac réwnania (B.1) i (9.24) oraz wlageniloczynu wektorowego otrzy-
muje sie wariacje réwnania wiezow (9.33) w nhastepejgostaci:

My
5Xi — 5udi _Sgi X 6¢di - Z Nj(xg)éu':] = 0’ (934)
=1

gdzie dug, i dug; sa przemieszczeniami przygotowanymi (wariacjami) odpdmio
srodkéw masy elementéw dyskretnydhe Dy i weztdw elementdéw dyskretyzuja-
cych brzed o, Nj — funkcjami interpolacyjnymi dla punktu stykdg, — wektorami
elementarnych (przygotowanych) obrotéwsgii— wektorami taczacymsrodki mas
elementow dyskretnych z punktem styku z brzegiem podobdd&sS.

Wstawiajac do réwnania (9.33) interpolacije pola przesnigé (9.24), a nastepnie
rézniczkujac otrzymane réwnanie wzgledem czasu otrzymigielodatkowe zwiazki
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kinematyczne dla predkai i przyspieszi:

Xi = dtg — S5 X @g — Z Nj(x)ite; =0, (9.35)

Xi = g —SG X @g + g X (@g X 5G) z N;j(xF)itej = (9.36)

gdzieuy sa predkéciamisrodk6w masy eIementow dyskretnydibe Dy ¢, @ g — pred-
koSciami katowymi,u.; — predk&ciami weztéw elementow dyskretyzujacych brzeg
o Zaleznasei (9.35) i (9.36) mana rownie otrzyma bezp&rednio przy wykorzy-
staniu zalendsci kinematycznych dla ruchu ciata sztywnego (B.2) i (B.3).

Zwiazki (9.34)—(9.36) mpna zapisa w notacji macierzowej w nastepujacej po-
staci:

5x; = Oug —E ¢4 — N(x)8rf =0, (9.37)
Xi = Ug, _§gi(")di - Ne(Xg)f: 0, (9.38)
Xi = Ug— gﬁ-(’.‘)di + ®q D, Sg —N&(x§)drg =0, (9.39)

gdzie%; i @q sa antysymetrycznymi macierzami stowarzyszonymi z wektos i
W4, s+uzacym| do zapisu iloczynu wektorowego w notacji mamerepvzdefmlowa-
nymi réwnaniem (1.5).

Rownania wiezéw (9.33) nzma zapisa tacznie dla wszystkich elementéw dys-
kretnych zwiazanych ograniczeniami:

x=0, (9.40)

gdziex ={x;--- Xndc}T, Nyc jest liczba elementéw dyskretnych zwiazanych dodatko-
wymi zalezncsciami. Podobnie dodatkowe ograniczenia kinematyczr&¥)9(9.39)
maozna zapisa globalnie:

ox =0, x=0, x=0, (9.41)

gdziedx = {0x1.--Oxn, ' X ={X1-- Xng } '+ X = {X1-- Xng}T- W celu jaw-
nego zapisu zwiazkéw (9.41) przy uwzglednieniu vga(9.37)—(9.39) w wektorach
globalnych przemieszcae , wyodrebnimy podwektor,. zawierajacy przemieszcze-
nia ug elementow zwiazanych dodatkowymi ograniczeniathiq D), oraz pod-
wektorr ,, zawierajacy przemieszczenig, elementow nie zwiazanych dodatkowymi
ograniczeniamidj ¢ D). W ten sam spos6b zostana podzielone globalne wektory
predkdci i przyspieszer, i i'p:

Mo = {rDU)rDC}Ta f'D = {fDUafDC}T) .r.D = {FDU,FDC}T' (9-42)
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Analogicznie dla wielkéci opisujacych ruch obrotowy wyzaimy wielkcsci zwia-
zane dodatkowymi ograniczeniami, oznaczone indeksai, ,oraz niezwiazane do-
datkowymi ograniczeniami (niezalee), oznaczone indeksanmy)”:

6<I>D = {5<I>DU75<I>DC}T7 SZD = {QDU7QDC}T, QD = {QDU,QDC}T. (9.43)

Wprowadzajac odpowiednie globalne wektory i macierzdazii (9.41) mana zapi-
s& w postaci:

S = Orpe — S&Ppc — NOre =0, (9.44)
X:f'Dc_éﬂDc_Nf'F:Q (9.45)
X :rDc—éQDc‘l‘HDc_NFF:O, (9-46)

gdzie macierz globaln& jest otrzymana przez agregacje macieggy wektor I
otrzymuje sie przez agregacje wektoréimid)disf,i, a macierzN zawiera funkcje
ksztaltu.

9.3.3 Rodwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda
mnoznikéw Lagrange’a

Do rozwiazania uktadu réwiiez dodatkowymi ograniczeniami moa zastosowaal-
ternatywnie:

e metode mnenikéw Lagrange’a,

e metode funkgciji kary,

e metode rozszerzonych mmuikéw Lagrange’adng. augmented Lagrange multi-
pliers method).

W niniejszej pracy zostana wykorzystane dwie z tych metoetoda mnanikéw La-
grange’a oraz metoda funkcji kary.

Zasada prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.40),
uwzglednionymi za pomoca metody namikéw Lagrange’a, jest dana nastgpujacym
réwnaniem:

OrT (M + FM — F&Y 4 8] (Mofp — Fo) + 8®! (3,20 — Tp) +8x A =0,
(9.47)

gdziel jest wektorem nieznanych mmaikéw Lagrange’a, majacych fizyczna inter-
pretacje sit wiezéwpre i drp sa kinematycznie dopuszczalnymi przemieszczeniami
przygotowanymi, @®, sa przygotowanymi obrotami elementarnymi. Czin' A
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wyraza prace przygotowana wiezéw. Uwzgledniajac w révimd8.47) podziat wek-
torow globalnych okrglony réwnaniami (9.42) i (9.43) oraz postevariaciji wiezéw
(9.44) otrzymuije sie:

ST (Mefe +FIM — F&Y 1 51T Moy ou — Fou) + 8r T (Mpcf oc — Foc)
+6® 7 (JocRoc — Toc) + 6P, (Jou Lo — Tou)
—OrINTA+3rT A —3®] ST\ =0. (9.48)

Roéwnanie (9.48) mzna zapisaw postaci nastepujacego réwnania macierzowego:

( T r T 7 rF ( Xt int

Sre Mc 0O 0 0 0 -N : Fext_ i
DU

St ou OMy O O O O . Fou
C

5o 0 OMye O O | R - —0.
SZDU

5®oy 0 0 0 } O O o Tou

5Poc | 0 0 0 0 I -5 | XDC Toc

(9.49)

Poniewa réwnanie (9.49) musi liyspetione dla dowolnej wariacji, wyranie w
nawiasie musi by rowne zeru. Po uzupetnieniu dodatkowymi ograniczenialai d
przyspiesze (9.46) otrzymuje sie nastepujacy uktad révwmha uktadu sprzsonego:

Mg 0 0 0 0 N7 (fe Fext_ it
0O Mpy 0 0O O 0 F'ou Fou
0 0 My O 0 | foc Foc
0 0 0 } O O Qoo [ ) Tou : (9.50)
0 0 0 0 ke -8 QDC Toc

L-N 0 1 0 -8 o0 ]| My

Réwnanie (9.50) zawiera niewiadome typu kinematycznegewiadome o charak-
terze sit, czyli mnaniki Lagrange’a. Réwnania te mogadbyozwiazywane bezpo-
Srednio wzgledem tych niewiadomych poprzez zastosowadpewiedniej procedury
catkowania. Alternatywny sposéb wykorzystuje elimiragjnanikéw Lagrange’a.
oraz zmiennych zalmychr,c i . przed procesem catkowania. Po wykonaniu od-
powiednich przeksztatéealgebraicznych z (9.72) nana otrzyma nastepujacy uktad
rownah:
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M+ N"MocN — N"MpeS (Joe + 8TMocS) 18T™ DCN] Fr=F&— FM 4 NTFoc
+N"MocToe — N™MocS (Joc + M) ™ (Toc + 8TFoc + S Mocllec)

Moufou = Fou, (9.51)

‘JDUSZDU = TDU7

ktéry maze byt catkowany wzgledem czasu za pomoca jawnego schemmnaia
taczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.3.4 Rownania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda funkcji
kary

Zasada prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.40),
uwzglednionymi za pomoca metody funkcji kary, jest daaatgpujacym réwnaniem:

3T (Mef e+ FM — F&Y 4 61T (Mpfp — Fo) + 89! (3520 — To) + ) TkoeX =0,
(9.52)

gdzie ke jest diagonalna macierza, ktorej elemeRty, sa wartéciami dyskretnej
funkcji kary. Metoda funkcji kary, w przeciwistwie do metody mrmikéw La-
grange’'a, zapewnia spetnienie réwnania wiezéw tylko whlizeniu. Réwnanie wie-
zOw jest spetnione doktadnie dla wastd funkcji karyky,: — oo, niemniej jednak war-
to&E funkcji kary musi bg ograniczona ze wzgledu na jej wptyw na krytyczny krok
catkowania. Podobnie jak w przypadku ogranitzentaktowych maksymalna war-
to&€ parametru kary dla wiezOw sprzegajacych ustala sipatistawie nieréwriri
(4.47). Uwzgledniajac w réwnaniu (9.52) podziat wekisrglobalnych okrélony
rownaniami (9.42) i (9.43) oraz postavariacji wiezéw (9.44) otrzymuje sie:

ST (Meffe+FIM — F&Y 1 51T (Moufou — Fou) + 8r T (Mpcf oc — Foc)
+8®] (JocRoc — Toc) + 38, (JouLov— Tou)

— O INTkpex + Or! koex — 3@} STkoex = 0. (9.53)

Roéwnanie (9.53) mzna zapisa w postaci nastepujacego réwnania macierzowego:
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5« Y /TM: 0 0 0 07 (fe (FeX_ FN L NTKpex

St ou 0O Mpw 0 0 0 | |[fou Fou

Ol pe 0 OMp O 0 Foc — ¢ Foc—Kpex =0.
5@, 0 0 0 by 0 | |0 Tou

3®pc ) \[ 0 0 0 0 e |Rc) (Toc+Skorx

(9.54)

Poniewa réwnanie (9.54) musi liyspetnione dla dowolnych kinematycznie dopusz-
czalnych wariacji (bez uwzglednienia rownaprzegajacych wiezéw) wyzanie w
nawiasie musi by rowne zeru, co daje nastepujace réwnanie:

M 0 0 0 O (fe FE FIM | NTkpex
0O Mpy O O O Fou Fou
0O OMp O 0 Foc = Foc — KorX . (9.55)
0 0 0 % O oy Tou

|0 0 0 0 3| | Qo Toc + STkoex

Réwnanie (9.55) mze byt catkowane wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu
catkowania taczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.5R4).

9.4 Uproszczone sprzeenie obszarow MED i MES

9.4.1 Sformutowanie uproszczonego modelu sprzenia

Rys. 9.4. Uproszczone spzanie podobszaréw MED i MES.
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W podrozdziale 9.3.1 zatono, ze zgodnie z réwnaniami (9.21) i (9.25) elementy
dyskretne moga sie co najegj styk& z brzegiem podobszaru dyskretyzowanego ele-
mentami skaczonymi. Sprzegajace wiezy kinematyczne matm na punkty nale-
zace do elementéw dyskretnych, stykajace sie z brzeGigmOtrzymane réwnania,
zwlaszcza w postaci zredukowanej (9.51), majgtddxomplikowana posta W imple-
mentacji numerycznej wykorzystano uproszczone sformaifdgvoparte na zakeniu,

ze srodki elementéw dyskretnych mogaée na brzegu -, (rys. 9.4). Dopuszcza
sie tym samym pewna penetracje elementéw dyskretnychswanzeQ., jednak przy
matych rozmiarach elementow dyskretnych w poréwnaniu @oniarow elementow
skanczonych wprowadzany jest stosunkowo maty btad.

PodzbiérD, - zawierajacy elementy dyskretne, dla ktérych zostang&bdme do-
datkowe warunki kinematyczne, mma okrélic w nastepujacy sposob:

Dpr= {di -6 = 0}7 (9-56)
gdzieg jest odlegiéciasrodka masy elementu dyskretnego od brzegu

= min | — 9.57
&= min [lxg x|, (9.57)

gdzie xgq — wspotrzednesrodka masy elementu dyskretnego. W praktyce odéégto
srodkéw masy elementéw dyskretnych od brzegu bedzie simava przy zatzeniu
tolerancjie

Dor= {di 16 < 8}' (9-58)

Dodatkowe kinematyczne ograniczenia (wiezy), spraggajpodobszary MES i
MED, wynikaja z zataenia,ze srodki elementéw dyskretnychzace na brzegu pod-
obszaru MES ¢ sa zwiazane kinematycznie z pokrywajacym sie punkteafezacym
do zdyskretyzowanego brzegu podobszaru ciagigo

Xi = Xg—Xe=ug —u(xe) =0, Vd €Dpr,xc€lep, (9.59)
Ny
ox; = Oug — Z N;j(x¢)Ouej =0, (9.60)
=1
. . r}\N .
Xi = Ug— z Nj(xe)uej =0, (9.61)
=1

My
)"(i = ﬁdi — Z Nj(xF)iiFj =0. (9.62)
=1
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Zwiazki kinematyczne (9.59)—(9.62) rmoa zapisaw postaci macierzowej:

Xi = Ug —N°(Xg)re® =0, (9.63)
Ox; = Oug —NE(x¢)or° =0, (9.64)
Xi = g —NeXQrE=0, (9.65)
Ki = Ug —Ne(x%)87€ = 0. (9.66)

Zaleznasci (9.63)—(9.66) mmna zapisa tacznie dla wszystkich elementéw dyskret-
nych ze zbiorlDy - W postaci

X = rpe—Nre=0, (9.67)
Ox = Orpc—NOrg=0, (9.68)
Xi = foc—Nie=0, (9.69)
Xi = Foc—Nie=0. (9.70)

9.4.2 Rownania ruchu dla uproszczonego modelu sprzenia MED/MES —
metoda mnaznikéw Lagrange’a

Zasade prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.67),
uwzglednionymi za pomoca metody namikdw Lagrange’a, mmna zapisaidentycz-
nie jak w réwnaniu (9.47). Po uwzglednieniu podziatu weéto globalnych okrélo-
nego rownaniami (9.42) i (9.43) oraz postaci wariacji rominaviezéw (9.68) otrzy-
muje sie rownanie:

OrT (Mefe+FIM — F&Y + 81! (Mouifou — Fou) + 06 be (Mpcf oc — Foc)

+O®B) (oo —Tp) — SIINTA +8rI L =0 (9.71)
rownowane nastepujacemu ukfadowi réwna
(Mg 0 0 0 —NT ] (e (Pt it
0 Mpy 0 0 0 Fou Fou
0 0 My O | foc » =< Foc . (9.72)
O 0 0 J 0 2, To
| -N 0 1 0 o |[Aa 0

Roéwnania (9.72) moga layrozwiazywane bezgoednio wzgledem tych niewiado-
mych poprzez zastosowanie odpowiedniej procedury calkiawaardzo wygodnym
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sposobem rozwiazania jest eliminacja mnikdéw Lagrange’'ah oraz zmiennych za-
leznychryc przed procesem catkowania. Otrzymuje sie w ten sposolemascy
zredukowany uktad rowrma

(M |:+ NTM DCN) .r.F = FEXI_ Fi:m + NTFDC7
MDUFDU = FDU7 (9-73)
‘JDQD - TD .

ktéry maze by catkowany wzgledem czasu za pomoca jawnego schem&mneadia,
laczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.4.3 Rdéwnania ruchu dla uproszczonego modelu sprzenia MED/MES —
metoda funkciji kary

Zasade prac przygotowanych dla spamgego uktadu MED/MES z wigzami (9.67),
uwzglednionymi za pomoca metody funkcji kary, ama zapisa identycznie jak w
réwnaniu (9.52). Po uwzglednieniu podziatu wektoréw gliolych okré&lonego row-
naniami (9.42) i (9.43) oraz postaci wariacji rownania 2é (9.68) otrzymuje sie
rownanie:

6r'-:r (M |:.r.|: + F::nt - FEXt) + 5rgu (M DU.r.DU - FDU) + 5r-|:|)-c (M DC.I;DC - FDC)
+3®] (325 —To) — rINTKpex + O LckorX = 0. (9.74)

Na podstawie spetnienia réwnania (9.74) dla dowolnychetkiatycznie dopuszczal-
nych (bez uwzglednienia rowhaprzegajacych wiezow) przemiesztzezygotowa-
nych, otrzymuje sie nastepujacy ukfad rovina

Mg O 0 o0 Fe FEt— FIM 4 NTkpex
0 Mo 00 :r:D” _ ] Fou . (9.75)
0 0 Mpe O Ibe Foc — KoeX
0 0 0o 3} Qo To

Réwnanie (9.75) mze byt catkowane wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu
catkowania taczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.5R4).
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9.5 Sprzgenie podobszarow MED i MES z podobszarem przégiowym
MED/MES

9.5.1 Sformutowanie problemu

&7 @ ' X »k
SR G

QY}"'AVAVAVAVAVAVAVVAV

Rys. 9.5. Hybrydowy model MED/MES z podobszarem Begwym.

Rozpatrywany bedzie ruch ciala odksztalcalnego zajomgja obszag (rys. 9.5),
z wyodrebnionymi podobszarafdi, w ktérym ciato bedziemy rozpatrywgako cro-
dek ciagty, oraX),, w ktérych ciato bedziemy traktowgako égrodek dyskretny:

Q=0:UQ,. (9.76)

W przeciwiestwie do zataen przyjetych w podrozdziale 9.3.1 podobsz#&lyi Q,
nie sa roztaczne. Podobszar wspélny

QD-F — QF ﬂ QD # 0 (9.77)

jest podobszarem, w ktérym stosuje sie modelowanie dysda@iagte 0 zmiennym

udziale obydwu modeli, zapewniajace stopniowe aa@ej miedzy obydwoma mode-
lami, podobnie jak w algorytmie sprzenia modelu ciagtego i dyskretnego w [303].
Praca przygotowandW w catym obszarz&€) zostanie zapisana jako liniowa kombi-
nacja pracy przygotowanej modelu ciagtedd- i pracy przygotowanej modelu dys-

kretnegodW,

OW = adW: + (1 — o) oW, (9.78)
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gdzie funkcjax jest zdefiniowana w nastepujacy sposob
0 dlax € Qp\ Qo

a(x) = % dla x € Qp, (9.79)

1 dla x € Q:\ Qpe.

I =0 rﬂ:l

Rys. 9.6. Parametry definiujace funkcje skalujeca

W obszarze modelowania dyskretno-ciagt€dn- funkcjac zmienia sie liniowo od

zera na powierzchrii E,‘_’FZO) do jednéci na powierzchni'é’_]fl) (rys. 9.6). Powierzch-
nia FE,‘_’F:O) rozdziela podobszar modelowania dyskretno-cigagtegoamtbpszaru mo-

delowania dyskretnego:

re=0_r.nq,. (9.80)

Powierzchnid (D'_J'F:l) rozdziela podobszar modelowania dyskretno-ciagtegoooibip-

szaru modelowania ciagtego:

re=Y _r.no.. (9.81)
Definicja parametrowg(x) i L(x) definiujacych wartst funkcji «(x) w podobsza-
rze modelowania dyskretno-ciagtego dla problemu dwuveyavwego jest pokazana

graficznie na rys. 9.6. Paramejfx) jest najmniejsza odlegkaia punktu x od po-
wierzchnir (@=0):

g(x) = [|x9 —x]|, (9.82)
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gdzie

(a=0) . 0 _
b ,

x € Qo x0 et |x©@—x]|= min []x
x<°>er<§_§°)

x||. (9.83)
Paramett(x) jest dugécia odcinka prostej, pokrywajacej sie z wektoret — x,
zawartego w podobszart®, ..

W podobszarze&). przeprowadzamy dyskretyzacje za pomoca elementowi-sko
czonych zgodnie z réwnaniami (9.23)—(9.24), aproksymuygala przemieszczenia,
predkdci i przyspieszeniaye, uc i i, poprzez funkcje ksztatt i wektory uogélnio-
nych przemieszcze predké&ci i przyspiesze weztowychrg, re i f-. W podobszarze
Q, stosujemy model oparty na metodzie elementéw dyskretn@tiszar zajmowany
przez zbior elementéw dyskretny€h= {d;}, i = 1, nge jest podzbiorem zbior@,

1=Nde
Qo= J dicQ. (9.84)
i=1
Konfiguracja i ruch uktadu elementéw dyskretnych sa omspreez wektory prze-
mieszcz@, predkéci i przyspieszer,, Iy, i i’ oraz wektory predksci i przyspiesze
katowych®2, i 2,.

W czesci wspélnej podobszaro®, i Q, w podobszarz€), ., stosowane jest za-
réwno modelowanie za pomoca elementéwrskamnych jak i za pomoca elementéw
dyskretnych. Podobszl, - zapewnia stopniowe prZgjie miedzy obydwoma sposo-
bami modelowania.

9.5.2 Wiezy kinematyczne sprzegajace podobszary MED i IS

Podobszary dyskretyzowane elementamisizonymi i modelowane elementami dys-
kretnymi sa ze soba spizgne w podobszarz@,... Sprzgenie podobszaréw MES i
MED jest zapewnione przez dodatkowe kinematyczne ograniazwiezy), wynika-
jace z zataenia,ze elementy dyskretnedace w podobszarzg, ., tworzace podzbiér

DD-F == {d| . xdl S QD-F} (9.85)
sa zwiazane kinematycznie ze zdyskretyzowanym podofszeiagtym
Xl == xdl — X = udi - u,:(x,:) = O7 Vd. € DD_F’xF < £-2|3_;:7 (986)

My
Oxi = Oug— 5 Nj(x:)dugj =0, (9.87)
=1
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My

Xi = ug-— Z Nj(xe)uej =0, (9.88)
=1

. . r}\N e

Xi = Ug— z Nj(xe)itgj = 0. (9.89)
=1

Zalezncsci miedzy przemieszczeniami przygotowanymi, prédi® i przyspiesze-
niem elementu dyskretnego a odpowiednimi widlkiami weztowymi ograniczaja-
cego go elementu skozonego mpna zapisa w notacji macierzowej w postaci:

Xi = Ug—N°(xp)ref=0, (9.90)
Oxi = Oug —NE(x2)ar £ =0, (9.91)
Xi = Ug —N°(xP)if=0, (9.92)
Xi = Ug — Ne(x8)dre = 0. (9.93)

Réznica miedzy zwiazkami kinematycznymi (9.90)—(9.93jasswanymi poprzednio
zwiazkami (9.63)—(9.66) polega na tyae w (9.90)—(9.93) elementy shozone dys-
kretyzuja obszaf)., a w (9.63)—(9.66) elementy skhozone byly czgcia dyskretyzaciji
brzegur ..

Zaleznasci (9.90)—(9.93) mzna zapisatacznie dla wszystkich elementéw dyskret-
nych ze zbiorD,. W postaci

X = Toc—Nre=0, (9.94)
Ox = Orpc—NOre =0, (9.95)
Xi = foc—Nf:=0, (9.96)
Xi = foc—Nig=0. (9.97)

Dodatkowe ograniczenia kinematyczne, sprzegajacelgzdoy MED i MES, zo-
stana wprowadzone do uktadu révinapisujacego uktad sprzeny za pomoca dwdch
alternatywnych metod:

e metody mnanikéw Lagrange’a,
e metody funkcji kary.

9.5.3 Roéwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda
mnoznikéw Lagrange’a

Zasada prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.94),
uwzglednionymi za pomoca metody namikOw Lagrange’a przy zakeniu (9.78),
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jest dana nastepujacym réwnaniem:

orT (MFrF+ Fnt E‘,S“) + 81T (Moifo — Fo) + 387 (3,82 — To) + 3x A =0,
(9.98)

gdzie globalne macier2d., M, i J, oraz globalne wektorf, ", Fo, Fy i Tp sa uzy-

skane przez zienie odpowiednich macierzy mas i wektoréw elementowyck$M
i MED), uwzgledniajacych wktad MES i MED do catkowitej ma przygotowanej

zgodnie z zateeniem (9.78):

fint — / aBTodQe, (9.99)
Qe

foxt _ / aNT pbdQe+ / aNTtdre, (9.100)
Qe FeNlg

Ml = / apN"NdQ,, (9.101)
Qe

fg = (1—a)fy, (9.102)

rﬁdi = (l—a)mdi s (9.103)

Jo = (1—a)dg, (9.104)

To=0—-a)Tq. (9.105)

Uwzgledniajac w réwnaniu (9.98) podziat wektoréw glabaih okreslony row-
naniami (9.42) i (9.43) oraz postavariacji rownania wiezoéw (9.95), otrzymuje sie
réwnanie:

5rz <M e+ IE::nt _ ngt> + 5r-|£u (Mourgu — EDU) + 5r-lll)-c (MDCFDC _ EDC)

+8®] (325 —To) —SrINTL +3rik =0, (9.106)

ktére inaczej mana zapisa jako:

5teY ' [ TM- 0 0 0 -NT (1 —ext  =int
- Fou e
6r DU 0 DU _0 O 0 i"DC _ EDU _ 0
5rDC 0 0 DC I S-ZD EDC
T _
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Poniewa réwnanie (9.107) musi ldyspetnione dla dowolnej wariacji, wyzanie w
nawiasie musi by rébwne zeru. Po uzupehieniu dodatkowymi ograniczeniakai d
przyspiesze (9.97) otrzymuje sie nastepujacy uktad révwmha uktadu sprzeonego:

Mg 0 0 0 —NTT7(fe Fext_ it
0 My, O O O Fou Fou
0 0 Mp 0 | foc p =19 Foc . (9.108)
0 0 0 Jp O 2, Ty

| -N 0 I 0 0 || A 0

Podobnie jak w przypadku réwnania (9.72) zastosowany mi@stschemat rozwia-
zania réwnania (9.108), wykorzystujacy eliminacje mmi@w Lagrange’ak oraz
zmiennych zalenychr . przed procesem catkowania. Przeprowadzajac odpowiednie
przeksztalcenia algebraiczne otrzymuje sie réwnaniéogitzne do réwnania (9.51):

(Me+N"MoeN) e = FE— FE NP,

MDUFDU = EDU, (9-109)
EDQD :-FD7

do ktérego mana zastosowacatkowanie wedtug schematu jawnego, taczacego réw-
nania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.5.4 Roéwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda funkcji
kary

Zasada prac przygotowanych dla spamgego uktadu MED/MES z wigzami (9.94),
uwzglednionymi za pomoca metody funkcji kary, jest daaatgpujacym réwnaniem:

5T (MFFF LM ES“) +8r7 (Moo — Fo) + 8] (35825 — Tp) + 8% Koex =0,
(9.110)

gdzieky: jest diagonalna macierza, ktorej elementy sa vémitoni dyskretnej funkcji
kary, a globalne macierad,, M, i J, oraz globalne wektorfr, Fo*, Fy i T, sa uzy-

skane przez zienie odpowiednich macierzy mas i wektoréw elementowyck$M
i MED), uwzgledniajacych wktad MES i MED do catkowitej @@ przygotowanej

zgodnie z zateeniem (9.78), danych réwnaniami (9.99)—(9.105). Po ugdmjeniu
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podziatu wektorow globalnych okstonego réwnaniami (9.42) i (9.43) oraz postaci
wariacji rownania wiezow (9.95) otrzymuje sie rownanie:

orl <MFFF+ it Egm) +0r, (Moyfou — Fou) + 0r 1 (Mopcfoc — Foc)

+3®] (325 —Tp) — 3rINTKpex + Or LckorX =0, (9.111)
ktére mana zapisaw nastepujacej postaci macierzowej:
oreY /TM: 0 0 07 (fe Fo— FM 4 NTkorx
Orpy 0 Mpy O O Fou B Fou 0
Orpc 0 0 Mpc O Foc Foc — KoeX '
5®] o 0o o 3 le, T (9.112)

Poniewa réwnanie (9.112) musi ltyspetnione dla dowolnych kinematycznie dopusz-
czalnych wariacji (bez uwzglednienia réwnaprzegajacych wiezéw) wyzanie w
nawiasie musi b§ réwne zeru, co daje nastepujace réwnanie:

Mi O 0 0O fe o EM o NTKpex

0 Mo 00 oo | _ F:D“ (9.113)
0 0 oc O INoe Foc — KoeX

0o 0 0 J Q, T,

Roéwnanie (9.55) mze byt catkowane wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu
catkowania, taczacego rownania (2.58)—(2.60) i (7.6RjB6).

9.5.5 Roéwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda funkcji
kary z ttumieniem

W metodzie funkcji kary jednocsaie z sitami korygujacymi naruszenie rownania
wigzéw o charakterze sprgstym mana wprowadd sity o charakterze ttumiacym,
przeciwdziatajace naruszeniu ogranitzaredk&ciowych (9.96), dziatajace tylko na
potaczeniu i nie ttumiace ruchu, ktéry nie powoduje zrgianspetnieniu ogranicze
kinematycznych. Dla sprzenego uktadu MED/MES z wiezami (9.94) ma napisa
zasade prac przygotowanych w nastepujacej postaci:

ST (Mefe+ P = FP) + 8] (Mofo — Fo) + 50T (35825 — To)

+0X "KorX + 8X "Cork =0, (9.114)
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gdzie C,¢ jest diagonalna macierza, ktérej elementy sa véaitoni wspotczynnikéw
tlumienia. Po uwzglednieniu podziatu wektorow globalmyckreslonego réwnaniami
(9.42) i (9.43), oraz postaci wariacji rownania wiez6wo&), otrzymuje sie rownanie;

5rz <M|:r|:+ IE::nt _ ngt> + 5r-|£u (Mourgu — EDU) + 5r-lll)-c (MDCFDC _ EDC)
+5<I>1D- (\TDQD - -FD) — 5FINT (kDFX + CDFX) + 5[‘;(: (kDFX + CDFX) - 0. (9115)
Na podstawie spetnienia rownania (9.115) dla dowolnyclerkiatycznie dopuszczal-

nych (bez uwzglednienia rowhaprzegajacych wiezow) przemiesztzezygotowa-
nych otrzymuje sie nastepujacy ukfad rovina

MF 0 0 0 Fe E?(t_ E;:nt + NT (kDFX + CDFX)
0 Moy 0 0[] fou | | Fou
0 0 My O foc [ | Foc—Koex — Cork
0o 0 0 J Q2 To (9.116)

W podobny sposéb ttumienie rae byc wprowadzone do réwima(9.52) i (9.74).

9.6 Implementacja zintegrowanej metody MED/MES

Algorytm numeryczny zintegrowanej metody elementowrslzmnych i dyskretnych
zostat implementowany w programie numerycznym Simpaaipack [253, 262,
255, 216, 251]. Otrzymano program numeryczny aliwgajacy stosowanie hybrydo-
wych modeli w r&norodny sposéb taczacych metode elementéw dyskretnyne-
toda elementéw skazonych.

W implementacji wykorzystano wspoélne cechy obydwu sfoowah:
podobna postaréwna ruchu,

algorytm catkowania réwrfaruchu wzgledem czasu,

algorytm wykrywania kontaktu,

modele konstytutywne dla zagadnienia kontaktu.

Uniwersalny algorytm analizy kontaktu jest jednym zamgch elementéw zintegro-
wanego programu. Zastosowany algorytm wykrywania konotakistanie przedsta-
wiony w rozdziale 10. Algorytm kontaktu urabwia sprzgenie metod elementéw
skanczonych i dyskretnych w przypadku ich stosowania w oddyigi obszarach, do
modelowania ranych materiatdw. Gdy obie metody sa stosowane mnyoh cze-
Sciach tego samegdsmdka do modelowania tego samego materiatu, podlegajace
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réznym procesom, sprzenie jest uzyskane przez dodatkowe wigzy kinematyczne. W
programie numerycznym zostaty wykorzystanen® sposoby uwzglednienia wiezéw
kinematycznych.

Podsumowanie

Motywacja pracy przedstawionej w niniejszym rozdzialéohyowatorskie modelowa-
nie dyskretno-ciagtego. Dzigki zastosowaniu zintegmogj metody elementéw ske
czonych i dyskretnych stworzono model numeryczny, w ktbpewne czgci sa dys-
kretyzowane elementami skezonymi, a inne sa modelowane poprzez elementy dys-
kretne. Metoda elementéw dyskretnych zadbyc wykorzystana tych cagiach, w
ktérych modelowanie za pomoca elementéwrskamnych jest trudne i nieefektywne,
np. dla zagadni®z nieciagt&ciami. W ten sposéb nzaa wykorzysta zalety obydwu
metod, otrzymujac doktadny model fizyczny i efektywny miauiemeryczny.

W niniejszym rozdziale przedstawionozrée sposoby integracji MED/MES. Al-
gorytmy integrujace zostaly implementowane w programien@rycznym, ktory w
jednolity sposéb realizuje algorytmy metody elementéwhskzonych i dyskretnych.
Stanowi to dua zalete w stosunku do innych prac, w ktérych wykorzystyor dwa
rézne programy numeryczne [264, 307]. Oryginalnym element&mejszej pracy sa
algorytmy sprzegajace podobszary modelowane za porlecgentow dyskretnych
z podobszarami dyskretyzowanymi za pomoca elementéwegkmych. Sprzgenie
jest uzyskane przez dodatkowe wiezy kinematyczne zoal® na elementy dyskretne.
Spetnienie ogranicfekinematycznych jest zapewnione przgyaiu metody mnani-
kéw Lagrange’a lub z wykorzystaniem metody funkcji kary. pg@ponowanie b
nych metod sprzgenia ma na celu zbadanie poprawciodziatania ranych algoryt-
mow. Algorytmy sprzegajace powinny uziaviaC przeniesienie oddziatywania mie-
dzy obydwoma obszarami bez wprowadzania nigoianych, niefizycznych efektéw
odbicia fal na potaczeniu podobszarow MES i MED. Weryfikadgiatania algoryt-
mow sprzegajacych bedzie przedstawiona w rozdziale 11.
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w zintegrowanym systemie MED/MES

Wstep

Zagadnienie kontaktowe jest wr@ym problemem rozpatrywanym w ramach obydwu
metod: metody elementéw skozonych i metody elementéw dyskretnych, jak row-
niez w przypadku ich integracji. W zintegrowanym sformutowanietody elementéw
skanhczonych i metody elementéw dyskretnych zamy mi€ nastepujace przypadki
kontaktu:

kontakt miedzy cialem odksztatcalnym i ciatem sztywnym,
kontakt miedzy dwoma ciatami odksztatcalnymi,

kontakt miedzy elementami dyskretnymi,

kontakt miedzy elementami dyskretnymi i ciatem odkszkdgm.

W algorytmie numerycznym rozpatruje sie kontakt dla ultagskretnego. W przy-
padku ciat odksztatcalnych i sztywnych w zagadnieniu kidiotaozpatruje sie brzeg
dyskretyzowany elementami powierzchniowymi. W implenogrgnym algorytmie w

zagadnieniu dwuwymiarowym brzeg jest dyskretyzowany deatewymi segmen-
tami liniowymi, a w zagadnieniu tréjwymiarowym powierzéankontaktowa jest

aproksymowana elementami tréjkatnymi lub czworokatnyWy implementowanym

sformutowaniu metody elementéw dyskretnych zaktada zieelementy dyskretne
maja ksztatt cylindra (2D) lub kuli (3D).

Ogodlnie mana okrélic dwa podstawowe zadania wykonywane w algorytmie kon-
taktu:

1. Wykrywanie kontaktu
Warunki kontaktu nie sa znamepriori, w zwiazku z tym kontakt miedzy obiektami
i strefa kontaktu musza lywyznaczane w kalym kroku rozwiazania.

2. Obliczanie sit kontaktu

Jesli kontakt jest wykryty, sity oddziatywania kontaktowega przyt@one w miej-
scu styku, a wielksci sit sa okrélane zgodnie z przyjetym modelem konstytutyw-
nym kontaktu.

Algorytmy obliczania oddziatywania kontaktowego zostptgedstawione w roz-
dziatach 4 i 7. Niniejszy rozdziat jest paviecony algorytmowi wykrywania kontaktu.

172
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W przypadku obiektéw dyskretyzowanych elementamifiskonymi procedura wy-
krywania kontaktu wyznacza aktualna strefe kontaktedny, brzegami obszaréw dys-
kretyzowanych, Zaw przypadku modeli wykorzystujacych elementy dyskrgine
szukuje sie pary elementéw dyskretnych bedace akeiarkontakcie. W modelach
zintegrowanych ciagto-dyskretnych wyznacza sie pan&dhtakt miedzy elementami
dyskretnymi oraz brzegiem obszaréw dyskretyzowanych efgami skdczonymi.

Istnienie kontaktu okiEa sie na podstawie zachodzacej wzajemnej penetragji mi
dzy kontaktujacymi sie obiektami. W przypadku kontaktigdzy dwiema powierzch-
niami dyskretyzowanymi elementami siazonymi warunki kontaktu bada sie w po-
szczegOInych wezlach. Zazwyczaj jedna z powierzchnpestjeta jako powierzchnia
slave druga jakamaster W algorytmie kontaktu bada sie penetracje weztow dsiskr
zujacych powierzchniglaveprzez aproksymacje powierzchmaster Aby wykluczyc
penetracje badanych powierzchni, konieczne jest réavbalanie penetracji weztow
dyskretyzujacych powierzchnipasterprzez aproksymacje powierzchsiave

W przypadku kontaktu miedzy elementami dyskretnymi, wrrsi@owaniu sto-
sowanym w niniejszej pracy, mamy do czynienia z badanienjemnasej penetracji
walcéw lub kul. W modelu hybrydowym, w ktérym spzanie miedzy obszarami
dyskretyzowanymi elementami shezonymi i elementami dyskretnymi jest zapew-
nione przez oddziatywanie kontaktowe, bada sie penetrelegmentéw dyskretnych
(walcow lub kul) przez powierzchnie dyskretyzowana edetami skéczonymi (od-
cinkami prostymi w zagadnieniu ptaskim lub elementamikiaéiymi lub czworokat-
nymi w modelu tréjwymiarowym). Problem ten moa traktowa jako uogdlnienie
wykrywania kontaktu miedzy weztem a powierzchnia — wypadku elementu dys-
kretnego wezet uttsamiany zérodkiem elementu ma przypisany skaony wymiar
— promiéh. Z podobnym przypadkiem maemy mi& do czynienia réwnie w anali-
zie kontaktu miedzy ciatami odksztalcalnymi, gdy jednoia gest traktowane jako
powitoka. Doktadne sprawdzenie warunkoéw kontaktu dla pkinegymaga uwzgled-
nienia jej grub&ci. Wykrywanie kontaktu mmna sprowadzi do problemu wykrywa-
nia penetracji kuli/walca &rodku w wezle dyskretyzujacym powierzch$idkowa
powtoki i promieniu réwnym potowie grutszi powtoki.

Podsumowujac, rozpatrywane przypadki kontaktu w zirtegnym systemie me-
tody elementéw skizczonych i dyskretnych nzma podziet na dwie grupy:

e kontakt kuli lub walca o promieniu > 0 z aproksymowana powierzchnia,
e kontakt dwoch kuli lub walcéw o danych promieniachr, > 0.
Za najwaniejsze wymagania stawiane algorytmom wykrywania kdotakazna
uzna& efektywnd&t numeryczna i niezawodsd. Koszt obliczeniowy zwiazany z wy-

krywaniem kontaktu mze byt w wielu przypadkach bardzo @y zwtaszcza w ana-
lizie metoda elementéw dyskretnych, gdzie operacje pgosamnia kontaktu zajmuja
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okoto 90% catego czasu obliczeniowego. ZBaie do wysokiej efektywrszi algo-
rytmu sktania do przyjecia zateh upraszczajacych, ktére moga pogofsmiezawod-
no& algorytmu, przez co rozumiemy mawvoSc niewykrycia kontaktu w pewnych
sytuacjach. Niektore algorytmy posiadaja tzw. ,strefartwa” (@ang. dead zone), w
ktérej zawodzi algorytm kontaktu. Me to wystap przy skomplikowanej geome-
trii i nieregularnej dyskretyzacji. Dae trudnéci w wykrywaniu kontaktu sprawiaja
ostre krawedzie i nama. Dobry algorytm wykrywania kontaktu powiniendgfek-
tywny obliczeniowo, a jednoc&aie powinien niezawodnie wykryw&ontakt miedzy
badanymi obiektami.

W zintegrowanym programie metody elementéw fgkaonych i metody elemen-
tow dyskretnych zostat opracowany przez autora uniweysalgorytm wykrywania
kontaktu, pozwalajacy badgpenetracje miedzy powierzchniami dyskretyzowanymi
elementami skiaczonymi, pomiedzy elementami dyskretnymi oraz pomjgelemen-
tami dyskretnymi i brzegiem obszaréw dyskretyzowanyclmeletami skaczonymi.
Algorytm ten opiera sie na sortowaniu przestrzennym dbigkpoprzedzajacym wia-
Sciwe sprawdzanie kontaktu. Og6lne zahnia oraz niektore szczegoty tego algorytmu
zostana przedstawione paaj.

10.1 Porzadkowanie przestrzenne

Proste podéicie do wykrywania kontaktu miedzy wieloma obiektami fVegni, ele-
mentami skaczonymi, elementami dyskretnymi), polegajace na sprawid ma-
liwosci kontaktu kadego obiektu ze wszystkimi obiektami, bytoby bardzo re&ef
tywne. Ziazondt obliczeniowa takiego algorytmu jest rzed® gdzien jest liczba
badanych obiektow. Dziatanie takiego algorytmu dlaydin wart@ci n bytoby prak-
tycznie niemaliwe. Opracowano e metody bardziej efektywnego poszukiwania
kontaktu. Przeglad metod wykrywania kontaktu, stosowhny metodzie elemen-
tow dyskretnych oraz w metodzie elementéw iskzonych, mana znalez w [298] i
[162]. Cecha wspélna tych metod jest przestrzenne pmsartie (uporzadkowanie)
obiektow, poprzedzajace véleiwe sprawdzenie kontaktu, por. [298]. Posortowanie
zbioru umaliwia tatwe zidentyfikowanie znajdujacych sie w patblielementéw —
sprawdzenie mdiwosci kontaktu ogranicza sige tylko do tak znalezionegoesiztiva.
Jako najczgciej stosowane metody porzadkowania przestrzennegektolr
maozna wymieng:
e réwnomierny podziat obszaru obliczeniowego (w jezykuialstim wzywa sie ra-
nych terminéw dla tej metody, np. grid method, bins) (LOhd&3]),

e adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystanstruktur drzew
dwojkowych (binarnych) (Knuth [142], Bonet [34]),
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e adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystanstruktur drzew
czworkowych ang. quad-tree) w zagadnieniu 2D i 6semkowy@ng. octree)
w zagadnieniu 3D (Knuth [142], Samet [263]),

e adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystanstruktur stoséw
(Williams [298]).

Ponizej przedstawione zostana gtéwne zasady sortowaniatpreesego w wy-
branych metodach na przyktadzie sortowania zbioru punktow

Rownomierny podziat obszaru obliczeniowego
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Rys. 10.1. Réwnomierny podziat obszaru obliczeniowego.

Przestrza fizyczna zajmowana przez zbiér punktéw dzieli sie nanéwomorki
prostokatne (w zagadnieniu ptaskim) lub na prostogzdémne (w zagadnieniu tréj-
wymiarowym), np. [163]. Narys. 10.1 pokazano podziat obsziwuwymiarowego
na komorki prostokatne. Kala komorka jest identyfikowana dwoma (w zagadnie-
niu dwuwymiarowym) lub trzema (w zagadnieniu trojwymiagon) liczbami catko-
witymi. Nastepnie poszczegdlnym komérkom przyporzadkeane sa leace w jej
obszarze punkty. Po uporzadkowaniu tatwo zidentyfikoveaace w pobku siebie
punkty, biorac punkty z komérki zawierajacej dany pungtinkty z komoérek sasied-
nich. Efektywndat tej metody zaley od dobrania optymalnego rozmiaru komorek i
optymalnej liczby obiektéw przypadajacych na pojedyn&nmorke. Metoda dziata
dobrze w przypadku réwnomiernego rozémia obiektéw w przestrzeni. Dla nieréw-
nomiernego rozktadu przestrzennego obiektow bardzidjwkene moga b§ metody
oparte na adaptacyjnym podziale przestrzeni.
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Adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystanstruktur drzew binar-
nych

11 13,14 A
517

a) b)
Rys. 10.2. Porzadkowanie przestrzenne z wykorzystanieoktar drzew dwojkowych:
a) adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego, b) drzemajkbwe.

Przestrzé zawierajaca sortowane obiekty dzielona jest rekureneypa prosto-
katne (lub prostopadsézienne w 3D) podobszary zawierajace co nagyy2 obiekty
(rys. 10.2a). Ji liczba obiektow przekracza 2, dany podobszar dziel@sy pa 2
mniejsze podobszary. Podziat dokonywany jest na ogét eapiemnie rownolegle do
0SiX, Yi z por. [34]. Przestragfizyczna wraz z obiektami nze byt przedstawiona
w postaci drzewa binarnego (rys. 10.2b). Struktura drzeimarbego pozwala na
latwe zidentyfikowanie obiektéw I@acych w dowolnym podobszarze poprzez przej-
Scie drzewa z gory na dét. Ztondt obliczeniowa takiego poszukiwania jest rzedu
Nlog, N. Struktury danych oparte na drzewach binarnych sa efefgywnarzedziem
uporzadkowania przestrzennego dla nieréwnomierniezorlych obiektow.

Adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzyietarstruktur drzew czwor-
kowych i 6semkowych

Inna efektywna metoda porzadkowania nieréwnomiernieniegzczonych w prze-
strzeni obiektdw wykorzystuje struktury drzew czwoérkownfdla zagadnie ptaskich)

i 6semkowych (dla zagadmeréjwymiarowych). Gtéwna idea porzadkowania z wy-
korzystaniem struktury drzew czworkowych jest przedstaaina rys. 10.3. W tej
metodzie dwuwymiarowa przestrzdizyczna obejmujaca porzadkowane obiekty jest
dzielona rekurencyjnie na prostokatne podobszary, zaygiee co najwyej 4 obiekty
(rys. 10.3a). Ji liczba obiektéw przekracza 4, dany obszar jest dzieloaycztery
rowne podobszary i obiekty sa przyporzadkowane nowynopszarom. Podziat ko

czy sie, gdy w danym podobszarze jest nie wiecejiobiekty. Podzielona w ten
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12,15,16,17

a) b)
Rys. 10.3. Porzadkowanie przestrzenne z wykorzystanieaktar drzew czworkowych:
a) adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego, b) drzewgckowe.

sposo6b przestrrewraz z przyporzadkowanymi obiektami jest reprezent@wairzez
strukture drzewa czwdrkowego (rys. 10.3b). Strukturaedez czworkowego pozwala
latwo zidentyfikowa obiekty leeace w danym podobszarze przeszukujac strukture
drzewa z gory w dét. Zipondt obliczeniowa poszukiwania ta metoda jest rzedu
Nlog, N.

Przyjmujac jako zasade rekurencyjny podziat przestrizéjwymiarowej na pod-
obszary zawierajace co najagj osiem obiektéw, otrzymuje sie metode porzadkowa-
nia z wykorzystaniem struktury drzewa 6semkowegdli Jiezba obiektéw w danym
podobszarze przekracza 8, dzieli sie go na 8 podobszatownk przyporzadkowuje
sie obiekty lgace w dzielonym podobszarze. Podziah&oy sie w momencie uzy-
skania podobszaréw z dostatecznie mata (nie wiekszg@nliczba obiektéw. Tak
podzielona przestriez przyporzadkowanymi obiektami reprezentuje sie zagmam
struktury drzewa 6semkowego. Obiektydee w danym podobszarze identyfikuje sig
przeszukujac strukture drzewa z géry w dét. ZBact obliczeniowa poszukiwania za
pomoca tej metody jest rzeduilogg N.

10.2 Algorytm wykrywania kontaktu

10.2.1 Ogodlnaidea algorytmu

Opracowany algorytm kontaktu uwzglednia wszystkie zigfékowane w rozdziale
10 przypadki kontaktu wystepujace w zintegrowanym progeametody elementéw
skahczonych i dyskretnych, dajace sie sprowadi dwoch ogdéinych przypadkow:
e kontakt kuli lub walca o promieniu > 0 z aproksymowana powierzchnia,
e kontakt dwoch kuli lub walcéw o danych promieniachr, > 0.
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Biorac pod uwage stosowana dyskretyzacje powierzaigorytm wykrywania kon-
taktu identyfikuje nastepujace kontaktujace sie pamigktow:

e W zagadnienieniu ptaskim

— (walec o promieniu > 0)—(odcinek prostej),
— (walec o promieniu; > 0)—(walec o promieniuy > 0);

e W zagadnienieniu trojwymiarowym

— (kula o promieniu > 0)—(tréjkatny lub czworokatny element powierzchni),
— (kula o promieniur; > 0)—(kula o promieniu, > 0).

Identyfikacja sasiednich obiektéw w implementowanym aftoie wykorzystuje
dwie alternatywne metody sortowania przestrzennego: oévierny podziat prze-
strzeni i adaptacyjny podziat przestrzeni z wykorzystansruktur drzew czwoérko-
wych (2D) i 6semkowych (3D). Sortowanie przestrzenne wdyan kroku bytoby
kosztowne numerycznie. Opracowany algorytm wykrywaniat&ktu zaktadaze
zmiany konfiguracji w jednym kroku catkowania sa stosun@aviewielkie. Pozwala
to zatazyt, ze lista potencjalnie kontaktujacych sie par obiektowzenbyc utrzymy-
wana przez pewien czas i wykorzystywana w wykrywaniu akieakontaktujacych
sie obiektow.

Opracowany algorytm wykrywania kontaktu @by przedstawiony jako dwu-
etapowy (dwupoziomowy):

Etap I. Globalne poszukiwanie kontaktu

Obiekty (elementy dyskretne, wezly, elementy powierioive) sa sortowane prze-
strzennie za pomoca jednej z dostepnych metod sortowan@ementowano sorto-
wanie za pomoca réwnomiernego lub adaptacyjnego podpiaiestrzeni). Nastep-
nie tworzona jest lista obiektéw potencjalnie kontaktyjzh sie. Kademu obiektowi
przypisuje sie pewne otoczenie i obiekty znajdujacenstgm otoczeniu traktuje sie
jako mogace by w kontakcie z rozpatrywanym obiektem. Poniewayb6r poten-
cjalnie kontaktujacych sie obiektow nastepuje &pd wszystkich obiektow etap ten
nazywa sigglobalnym poszukiwaniem kontakt@lobalne poszukiwanie kontaktu i ak-
tualizacja listy potencjalnie kontaktujacych sie ol sa przeprowadzane co pewna
liczbe krokéw catkowania, oksbona na podstawie monitorowania zmian konfiguracji
obiektow.

Etap Il. Lokalne sprawdzenie kontaktu

W kazdym kroku catkowania wzgledem czasu przeprowadza sansfzenie kryte-
rium kontaktu dla wszystkich par znajdujacych sie #aib par potencjalnie kontak-



10.2. Algorytm wykrywania kontaktu 179

tujacych sie obiektéw. Poniewaprawdzenie to przeprowadza sie tylko dla obiektéw,
ktore znajduja sie w sasiedztwie, etap ten nazywdaosiglnym poszukiwaniem kon-
taktu

10.2.2 Globalne poszukiwanie kontaktu

W5sréd obiektow, dla ktérych poszukuje sie kontaktu, viyiony obiekty typumaster
oraz obiekty typwslave Obiektami typumastermoga by elementy skdczone dys-
kretyzujace powierzchnie kontaktu lub elementy dysteat ksztalcie kuli lub walca.
Jako obiekty typislavemoga wystepowawezly siatki dyskretyzujacej brzeg obszaru
dyskretyzowanego elementami $kaonymi lub elementy dyskretne. W przypadku
poszukiwania kontaktu miedzy elementami dyskretnymi ¢am zbidr elementow
dyskretnych stanowi jednoczeie zbiér elementéw typmasteri slave Na etapie
globalnego poszukiwania kontaktu identyfikuje sie pariepojalnie kontaktujacych
sie obiektow typumasterz obiektami typuslave Przez potencjalnie kontaktujace sie
obiekty rozumiemy obiekty ktérych odstep nie przekraceamej matej odlegisci.
Globalne poszukiwanie przeprowadza sie wedtug nasdepgp schematu:

1. Sortowanie przestrzenne obiektow typaster W podzielonym adaptacyjnie lub
réwnomiernie obszarze obliczeniowym algorytm uporzadkaia przestrzennego
(rys. 10.4) przypisuje danemu obiektowi komoérki, ktére mage przecina z
objetdscia zajmowana przez dany obiekt.

2. Dla kadego obiektu typslaveidentyfikuje sie znajdujace sie w jego otoczeniu
obiekty typumaster wykorzystujac informacje zapisane przy sortowaniu prze
strzennym obiektéw typmaster

3. Dla kadej zidentyfikowanej pary obiektéwaster—slavesprawdza sie warunek
odlegicsci z zat@ona tolerancja@y (rys. 10.5a). Jdi ten warunek jest spetniony
para obiektéw jest dodawana do listy potencjalnie konfaktich sie obiektow.

WielkoSt parametruc,, ma wpltyw na dtugéc listy par potencjalnie kontaktuja-
cych sie obiektow i czes#d jej aktualizacji. Im wigkszy paramets, tym diuzsza
lista potencjalnie kontaktujacych sie obiektéw i mreajezestotliwét jej aktualizacii,

i odwrotnie — im mniejszy paramety,, tym krétsza lista potencjalnie kontaktujacych
sie obiektow i wieksza czestotlieo jej aktualizacji. Dhzsza lista par potencjalnie
kontaktujacych sie obiektow wplywa negatywnie na cz&alleego poszukiwania kon-
taktu, wigksza czestotlivgd aktualizacji listy zwieksza czas gwiecony na globalne
poszukiwanie kontaktu. Konieczne jest przyjecie takiajtasci parametrig, ktéra
zminimalizuje faczny czas globalnego i lokalnego posaakiia kontaktu. Na pod-
stawie wielu analizowanych przykladéw w naszych oblicaehimetoda elementéw
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Rys. 10.4. Sortowanie przestrzenne obiektéw tymasterz wykorzystaniem a) rownomier-
nego podziatu obszaru obliczeniowego, b) adaptacyjnedeiplu obszaru obliczeniowego.

dyskretnych przyjmowano na og@ = (0.1+0.5)r, gdzier jest przecietna warzia
promienia elementéw dyskretnych.

Czest&C globalnego poszukiwania kontaktu (aktualizacji listyr petencjalnie
kontaktujacych sie obiektow) jest ustalana na podstamamitorowania maksymal-
nego sktadowego przemieszczenia elementdéw dyskretngkamaowanego od ostat-
niej aktualizaciji listy Jgli akumulowane przemieszczenie wzzltlowolnej osi wspot-
rzednych przekroczy wiellad parametrucy (rys. 10.5b), wtedy przeprowadza sie
globalne poszukiwanie kontaktu i aktualizuje sie liség potencjalnie kontaktujacych
sie obiektow.

a) b)

Rys. 10.5. Sprawdzanie par potencjalnie kontaktujacyetoBiektow: a) graniczny odstep
w globalnym poszukiwaniu kontaktu b) maksymalne przenuesaie pomiedzy kolejnymi
uaktualnieniami listy par potencjalnie kontaktujacy@habiektow.
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10.2.3 Lokalne sprawdzenie istnienia kontaktu

Lokalne sprawdzenie istnienia kontaktu odbywa sie dlagiaektow typumaster—
slave znajdujacych sie nadcie par potencjalnie kontaktujacych sie. W przypadku
braku adhezji kontakt migdzy obiektami zachodzglijgest stwierdzona wzajemna
penetracja. Penetracje te sprawdza sie przez prostynedar

g<o, (10.1)

gdzie g jest zdefiniowane réwnaniem (4.25) dla pary obiektow (elens&dczony,
wezet), rownaniem (7.28) dla pary elementow dyskretnydhrbwnaniem (9.4) dla
pary (element skiiczony, element dyskretny).

Jesli wiazania kohezyjne sa aktywne, oddziatywanie myedhiektami mae za-
chodzt réwniez jesli g > 0. Warunek (10.1) jest zastapiony przez

9 < Omax; (10.2)

gdzie gmax jest maksymalnym (granicznym) odstepem miedzy obiektipowiada-
jacym catkowitemu zerwaniu wiezéw kohezyjnych, ktérysnhyt obliczony dla da-
nego modelu konstytutywnego i przyjetych parametrow rhnde

Obliczenie funkcjig dla pary elementéw dyskretnych wedtug réwnania (7.28) jest
bardzo proste. Podobnie tatwo wyznaczydla pary (element skmzony, wezel) lub
(element skaczony, wezet), gdy element shkezony jest dwuweztowym segmentem w
zagadnienieu ptaskim lub tréjkatem w zagadnienieu przeshym. Trudniejsze jest
wyznaczenie odleghzi g w przypadku stosowania elementu czworokatnego. Cztery
wezty nie musza test w jednej ptaszczyznie. Dla wyznaczemjavedtug wyraenia
(4.25) konieczne jest iteracyjne rozwiazanie zagadaieninimalizacji zdefiniowa-
nego réwnaniem (4.26).

10.3 Implementacja komputerowa — aspekty programistyczne

Implementacja komputerowa algorytmu wykrywania kontawtykorzystuje dyna-
miczne struktury danych, pozwalajace efektywnie repramest zmieniajace sie wa-
runki kontaktu. Struktura danych w programie numerycznymgact/Stampack wy-
korzystuje takie struktury danych jak:

e dynamicznie alokowane wektory,

e listy z dowiazaniami (listy powiazane, ang. linked ljst)
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e struktury drzew: binarnych, czwérkowyclar(g. quadtree), ésemkowyclartg.
octree).

Dynamiczna lista reprezentujaca zbior elementéw dyekokt jest przedstawiona
schematycznie na rys. 10.6. Program numeryczny jest kagpwgezyku programo-

ball head -

null =

Rys. 10.6. Schemat listy elementdéw dyskretnych.

wania Fortran 90. Struktura danych dla pojedynczego elamgyskretnego wykorzy-
stywana jako pojedynczy obiekt listy z dowiazaniami jegfmiowana w nastepujacy
sposob:

TYPE ball
INTEGER (kind=4) :: &
1node, & ! node label
matno ! material ID
REAL (kind=8) :: &
radius, & ! ball radius
mass ! ball mass

TYPE (ball), POINTER :: next
END TYPE ball

Lista z dowiazaniami pozwala na tatwe dodawanie i usuwaviezacych ja obiek-
téw. Struktura danych pojedynczego elementu dyskretnagideza informacje o ety-
kiecie wezla, promieniu i masie elementu dyskretnego, enuientyfikacyjny mate-
riatu oraz wskaznik do nastepnego obiektu—elementiseidi

Lista zawierajaca pary potencjalnie kontaktujacye&edementow dyskretnych jest
utworzona z obiektoéw o nastepujacej strukturze:

TYPE contact
TYPE (ball), POINTER :: c_balll, & ! 1st ball in the contact pair
c_ball2 ! 2nd ball in the contact pair
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INTEGER (kind=4) :: &

bflag, & ! contact bond flag, O - no bond, 1 - bond is active

broken ! contact bond broken flag, 1 - broken, 0 - otherwise
REAL (kind=8) :: &

fn, & ! normal contact force

ft(3), & ! tangential contact force

gapO, & ! initial gap/penetration

r01(3), & ! vector center of bl to contact point at t=0

r02(3), & ! vector center of b2 to contact point at t=0
TYPE (contact), POINTER :: &

c_blclist, & ! next cont. around 1st ball

c_b2clist & ! next cont. around 2nd ball

next ! pointer to next contact in global list

END TYPE contact

Dwie listy, lista elementow dyskretnych i lista par poterigje kontaktujacych
sie elementow dyskretnych, sa ze soba powiazane, zngéac_balll i c_ball2
z obiektu definiujacego pare kontaku wskazuja na obiekigty elementéw dyskret-
nych. Powiazanie w przeciwnym kierunku jest stworzoneepnwskaznikib_clist,
ktore sa dodane do struktury obiektu—elementu dyskretnegkaznik ten wskazuje
na obiekt z listy kontaktujacych sie par, ktéry jest patkzem lokalnej listy par kontak-
téw, w ktérych wystepuje dany element dyskretny. Zmodyfiina struktura obiektu
listy elementéw dyskretnych jest pokazana peji dodano jeszcze jeden parametr
okreslajacy wielk@&t zwzycia, wykorzystany w modelu kontaktu zezggiem.

TYPE ball

INTEGER (kind=4) :: &
1node, & ! node label
matno ! material ID

REAL (kind=8) :: &
radius, & ! ball radius
mass, & ! ball mass
wear, & ! wear thickness

TYPE (contact), POINTER :: b_clist ! header of contacts around ball
TYPE (ball), POINTER :: next
END TYPE ball

Powiazane listy elementéw dyskretnych oraz par potemiejdiontaktujacych sie
elementow sa przedstawione schematycznie na rys. 10.WiaBania miedzy li-
stami oraz listy par kontaktéw dla kdego elementu dyskretnego sa przedstawione
narys. 10.8.

Przedstawiona struktura bazy danych algorytmu metody exieéiw dyskretnych
pozwala efektywnie weryfikowaaktualnie kontaktujace sie elementy, dodauvali-
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ball head -~

contact head ...~

Rys. 10.7. Schemat globalnej listy elementow dyskretnyala par kontaktowych.

N A

null

Rys. 10.8. Schemat lokalnej listy kontaktéw.

minowat elementy dyskretne. Eliminacja elementéw dyskretnyesh yeykorzysty-
wana na przyktad w analizie zucia, czastki—-elementy dyskretne sa usuwane ze zu-
zywanej powierzchni j@i akumulowane zzycie (reprezentujace gtebdiozuzytego
materiatu) przekroczy rozmiasiednice) elementu dyskretnego. Eliminacja i dodawa-
nie obiektéw do listy par potencjalnie kontaktujacych ehiektéw nastepuje kdo-
razowo gdy stwierdza sie odpowiednio niertiwoSt lub mazliwo&t kontaktu miedzy
dwoma elementami tworzacymi pare.

Podsumowanie

W tym rozdziale opisano implementowany numeryczny algorgbszukiwania kon-

taktu, obejmujacy wzystkie nztiwe przypadki zagadnienia kontaktowego w zintegro-
wanym systemie metody elementéw Bkaonych i metody elementéw dyskretnych.
Algorytm kontaktu jest bardzo vzaa cz&cia rozwinigtego systemu numerycznego.
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Zagadnienie kontaktowe wystepuje we wszystkich probtdmaraktycznych anali-
zowanych w niniejszej pracy: w symulacji ttoczenia przadsbnej w rozdziale 6
wystepuje kontakt miedzy blacha oraz elementami ttldaem, w symulacji przerdbki
plastycznej objeteciowej w rozdziale 5 wystepuje kontakt miedzy przerapm ma-
terialem a narzedziami, we wszystkich przykltadach pretych w rozdziatach 11—
17, w ktorych stosuje sie model elementow dyskretnych,tgpige kontakt miedzy
elementami dyskretnymi, a w niektérych przypadkach rowrkientakt miedzy ele-
mentami dyskretnymi i brzegiem obszaréw dyskretyzowarsieimentami skioczo-
nymi. Podstawowymi wymaganiami stawianymi algorytmomzatddwvania kontaktu
jest niezawodn& i numeryczna efektywrsg algorytmu.

W niniejszym rozdziale opisano gtéwne zaémia i niektére szczegéty implemen-
tacji komputerowej algorytmu wykrywania kontaktu rozvgtégo w niniejszej pracy.
Opracowany algorytm wykorzystuje dwuetapowa proceguugzukiwania kontaktu.
W pierwszym etapie, zwanym globalnym poszukiwaniem kamtakwvorzy sie liste
potencjalnie kontaktujacych sie par. Poszukiwanie gllob poprzedzone jest prze-
strzennym uporzadkowaniem obiektow. W algorytmie zast@so uporzadkowanie
za pomoca réwnomiernego i adaptacyjnego podziatu obsaaliczeniowego. Me-
toda wykorzystujaca podziat rownomierny jest gtébwniegarzaczona dla obiektow
rownomiernie roztaonych w przestrzeni. W przypadku nieréwnomiernego ratikta
przestrzennego obiektéw bardziej efektywne sa metodyt®pe adaptacyjnym po-
dziale przestrzeni. Poszukiwanie globalne, najbardzagachtonna c&¢ algorytmu,
przeprowadzane jest co pewna liczbe krokéw catkowanakdddym kroku wykony-
wany jest etap drugi algorytmu, poszukiwanie lokalne, spdzajace sie do doklad-
nego sprawdzenia kontaktu par znajdujacych sieswadiutworzonej w poszukiwaniu
globalnym.

Opisany algorytm implementowano w rozwinietym programignerycznym przy
wykorzystaniu zaawansowanych struktur programistyckipyeykorzystujacych listy
z dowiazaniami, struktury drzew binarnych, czwérkowydsémkowych. Niezawod-
no&E i numeryczna efektywrsd kontaktu zostata uwidoczniona w praktycznych przy-
ktadach, w ktérych poszukiwano kontaktu nawet dla okoto Q00 obiektow w pro-
blemach zajmujacych nawet okoto jednego miliona krokétkaaania.



11. Zagadnienia odbicia fal w zintegrowanych
modelach metody elementow dyskretnych
| skonczonych

Wstep

Propagacja fal napeen jest typowym zjawiskiem obserwowanym w rozwiazaniu dy-
namicznego problemu mechaniki modelowanego zaréwno zap@metody elemen-
tow dyskretnych, jak i metody elementoéw $kzonych opartej na jawnym catkowaniu
réwnah ruchu. Rozchodzeniu fal towarzysza typowe efekty falgakeinterferencja,
rozpraszanie, cagiowe lub catkowite odbicia na brzegach lub na granissodkow,
zatamanie na granicysoodkow, ugiecie (dyfrakcja) na napotykanych przeszkbda

Przy modelowaniu mnorodnych probleméw czesto jest konieczne wprowadzenie
nie istniejacych brzegéweby ogranicz§ modelowany obszar, np. w zagadnieniach
z geomechaniki lub elektromagnetyzmu, rozpatruje si@daignie w ograniczonym
obszarze chbw rzeczywistéci mamy do czynienia z&podkiem nieskbczonym (o
rozmiarach znacznie wigkszych od lokalnie rozpatrywaragszaru). Sztuczny brzeg
zaktoca rozchodzenie sig fal powodujac nierzeczywistigicia. Problem ten naky
rozwiaz& wprowadzajac specjalne absorpcyjne warunki brzegovegeveniajace po-
chtanianie energii fal wychodzacych z obszaru.

Czesciowe odbicie fali nastepuje réwaiana powierzchni nieciagéei wtasnéci
materiatu, np. na granicy dwoéchadych Grodkéw charakteryzujacych siezréymi
opornagciami (impedancjami) falowymi. W modelowaniu hybrydowyiyskretno-
ciaglym na potaczeniu obszaru ciagtego i dyskretnegeiéz wystepuje nierzeczy-
wista nieciagtéc, ktéra mae powodowa odbicia fal. Konieczna jest eliminacja lub
minimalizacja tego zjawiska.

W niniejszym rozdziale beda badane efekty falowe wyggge w modelach me-
tody elementéw skitczonych, metody elementéw dyskretnych oraz w modelach hy-
brydowych metody elementéw skezonych i metody elementéw dyskretnych. Beda
badane odbicia fal na brzegu obszaru oraz na wewnetrzeepgicci na potaczeniu
obszaréw modelowanych za pomocamgch metod. Beda przedstawione sposoby eli-
minacji odbicia fali na sztucznej granicy obszaru poprzeégosiednio zdefiniowane
warunki brzegowe. Nastegpnie beda badaneliwosci zminimalizowania odbicia na
granicy obszaréw MES i MED przy wykorzystaniuzréych metod potaczenia. Jest to
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jedno z najwaniejszych probleméw w stosowaniu hybrydowych modeli MBSED
oraz istotny rozdziat niniejszej pracy.

11.1 Odbicie fali na brzegu swobodnym i utwierdzonym

Badanie odbicia fali na brzegach oraz na nieciggiach wewnetrznych zostanie prze-
prowadzone na dwuwymiarowym obszarze prostokatnym o wydiea = 1 mm i

b = 60 mm przedstawionym na rys. 11.1a. Lewy krétszy brzeg Q) jest swobodny
a prawy krotszy brzegk(= 0) jest utwierdzony. Diasze boki maja zablokowany ruch
w kierunkuy. W zagadnieniu zafmno ptaski stan napzenia. Przyjeto spmysty
model materiatu charakteryzowany przez modut Youiga 2- 10 Pa i wspotczyn-
nik Poissonav = 0.3. Gestét materiatu wynosip = 7800 kg/n?. Rozpatrywane
beda dwa rdne modele numeryczne — wykorzystujace metode elemesiaczo-
nych (rys. 11.1b) oraz metode elementéw dyskretnych @fslc). W modelu MES
przeprowadzono dyskretyzacje tréjkatnymi elementastadym odksztatceniu stosu-
jac siatke przedstawiona na rys. 11.1b. W modelu eletremtyskretnych przyjeto
regularna konfiguracje elementéw dyskretnych przedstagvna rys. 11.1d.

o 1

brzeg swobodny brzeg utwierdzony

b)
brzeg swobodny szczepol A brzeg utwierdzony
C)
szezegol A
d)

Rys. 11.1. Propagacja fali: a) definicja geometrii, b) dgskzacja elementami skozonymi,
c¢) dyskretyzacja elementami dyskretnymi, d) szczeg6t atgkacii elementami dyskretnymi.
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Na brzegu swobodnym wzbudzony zostaje pojedynczy implilpddtuznej przez
zadanie poczatkowego przemieszczenia w kierunkgodnie z rownaniem:

271X
wW=A (cosT + 1) (11.1)

w obszarze & x < L/2, przyjmujacA = 0.01 mm iL = 20 mm. Rozktad przemiesz-
czenia poczatkowego wzdhwsix pokazano narys. 11.2a. Wzbudzony impuls falowy
o dtugdsci A = L przebiega wzdtm preta (rys. 11.2b,c) z predéciac zalezna od wia-
sndsci spreystych i bezwtadngci csrodka

LS (11.2)

gdzieK jest modutem spmystdsci objetGciowej, ap jest gestécia Ggrodka. Impuls

falowy przemieszcza sig w kierunku utwierdzonego brzé¢putwierdzonym brzegu
nastepuje odbicie fali — reakcja utwierdzenia generujpuis biegnacy w kierunku
przeciwnym do impulsu padajacego (rys. 11.2d,e). Imprigest przesuniety w fazie
o rwzgledem impulsu padajacego. Na swobodnymdkoréwnie nastepuje odbicie
(rys. 11.2f,g), w tym przypadku nastepuje odbicie bez mypiazy.

Podobny problem rozchodzenia sig fali rozpatrywano gaosmetode elementow
dyskretnych. W modelu elementéw dyskretnych przedstaymona rys. 11.1c,d za-
stosowano elementy dyskretne o promienig 0.1 mm. Uwzgledniajac porowaio
dla przyjetej konfiguracji elementoéw dyskretnych= 0.2146, przyjeto gestt mate-
riatu szkieletups, = p/(1—n) = 9930 kg/n?. Dla oddziatywania miedzy elementami
dyskretnymi zataono kontakt z kohezja bez rmlovosci zerwania wiaza kohezyj-
nych. Sztywné&t oddziatywania kontaktowego dobrano tak, by uzgspapdk&t roz-
chodzenia sie fali te sama jak w modelu ciaglym, uzyskiandlak, = 2.2- 10 N/m.
Analogicznie jak w modelu MES wzbudzono pojedynczy impuwsitpzny przez za-
danie przemieszczenia poczatkowego w kierunkwkasgjodnie z wyraeniem (11.1),
w obszarze X x < L/2. Podobnie jak w modelu MES wzbudzony impuls rozcho-
dzi sie wzdhz osix (rys. 11.3), odbija sie na utwierdzonym brzegu ze zmiazy f
przemieszcza sie w strong brzegu swobodnego, na ktorjijactie bez zmiany fazy.
Otrzymany przebieg zjawisk falowych w modelu dyskretnym IMest identyczny
jak w modelu MES opartym na modelowaniu ciagtym, co pozween przyj&, ze
dla rozpatrywanego zjawiska sa to modele réwnovea
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Wﬂmmx

at=0s

Ml

b)t=5-10°s

c)t=1-10"°s

d)t=1,25-10"°s

Rl

e)t=1,7-10"°s

%
ft=2,25-10"5s

e

g)t=2,55-10"°s

Rys. 11.2. Przemieszczanie sie panttago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami skioczonymi z lewym kécem swobodnym a prawym utwierdzonym — profil fali.
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[
a)t=0s
A,
b)t=5-10°s
Pl
c)t=1-10"°s

..”

d)t=1,2510"5s

e)t=1,7-10"5s

f)t=2,25-10"°s

—q

g)t=205510"°s

Rys. 11.3. Przemieszczanie sie panitago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z lewym khoem swobodnym a prawym utwierdzonym — profil fali.
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11.2 Absorpcyjne warunki brzegowe

Przy modelowaniu mnorodnych probleméw z geomechaniki mamy do czynienia z
osrodkami, ktére w analizowanej skali sa najlepiej repnéa@ane jako srodki nie-
ograniczone. Przyktadowo przyjmuje sige konstrukcje podziemne znajdujace sie
na dwzej gtebok&ci sa otoczone nieskozonym &rodkiem, a konstrukcje powierzch-
niowe znajduja sie na nieskozonej poétprzestrzeni (rys. 11.4a). Ze wzgledu namo
liwo&ci obliczeniowe przy budowaniu modeli numerycznych rozpe sie jedynie
ograniczony obszar, obejmujacy z pewnym zapasem anainpabiekt (rys. 11.4b).

-

Rys. 11.4. Przyktad zagadnienia z geomechaniki: a) modgt4izy z nieograniczonym ob-
szarem, b) model numeryczny z obszarem ograniczonym.
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Tak wprowadzony sztuczny brzeg w analizie dynamicznejéaktozchodzenie sig
fal, powodujac nierzeczywiste odbicia. Problem ten malemzwiaz& wprowadzajac
specjalne absorpcyjne warunki brzegowe — zapewniajacktgmianie energii fal wy-
chodzacych z obszaru. Ra efektywn&t pochtaniania energii zapewniaja tzw. konsy-
stentne warunki brzegowe, zaproponowane w [176]. Mogdgo&prowadzone przy
zastosowaniu metody elementéw brzegowych [301]. Wadaysiantnych warunkéw
brzegowych jest niwoC ich stosowania jedynie w metodach analizy dynamicznej
w dziedzinie czestotlinwgi.

W wielu przypadkach wystarczajaco dobre pochtanianiegéngychodzacych fal
zapewniaja lepkie warunki brzegowe zaproponowane w [Hf&metod analizy dy-
namicznej w dziedzinie czasu. Poréwnanie efektysandepkich i konsystentnych
warunkow brzegowych zamieszczone jest w [155]. Lepkie wkirbrzegowe [177]
sprowadzaja sie do ol&tenia rozt@aonego na brzegu obdania w kierunku normal-
nym i stycznymt, i ts, danych za pomoca zaledsci o typowej dla lepkéci postaci

ts = —PCsVs, (11.4)
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gdzie: p — gestéC masy,vy i Vs —normalna i styczna sktadowa predkona brzegugy

i cs— predkdt rozchodzenia sie fali dylatacyjnejcinania. Obcizenie odpowiadajace
absorpcyjnym warunkom brzegowym dane zal@ciami (11.3) i (11.4), mze by
zadane jednocseie z obcigeniem innego rodzaju, np. z obzeniem zapewniajacym
réwnowage statyczna rozpatrywanego modelu.

Lepkie absorpcyjne warunki brzegowe zostaly implementmna zintegrowanym
programie MED/MES prezentowanym w niniejszej pracy. Bfektost ich dziatania
zostanie pokazana dla zdefiniowanego w podrozdziale 1kykkadu, ktérego geo-
metria jest pokazana na rys. 11.1a. W definicji problemuapésbo utwierdzenie
krétszego brzegu po prawej stronie wprowadzenienz&absorpcyjnych warunkéw
brzegowych. Tak jak poprzednio wzbudzony jest pojedynozyuls falowy przez za-
danie poczatkowych przemieszézagedtug zalendsci (11.1) w obszarze @ x<L/2,
przyjmujacA = 0.01 mmiL = 20 mm (rys. 11.5a). Zagadnienie rozwiazano nume-
rycznie stosujac wprowadzone poprzednio modele MES i MED.

Rysunek 11.5 przedstawia wyniki analizy dla modelu MES. Wizony impuls
falowy przemieszcza sie od brzegu swobodnego w kierunkedor z absorpcyjnymi
warunkami brzegowymi (rys. 11.5b). Po #oju do tego brzegu (rys. 11.5c) ener-
gia jest pochtaniana i wskutek tego nie nastepuje odbigie (11.5d). Mana jedynie
zaobserwow@anieznaczne odbicie wskutek niedoskosatdtumienia, energia fali od-
bitej jest jednak nieznaczna w poréwnaniu do energii fadigjace].

HM..

alt=0s

it

.mmmmmmmm

Rys. 11.5. Przemieszczanie sie pamtago impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami skazonymi z lewym kacem swobodnym oraz z warunkiem absorpcji na
prawym brzegu — profil fali.
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Profil rozchodzacego sie zaburzenia otrzymany w anatigtoda elementow dys-
kretnych przedstawiono na rys. 11.6. Révmie tym przypadku mpna zaobserwo-
wat efektywne ttumienie fali na brzegu, na ktérym zadano wkirabsorpcyjne (rys.
11.6¢). Odbicie praktycznie nie wystepuje (rys. 11.6d).

d)t=1,3-10"°s

Rys. 11.6. Przemieszczanie sie panttago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z lewym koem swobodnym oraz z warunkiem absorpcji na prawym
brzegu — profil fali.

11.3 Odbicie fali na powierzchni granicznej dwoch grodkow

Powierzchnia graniczna dwoéctsrmdkéw mae stanowd powierzchnie nieciagkei
whasndaci zwiazanych z rozchodzeniem sie fal. Wiasriocsrodka wptywajace na
rozchodzenie sig fal okstone sa w zwiezly sposéb za pomoca impedancji (ofEmifo
falowejz[128]:

=— 11.5
=2, (1L5)

gdzie: o — naprgenie wywotane w danym punkcie&simdka przez fale napreniowa,
¢ — predk&c fali sprezystej. W przypadku pomijalnego ttumieni&rodka oporngt
falowa mana wyrazt jako iloczyn predksci fali i gesté&ci:

Z=cp. (11.6)
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Przy uwzglednieniu zalmcsci (11.2) wyraenie (11.6) dla fali podknej mana
przedstawé w postaci

z=/Kp. (11.7)

Na granicy &rodkéw r&niacych sie oporraziami falowymi, fala mae ulegé za-
tamaniu oraz czZgciowemu lub catkowitemu odbiciu. Zatamanie wystepuje @i
padajacej pod pewnym katem. W przypadkizelyo kata padania fala ulega catko-
witemu odbiciu. Zwykle jednak na granicy dwéckrodkow fala ulega zatamaniu i
czesciowemu odbiciu.

W przyktadzie numerycznym bedziemy rozpatrywali falglgiaca prostopadle do
powierzchni granicznej miedzy dwoma&rodkami o oporngci falowejz; i z jak po-
kazano schematycznie na rys. 11.7. W tym przypadku nie mamgzgnienia z
zatamaniem fali, wystepuje natomiast seziwe odbicie. Fala padajaca prostopadle
na granice dwéch warstw ulega rozbiciu na fale odbitzephodzaca (rys. 11.7).

A fw» fala przechodzaca
4>

fala odbita
TA
oSrodek 1 (zy) RA I I

oSrodek 2 (zp)

Rys. 11.7. Czgciowe odbicie fali na granicy dwochsmdkow.

llo& energii zwiazanej z odbiciem lub prgejem do drugiego&odka jest uzale
niona od opornsci falowej Grodkéw. Energia fali jest proporcjonalna do jej ampli-
tudy. Prawo transmisji energii fali soodka o oporngci z; do csrodka 0 oporn&ci z,
maozna wyraze za pomoca nastepujacych zalesci [6, 95, 50]:

Ar=AR, (11.8)
Ar =AT, (11.9)

gdzie: Aj — amplituda fali padajace] (ang.inciden), Agr — amplituda fali odbitej R,
ang. reflected, Ar — amplituda fali przechodzaceJ ( ang. transmitted, R — wspot-
czynnik odbicia fali,T — wspoétczynnik transmisji (przepuszczaded fali. Wspot-
czynniki odbicia i transmisji wyrzaja sie nastepujacymi wzorami [50]:
R— h—2 ’
n+2

(11.10)

2
g R (11.11)
1+2
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Wspotczynnik odbicia falR przyjmuje wart&ci od—1 do+1, a wspotczynnik trans-
misji T wartcsci od 0 do+2. Jako amplitudy charakteryzujace poszczegolne fale
maozna wzig amplitudy przemieszczenia czastkrodka, amplitude predkei czastki
osrodka lub amplitude wzbudzonego przez fale nagmga. W przypadku stosowania
amplitudy napreenia wspoétczynnik odbicia wyza sie wzorem [50]:

-7
zn+2z

(11.12)

Powyzsze rozwaania zostana zilustrowane przyktadem numerycznym. &ozp
trzymy podobny problem jak zdefiniowany w rozdziale 11.1zpairzymy propagacje
impulsu fali podtznej wzdhz osix w obszarze prosotokatnym o szerékbl mm i
diugasci 60 mm. Obecnie zatymy, ze obszar bedzie sie sktadat z dwdch réwnych
podobszaréw ztaczonych w ptaszczyzrie- 30 mm. Dla podobszaru po lewej stro-
nie przyjeto wiasnsci sprgyste materiatu dane przez modut Youriga= 2- 10! Pa
i wspoétczynnik Poisson&; = 0.3. Dla podobszaru po prawej stronie przyjeto wia-
sndsci spreyste materiatu dane przez modut Yourige= 1- 10 Pa i wspoétczynnik
Poissonas, = 0.3. Gest&C materiatu w obydwu podobszarach jest taka sama i wy-
nosipy = p2 = 7800 kg/nt. Zgodnie ze wzorem (11.7) impedancja falovéaamka 1
WYynosi:

E1 2-1011-7800 kg ; kg
1 =/ K1p1 \/3(1_2v1)01 \/3(1_2.0'3) g 3,606-10 s’

a dla grodka 2:

o Es _ [1-101.7800 kg . kg
27 szz_\/mpz_\/i%(l—zo.i%) S-mZNZ’SSO'10 s-m?’

Teoretyczne wspotczynniki odbicia i przepuszczahia@godnie ze wzorami (11.10) i
(11.11) sa nastepujace:

R— z1—-2 3,606—2,550

z+2z 3,606+ 2,550

— 0,171,

T__2n __ 2:3606
~ z+2z 3,606+ 2550

—1,171.

Rozpatrywane beda dwazde modele numeryczne — model MES (rys. 11.8),
wykorzystujacy metode elementéw skazonych dla dyskretyzacji obydwismdkow
oraz hybrydowy model MED/MES (rys. 11.9), wykorzystujametode elementéw
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dyskretnych w érodku 1 oraz metode elementdéw Bkaonych w &rodku 2. W mo-
delu MES przeprowadzono dyskretyzacje tréjkatnymi edletami o statym odksztal-
ceniu.

Wyniki symulacji numerycznej dla modelu MES przedstawiame rys. 11.8.
Rysunki 11.8b i ¢ przedstawiaja profil przemieszczajacsig impulsu falowego od
brzegu swobodnego do powierzchni granicznej w potowieaffagbadanego obszaru.
Rysunek 11.8c przedstawia profil impulsu przechodzacegwigozchnie graniczna
miedzy dwoma srodkami. Na rys. 11.8d widauz impuls odbity i przechodzacy.
Wyznaczone wspotczynniki odbicia i przepuszczakiona podstawie wynikéw nu-
merycznych zgodnie ze wzorami (11.8) i (11.9) sa nasgzmuj

Ar 171.10° Ar  1,173-10°°
R=—=2°~"" _—-0171, T=—=2""-" —1173
A~ 1105 T A 1.10°° ’

P P P P e P e P P P B e P P P N B P P N s R P P P P B X R R

a) dyskretyzacja elementami siazonymi

Hmhh —
b)t=0s

..lw\mmmmmmh..—'

c)t=5.10°s

T, .nﬂm mhh.—'

d)t=7,5-106s

L e, Mmmﬁm

e)t=11.-10"°s

Rys. 11.8. Przemieszczanie sie panitago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z odbiciem na nieciggiiosztywndéci materiatu — profil fali.
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a) zintegrowany model elementéw dyskretnych ifsk@onych

b) potaczenie podobszaréw dyskretyzowanych
za pomoca elementéw dyskretnych i Bkaonych

c)t=0s

..mﬂﬂﬂ]]ﬂﬂmmmmn.. E—

dt=5-10°%s
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e)t=8.-106s
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t=1,1.10"°s

Rys. 11.9. Przemieszczanie sie panitago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi i skezonymi z odbiciem na powierzchni nieciagéd (nieciagtac
dyskretyzaciji i sztywnsci) — profil fali.

Otrzymane wartsci numeryczne wspoétczynnikéw odbicia i przepuszczsdnd,171
i 1,173, odpowiednio, zgadzaja sie bardzo dobrze z pyemanymi wart&ciami teo-
retycznymi, 0,171 1,171, odpowiednio.

Rysunek 11.9a przedstawia hybrydowy model MED/MES, w ktdogastosowano
metode elementéw dyskretnych Wsrodku 1, a metode elementéw skaonych za-
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stosowano w srodku 2. Granice obydwu podobszaréw przedstawiono naly9b.
Potaczenie uzyskano za pomoca metody niegi&rg/ch mnanikéw Lagrange’a sto-
sujac uproszczone sformutowanie opisane w podrozdzidl.9Przyjeto identyczne
parametry modelu elementow dyskretnych jak wyznaczone dvqzolziale 11.1 dla
przyktadu przedstawionego na rys. 11.3. Uzyskano wtedwipaizenie,ze propa-
gacja fali w modelu metody elementow dyskretnych byta igerma jak w modelu
metody elementéw skmzonych. Oznaczato t@e impedancja falowa modelu ele-
mentéw dyskretnych jest waaiwie dobrana.

Na brzegu swobodnym wzbudzono impuls fali pagitej (rys. 11.9c), ktéry prze-
mieszcza sie w kierunku granicy srmdkiem 2. Na granicy&yodka 1 2 (rys. 11.9d)
nastepuje czesciowe odbicie i rozdzielenie fali packgjaa cz&¢ odbita i cz&€ prze-
puszczona (rys. 11.9e). Otrzymane numerycznie B8artospétczynnikdw odbicia i
przepuszczalriei

AR 1,74.10°6 At 1,175.10°°

R=& = Tio5 —014 T=2="7i55 —L175
zgadzaja sie dobrze z przewidywanymi wadiami teoretycznymi, 0,171 1,171, od-
powiednio.

Przyktad ilustrujacy cZgiowe odbicie na potaczeniu podobszaréw MES i MED
o réznych wiasnéciach pokazuje nmiwe niepaadane efekty falowe na potaczeniu
podobszaréw MES i MED w przypadku, gdy impedancja obydwwzatisv jest zle
dobrana.

11.4 Badanie r@nych metod potaczé podobszaréw dyskretyzowanych
elementami dyskretnymi i skah\czonymi

W przypadku stosowania zdych metod modelowania (MES i MED) w obszarze jed-
norodnym parametry powinny bytak dobrane by dawaty jednakowa impedancje w
wyodrebnionych podobszarach.sligen warunek jest spetniony, to na granicy mie-
dzy obszarami MES i MED nie powinno nastep@wabicie fal, j&li dyskretyzacja w
obydwu podobszarach jest wystarczajaco gesta w stosdmkiugdci fali. W [155]
pokazanoze dla widciwej reprezentacji propagacii fali, wymiar charaktéygzny
elementuAl, musi byt mniejszy nk 0.1-1/8 dtugéci fali A odpowiadajacej najwar
szej czestotliwéci drgad o istotnej energii, wystepujacych w badanej falizzioej:

Al < i (11.13)

— 10

Charakterystyczny wymiar dyskretnego modelu MES, 1 mningpavarunek (11.13)
w stosunku do diugkei badanego impulsd = 20 mm. Warunek ten jest rowrsie
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spetniony przez wymiar charakterystyczny w obszarze novebtym przez elementy
dyskretne. Odlegit miedzy elementami dyskretnymi wynosi 0.2 mm.

Mozliwe nierzeczywiste odbicia mogabgpowodowane niedoskonakiami me-
tody potaczenia dwdch miiych podobszaréw. Celem testéw numerycznych przedsta-
wionych ponkej jest sprawdzenie dziataniazrych metod potaczenia w przypadku,
gdy mamy odpowiednio dobrana impedancje i wystarcoaggsta dyskretyzacje dla
badanej dtugsci fali. Przeprowadzono préby dla cztereckmgch potacze:

e metoda mnanikdéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszaréwngstowa-
nie uproszczone przedstawione w podrozdziale 9.4.2),

e metoda funkcji kary bez zachodzenia na siebie obszaréunfsfiowanie uprosz-
czone przedstawione w podrozdziale 9.4.3),

e metoda mnenikéw Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszaréw (siomwa-
nie przedstawione w podrozdziale 9.5.3),

e metoda funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszaréwr(aflawanie przedsta-
wione w podrozdziale 9.5.4).

W testach badano propagacje fali w obszarze jednorodnyntasngciach danych
przez modut Young& = 2- 10! Pa, wspotczynnik Poissona= 0.3 i gesté& mate-
riatu p = 7800 kg/n?. W badanym obszarze wyodrebniono dwa réwne podobszary, w
ktérych zastosowano dwazde modele (rys. 11.10). W jednej potowie obszaru zasto-
sowano metode elementoéw dyskretnych a w drugiej potowimdgeelementéw ske
czonych. W metodzie elementdw dyskretnych zastosowanmaggone wczamiej
parametry zapewniajace impedancje odpowiadajacgdapcji modelu ciagtego. Dla
wiezéw sprzegajacych podobszary MES i MED zaloo taka sama war&o funkciji
kary jak dla oddziatywania kontaktowego miedzy elementdyskretnymi, spodzie-
wajac sieze bedzie to w najmniejszym stopniu zmiehigtasndci falowe.

Rysunki 11.111i11.12 przedstawiaja odpowiednio wynikiskane za pomoca me-
tody mnanikéw Lagrange’a i funkcji kary dla modelu bez zachodzewsiebie pod-
obszaréw MES i MED. Mana zaobserwowzabrak odbt fali na powierzchni granicz-
nej, coSwiadczy o poprawrsei dziatania obydwu metod spznia obszaréw MES i
MED.

Rysunek 11.13 przedstawia model hybrydowy MED/MES z olesnaprzecio-
wym (z zachodzacymi na siebie podobszarami MES i MED).f&tpezegciowa ma
szerok&t (mierzona w kierunku rozchodzeni fali) 5 mm. W tym pasieiatisztyw-
nosci MES i MED zmienia sig liniowo w ten sposéte nastepuje stopniowe praeje
od jednego do drugiego sposobu modelowania. Rysunki 1111416 przedstawiaja
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b)

Rys. 11.10. Badanie propagaciji fali: a) hybrydowy model MEBS, b) potaczenie podob-
szaréw MED i MES.
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Rys. 11.11. Przemieszczanie sie paiiego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu podobszaréw MES i MED za
pomoca metody mrmmikéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie podobszaréw.

wyniki uzyskane dla tego modelu odpowiednio za pomoca dyetonanikéw La-
grange’a i funkcji kary.

W rozwiazaniach przedstawionych na rysunkach 11.14 i8laié wida& odbt fali
przy przesciach z jednego obszaru do drugie@wiadczy to o poprawrszi dziatania
tych algorytméw, ale nie dostarcza argumentow za stos@magorytmow, ktére
sa bardziej skomplikowane w stosunku do poprzednio testgoh (bez zachodzenia
podobszaréw na siebie), ktére réwnigawaty poprawne wyniki. Zalety algorytméw
sprzegania z zachodzacymi na siebie podobszaramiieldggzne w nastepnych te-
stach, w ktérych bedziemy batlarétsze fale.
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b)t=8-10"°s

c)t=2-10"5s

Rys. 11.12. Przemieszczanie sie pamiego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i shezonymi przy potaczeniu podobszaréw MES i MED za
pomoca metody funkcji kary bez zachodzenia na siebie psxobw.

free edge
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Rys. 11.13. Badanie propagaciji fali: a) hybrydowy model MEES z obszarem przggio-
wym, b) powiekszenie strefy potaczenia.

W dotychczasowych testach numerycznych w obu podobszaMEID i MES,
dyskretyzacja byta wystarczajaco gesta w stosunku dgodi badanej fali. W za-
lozeniach zintegrowanego systemu MED/MES jestzlimm&t stosowania go w mo-
delach wieloskalowych, w ktdrych metode elementéw dytsiyeh wykorzystuje sie
do modelowania wybranych podobszaréw w skali mezo lub mikedomiast pozo-
staly obszar jest modelowany w skali makroskopowej za pamoetody elementow
skahczonych. W tego typu modelach w obszarze modelowanym zag@metody
elementéw dyskretnych memy mi€ do czynienia z drganiami o tak wysokiej cze-
stotliwosci, ze odpowiadajaca jej dtugo fali bedzie krétka w stosunku do rozmiaru
elementéw skbczonych w obszarze MES. Wtedy drgania te nie beda mogiyobly
wzorowane w obszarze MES. Obszar MES powinien natomiastzap odpowiednia
impedancije dla fal o niskiej czestotliwo — te fale powinny przenikaz obszaru MED
do MES. Metoda sprzenia obydwu obszaréw powinna z kolei zapewniazprasza-
nie fal o wysokiej czestotlingci wychodzacych z podobszaréw MED tak, aby nie
wystepowalty nierzeczywiste odbicia na granicy podol@zaviED/MES.
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a)t=0s
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Rys. 11.14. Przemieszczanie sie patiego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szaréw MES i MED za pomoca metody mmmkoéw Lagrange’a.

a)t=0s
..mmmmmmmmln... R
b)t=8-105s
C)t=2-10"°s

Rys. 11.15. Przemieszczanie sie pamiego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szarow MES i MED za pomoca metody funkcji kary.
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W celu zbadania efektéw falowych dla fal o mszej czestotliwgci postzono sige
poprzednio stosowanymi modelami hybrydowymi MED/MES. Mzglgu swobodnym
zostat wzbudzony impuls fali podinej o diugéci A = 4 mm (rys. 11.16a). Dys-
kretyzacja w obszarze MED (odleg®miedzy elementami dyskretnymi wynosi 0.2
mm) spetnia warunek (11.13), natomiast w tym przypadku nekuen nie jest spet-
niony przez rozmiary elementéw shkeczonych. Zbadano propagacje wzbudzonego
impulsu wzdhz osix (rys. 11.16b) i przejcie tego impulsu przez granice podobsza-
row MED/MES dla czterech @hych potacze:

e metoda mnanikéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszaréwXfy$6c),
e metoda funkcji kary bez zachodzenia na siebie obszaréw {fy46d),

e metoda mnenikéw Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszaréw (ty46&),
e metoda funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszaréw {¥/4.6f).

Mozna zauwayt (rys. 11.16b)ze impuls dochodzacy do potaczenia podobszaréw
MED i MES sktada sige z podstawowej czestotlseoi z drgah o wyzszej czestotli-
wosci. Maze to sie wiaza z niezbyt doktadna reprezentacja fali w badanym modelu
dyskretnym. Przy przemieszczaniu sie impuls ulega pewrr@zproszeniu. Przykiad
ten pozwala nam zbadaachowanie sig potacznia przy pi&sji fal o r@&nej czestotli-
wosci. Fala odpowiadajaca podstawowej czestosievairgan przechodzi przez pota-
czenie we wszystkich badanych sposobach gemig (rys. 11.16c—f). W wieksgoi
badanych przypadkéw pojawiaja sie odbicia fal, odpoajadych drganiom o waszej
czestotliwgci (rys. 11.16c-e). Jedynie w przypadku zachodzacychetéespodob-
szaréw, sprzeonych za pomoca funkcji kary, odbicia te sa minimalnes.(r§1.16f).
Jest to najbardziej madane zachowanie sie spregia podobszaréw MED/MES. Po-
zwala to przypuszcza ze metoda ta wykazuje najlepsze #davcsci rozpraszajace
(absorpcyjne) dla drgao wyzszej czestotliwgci, przepuszczajac jednoé&zée fale o
nizszej czestotliwgci.

W nastepnym przyktadzie zbadamy p&m¢ impulsu przez potaczenie zachodza-
cych na siebie podobszaréw MED i MES sprapych za pomoca funkcji kary z dodat-
kowym ttumieniem w obszarze pragjowym z MED do MES, wedtug sformutowa-
nia przedstawionego w podrozdziale 9.5.5. Na prawym brza@go obszaru zamiast
utwierdzenia wprowadzono absorpcyjne warunki brzegoys (t1.17a). Mana za-
obserwowa rozproszenie drgao wyzszej czestotliwsci w obszarze przggiowym
(rys. 11.17c) — ttumienie wzmacnia ten efekt. Fale zsrej czestotliwsci przecho-
dza do obszaru MES, przemieszczaja sie w kierunku pravkezegu, na ktérym sa
catkowicie pochtaniane (rys. 11.17d,e). Przykfad ten pajeapoprawnie dziatajacy
hybrydowy model MED/MES z ttumieniem drgao wyzszej czestotliwgci na gra-
nicy podobszaréw MED i MES oraz pochtanianiem energii nacztym brzegu z
wprowadzonymi absorpcyjnymi warunkami brzegowymi.
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a)t=0,5-10°%s
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b)t=4.-105s
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c)t=6,5-10"%s, nie zachodzace obszary, metoda mmikdw Lagrange’a

d)t =6,5-10 6 s, nie zachodzace obszary, metoda funkcji kary

wlony I'lll

e)t =7,5-10%s, zachodzace obszary, metoda amikéw Lagrange’a
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f)t=7,5-10%s, zachodzace obszary, metoda funkciji kary

Rys. 11.16. Przemieszczanie sie paiego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szarow MES i MED za pomoca metody funkcji kary.
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a)t=0,5-10°%s

— =
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C)t=7,5-10"°s

d)t=1,15-10"°s

e)t=17-10"°s

Rys. 11.17. Przemieszczanie sie pamiego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szaréw MES i MED za pomoca metody funkcji kary, ttumienieldne w obszarze potaczenia,
na prawym kacu warunek absorpc;ji.

Z punktu widzenia hybrydowego modelowania MED/MES gtéwnysmgnieciem
w powyzszym rozdziale jest zbadanie pi&ep fali przez potaczenie obszaréw MED
i MES. Celem przeprowadzonych badayto okreslenie optymalnej metody spize
nia, pozwalajacej na przepuszczenie fal o niskiej ctistusci z obszaru MED do
obszaru MES i zapewniajacej dysypacje fal o wysokiejstafiwosci, tym samym
wyeliminowanie nierzeczywistego odbicia fal, o dhdgozbyt malej dla ich wigci-
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wej reprezentacji w obszarze dyskretyzowanym MES. W ziotggnym programie
MED/MES implementowano cztery metody spregia obszaréw MED i MES:

e metoda mnenikéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszaréw,
e metoda funkgcji kary bez zachodzenia na siebie obszaréw,
e metoda mnenikéw Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszaréw,

e metoda funkgcji kary z zachodzeniem na siebie obszardw.

Testy numeryczne pokazatye przepuszczal$o fal o niskiej czestotliwsci jest po-
prawnie modelowana we wszystkich metodach sme@. Najlepsze wkiwasci
ttumiace dla fal o wysokiej czestotlivdoi wykazuje metoda sprzenia za pomoca
funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszaréw MED i MES.3M&csti te mazna
jeszcze poprawiprzez wprowadzenie ttumienia w obszarze @aigwym.

Powyzszy rozdziat pokazuje poprawne dziatanie jednego zniggszych elemen-
téw w hybrydowym modelu MED/MES.

Podsumowanie

W powyzszym rozdziale rozpatrywano zagadnienia zwiazane zagiaga fal w pro-
blemach modelowanych za pomoca metody elementéw dyskietmetody elemen-
tow skarczonych oraz w sprzenych modelach MED/MES. Szczegdélna uwage zwro-
cono na odbicia fal na brzegach i na granicy podobszarévziayah modelach dys-
kretnych. Analiza przyktadéw testowych pokazata,stosowane modele MED i MES
poprawnie przedstawiaja zagadnienie propagacji falbicid na brzegu swobodnym

i utwierdzonym.

Rozwiazano problem pochtaniania energii drge sztucznym brzegu, stosowa-
nym dla ograniczenia analizowanego obszaru. W tym celuemphtowano absorp-
cyjne warunki brzegowe, oparte na lepkim modelu zapropamgm w [177]. Wyko-
nane testy numeryczne pokazaty efektyd@mtego sformutowania zaréwno na brzegu
obszaru modelowanego elementamifgkaonymi, jak i na brzegu obszaru modelowa-
nego elementami dyskretnymi. Absorpcyjne warunki brzezypapewniaja pochfania-
nie energii fal wychodzacych na zewnatrz obszaru.

Przeprowadzono badania efektéw falowych na powierzcletiagidésci wystepu-
jacej miedzy &érodkami o ranej opornéci falowej. Uzyskano jakiciowo i ilosciowo
poprawne modelowanie praeja fali przez powierzchnie nieciagld. Uzyskane nu-
merycznie wartsci wspoétczynnika odbicia i przepuszczadoosa zgodne z przewidy-
wanymi teoretycznie.



12. Modelowanie procesu wytwarzania formy
piaskowej w odlewaniu technologia traconego
modelu

Wstep

Rozdziat ten przedstawia przyktad wykorzystania metogyneintéw dyskretnych do
modelowania materiatéw granularnych. Jest to jedno z ndjtig typowych zasto-
sowa metody elementéw dyskretnych [57, 41, 81, 167, 199, 15, 288]. W ni-
niejszym rozdziale modelowanie materiatdw granularnyckazano na praktycznym
przykfadzie procesu wytwarzania piaskowej formy w odlemwvametoda traconego
modelu. W rozpatrywanym procesie nastepuje zasypywaiaigkipm modelu sty-
ropianowego umieszczonego w skrzynce oraz zageszczmsieuprzez wibracje. W
modelowaniu zostana réwrevykorzystane mrdiwosci stosowania modeli hybrydo-
wych. Razem z elementami dyskretnymi reprezentujacyméai do dyskretyzacii
zasypywanego modelu zostana zastosowane elemenfiyzke.

12.1 Opis procesu odlewania technologia traconego modelu

Odlewanie metoda traconego modelu, zwana régvmetoda zgazowywanego mo-
delu, metoda wypalanych modeli lub metoda petnej formgg( LFC — lost foam
casting lub EPC — expendable pattern casting), jest teobi@lw ktorej stosuje sie
jednorazowy model ze spienionego polistyrenu (styropiapozostajacy w formie
piaskowej w trakcie zalewania [223]. Model jest wytapianygazowywany przez
ciekly metal. Metal wypetnia wneke formy, zastepujaodal i odwzorowujac jego
ksztalt. Metoda ta ma liczne zalety w porownaniu z innymhtexogiami odlew-
niczymi. Do zalet naley m.in. maliwo& uzyskania odlewu o dej doktadn&ci
wykonania, brak potrzeby stosowania obrébki mechanicadégwu, wyeliminowa-
nie rdzeni, maliwost wykonania odlewéw o skomplikowanych ksztattach. Metoda
traconego modelu daje tym samymzduswobode projektantowi, niedostepna w in-
nych technologiach odlewniczych. Z drugiej jednak strorgtada ta stwarza réwrie
pewne trudnsci, do ktérych zaliczaja sie problemy zwiazane z wymiem odpo-
wiedniej formy piaskowe;.

Proces wytwarzania formy rozpoczyna sie od umieszczemidetn na warstwie
piasku. Model jest zasypywany do catkowitego pokrycia gathsypkim piaskiem.
Piasek w celu zageszczenia poddaje sie wibracji. Poszageniu piasku forma rae
byt zalewana metalem.

207
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Zageszczanie formy piaskowej poprzez wibracje jestyedm wazniejszych eta-
péw procesu odlewania metoda traconego modeluzemie zasadniczy wptyw na
jakost odlewu. Wibracja ma zapewmniodpowiednia i réwnomierna gestopiasku
oraz doprowadzi do wypetnienia przez piasek wszystkich wnek wokét mod€lo-
datkowym problemem, ktéry nze wystapt w trakcie wytwarzania formy piaskowe;,
jest maliwost odksztatcenia sie modelu styropianowego, prowadzacdefektow
ksztattu odlewu. Nie istniejgciste reguty dobrania odpowiednich parametréw i spo-
sobu wibracji, dlatego proces wibracji ustala sie metoiddp i btedow.

12.2 Glowne zalaenia modelu numerycznego

Celem opracowanego modelu matematycznego jest symulemjagu zasypywania
formy piaskiem oraz zageszczania piasku poprzez wibragjawiskami fizycznymi,
z ktérymi mamy do czynienia, jest przeptyw materialu sygki€piasku) wokot sztyw-
nych lub odksztatcalnych obiektéw (model, skrzynka) podymem sit ciezkosci oraz
drgah skrzynki.

Sparod r&nych maliwosci modelowania, wtacznie z modelami ciagtymi, wydaje
sie, ze model numeryczny zbudowany w oparciu 0 metode elemedi@kretnych
stanowi najlepsze narzedzie do badania zageszczarsikupislvV trakcie tego procesu
drgania podtaa wzbudzaja ruch czastek, poprawiajacy ich upakowaroedaje w
efekcie wzrost gesézi. Trudno bytoby uwzgledaiefekt poprawy upakowania ziaren
piasku stosujac sformutowanie w oparciu 0 mechan&mdka ciagtego.

Opracowany algorytm metody elementéw dyskretnych dajglimost stosowania
czastek o rdnych wymiarach, co pozwala uwzgledmozktad wielk&ci ziaren piasku,
aczkolwiek nie pretenduje sie do reprezentacji pojedycicziaren piasku poprzez
czastki modelu numerycznego. Testy numeryczne pokazajanodel sktadajacy sie
z czastek znacznie wigkszychzriiarna piasku oddaje dobrze makroskopowe cechy
ruchu materiatu sypkiego. W modelowaniu numerycznymydsie do stosowania
mozliwie duzej liczby elementéw o jak najmniejszych wymiarach, jedabigt duzy
model mae prowad#i do bardzo dtugich czaséw obligze

Integracja metody elementéw dyskretnych i metody elenversidonczonych po-
zwala zastosowamodel hybrydowy, w ktérym zostanie uwzgledniony styesmwy
model dyskretyzowany elemenatmi skazonymi. Dzigki temu mzdiwe bedzie bada-
nie odksztatcania modelu w trakcie zasypywania piaskieam artrakcie zageszczania
piasku przez wibracje.

12.3 Okreslenie parametrow modelu elementdéw dyskretnych

Jako gtéwny parametr makroskopowy, charakteryzujacgghiav warunkach zagesz-
czania przez wibracje, nzoa uzna kat naturalnego usypu [180]. Kat naturalnego



12.3. Okralenie parametréw modelu elementéw dyskretnych 209

usypu zaley od wzajemnej ruchlingci czastek (ziarn), ktéra jest uwarunkowana si-
tami spojnéci i oporami tarcia. W produkcji formy w technologii odlemia metoda
traconego modelu stosuje sie suchy sypki piasek, co uaaspdminiecie sit spojriri
(kohezji) w modelowaniu oddziatywania miedzy elementayskretnymi. Uwzgled-
niony bedzie op6r tarcia gizgowego i tocznego. Poréwnanie wynikéwstoad-
czalnych i numerycznych dla testu, wyznaczajacego katramego usypu, pozwoli
dobra& parametry tarcia @izgowego i tocznego dajace zamlane zachowanie makro-
skopowe zbioru elementéw dyskretnych modelujacych giase

Testy numeryczne wykazalge najistotniejszymi parametrami mikroskopowymi
majacymi wplyw na wielk& kata naturalnego usypu sa wspotczynniki rozwinie-
tego tarcia pslizgowego i tocznego. Mma zaniedb@wptyw parametréw funkcii
kary, charakteryzujacych smgsta cz&6¢ oddziatywania miedzy czastkami. W ruchu
zdominowanym przez sity cixosci, z ktérym mamy do czynienia w badanym za-
gadnieniu, wspoétczynniki te nie maja znaczacego wphnauruch makroskopowy.
Wielkost ttumienia dla oddziatywania kontaktowego dobrano takubyska quasi-
statyczna konfiguracje keowa. Oddziatywanie sprgste i ttumienie ma wptyw na
przemieszczenia piasku poddanego wibracji. Parametikcjukary i wspétczynniki
tlumienia beda doktadniej badane w testach numeryczpyzadstawionych w pod-
rozdziale 12.1.

Przeprowadzono proste badaniga@dczalne, majace na celu wyznaczenie kata
naturalnego usypu dla zaych rodzajéw piasku, stosowanych ven§ch odlewniach
do produkcji form w procesach odlewania metoda traconegadatu (rys. 12.1).
Otrzymano wartsci kata usypu w zakresie od 280 36, przy czym najrisza war-
toSC 25— 26° charakteryzuje sztuczny materiat sypki Cerabead o regyiaksztalcie
ziarn.

W celu weryfikacji modelu numerycznego przeprowadzono $gojeltych testéw,
stosujac model dwuwymiarowy (rys. 12.2). Piasek byt reergowany przez zbiér
10700 elementéw walcowych o promieniu od 0.3 do 1.35 mm;jetgyozmiar cza-
stek w modelu numerycznym jest okoto czterokrotnie wigksa rzeczywistego roz-
miaru ziaren piasku. Rozktad wielkoi czastek przyjeto zgodnie z rzeczywistym roz-
ktadem wielk@ci ziaren piasku, uzyskanym w analizie sitowej.

W modelowaniu oddziatywania kontaktowego elementéw dstskich zataono
model z tarciem bez kohezji, opisany w rozdziale 7.3, pmdag z modelem tarcia
tocznego opisanego rownaniami (7.48)—(7.50) z regulafgaana réwnaniem (7.52).
Uwzglednienie oporu toczenia pozwala uzyskardziej realistyczny model materiatu
sypkiego [156]. W modelu uwzgledniono ttumienie oddziedyia kontaktowego,
dane rownaniem (7.29), oraz wprowadzono minimalne tluraieiewiskotyczne, zde-
finiowane réwnaniami (7.57) i (7.58).
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a)

Rys. 12.1. D8wiadczalne wyznaczanie kata naturalnego usypu pia3liasek rzeczywisty,
b) piasek sztuczny.

a) b)
Rys. 12.2. Numeryczne wyznaczanie kata naturalnego usigstu: a) konfiguracja poczat-
kowa, b) konfiguracja kiscowa.

Zbi6r parametrow definiujacych model elementéw dyskretinjest nastepujacy:
gest&e p, sztywnat kontaktu miedzy czastkank, i ks, wspotczynnik tarcia Co-
ulombapu, wspoétczynnik ttumienia kontakté, parametry definiujace kontakt miedzy
czastkami a powierzchniami innych obiektéw — sztysinkh i k&, wspétczynnik tarcia
CoulombapP, wspétczynnik ttumienia w kontakcie miedzy czastkamiaaverzch-
niami &P, parametry definiujace tarcie toczne miedzy czasteuzkaeaz miedzy cza-
steczkami i powierzchniami sztywnynag i kI, wspoétczynniki ttumienia zewnetrz-
negoa™ i ™. W modelu tarcia tocznego zaiono,ze wspdtczynnikas mozna wy-
razic poprzez bezwymiarowy wspétczynniki promien mniejszego z kontaktujacych
sie elementéw jako
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ag=e¢r. (12.1)

Kohcowym wynikiem symulacji byta pryzma piasku o danym kagsypu (rys.
12.2b). Badajac wptyw mnych parametréw modelu na wielokata usypu stwier-
dzono, ze najwigksze znaczenie maja wspoétczynniki tarciélipgowego i tocznego
miedzy elementami dyskretnymi. Obliczenia przeprowadzdla szerokiego prze-
dziatlu wartdci wspotczynnikéwu i & przy ustalonych wartrciach pozostatych pa-
rametrow podanych w tabeli 12.1. Zatmo,ze parametry oki&ajace opdr toczenia
po powierzchni sa rowne parametrom definiujacym taraerie miedzy elementami
dyskretnymi.

Tabela 12.1. Parametry modelu do wyznaczania kata naggalusypu piasku.

P Kn ks 3 kh kE uP &p a™ g™
kg/m*  N/m N/m N/m N/m

2400 7100 7-10* 10 2104 2-10* 035 095 003 03

R N\,
Y 0.2 0.3 0.4 0.5
|
0 / \ \ 255
2265 23 24.1 23.65 24.95 242 . 25
\ 7 \ / \ / \ 7
O' ] 5 27.2 271 305 30.8 32.8 32.8 33.7 34.0
¥
0.30 201 %5 331 35.0 342 156 36.8 36.6
\ ,
0.45 289 288 y w 367 : 367 395 8%

Rys. 12.3. Konfiguracja pryzmy piasku przyzrych wart&ciach wspétczynnikéw tarcia po-
Slizgowego i tocznego.

Zmieniajac wspotczynnik tarcia gbzgowegou w zakresie 0.2-0.5, oraz wspot-
czynnik charakteryzujacy tarcie toczawv zakresie 0—0.45 uzyskano katy naturalnego
usypu w zakresie od 22lo 39 (rys. 12.3). Zalenast kata naturalnego usypu piasku
od wspotczynnikéw tarcia @hizgowego i tocznego pokazano graficznie narys. 12.4.
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Repose angle

g 394
) 37.522
s 1 I 35.644
4

: - 33.767

H \ 31.889
‘

30011

03 L

-+ 28.133

26.255
l 24378
225

0 015 0.30
€

Rys. 12.4. Zalendst kata naturalnego usypu piasku od wspétczynnikéw tarosizgowego
i tocznego.

12.4 Eksperymentalne i numeryczne badanie ruchu piasku pod
wptywem drgan

Przeprowadzono symulacje numeryczna przemieszczgngasku w poziomych
rurach (rys. 12.5) umieszczonych w skrzynce odlewniczagypanych piaskiem pod
wplywem drga skrzynki w kierunku pionowym, o czestotliwoi 50 Hz i amplitudzie
przyspieszenia 150% przyspieszenia grawitacyjnego. kMpaidah doswiadczalnych
przedstawia rys. 12.6.

W analizie numerycznej badano ruch piasku jedynie w rurzejwipkszejsred-
nicy. Wykorzystano model dwuwymiarowy, w ktérym zastosowa@4 000 czastek
walcowych o ranej Srednicy (rozktad wielksci ziaren przyjeto proporcjonalnie do
wynikow analizy sitowej piasku rzeczywistego). Wyniki #ima numerycznej sa po-
kazane narys. 12.7. Przyktad ten wykorzystano do wyznaezeirlkosci tumienia i
sprezystego oddziatywania miedzy czastkami. Wspoétczynthikinienia i funkciji kary
dobierano tak, by uzyskazgodn&t wynikébw numerycznych z wynikami dwiad-
czalnymi. Zgodné&t te mana zauwayt poréwnujac rysunki 12.6i12.7.

a)

Rys. 12.5. Zestaw rur stosowanych w eksperymencie: a) dgfigeometrii, b) widok rur.
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b)t=5s

c)t=20s dt=40s

Rys. 12.6. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przéragje — déwiadczenie.

a)t=0s b)t=5s

c)t=20s dit=40s

Rys. 12.7. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przéragje — wyniki numeryczne.
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Symulacja przeptywu piasku poddanego wibracji ujawnianged gtéwnych wad
metody elementéw dyskretnych — dtugi czas oblitziéa dizych modeli analizowa-
nych w diugim przedziale czasu. Analiza ruchu 64 000 ckastezasie 40 s wy-
magata okoto okoto 750 tys. krokéw catkowania, co zajetotok60 godz. CPU na
komputerze z procesorem Xeon 3.4 GHz.

12.5 Eksperymentalne i numeryczne badania odksztatcania odelu w
trakcie zasypywania i zageszczania

Przeprowadzono badania&gmadczalne i numeryczne odksztatlcania modelu styro-
pianowego w procesie produkcji formy piaskowej. W badamiagkorzystano model
czesci 0 bardzo prostej geometrii, w ksztalcie odwréconepite. Ksztatt i ustawie-
nie modelu miaty utatwd wystapienie dzych odksztatde w trakcie zasypywania go
piaskiem (rys. 12.8a). Podczas wibracji piasek wypemigkgnpod pozioma poétka i
wyréwnuje nieco naciski na model zmniejszajac jego odksenie (rys. 12.9a).

a) b)
Rys. 12.8. Odksztatcony model po zasypaniu piaskiem: syimczenie, b) symulacja.

a) b)
Rys. 12.9. Odksztatcony model po wibracji: apsidadczenie, b) symulacja numeryczna.
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Podobne odksztalcenie modelu otrzymuje sie w przepromragzsymulacji nume-
rycznej. Wyniki numeryczne sa przedstwione na rys. 12.8D.9b. Na rys. 12.8b
przedstawiony jest odksztatcony model z niezapetnioagkiém wneka pod pozioma
potka, a rys. 12.9b pokazuje ksztatt modelu i wypetiememy piaskiem po wi-
bracji. Wskutek drga piasek przemigit sie, wypetniajac przestraevokot modelu i
zmniejszajac jego odksztatcenie. Rysunki 12.8 i 12.9 pojabardzo dobra zgod&d
miedzy wynikami analizy numerycznej i wynikami baddcswiadczalnych.

Analiza numeryczna byta przeprowadzona przyaiu modelu taczacego metode
elementéw dyskretnych i metode elementéwiskamnych. Model styropianowy zo-
stat zdyskretyzowany czworokatnymi elementami, modeluni ptaski stan odksztal-
cenia. Gestt styropianu wynosp = 12 kg/n?, styropian jest traktowany jako mate-
riat liniowo sprezysty, charakteryzowany przez modut Youriga= 6.4 MPa i wspot-
czynnik Poisson& = 0.35.

12.6 Symulacja zasypywania i zageszczania piasku dla mdde
trojwymiarowego

Badano déwiadczalnie i numerycznie zasypywanie tréjwymiarowegudeiu o
ksztalcie piescienia z pozioma potka, pokazanego narys. 12.10. Pamsddwano do
skrzynki odlewniczej warstwami, a miedzy sypaniem kofejmwarstw skrzynke pod-
dawano wibracji. Dla zaznaczenia warstw stosowano odpimdezabarwiony piasek.
Na rys. 12.11a pokazano przekrdj rzeczywistej formy piagf@ widocznymi war-
stwami piasku. W analizie numerycznej uzyskano podobneenie warstw piasku,
co jest widoczne narys. 12.11b.

Przyktad ten wykorzystano do zbadania efekty@eicnumerycznej opracowanego
algorytmu wykrywania kontaktu przedstawionego w podrieldz10.2. W przykia-
dzie badano kontakt miedzy da liczba elementéw dyskretnych —zka warstwe pia-
sku modelowano za pomoca 25 tysiecy czastek, fickarym etapie model liczyt 175

$100

b)
Rys. 12.10. Tréjwymiarowy model: a) definicja geometriisbjropianowy model.
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Rys. 12.11. Przekroj przez forme z widocznymi warstwarasgl: a) déwiadczenie, b) sy-
mulacja numeryczna.

tysiecy czastek. Jako miarg efektyvimaoprzyjeto czas CPU 1000 krokéw catkowa-
nia w kahcowej fazie wibracyjnego zageszczania pierwszej wargiiasku. Efek-
tywnost dwuetapowego algorytmu zake od czestotliwéci przeprowadzania i efek-
tywnasci globalnego poszukiwania kontaktu oraz efekty®aidokalnego wykrywania
kontaktu. Obydwa czynniki zat@ od doboru wprowadzonego w podrozdziale 10.2.2
parametrucy,. Parametr ten stanowi kryterium dla uznania dwoch elemeia&o
potencjalnie kontaktujacych sie i umieszczenia ich Beidi par obiektow sprawdza-
nych w etapie lokalnego wykrywania kontaktu. Im wigkszate& parametricy,
tym dhuzsza lista potencjalnie kontaktujacych sie par elemernitthozna oczekiwa
diuzszego czasu wymaganego dla lokalnego sprawdzenia kontZkdrugiej strony
wigksza warté cio pozwala zmniejszy czestotliwgt globalnego poszukiwania kon-
taktu. Mazna oczekiwg, ze istnieje pewna optymalna wastocy,, dla ktérej czas
wykrywania kontaktu jest najmniejszy.

Narys. 12.12a zilustrowano wptyy, na efektywn&t wykrywania kontaktu. Ba-
dania przeprowadzono w zakresjg = 0.075R— 0.47R, gdzieR = 29 mm jestred-

200, T T T 400000 1200
1ok czas CPU (1000 krokow) ——
liczba pot. par kont, (dlugosc listy) -~
liczba posz. glob./1000 krokow -~ -- / 2 1000
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Rys. 12.12. Efektywn& numeryczna algorytmu wykrywania kontaktu: a) wplyw paeam
Ciol, b) zal&ndst czasu obliczi od liczby elementdw.
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nim promieniem elementéw dyskretnych stosowanych w mod#dana z krzywych
pokazuje zmiane liczby globalnego poszukiwania kontétlwrotnie proporcjonalna
do czestotliwgci) przypadajaca na badane 1000 krokéw catkowania. ®rukrzy-
wych pokazuje zmiang dtugoi listy potencjalnie kontaktujacych sie par elementow
Trzecia krzywa pokazuje czas CPU dla badanych 1000 krokékewania. Wid&, ze
poczatkowo ze wzrostem parametiy), czas CPU maleje dzieki temme zmniejsza
sie liczba globalnego poszukiwania kontaktu. Jedn@mieejednak wydtaa sie lista
potencjalnie kontaktujacych sie elementéw, co powadzgeod pewnej war&i Cy
czas CPU zaczyna rosnavlinimalna wart&€ czasu CPU uzyskano dig; = 0.155R.

Na rys. 12.12b pokazano zmiane czasu CPU wraz ze wzrostehylelementéw
dyskretnych. Czasy CPU olglano dla 1000 krokéw catkowania w fazie wibracyj-
nego zageszczania piasku po zasypaniu modelu kolejnynsitwami piasku. Dzigki
temu zbadano zmiane czasu wykrywania kontaktu dla liczbsnentéw rosnacej od
25 do 175 tysiecy co 25 tysiecy. Uzyskano prawie liniowgiane czasu CPU, co
Swiadczy jestze opracowany algorytm wykrywania kontaktu jest rz¢tluPozwala
to spodziewa sie dobrej efektywrici numerycznej tego algorytmu réwaies jeszcze
wiekszych modelach.

Mimo efektywnego algorytmu numerycznego ogélny czas ahfigest dtugi. Dla
petnego modelu liczacego 175 tysiecy elementéw analizedziatu czasu 3 s wymaga
okoto 170 tys. krokéw i zajmuje okoto 48 godz. CPU komputefacesorem Xeon
3.4 GHz.

Podsumowanie

W tym rozdziale pokazan@ze metoda elementéw dyskretnych jest bardzo dobrym
narzedziem do modelowania przeptywow materiatéw granylzh. Analiza procesu
wytwarzania formy piaskowej w odlewaniu technologia traego modelu mze byt
wykorzystana do bardziej racjonalnego projektowania @sacwytwarzania formy
piaskowej. Numeryczna symulacja pozwala przewidziezliwost wystapienia de-
fektéw formy, polegajacych na niedostatecznym zagesuazpiasku i ztym wypet-
nieniu piaskiem wnek wokét modelu.

Przedstawione przyktady pokazuja réwnimazliwosci stosowania modeli hybry-
dowych. Razem z elementami dyskretnymi, reprezentujagasek, zastosowano
metode elementéw skazonych do dyskretyzacji zasypywanego modelu styropiano
wego. Dato to maliwost badania deformacji modelu w trakcie zasypywania i za-
geszczania przez wibracje. Wyniki analizy numerycznegdstawione w niniejszym
rozdziale sa poréwnane z wynikami baddcswiadczalnych. Mpna zaobserwovia
dobra zgodng&t poréwnywanych wynikéw.
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Zastosowanie modelowania w praktyce do wyznaczania optywia parametrow
procesu produkcji form, np. kierunku, czestotlseq amplitudy i czasu drgawy-
maga dalszych prac badawczych. Istotnym ograniczenietwrgasiez czas obli-
czen. Aczkolwiek algorytm numeryczny charakteryzuje sigaefektywn&cia ob-
liczeniowa, analiza procesu zageszczania piasku jegotiwata, co w chwili obecnej
ogranicza zastosowanie metody do stosunkowo prostych gfgamW przysziGci
planowane sa prace nad wprowadzeniem obfiabsvnolegtych.

Wiecej wynikéw numerycznych uzyskanych przez autoramacznalez w [259].
Wyniki prac nad modelowaniem procesu wytwarzania formgknavej zostaty row-
niez opublikowane w jezyku polskim w [242, 243]. Praca zostaysonana czgciowo
w ramach europejskiego projektu badawczego GRD1-200@253hortening Lead
Times and Improving Quality by Innovative Upgrading of thest Foam Process.



13. Modelowanie skat metoda elementéw
dyskretnych

Wstep

Metoda elementow dyskretnych jest powszechnie uznaw&oadaskonale nadajaca
sie do modelowania skat [57, 41, 199, 298]. Model mater&dalnego zbudowany
za pomoca elementéw dyskretnych zna traktowa jako fizycznie zgodny ze struk-
tura polikrystaliczna i ziarnista, charakteryzigazeczywiste skaty. W prosty sposéb
mozna réwnie uwzglednt nieciagt@ci istniejace i powstajace w trakcie odksztatca-
nia skaty.

Zasadniczym problemem w modelowaniu materiatu jest doidamtidanie wisci-
wosci makroskopowych materiatu. Model materiatu w metodenentéw dyskret-
nych jest zdefiniowany przez zbiér parametrow mikroskopdwgpor. rozdziat 8.2),
ktérych nie mana wyznacz§ w sposéb bez@edni za pomoca pomiaréw, ani za po-
moca rozwaah teoretycznych. Metody homogenizacjidredniania przedstawione w
rozdziale 8 pozwalaja znaleprzegcie od modelu mikroskopowego do makroskopo-
wego dla zakresu liniowego, podczas gdy zachowanie slensktakcie odksztatcania
charakteryzuje sie wystepowaniem efektow nieliniowych

W niniejszym rozdziale zostana zbadane makroskopowenadasmateriatu mo-
delowanego za pomoca metody elementow dyskretnych natgwaids symulacii
dwéch podstawowych testéw laboratoryjnych stosowanychlwgenaczania wisci-
wosci skat: préby jednoosiowedseiskania oraz préby poprzecznegmiskania (préby
brazylijskiej). Wyniki déwiadczalne zostatyayczone przez laboratorium zaktadéw
Sandvik Mining and Construction (dawniej Voest-Alpine geichnik) w Zeltweg
(Austria).

Nieznane parametry dowolnego modelu numerycznego mogaviggnaczone za
pomoca metod analizy odwrotnej, ktdra nafaej jest formutowana jako problem
optymalizacji [226, 96, 40, 166]. Przedstawieniemgch metod identyfikacji para-
metréw modeli materiatéw nmma znalez np. w [192]. W niniejszej pracy do wy-
znaczenia parametréw modelu mikroskopowego (element&krdinych), przy za-
danych wtasngciach makroskopowych, zostana wykorzystane bezwymaaale-
nosci miedzy parametrami mikroskopowymi i makroskopowyrapmponowane na
podstawie analizy wymiarowej w [117]. Postg/ch zalendsci zostanie ustalona na
podstawie symulacji proby jednoosiowe§oiskania dla pewnego przedziatu warto-

219
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sci parametrow mikroskopowych. Zalesci te zostana zastosowane w celu dobra-
nia parametrow mikroskopowych do modelu skaly o zadanyd@d$amwhcsciach me-
chanicznych. Dla przyjetych parametrow mikroskopowyoktana przeprowadzone
sprawdzajace symulacje préby jednoosiowégiskania oraz proby brazylijskiej.

W niniejszym rozdziale zostana réwaieastosowane i zweryfikowane algorytmy
obliczenia napreeh makroskopowych w modelu metody elementéw dyskretnych,
przedstawione w rozdziale 8.

13.1 Podstawowe wigciwasci mechaniczne skat

W niniejszym rozdziale bedzie rozpatrywane modelowakiyszwieziej, bedacej
zbiorem mineratléw o mniej wiecej jednakowym stadzie i pooej budowie geolo-
gicznej. Skate zwiezta charakteryzuja drobne, na agélvidoczne spekania, da
spojndet, mata porowatst, matascisliwost oraz stosunkowo nieda anizotropia.

W praktyce stosuje sig wiele wielkoi, charakteryzujacych wtass@ mechaniczne
skat, czesto zwiazanych z konkretnymi badaniami lalooygtymi prébek materiatu
skalnego. Do najwaniejszych metod badania slwiadczalnego skat nae:

préba jednoosiowegsciskania,

proba poprzeczneggriskania (test brazylijski),

préba tréjosiowegéciskania,

badanie wytrzymaleci skat nascinanie.

W niniejszej pracy beda badane &tavdsci skat wyznaczane na podstawie préoby jed-
noosiowegasciskania oraz préby brazylijskiej. Testy te rajedo testéw zalecanych
do oceny podatrizi skat na mechaniczne urabianie [201]. Procesy mechaeucz
urabiania skat beda badane w dalszejceeracy.

13.1.1 Préba jednoosiowegéciskania

Préba jednoosiowegsciskania polega na obaianiu probki skaty zwieztej, w ksztat-
cie prostopadiscianu lub walca, sit&ciskajaca wzdi osi podhznej prostopadto-
Scianu lub tworzacej walca, rownomiernie wzrastajacd@osiagnigecia sity niszcza-
cej prébke. Rysunek 13.1 przedstawia prébke walcowasmeizona miedzy ptytami
prasy wytrzymatéciowej i poddana probie jednoosiowegmskania.

Normy zazwyczaj zalecaja stosowanie probek w ksztalcieayanp. [230]. W
przypadku trudngci z odwierceniem prébek w ksztalcie walca dopuszcza rsibkp
prostopadtécienne. Zalecansrednica probek walcowych wynosi od 42 do 54 mm
[230]. Badania wytrzymaki naSciskanie wykonuje sige dla probek o smuido(sto-
sunku wysokéci probkih do srednicy jej podstawyl, od 1 do 3. Normy zalecaja
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Rys. 13.1. Proba jednoosiowegciskania: a) przed zniszczeniem prébki, b) podczas részcz
nia probki (zdjecia myczone przez Sandvik Mining and Construction w Zeltwegsthia).

zazwyczaj, aby smuké probki wynosita co najmniej 2. ISRM [123] rekomenduje
prébki o smukiéci 25— 3, a polska norma PN-G-04303 [230], podobnie jak norma
ASTM D2938 [12], zaleca prébke o smukid 2. Niemniej jednak niektére normy za-
lecaja lub dopuszczaja stosowanie prébek o rownej wysmkérednicy (o smukisci

1), np. norma DIN 52105 [83], polska norma dla materiatow ieamych PN-EN 1926
[228] lub norma ONORM B 3124 [204]. 3k stosunek dtuggci doSrednicy probki
jestrany od 2, ASTM [12] okréla wspétczynnik korygujacy, ktéry trzeba zastosowa
do wartcci wytrzymaiéci wyznaczonej w prébie. Wytrzymaionasciskanie zwykle
wzrasta wraz ze zmniejszaniem sie wyssdigorébkih [281]. Polska norma PN-G-
04303 [230], w przypadku badania prébek o sméktadéwnej 1, zaleca pomaenie
obliczonego wyniku przez 8/9. Préba przedstawiona na r@sl jest wykonana dla
probki o rownej wysoksci i Srednicy.

Jedynym powodem stosowania smuktych prébek jesklimwost wytworzenia
stanu jednoosiowegéciskania wsrodkowej czgci probki. Przy probkach o smu-
ktoSci mniejszej od 2 w diej czeéci probki wystepuje tréjosiowy stan napemia
wskutek nieréwnomiernego rozktadu sit kontaktu z powodgitamiedzy probka a
ptytami maszyny wytrzymakrciowej. Polerowanie powierzchni prébki i stosowanie
odpowiednich smaréw nz@ zmniejszg tarcie i jego wptyw na niejednorod&o na-
prezenia w probce. Stosowanie prébek o réwnej wysakosrednicy w zastosowaniu
do skat poddanych urabianiu mechanicznemuenm¢ uzasadnione tynze tak wy-
znaczona wytrzymakg nasciskanie stanowi lepszy parametr dla @keeia podatno-
Sci skat na urabianie mechaniczne lub skrawaniezgdystepujacy w takiej prébce
stan napreenia jest bardziej ztdbny do stanu napzenia w skale pod naciskiem na-
rzedzia skrawajacego [93].
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Rys. 13.2. Typowe krzywe napenie-od- Rys. 13.3. Wyznaczanie modutu Younga z
ksztatcenie dla jednoosiowedimiskania dla krzywej naprgenie—odksztatcenie dla jedno-
skat: a) kruchych (piaskowiec), b) potkru-osiowegdsciskania.

chych (zlepieniec kwarcytowy), ¢) podatnych

(wapien).

Bezparednim wynikiem préby jednoosiowedgiskania jest zalmost miedzy
sita Sciskajaca a zmiana odlegtm ptyt maszyny wytrzymakriowej. Po przeska-
lowaniu tej krzywej, dzielac site przez przekrdj oraz iwghjacsrednie odksztatcenie
osiowe na podstawie przemieszczenia piyt, otrzymujelsagakterystyke napeenie-
odksztatcenie. Nafy pamieté, ze nie mana tak otrzymanej krzywej traktowgako
cechy materiatowej. Jest ona funkcja sdavacsci skat, jak réwnie geometrii i roz-
miaru prébki oraz metody dwiadczalnej i cech maszyny wytrzymaéiowej [118].

Przebieg krzywych napeenie—odksztatcenie i wielkb wyréznionych faz po-
zwala zakwalifikowa skaty jako kruche, pétkruche lub podatne. Typowe krzywe
odksztatcenia dla @hych typéw skat przedstawiono na rys. 13.2, biorac jakaypr
kladowe krzywe dla piaskowca, zlepiea kwarcytowego i wapienia. Skaty kruche
cechuje dma wytrzymat&t naSciskanie, stosunkowo maty zakres odksztatoge-
spreystych i mate odksztatcenia odpowiadajace zniszczeWustanie pozniszcze-
niowym w przypadku skat kruchych nastepuje zazwyczajynagadek wytrzymaleci
prawie do zera. Skaly pétkruche wykazuja mniej cechagstych, charakteryzuja sie
wigksza odksztatcaldeia. Stosunek odksztaftdrwatych do spreystych wzrasta.
Skaty podatne sa w dym stopniu odksztatcalne, odksztatcenie jest gtoéwniatew
nieodwracalne.

Charakterystyki napzenie—odksztatcenie pozwalaja wyznacppdstawowe wia-
sndsci skaty modut Young& oraz wytrzymat&t nasciskanieo;. Jesli w prébie jedno-
osiowegasciskania mierzone sa odksztatcenia w kierunku poprz@ezmazna okre-
§lic wspétczynnik Poissona. Wytrzymaltdst nasciskanie oblicza sie wedtug wzoru:

P
O = ":X, (13.1)
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w ktorym Ppax — wartdse sity, przy ktorej nastapito zgniecenie prébki- powierzch-
nia przekroju poprzecznego probki.

State spreyste, modut Young& oraz wspétczynnik Poissona wedtug zalece
ISRM [123], mana wyznacz§ jako:

e parametry styczne w punkcie odpowiadajacym skmeemu poziomowi napzen
wzgledem doraznej wytrzymaioi naSciskanieg. np. dla 050,

e jako wartdscisrednie obliczone dla c&ei charakterystyki napeeniowo—odksztat-
ceniowej, ktéra mana w przyblzeniu uzna za liniowa,

e jako parametry sieczne mierzone od zerowego poziomu pepig do poziomu
ustalonego wzgledem wytrzymdia naSciskanieg, zazwyczaj dla (bo..

W niniejszej pracy state sprgste wyznaczano jako parametry styczne w punkcie od-
powiadajacym 0.5 wytrzymaéei naSciskanieo, stosujac przy tym przybtenie r&-
nicowe zaproponowane w [127]:

Aga 0.60; — 0.40, b by &(0.60¢) — &(0.40¢) (13.2)
 Dey  £4(0.60:) —&4(0.40;)" T DNea €(0.60;) — £4(0.40;)’ '

gdzie g, jest odksztatlceniem osiowym (podiym), ag; jest odksztatceniem promie-
niowym (poprzecznym). Metoda ta jest przedstawiona gnaicaa rys. 13.3.

13.1.2 Probasciskania poprzecznego

Rys. 13.4. Prébaciskania poprzecznego (proba brazylijska): a) przedeméniem probki, b)
po zniszczeniu probki (zdjeciazyczone przez Sandvik Mining and Construction w Zeltweg,
Austria).
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Prébasciskania poprzecznego, zwana proba brazylijska lubgrézciagania po-
Sredniego, stzy do wyznaczania wytrzymaigi skat na rozciaganie. Polega ona na
sciskaniu i roztupywaniu wzdfusrednicy ptaskich prébek walcowych (rys. 13.4).
Warunki wykonywania préby brazylijskiej sa oldlene m.in. w zaleceniach ISRM
[80], normie ASTM D3967 [58] i polskiej normie PN-G-043022/)]. Zalecenia za-
warte w cytowanych normach sa podobne. Zgodnie z polskmag@rébka skalna
stosowana w probie brazylijskiej jest ptaskim kk@&m osrednicyd = 42— 54 mm i
grubdsci (wysokaci) h rownej potowieSrednicyd (h/d = 0.5).

Metoda wykorzystuje fakize w prébce walcowefciskanej wzdta Srednicy, wy-
twarza sie niejednorodny dwuosiowy stan naprga, ktéry w czgci Srodkowej cha-
rakteryzuje sie napeeniem gtéwnynsciskajacym w kierunku zgodnym z kierunkiem
przytozenia sity oraz prostopadiym do niego nag@giem gtébwnym rozciagajacym,
trzy razy mniejszym od napzeniasciskajacego. Skata ulega peknigciu, gdy nagre
nie rozciagajace osiaga wastowytrzymaidci na rozciaganie.

Napreenie rozciagajace prostopadte &tednicy w przybkeniu wynosi

2P
% )
gdzie P to wielkost sity Sciskajacej. Podstawiajac do wzoru (133} Ps, gdzieP;
jest sita powodujaca zniszczenie probki, wyznaczavyigezymat®&st na rozciaganies.

Znajoma&t wytrzymatscei na jednoosiowéciskanie oraz wytrzymadei na roz-
ciaganie pozwala oksic kruch&t skaly. Stosunek wytrzyma8oi nasciskanie do
wytrzymatdsci na rozciaganie jest czesto stosowanym parametrerkrdslenia kru-
chdsci [92]. Dla typowych kruchych skat parametr ten ma wsrjeonad 15, a typowe
podatne skaty charakteryzuja sie wéd@mmi ponkej 9.

GXX — (133)

13.2 Przygotowanie modelu probki skalnej

Pierwszym krokiem w analizie metoda elementéw dyskreingst zastapienie mo-
delowanego srodka zbiorem elementoéw dyskretnych. W metodzie elemenigs-
kretnych przyjmuje sie zazwyczaj nieuporzadkowanawaskonfiguracje elementéw
dyskretnych o zrbnicowanym rozmiarze, co pozwala unikrm@gularnej struktury ele-
mentéw dyskretnych i daje model charakteryzujacy sigrigma. Zbior elementow
dyskretnych powinien jak najlepiej wypettigrzestrza. Stopié wypetnienia prze-
strzeni, charakteryzowany porowatia, ma istotny wptyw na wtasgoi mechaniczne
modelu [35, 117].
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Wypetnienie obszaru dwuwymiarowego kotami lub przestraedjwymiarowej
kulami o r&nejsrednicy jest d&t trudnym zadaniem — trudniejszynmeznivygenerowa-
nie siatki elementéw skazonych i mae by czasochtonne. Istniejazibe algorytmy
generowania zbioru cylindrycznych (2D) lub kulistych (3&2astek (elementéw dys-
kretnych) wypehiajacych modelowany obszar. Ogoélnieznzoje podzie na algo-
rytmy zwane geometrycznymi i dynamicznymi.

W algorytmach geometrycznych nowe czastki sa generowanmac przy wzieciu
pod uwage potzenia i rozmiaréw istniejacych auczastek. W algorytmie zapropono-
wanym w [74] czastki o losowym rozmiarze sa generowanessigych potaeniach
tak, by nie wystepowato naruszenie obszaru zajmowanemz [imne czastki. W meto-
dzie opracowanej w [173] czastki o losowym rozmiarze s@gsgatzane tak by byly w
kontakcie z czastkami wygenerowanymi wsaiej. W [75] zastosowano metode po-
stepujacego brzegarig. advancing front method) dla generacji upakowanego zbioru
elementéw dyskretnych. Istnieja algorytmy geometrycztére generuja cylindry
lub kule korzystajac z pomocniczej siatki elementowrskamnych. Algorytm zapro-
ponowany w [51] wykorzystuje triangulacje Delaunaya disdwo wygenerowanych
punktow w dyskretyzowanym obszarze. W trojkaty wpisugeksita (w 3D w czworo-
Sciany wpisywane sa kule), a nastepnie wypeia sieapuigtestrzé kotami (kulami
w 3D) o Srodkach w wierzchotkach trojkatéw (czwéaandéw w 3D). Omébwione al-
gorytmy sa bardzo efektywne, jednak zbiory tak wygenergwh cylindréw lub kul
nie sa dostatecznie gesto spakowane dla modelowania skat

W algorytmach dynamicznych luzna konfiguracja elementést modyfikowana
tak, by otrzyma geste upakowanie przy zastosowaniu metod opartych néana-
niu zagadnienia dynamicznego. Najprostszym algorytmeyo tedzaju jest metoda
osadzania czastek pod wplywem grawitacji, polegajacgemerowaniu swobodnych
czastek w polu grawitacyjnym. Pod dziataniem sityzéigsci luzno wygenerowane
czastki opadaja wypetniajac stopniowo modelowany abs€2rzeg modelowanego ob-
szaru stanowi ograniczenie kontaktowe dla opadajacyabtek. Wada tej metody jest
czasochtonn& oraz nieréwnomierrg@ wypetnienia spowodowana zdica obcize-
nia czastek. Konieczna jest procedura relaksacyjna pjaleg na usunieciu obaania
i umozliwieniu akomodacji czastek w warunkach braku obkeigia zewnetrznego.

Lepsze wyniki daje algorytm ,fill and expand”, polegajacy wypetnieniu prze-
strzeni czastkami 0 mniejszym rozmiarze w stosunku dolawzagmego rozmiaru kio-
cowego, a nastepnie stopniowym zwiekszaniu ich rozmiakd trakcie ktérego ich
pozycja ulega zmianie pod wplywem wzajemnego oddziatyav&nntaktowego. Me-
toda ta jest wielokrotnie szybszazninetoda grawitacyjnego osadzania czastek. Me-
toda ta jest standardowa metoda generacji modelu w prog@FC2D i PFC3D [124],
wykorzystywana np. w [108]. Wada metod dynamicznychkesieczn&t prowadze-
nia kosztownej czasowo analizy dynamicznej.
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W przyktadach numerycznych w niniejszej pracy stosowantdgosadzania gra-
witacyjnego czastek oraz nowa metode, oparta na \Bwamiy zagadnienia optymali-
zacyjnego, zaproponowana w [215]. Idea tej metody jest@stawiona graficznie
na rys. 13.5. Korzystajac z pomocniczej nieregularngksigys. 13.5a), genero-

a) b) €)

Rys. 13.5. Generacja czastek walcowych metoda zapregsomeow [215]: a) pomocnicza
siatka, b) luzna konfiguracja poczatkowa, c) gesto upak@a konfiguracja kiicowa.

wana jest luzna konfiguracja czastelsrodkach pokrywajacych sie z weztami siatki
(rys. 13.5b). Gtéwna idea algorytmu zaproponowanego 1b]2est uzyskanie gesto

upakowanej konfiguracji czastek (rys. 13.5c) poprzez itazanie problemu optyma-

lizacyji z funkcja celu zdefiniowana jako

n N Np Nk

P = - bf 13.4
IPLESPL 134

Z ograniczeniami
8j =0, bj=0, (13.5)

gdzien jest liczba czasteky. jest liczba krawedzi siatki pomocniczej, wychodzacej z
wezta bedacegérodkiem czastki, n, jest liczba czastek tworzacych brzegradka
dyskretnegony jest liczba krawedzi powierzchni ograniczajacej modelny obszar,
na ktére mana zrzutowa prostopadle czastkezgca w pobku brzegug; jest odste-
pem miedzy powierzchniami dwdéch czastekdeych na wspéinej krawedzi zdefinio-
wanym przez nastepujace réwnanie

8j = [lxi—xj|| —ri—rj, (13.6)

gdziex; i xj sa wektorami potpeniasrodkéw czastek; i rj sa promieniami czastek,
bij jest odlegtécia powierzchni czastki od brzegu

bij = |lxi —xij|| —ri, (13.7)
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gdziex;; jest rzutem prostopadtym weztaa segmenj dyskretyzujacy brzeg.

Zmiennymi decyzyjnymi sa pokeniasrodkow czastekxy,...,x,}' oraz ich pro-
mienie {ry,...,ry}". Problem minimalizacji funkcji®, zdefiniowanej réwnaniem
(13.4) z ograniczeniami (13.5), jest rozwiazywany w [2%8] pomoca iteracyjnego
algorytmu Levenberga-Marquardta [168, 183].

Po znalezieniu konfiguracji kemwowej zgodnie z opisana powsgj procedura w mo-
delu materiatu skalnego lub innego materiatu spoisteg@adig czastek i j stykaja-
cych sie ze soba, dla ktérych zachodzi

8 =0 (13.8)

zaklada sie istnienie wiazania kohezyjnego. W praktyminaksciste zastosowanie
warunku (13.8) datoby niezbyt gestaGigowiaz@ miedzy czastkami i dlatego przyj-
muje sie pewna tolerancje dla przyjecia wiazania kgfreego miedzy czastkami

&j < €l (13.9)

W niniejszej pracy przyjmowan@g = (0.02— 0.1)rmin, gdziermin promieh najmniej-
szej czastki w modelu. Zatona tolerancja musi ltyuwzgledniona w pézniejszej
analizie przy liczeniu odstepu/penetracji elementéwkdstmych. Dla kontaktujacych
sie par, dla ktérych przyjeto istnienie wiazania kotjaego, rownanie (7.28) jest zmo-
dyfikowane w nastepujacy sposéb:

g=d-ri—r2—eép, (13.10)

gdzieey, jest poczatkowym odstepem miedzy czastkami 1 i 2. Zrfikdywane réw-
nanie (13.10) w niniejszej pracy jest rownistosowane przg» < 0, tzn. gdy istnieje
poczatkowa penetracja. Jest toztiwe przy innych metodach przygotowania prébek,
np. przy stosowaniu metody osadzania grawitacyjnego. uftosvtedy wyraenie
zmodyfikowane (13.10) nama wyeliminowa poczatkowe napregnia w prébce. Jest
to proste i efektywne rozwiazanie problemu, ktory sprasygiaro ktopotow w analizie
metoda elementow dyskretnych, por. [35, 117].

13.3 Bezwymiarowe zalenosci miedzy parametrami mikro-
I makroskopowymi

Okreslone widciwasci makroskopowe materiatu modelowanego za pomoca ele-
mentéw dyskretnych sa uzyskane przez przyjecieseiwaego modelu oddziatywa-
nia kontaktowego pomiedzy elementami dyskretnymi wradowviednio dobranymi
parametrami definiujacymi ten model. Modelowanie skat \agen przyjecia modelu
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kontaktu uwzgledniajacego sity spopm. W niniejszej pracy jest stosowany model
sprezysto-idealnie kruchy, przedstawiony w rozdziale 7.4. Elaatdziatywania kon-
taktowego mana uwaat za model mikroskopowy materiatu. Parametry definiujace
model oddziatywania kontaktowego wraz z innymi parameiretmarakteryzujacymi
model elementéw dyskretnych nazywane beda parametrérmoskopowymi.

Dla dobrania parametréw mikroskopowych zostanie wykdemys koncep-
cja bezwymiarowych zammcsci miedzy parametrami mikro- i makroskopowymi
przedstawiona w [117]. Na wstepie zostanie przyjety zhp@rametrow mi-
kroskopowych definiujacych model mikroskopowy (porowr@gdrozdziat 8.2):
{kn, ks, Rn,Rs, @™, a™ u,r.n,p,L,V}. WS5réd parametrow uwzgledniono para-
metry charakteryzujace tlumienie niewiskotyczne (tajp ttumienia bedzie sto-
sowany w modelu)a™ i a™" oraz predkét obciganiaV. Spdrod poda-
nych parametréw mikroskopowych mma wyodrebrii parametry majace wptyw
na wiasn&ci sprgyste materiatu, charakteryzujace poczatkowy okresztdkcania
{kn, ks, 1,n,a™t a™ o L V}.

Poszukiwane beda zaliedsci okreslajace zwiazek migdzy parametrami mikrosko-
powymi i wkasn&@ciami makroskopowymi, takimi jak modut Younga wspoétczyn-
nik Poissonav, wytrzymal&t na Sciskanieg, oraz wytrzymal&c na rozciaganie
o:. Wykorzystane zostanie znane z analizy wymiarowej twienigzrr Buckinghama
[158], ktére mowi,ze kada fizycznie znaczaca zatest funkcyjna dlan zmiennych
¥(Q1,Qz,...,Qn) mazna w sposob rownoveay wyrazt poprzez funkcjgn—r bez-
wymiarowych parametrowb (s, 1b, ..., Th_r ), gdzier jest liczba wymiaréw podsta-
wowych, an—r jest maksymalna liczba niezaleych parametréow. W naszym przy-
padkur =3 (m, kg, s).

Na podstawie twierdzenia Buckinghama mma przyjg [117], ze odpowiedz
materiatu w zakresie sprgstym jest zalena od 6 bezwymiarowych parametréw
{ks/Kn,n,r/L,a™ a™" V /\/ka/p}, @ zniszczenie prébki jest funkcja 9 bezwymia-
rowych parametrowknr /Ry, Rs/Rn, Ks/Kn, N, 1 /L, 1, @™ a™ V /. /kn/p}.

Poniewa bedzie analizowany problem quasi-statyézmfisty parametréw mma
usung@ V /+/ka/p oraz wspdtczynniki tumienia™! i a™'. Zaktadajacze wielkdt
elementéw dyskretnychjest mata w stosunku do wymiaréw préolkir < L), mazna
zaniedbé wptyw parametru /L. Jest to zatpenie analogiczne do przyjmowanych w
teorii homogenizacji, por. podrozdziat 8.1. W ten sposélzmaoprzyj&, ze makro-
skopowe wiasneci modelowanego materiatu sa dkl@ne nastepujacymi ogélnymi
zaleznasciami [117]:

1Aby warunek quasi-statyczioi byt spetniony obcizenie musi bg realizowane z mata predgdia.
Czas jego wprowadzenia musitbgttuzszy od podstawowego okresu digavobodnych. Ttumienie musi
byc dobrane tak, by byto zldbne do ttumienia krytycznego.
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ks
E = k,Pe <E,n> , (13.11)
V=2 <E n) (13.12)
- % kn’ 9 "
_Rugp (Kr Rk
Oc = , ¢C<Rn’Rn’kn’n>' (13.13)

Porowat&t n wystepujaca w zalndsciach (13.11)—(13.13) zalg od rozktadu
rozmiarow elementow dyskretnych, ktory, postugujadsigninami technicznymi sto-
sowanymi do materiatéw rozdrobnionych, ama okrélic jako granulacje lub uziar-
nienie. W [305] uznanoze lepsza miara granulacji jest stosumgi/rmax Okresla-
jacy stosunek wielkéci najmniejszego i najwigkszego elementu dyskretneg{B04/]
zachowano réwnie wptyw wielkosci elementéw dyskretnych, stosujac odwrémo
parametru /L. W ten spos6b zamiast zatesci (13.11)—(13.13) w [305] zapropono-
wano:

ks L rmi
E = kD¢ <—S,—,ﬂ>, 13.14
knPe Kn' I max ( )
ks L rmi
v=a, [ =, =, m'”), 13.15
v(kn I I'max ( )

Ej Ra’ kn' I Fmax

Rn(p/<knr Rs ks L rmin>'

0= (13.16)

W niniejszej pracy zakres badania wtaSooograniczono do materiatu o ustalo-
nym rozkladzie wielk&ci elementéw dyskretnych, dlatego ta zmiana nie wplywa na
przedstawione pomej wyniki. Posta zalendsci bezwymiarowych (13.11)—(13.13)
zostanie ustalona na podstawie symulacji numerycznydbygedinoosiowegéciska-
nia dla szerokiego zakresu wastd parametrovk,, ks, Ry i Rs. Celem bedzie okéte-
nie wplywu parametréw mikromechanicznych w modelu eledentyskretnych na
zachowanie makroskopowe otrzymywane w modelu.

13.4 Symulacja proby jednoosioweg@&ciskania

Préba jednoosioweggciskania standardowych prébek materiatu skalnego orstasu
wysokdsci dosrednicy 2 : 1 byta z powodzeniem symulowana za pomoca metied
mentéw dyskretnych w [283]. W niniejszej pracy zostanieeprawadzona symulacja
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Rys. 13.6. Model probki skalnej do symulacji proby jednoesgosciskania: a) obszar mo-
delowany za pomoca elementow dyskretnych, b) powiekefemgmentu modelu z zaznaczo-
nymi aktywnymi wiezami miedzy elementami.

>

proby sciskania probki o wysolazi rownejsrednicy i wynoszacej 50 mm, zgodnie z
procedura stosowana w laboratorium zaktadéw Sandvikindimnd Construction w
Zeltweg (Austria) [93], ktore dostarczyto wyniki ekspergntalne.

W symulacji numerycznej zastosowano dwuwymiarowy modeipowiadajacy
ptaskiemu stanowi napzenia. Rysunek 13.6a przedstawia model prébki o wymiarach
50x 50 mm skfadajacy sie z 4979 elementéw dyskretnych, o razoh charaktery-
zowanych w promieniem z przedziatu od 0.262 do 0.653 mm. @aafa (uziarnie-
nie) zbioru czastek pokazana jest na rys. 1%7edni promié czastek wynosi 0.37
mm. Rysunek 13.6b pokazuje fragment probki w powigkszeriaznaczonymi ist-
niejacymi wiazaniami kohezyjnymi miedzy elementamioavia zauwayc, ze zbior
czastek jest gesto upakowany — wspotczynnik porodaita, wynosi 0.097. Przy za-
lozonej gestéci objetdciowej skatyp’ = 2580 kg/nt, gest&t materiatu skaty wynosi
p=p'/(1—n)=2580/(1—0.097) kg/m® = 2857 kg/ni. Przyjeta gesta odpowiada
gestéci piaskowca badanego &leiadczalnie i numerycznie w dalszej ézgpracy.

Prébke umieszczono miedzy dwiema réwnolegtymi sztywinglytami i poddano
Sciskaniu, przy wymuszonym ruchu piyt w kierunku pionowyam, stata predi&cia
0.125 m/s, ktéra ustalono jako wystarczajaco nigledy procesciskania mana byto
traktowa jako quasi-statycznySciskanie prowadzono do zniszczenia probki i kon-
tynuowano symulacje w zakresie pokrytycznym (poznisaiteeym). Dla przepro-
wadzonych analiz wyznaczano krzywe naengie—odksztatcenie. Nagenie wyzna-
czano na podstawie si§ciskajacej otrzymanej przez zsumowanie wszystkichdsit o
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Rys. 13.7. Rozktad wiell&xi czastek.

dziatywania kontaktowego w kierunku normalnym migedzynadz piyt i czastkami
probki.

Przeprowadzono szereg symulacji badajac wptyw paramvetrikroskopowych na
post& zniszczenia materiatu. W pracy [117] stwierdzome, stosunek parametréw
okreslajacych oddziatywanie miedzy czastkami w kierunkenmalnym i stycznym ma
decydujacy wptyw na stopiekruchgci modelowanej probki skalnej. Rysunek 13.8
przedstawia krzywéciskania uzyskane przy z0ym stosunku sztywrszi oddziaty-
wania kontaktowego w kierunku normalnym i stycznykg/k, = 0.2 i ks/ky = 1.75
oraz zat@onym jednakowym parametrzg = 200 MPa. Pozostate parametry mi-
kroskopowe byly nastepujace: wytrzymgtoviazania miedzy czastkami w kierunku
normalnym i stycznynR, = Rs = 25 kN/m, wspotczynnik tarcia Coulomba miedzy
czastkamiu = 0.839, oraz wspoétczynnik ttumienia nielepkiegdV = 0.2. Krzywa
Sciskania uzyskana przy matym stosuriyk,, pokazana na rys. 13.8a, charaktery-
zuje zachowanie materiatu bardziej kruchegp miateriat reprezentowany krzywa z
rys. 13.8b.

Fizyczna interpretacja tego faktu jest przedstawiona sa 8.9 i 13.10 prezen-
tujacych ewolucje zniszczenia probki w obydwu rozpatywych modelach. Ciem-
nym kolorem zaznaczono czastki, w ktérych wystapito zan& co najmniej jednego
wiazania kohezyjnego. Rysunek 13.9 pokazuje typowe lauctiszczenie materiatu,
natomiast rys. 13.10 — zniszczenia pétkruche (bardzagjlove). Poréwnanie oby-
dwu modeli potwierdza fizyczne obserwacis makroskopowe kruche zniszczenie
otrzymuje sie przy wystepowaniu mikropgekaispowodowanych rozciaganiem, na-
tomiast przy wystepowaniu mikropekgigspowodowanyclscinaniem otrzymuje sie
whasnaci makroskopowe odpowiadajace materiatom podatnymy miatej sztyw-
nosci w kierunku stycznym w stosunku do sztyvieeow kierunku normalnym, przy
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Rys. 13.8. Zalendst naprgenia od odksztatcenia w symulacji préby jednoosiowagiskania:
a) ks/kn = 0.2 b)ks/kn = 1.75.

niewiele r&niacych sie przemieszczeniach wzglednych w kierurtkazelym i nor-
malnym, otrzymuje sie wigksze sity w kierunku normalnyiirzy zataeniu takiej
samej wytrzymatsci wiazania w obydwu kierunkach w modelu pokazanym na rys.
13.9 wystepuja mikropekniecia spowodowane rozaigga. Odwrotnie na rys. 13.10

— pojawiajace sie pekniecia powstaja wskutek przekenia wytrzymatsci nascina-

nie.

Zmieniajac stosuneks/k, w zakresie od 0.1 do 2 przeprowadzono symulacje proby
Sciskania w celu uzyskania zatesci (13.11)—(13.13) dla danej prébki, czyli dla usta-
lonegon. Obliczenia wykonano dla trzech wast wspotczynnikek,: 2- 108, 5-10°
i 1.5-10'° Pa.

Otrzymane zaltendsci sa pokazane narys. 13.11i 13.12. Rysunek 13.11 pezedst
wia zalendsci okreslajace state spegsteE i v, odpowiadajace réwnaniom (13.11) i
(13.12), z& rys. 13.12 przedstawia zalest okreslajaca wytrzymalst nasciskanie
O, odpowiadajaca réwnaniu (13.13). Idealne spetnieniezea bedacych podstawa
zalendsci (13.11)—(13.13) oznaczatol®e na wykresach na rys. 13.11 i 13.12 wy-
kresy dla ranych wart&ci k, pokrywatyby sie. Widzimy,ze szczeg6lnie w zate
noSciach dla statych sprgstych przedstawionych na rys. 13.11, zaloie to jest
spetnione tylko w przybieniu. Mana to wyttumacz§ tym, ze oproczks/k, i n
inne parametry maja rowraewptyw na warté¢ modutéw spreystychE i v. Przy
ustalaniu parametréw mikroskopowych dla zalesci (13.11) i (13.12) zakono, ze
dotycza one wisciwasci materiatu przed wystapieniem jakichkolwiek znisztrea-
zah kohezyjnych miedzy elementami dyskretnymi. Tymczasposéb wyznaczania
modutu YoungeE i wspétczynnika Poissona zgodnie z procedura olgna réwna-
niami (13.2) oznaczae do wyznaczenia waioi E i v, wykorzystywany jest poziom
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a)=0.0016 s b)=0.0018 s

c)=0.0020 s d)=0.0040's

- elementy bez peknigé . elementy z peknigeiami

Rys. 13.9. Ewolucja zniszczenia probki w symulacji prébgineosiowegdsciskania dla

obciaenia, w ktérym mae wystepowa dost znaczne uszkodzenie materiatu na sku-
tek zerwania niektérych wiasamiedzy elementami, co nana zaobserwoveéana rys.
13.9b,c i 13.10b. Uszkodzenia, ktére wystepuja przeszzzieniem, zmieniaja nachy-
lenie krzywej napreenie—odksztatcenie, oznaczaze réwnie zalendsci okreslajace
whasndci sprgyste naleatoby bada przy uwzglednieniu parametréw decydujacych o
zerwaniu wiaza kohezyjnych. Sformutowanie bezwymiarowych zalesci dla wta-
sndsci sprgystych wymaga dalszych prac. Rysunek 13.12 pokazgezalegndsci
(13.13) przy statych parametraghR/R,, Rs/R, i n dla ré&nychk, dost dobrze sie
zgadzaja. Oznacza tee zbiér parametréw wptywajacych na zniszczenie, zostat d
brze zidentyfikowany.

Otrzymane zalencsci bezwymiarowe zostana wykorzystane w analizie odvejotn
w celu przyblzonego okrglenia parametréw mikroskopowych zapewniajacych uzy-
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c)=0.0020 s d)=0.0032's

. elementy bez peknigé . elementy z peknigeiami

Rys. 13.10. Ewolucja zniszczenia prébki w symulaciji prébginjoosiowegaciskania dla
ks/kn = 1.75.

skanie zadanych wtasfia makroskopowych modelowanego materiatu skaty. W tym
przypadku rozpatrywany byt model piaskowca badanego wréboum firmy San-
dvik w Zeltweg, charakteryzujacego sie nastepujac§radnimi parametrami: modut
YoungaE = 18690 Pa, wspétczynnik Poissoma= 0.18, wytrzymait&t nasciskanie

0. = 127 MPa, wyznaczone w probie jednoosiowéggskania oraz wytrzymao na
rozciaganie wyznaczona w prébie brazylijskigj= 12.3 MPa.

Dla wyznaczenia parametrow modelu wykorzystano symulpohby jednoosio-
wego Sciskania oraz proby brazylijskiej. Jako pierwsza praepidzono probe jed-
noosiowegosciskania. Posfono sie prébka materiatu przedstawiona na rys. 13.6.
Wykorzystujac zalendsci przedstawione na rys. 13.11 i 13.12, dobrano wstepie p
rametry mikroskopowek,, ks oraz R, tak aby uzyska oczekiwane warkri para-
metrow makroskopowyckk, v oraz g.. Wartdsci parametrow mikroskopowych po-
prawiono za pomoca kilku prébnych analiz. Nastepnie pr@a@adzono symulacje
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Rys. 13.11. Bezwymiarowe zaledsci miedzy parametrami mikro- i makroskopowymi okre-
Slajace state spegste: a) zalendst dla modutu Younga, b) zatecst dla wspétczynnika Po-

issona.
/ :\;\
1.5 X R

\ EE——
4 )

kn =5e9 N/m2 —+—
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0

0 0.5 1 15 2
kt/kn
Rys. 13.12. Bezwymiarowa zaleost migdzy parametrami mikro- i makroskopowymi okre-

Slajaca wytrzymalst nasciskanie.

proby brazylijskiej i sprawdzono wytrzymao na rozciaganie. Aby zmniejszy6z-
nice miedzy otrzymana waoia a wartécia rzeczywista skorygowano nieznacznie
parametry mikroskopowe, sprawdzajac, czy nie spowodovzagt dizej zmiany wy-
trzymaldsci naSciskanie. W ten sposob ustalono zbior parametréw mikpuskgch:

ko = 1.61129- 10'° Pa, ks = 0.2k, = 0.3222.-10'° Pa,u = 0.8, R, = Rg = 2.9 10*
N/m.

Wyniki symulacji préby jednoosiowegéciskania dla podanych parametréw mi-
kroskopowych sa przedstawione na rys. 13.13 dla kolejrigztzniszczenia prébki
wraz z rozktadem napeenia w kierunku obcizenia. Naprgenia obliczano zgodnie
Z opisanym w rozdziale 8 algorytmen$redniania na reprezentatywnym elemencie
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ST

Syy(Pa)

2.0583e+07

-5.3175e+06

-3.1218e+07
--5.7119e+07

-8.30188+07
-1.0892e+08
-1.3482e+08
-1.6072e+08

-1.86628+08
-2.1252e+08

c)t=0.0018s dyx = 0.0020 s

Rys. 13.13. Ewolucja zniszczenia probki wraz z rozktadeprgzenia w kierunku obcizenia
w symulacji préby jednoosiowedsziskania.

objetasciowym. Rysunek 13.13 przedstawia wyniki uzyskane dlanefgu objeto-
Sciowego 0 promieniu .Brmax, gdzie rmax jest promieniem najwiekszego elementu
dyskretnego w modelu prébki. Zaleost wyniku usredniania od rozmiaru reprezen-
tatywnego elementu objegtoiowego jest pokazana na rys. 13.14. Zva zauwayc,

ze dla reprezentatywnego elementu olfeiowego o promieniu .8rmax hapreenia

w dwoch blisko siebie pofmnych punktach vérodku prébki sa zltione do siebie
oraz sa zawarte w przedziale, w ktérym warbnaprgen zmieniaja sie w niewiel-
kim stopniu. Ma@na uzna, ze tak wyznaczone nagenia srednione sa dobra miara
makroskopowa stanu nagenia w analizowanym modelu dyskretnym.

Na rys. 13.15 poréwnano numeryczne iSddadczalne krzywe napmenie—
odksztalcenie. W reprezentacji wynikbw numerycznych wyistano napzenia
makroskopowe obliczone za pomoca metoékedniania oragrednie napzenia wy-
liczone na podstawie wypadkowej sity kontaktu miedzy padh jedna z ptysciskaja-
cych. Obydwa sposoby daja niemal identyczne negam@. Krzywe otrzymane w ana-
lizie wykazuja dua zgodné&t w czesci liniowej z krzywa eksperymentalna. Oznacza
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to, ze w modelu elementéw dyskretnych uzyskano doktadna e@rwmdutu Younga
E. Modut Younga wyznaczony zgodnie z formuta (13.@)ynosiE = 18650 MPa, a
wspétczynnik Poissona wyznaczony zgodnie z vegrdem (13.2) wynosiv = 0.19.
We wzorach (13.2) odksztatcenie osiowe obliczano na padstamiany odlegtéci
ptyt Sciskajacych prébke (zaono, ze jest ona réwna zmianie wysdi@ probki),
a odksztalcenie poprzeczne wyznaczano w potowie wystikarobki. Wyznaczona
na podstawie krzywej numerycznej przedstawionej na rys15l@ytrzymal& na
Sciskaniea. wynosi 116 MPa. W probie laboratoryjnej wyznaczono krzyjedy-
nie w zakresie przedzniszczeniowym. W analizie numenjozimeymano kompletna
krzywa naprgenie—odksztatcenie o przebiegu typowym dla zniszczemiehlego ob-
serwowanego w badaniach&wiadczalnych.

-1e+008 . . . .
1.4e+008 - stresses from contact forces
avemged S[ITESSE!S +
-1.02e+008 Node 1963 ——— 8 1.2e+008 [ ° experiment ¢
\ Node 2065 ~---- ?4 ¥

\ 1e+008
~1.04e+008 - % \

8e+007 /‘ \
-1.06e+008 R 2 6e+007 / \

S~ 4e+007 /:
-1.08¢+008 /o x
24007 /
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stress Sxx (Pa)
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Rys. 13.14. Zalenost naprgeh usrednionych Rys. 13.15. Krzywe nspegnie—odksztatce-
od wielkasci reprezentatywnego elementu obiie dla probysciskania.
jetoSciowego.

13.5 Symulacja testu brazylijskiego

Zaktadajac parametry mikroskopowe ustalone w prébiegediowegdsciskania prze-
prowadzono symulacje préby poprzecznéggskania (proby brazylijskiej) zgodnie z
procedura opisana w rozdziale 13.1.2. Cylindryczngkeddo symulaciji préby bra-
zylijskiej otrzymano z probki stosowanej w symulacji prgbgnoosiowegéciskania
poprzez usuniecie elementéw dyskretnych, ktérgobdki wykraczaly poza okrag o
Srednicy 50 mm.

Prébke umieszczono miedzy dwiema ptytami rownolegtymijej osi i poddano
Sciskaniu poprzez wymuszony ruch ptyt ze stata prédkn12.5 m/sSciskanie pro-
wadzono do zniszczenia probki oraz analizowano zachowanieki po zniszczeniu.
Ewolucje zniszczenia prébki oraz ewolucje rozktadu gagr w prébce w kierunku
rownolegtym i prostopadlym do kierunksciskania przedstawiono odpowiednio na
rys. 13.16 i 13.17. Rozktad nameh w probce w zakresie przedzniszczeniowym,
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a)=0.0010s b)=0.0014 s

|

]
E j Sy (P2)

1.0411e+07
I-1 4286e+07
-3.8983e+07

- -6.368e+07

- -B.8377e+07
-1.1307e+08
--1.3777e+08

-1.6247e+08
I—1.BT1?e+UB
-2.1186e+08
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Rys. 13.16. Ewolucja zniszczenia probki wraz z rozktadeprgzenia w kierunku obcizenia
w symulacji préby brazylijskiej.

przedstawiony na rys. 13.16a-c i 13.17a-c, jest zgodnyetgaznym rozktadem na-
prezen w trakcie proby poprzecznediskania [308]. Postazniszczenia otrzymana
w analizie metoda elementéw dyskretnych, przedstawianays. 13.16d i 13.17d,
jest zgodna ze zniszczeniem obserwowanym w probach lagjratch, pokazanym
narys. 13.4b.

Napregzenia przedstawione na rys. 13.16 i 13.17 obliczano zgadojgisanym w
rozdziale 8 algorytmemaredniania, stosujac reprezentatywny element objgtary
0 promieniu 25r nax, gdziermax jest promieniem najwiekszego elementu dyskretnego
w modelu prébki. Rysunek 13.18 przedstawia zat®t wyniku usredniania od roz-
miaru reprezentatywnego elementu objeiowego dla trzech blisko siebie pat»
nych punktéw w miejscu wystepowania maksymalnych nzgirev kierunku prosto-
paditym do kierunku obcizenia. M@na zauwayc, ze dla reprezentatywnego elementu
objetcésciowego o promieniu réwnym co najmniej5nax Napregenia w badanych
punktach sa zltione. Pozwala to uzaze tak wyznaczone na@enia sa dobra miara
makroskopowa stanu nagenia w rozpatrywanym modelu dyskretnym.
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Rys. 13.17. Ewolucja zniszczenia prébki w symulacji probgaylijskiej wraz z rozkladem
naprgenia w kierunku normalnym do kierunku oboéia.

Rysunek 13.19 przedstawia zmiane siigiskajacej w czasie. W poczatkowym
okresie mana obserwuje sie pewne oscylacje sity, wynikajace zeostania dyna-
micznego modelowania proby. Nastepnie nastepuje primidsvy wzrost sity niemal
do samego zniszczenia. Zniszczenie nastepuje bardz&sngbmomentu inicjacji
peknigecia, po osiagnieciu maksymalnej wadicsity nastepuje bardzo szybki jej spa-
dek praktycznie ado zera. W modelu dobrze oddany zostat kruchy charaktsezni
czenia probki piaskowca, obserwowany w warunkach laboyjiygch.

Wartcst sity Sciskajacej odpowiadajaca zniszczerfu= 1.319 MN, odczytana z
wykresu na rys. 13.19, pozwala wyznaCayytrzymal&C skaly na rozciaganiey.
Zgodnie z rownaniem (13.3) otrzymuje sie

2P  2-1.319-10° N

%= Thd~ w1005 me  -68MPa
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Rys. 13.18. Zalencst naprgen usrednionych time )

od wielkasci reprezentatywnego elementu okRys. 13.19. Zalendt sity od czasu w probie
jetosciowego w symulacji proby brazylijskiej.brazylijskiej.

Uzyskana numerycznie wadbjest nieco wysza odsredniej wartéci 12.3 MPa wy-
znaczonej w laboratorium. Wyznaczenie parametrow milopsiwych, zapewnia-
jacych doktadna zgodi$o parametréw makroskopowych wyznaczonych wméch
prébach, jest trudnym zadaniem. W niniejszej pracy uzyskammeryczne wartzi
wytrzymatdsci nasciskanie i na rozciaganie, = 116 MPa io; = 16.8 MPa uznano
za dobre przyblienie eksperymentalnych wast o, = 127 MPa ioy = 12.3 MPa.
Dobor parametréw modelu elementéw dyskretnych wymagayetisbada, w kto-
rych pomocne moga ltymetody analizy odwrotnej, oparte na technikach optyma-
lizacyjnych [192, 226, 96, 40, 166]. Zagadnienie dopasdavarynikéw symulaciji
numerycznych do @nych préb laboratoryjnych nzna potraktowa jako zagadnienie
optymalizacji wielokryterialnej z przypisanymi wagamiadunkcji celu zdefiniowa-
nych dla poszczegéinych préb.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono modelowanie numergcskat metoda ele-
mentéw dyskretnych. Przeprowadzono identyfikacje mikopswych parametrow
modelu dla zadanych wtasea makroskopowych skaty wyznaczonych w dwéch pod-
stawowych testach laboratoryjnych, w prébie jednoosiansiskania oraz probie po-
przecznegéciskania (prébie brazylijskiej). Przy doborze parametndodelu elemen-
tow dyskretnych wykorzystano bezwymiarowe zalesci migdzy parametrami mikro-
skopowymi i wigciwasciami makroskopowymi, zaproponowane w 0golnej postaci



Podsumowanie 241

na podstawie analizy wymiarowej. Postgych zalendsci w formie wykreséw zo-
stata otrzymana na podstawie symulacji préby jednoosiovéegskania dla pewnego
przedziatu wartsci parametréw mikroskopowych. Uzyskane wyniki ekspenyme
téw numerycznych pokazatge dla wtasnsci sprgystych materiatu obserwuje sig
pewne rozbiendsci, spowodowane prawdopodobnie gtéwnie wptywem progvesy
nego uszkodzenia zaniedbanego w rozavaach teoretycznych. Bardziej doktadne
sformutowanie problemu wymaga dalszych bad&alezncsci miedzy parametrami
mikroskopowymi i makroskopowymi postyty do dobrania wstepnych wagoi pa-
rametrow mikroskopowych dla zadanych sdavasci makroskopowych. Parametry
te nastepnie skorygowano w prébach numerycznych. Uzgsgarametry pozwalaja
z duza doktadnécia modelowa skaty o danych witasrsziach mechanicznych. Po-
kazaly to przeprowadzone symulacje proby jednoosiovgsigkania oraz proby bra-
zylijskiej dla badanego dawiadczalnie piaskowca. Uzyskano dobra zg&drowy-
nikami eksperymentalnymi, zaréwno pod wzgledem wyznagezl parametrow jak i
postaci zniszczenia skaty. Przeprowadzone analizy nusmeeyzostaty wykorzystane
do sprawdzenia algorytméw obliczenia nagag makroskopowych przedstawionych
w rozdziale 8. Uzyskane algorytmy pokazuja popragertych algorytméw.

Czet wynikéw przedstawionych w niniejszym rozdziale zostatgskana w ra-
mach projektu europejskiego TUNCONSTRUCT: Technologyolmtion in Under-
ground Construction.



14. Modelowanie proceséw mechanicznego
urabiania skat

Wstep

Metoda elementéw dyskretnych jest doskonatym narzeddimodelowania rinych
procesow urabiania skat [117]. Modele skrawania skat wy¥stujace metode ele-
mentéw skaczonych, np. [231], napotykaja na truédeow modelowaniu nieciaghei
powstajacych przy odspajaniu wibra. Zastosowanie sjpggia procedur, np. elimi-
nacja zniszczonych elementéw, pozwala modefowjawisko propagacji peknigecia,
niemniej jednak déwiadczenia autora w stosowaniu obydwu metod numerycznych
daja podstawy do stwierdzenize metoda elementéw dyskretnych pozwala znacznie
latwiej niz metoda elementéw skozonych modelow@procesy charakteryzujace sie
wystepowaniem wielu peknigrudnych do okrgleniaa priori, tak jak to ma miejsce

w procesach skrawania skat.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana ze#ia numerycznego modelo-
wania procesow urabiania skat i praktyczne wykorzystanelefu do symulacji wy-
branych przyktadéw mechanicznego urabiania skat. W dptgssci niniejszej pracy
model zostanie rozszerzony poprzez uwzglednienie efekiéplnych w procesach
urabiania (skrawania) skat oraz efektowzyaia narzedzi urabiajacych.

14.1 Procesy urabiania skat i gruntow

Urabianie skat i gruntow obejmuje szeroki zakres prac w igbuie podziemnym i
odkrywkowym oraz w budownictwie naziemnym i podziemnymijgzanych z odspo-
jeniem (oddzieleniem) kawatkdw skaty od calizny i ich raadoinianiu, odspojeniem
warstwy gruntu, przemieszczaniem i fadowaniem urobkublarde skat zwieztych w
gornictwie i budownictwie podziemnym odbywa sie mechanie za pomoca specja-
listycznych maszyn jak wrebiarki, gtowice urabiajac831, hydraulicznie, z myciem
materiatéw wybuchowych lub innych niemechanicznych méidd]. Urabianie skat
luznych w warunkach gérnictwa odkrywkowego odbywa sigoaenoca ranego ro-
dzaju koparek i tadowarek. W robotach ziemnych w budowrigtwabianie gruntu
wykonuje sie za pomoca takich maszyn jak koparka, fadkayaspycharka, zrywarka
(rys. 14.1a), réwniarka i inne.

W niniejszym rozdziale rozwinigty zintegrowany systemtoaly elementéw sk
czonych i metody elementow dyskretnych zostanie zastagpda modelowania pro-
bleméw mechanicznego urabiania skat zwieztych, w ktorpelstepuje skrawanie

242
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Rys. 14.1. Narzedzia do urabiania skat: a) zrywak, b) gtawirabiajaca pogtebiarki.

skaly. Przedstawiona zostanie symulacja skrawania skafyomoca nza ptaskiego
oraz symulacja urabiania skaty pod woda przez gtowicdgimarki (rys. 14.1b).

14.2 Zjawiska zachodzace w procesie skrawania skat

Rysunek 14.2 przedstawia laboratoryjny test skrawanidy.skatéwnym zjawiskiem
zachodzacym w procesie skrawania jest formowanie i odspagie odtamkéw skal-
nych (elementéw wioéra).

Rys. 14.2. Laboratoryjna proba skrawania skaty.

Rysunek 14.3 przedstawia schematycznie skrawanie skalnmetaskim. Prze-
bieg procesu skrawania skat zayeod rodzaju skat i ich wisciwcsci mechanicznych,
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geometrii i ustawienia ostrza, oraz predkoskrawania [133]. Ustawienie nawzgle-
dem skaly i wzgledem kierunku skrawania dimme jest przez kat natarci i kat
przytozeniaB, kat ostrza jest parametrem charakteryzujacym geognedizedzia.

5

N < E
crushingzoneﬂ =

a) b)

Rys. 14.3. Skrawanie skaty mem ptaskim: a) widok réwnolegty do kierunku skrawania,
b) widok prostopadty do kierunku skrawania;— kat natarcia — kat przyt@enia, s - kat
bocznego wykruszania skaty.

Tworzenie sie widra jest zainicjowane w strefie znaigenia w poblzu ostrza na-
rzedzia skrawajacego (rys. 14.3). Strefa zdmenia tworzy sie wskutek znacznych
naciskéw w miejscu kontaktu ostrza ze skata. Wywotane tatiskiem napreenia
Sciskajace prznosza oddziatywanie narzedzia na aalss; skaty. Na granicy strefy
zmiazdzenia powstaja mikropekniecia. Wskutek zwiekszeraaisku, wywotanego
ruchem naa, pekniecia propaguja do powierzchni swobodnej, pa®rgc do odspo-
jenia wiéra. Odspojenie widra nastepuje poprzez odemvarh scinanie. Dla skat
kruchych typowym mechanizmem odspajania wiéra jest odnysvérys. 14.4a), a w
skrawaniu materiatéw podatnych wystepuje wiér ciaghs(r14.4b). Wystepowanie
wiora ciagtego ma niekorzystny wptyw nazwanie sie nay skrawajacych.

b)

Rys. 14.4. Mechanizmy skrawania: a) z wiorem odrywanym,idrem ciagtym.
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14.3 Analityczne modele skrawania skat

Proste modele analityczne zostaly zaproponowane dla shiawania skat [294]. Jed-
nym z wczéniejszych modeli jest zaproponowany przez Evansa [73phrsddawania
za pomoca npa klinowego. W modelu zaimno, ze pekniecie i odspojenie nastepuje
pod wptywem napresh rozciagajacych a linia odspojenia ma ksztatt tuku koyes.(
14.5a). Sita skrawania otrzymana przy tych zaloiach dana jest nastepujacym wzo-
rem:

_ 20ydwsin3(90— a)
¢ 1-sini(90—a)

, (14.1)

gdzie ot jest wytrzymat&cia na rozciaganiel jest gtebok&cia skrawaniay jest sze-
rokoscia n@a, aa jest katem natarcia.

Rys. 14.5. Modele skrawania skat: a) Evansa, b) Nishimatsu.

Innym prostym modelem skrawania skaty jest model zapropany przez Nishi-
matsu [202], ktéry zaloyt, ze odspojenie widra nastepuje wskufinania wzdta
ptaszczyzny jak pokazano na rys. 14.5b. Otrzymana sitansira F jest okrélona
nastepujacym wzorem:

21,dwcosg

F= (n+1)(1—sin(@t+p—a))’ (14.2)

gdzie 1, jest wytrzymat&cia nascinanie,d jest gtebok&cia skrawaniaw jest szero-
koScia naa, ¢ jest katem tarcia skaty o powierzchnigzagg jest katem tarcia we-
wnetrznego skatyy jest katem natarcia, mjest wspotczynnikiem rozktadu nae
nia otrzymanym z badedcswiadczalnych. W przypadku nieznajosud potrzebnych
parametréw, Nishimatsu wyznaczat je z nastepujacyctzaedci:

0tO¢

2\/oi(0c—30y)

Ty = (14.3)
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o2 — 40¢

tang =
¢ 40.0¢

(14.4)

14.4 Gléwne zataenia modelu numerycznego skrawania skat

W modelu skrawania skat rozpatrywany bedzie uktad medzayisktadajacy sie
Z narzedzia skrawajacego oraz fragmentu skaly. Badadyib przebieg procesu skra-
wania z uwzglednieniem nastepujacych zjawisk:
¢ oddziatywanie kontaktowe narzedzia urabiajacego zaska

e inicjacja i propagacja peknieskaty.
Skata bedzie modelowana w dwojaki sposéb:

e caly rozpatrywany fragment skaty modelowany za pomocadyetlementdw dys-
kretnych,

e Czet skaly oddziatujaca z narzedziem i podlegajaca zn&sziczmodelowana za
pomoca metody elementdéw dyskretnych, astzigardziej oddalona od trajekto-
rii narzedzia modelowana za pomoca metody elementéviicgamych; odydwa
podobszary beda potaczone ze soba wiezami kinematgtzopisanymi w roz-
dziale 9.

W niniejszym rozdziale nie beda uwzglednione efektylrie i efekty zaycia na-
rzedzia, efekty te beda rozpatrywane w nastepnychziatath pracy.

Skaty zwiezte beda modelowane za pomoca am®-idealnie kruchego modelu
oddziatywania miedzy elementami dyskretnymi. Parametogelu elementéw dys-
kretnych zostana ustalone przy wykorzystaniu metod i Wi przedstawionych w
rozdziale 13. Uwzglednienie kohezji w modelu elementéwialgtnych wraz z mui-
woscia zerwania wiazakohezyjnych umaliwi symulacje inicjacji i propagaciji peka-
nia skaty.

Narzedzie urabiajace modelowane jest w jeden z nastepel sposobéw:

e ciato odksztatcalne dyskretyzowane za pomoca elemeritéiacgonych,

e ciato sztywne dyskretyzowane za pomoca elementovicskanych,

e ciato sztywne dyskretyzowane za pomoca elementow dyskebt
Model ciata odksztatcalnego, zastosowany do narzedmiazliwia badanie rozktadu
naprgeh w narzedziu, aw przypadku uwzglednienia efektow ciggiréwniez bada-

nie rozktadu temperatury. Model ciata sztywnego zanieglbozktad napreen, umaz-
liwia jedynie ewentualne badanie rozktadu temperatury.
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W modelu oddzialywania miedzy narzedziem a skala uediga sie naciski w
kierunku normalnym, jak i oddziatywanie w kierunku stycemy Oddziatywanie w
kierunku stycznym jest opisane za pomoca modelu tarcidd@taa. Generacja ciepta
wskutek tarcia jest rozwana w termomechanicznym modelu skrawania skaty pre-
zentowanym w dalszej c&ei pracy. Model oddziatywania miedzy narzedziem aakat ,
zostanie réwnie wzbogacony o uwzglednienie efektéwzyaia narzedzi.

14.5 Wyznaczenie parametrow mikroskopowych dla skaty

Symulacji skrawania skaty za pomoca metody elementow réyisiich wymaga
uprzedniego wyznaczenia prametrow mikroskopowych, ktamewnia odpowiednie
makroskopowe wisciwasci skaly. Zbiér parametréw mikroskopowych ama wyzna-
czyt przeprowadzajac symulacje podstawowych testow labgiaych (préby jed-
noosiowegosciskania i préby rozciagania) i stosujac metody przegisine w roz-
dziale 13.

Przedmiotem badebyt piaskowiec o nastepujacych wtase@mch mechanicznych:
modut YoungeE = 14 GPa, wytrzymal&t na jednoosiowé&ciskanieg. = 60 MPa.

|

!

Rys. 14.6. Zniszczenie probki skaty w probi®ys. 14.7. Numeryczny model préby jedno-
jednoosiowegéciskania. osiowegdsciskania.

Zniszczenie prébki skaly w $eie pokazano na rys. 14.6. Dla badania numerycz-
nego przygotowano prébke 189109 mm (rys. 14.7) skfadajaca sie z 2100 walcow
o losowo generowanym promieniu 1-1.5 mm. Upakowanie prébérakteryzuje sie
porowat@cia 13%.

Metoda iteracyjnego poprawiania wynikéw ustalono n@sjgcy zestaw parame-
tréw mikroskopowych dla modelu spgsto-idealnie kruchego: sztywsmkontaktu
w kierunku normalnym i stycznyrk, = ks = 20 GPa, wspéitczynnik tarcia Coulomba
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u = 0.839 oraz wytrzymaist wiazania na obcizenie w kierunku normalnym i stycz-
nym, odpowiednioR, = 0.1 MN/m i Rs = 1 MN/m. Tlumienie nielepkie oki&one
jest przez wspotczynniki tumienia™! = a™" = 0.2.
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Rys. 14.8. Symulacja préby jednoosiowegadiskania: a) zniszczenie probki, b) krzywa
naprgenie—odksztatcenie.

Wyniki symulacji dla tych parametrow pokazano na rys. 14B8/sunek 14.8a
przedstawia zniszczenie probki. Czastki z zerwanymizaigami sa oznaczone in-
nym kolorem. Poréwnanie rysunkéw 14.8ai 13.1 pokazzgezniszczenie otrzymane
w symulacji numerycznej jest podobne do zniszczenia olmeanego w prébie la-
boratoryjnej. Krzywa napzenie—odksztatcenie pokazana na rys. 14.8b odpowiada
pozadanym wiasn&ciom mechanicznym.

W rozdziale 13 wyznaczano wytrzyméaoskaty na rozciaganie za pomoca testu
posredniego rozciagania (proby brazylijskiej), natomiastiniejszym rozdziale wy-
trzymaldst skaty na rozciaganie zostanie wyznaczona w symulachyhb&zpéred-
niego rozciagania. Wyniki tej symulacji dla parametrovwalenych w prébigciskania
pokazano na rys. 14.9. Rysunek 14.9a przedstawia znidecgadbki z peknieciem
w kierunku prostopadtym do kierunku obz&nia (czastki z zerwanymi wiazaniami sa
oznaczone innym kolorem). Krzywa napemie—odksztatcenie jest pokazana na rys.
14.9b. Maksymalne napzenie,o; = 12.7 MPa, jest wytrzymaiscia na rozciaganie.

14.6 Symulacja skrawania skaty naem ptaskim

Prébka o wymiarach 109 109 mm, reprezentujaca piaskowiec, modelowana 2100
elementami dyskretnymi o promieniach 1-1.5 mm z paramétvarmnaczonymi w
rozdziale 14.5, zostatazyta w symulacji skrawania za pomocazaoptaskiego mo-
delowanego za pomoca 6800 tréjkatnych elementéviaskonych. System é-skata
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Rys. 14.9. Symulacja préby beZpedniego rozciagania: a) zniszczenie probki, b) krzywa
naprgenie—odksztatcenie.

109

MED

brzeg zamocowany

brzeg zamocowany
109

Rys. 14.10. Skrawanie skaly n@m ptaskim — hybrydowy model MES i MED.

jest pokazany na rys. 14.10. Kat natarcia wynosi, 30gtebok&t skrawania 30 mm.
Oddziatywanie narzedzia ze skala jest modelowane za parkontaktu z tarciem, z
zatazona sztywnécia w kierunku normalnym i stycznyRi = kit = 20 GPa. Wartgt
wspotczynnika tarcia Coulomba dla oddziatywania narzedzia ze skata przyjeto 0.4
na podstawie danych z literatury dla paryspmgowej stal/piaskowiec w warunkach
tarcia suchego [85].

Speysto-plastyczne whkxiwcsci materiatu narzedzia sa zdefiniowane przez naste-
pujace parametry: modut Younda= 2-10° MPa, wspotczynnik Poissona= 0.3,
naprgenie uplastyczniajacg, = 600 MPa oraz modut wzmocnienia 300 MPa. Skra-
wanie odbywato sie ze stata zadana préui® naa 4 m/s. Przebieg procesu skrawa-
nia z mechanizmem zniszczenia skaly jest przedstawionysd#.11. Otrzymany w
analizie numerycznej mechanizm tworzenia sie wiora jgsiwy dla skrawania skaty
kruchej.
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c)t=0.0065s dx=0.012s
Rys. 14.11. Przebieg procesu skrawania skagenoptaskim.
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Rys. 14.12. Rozktad napzen zastepczych w
nozu. Rys. 14.13. Przebieg czasowy sity skrawania.

Modelowanie naa jako ciata odksztatcalnego pozwala otrzgmazktad napreen
(rys. 14.12). Suma wszystkich sit oddziatywania kontalégarw kierunku poziomym
w analizowanym czasie daje przebieg czasowy sity skraw@ysa 14.13).

Wartcst sity skrawania otrzymana w analizie numerycznej zostppi®wnana z
wartasciami sity skrawania uzyskanymi z wzoréw analitycznych.(} i (14.2). Dla
danych wiasngci wytrzymat&ciowych skaly ¢; = 127 MPa) i parametrow skrawa-
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nia (gtebokét skrawaniad = 0.03 m i kat natarciax = 30°) z rownania (14.1) otrzy-
muje sie site skrawania przewidywana przez model Evansa

£ _ 2:127-10°-003-1-sin30

N=0.762-1C° N.
¢ 1-sin30 0.762-10°

W przebiegu czasowym sity skrawania uzyskanym numeryaz@imy kilka cykli
odpowiadajacych odspajaniu kolejnych odtamkéw widrammzna zobacz§ poréw-
nujac rys. 14.11i14.13. Obliczona wastdeoretyczna, 362- 10° N, zgadza sie di
dobrze z wartécia maksymalna pierwszego cyklu, ok8 010° N, odpowiadajaca od-
spojeniu drugiego odtamka widra (dla chwik= 0.0065 s).

W celu wyznaczenia sity skrawania wedtug modelu Nishimatsliczone zostana
najpierw wytrzymal&€ nascinanier, ze wzoru (14.3) i kat tarcia wewnetrznegae
wzoru (14.4)

12.7-60 60° —4-12.77
= MPa= 228 MPa, =arctan——————=— =
" 2,/127(60—3-127) v 4-60-127

16°.

Po wstawieniu danych do wzoru (14.2) otrzymuje sie sil@sfania dla modelu Ni-
shimatsu o warteci

2.228.10°-0.03-1-cos 16
F= : N =069 -1¢° N.
(1+1)(1—-sin(17° +16° — 30°))

Wartcst ta podobnie jak w przypadku modelu Evansa zgadza $g diabrze z war-
toSciami numerycznymi sity skrawania odpowiadajacymi @gjspiu odtamkéw widra
w poczatkowej fazie skrawania.

14.7 Dawiadczalna weryfikacja modelu skrawania skat

Eksperymentalna weryfikacja modelu skrawania skat zoptaksprowadzona poprzez
poréwnanie wynikéw symulacji skrawania pojedynczynzexm gtowicy urabiaja-
cej kombajnu chodnikowegaig. roadheader) z wynikami dwiadczalnego bada-
nia skrawania przeprowadzonego w laboratorium Sandvikindimnd Construction
w Zeltweg (Austria). Schemat stanowiska badawczego jestdstawiony na rys.
14.14a. Blok skalny jest urabiany za pomocazktavego n@aa zamocowanego do
gtowicy obrotowej. Przeprowadzono badanie skrawaniakpiasa o wytrzymat&ci
na Sciskanieo; = 127 MPa i wytrzymat&ci na rozciaganie; = 12 MPa. Przebieg
skrawania jest przedstawiony na rys. 14.14b. Widocznetygstwe dla skrawania
skat kruchych odtupywanie elementoéw wibéra.

Model numeryczny wykorzystywany do symulacji przedstawigo testu skrawa-
nia jest pokazany na rys. 14.15a. Blok skalny jest modelgwanpomoca 30 750
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Rotating Tool

Testblock
a)

Rys. 14.14. Déwiadczalne badanie skrawania skat: a) schemat stanodiskadania skra-
wania skat, b) przebieg préby skrawania (schemat i zdjgzjezone przez Sandvik Mining
and Construction GmbH, Zeltweg, Austria).

<:j 25000
numeryczna
20000 numer. usredn. ---+---
dosw. srednia -------
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0 I =
-5000
0 0.025 005 0.075 0.1 0.125 0.15 0.175 0.2
time (s)
a) b) C)

Rys. 14.15. Numeryczna symulacja testu skrawania skatpua)eryczny model, b) posta
zniszczenia skaty w trakcie skrawania, c) przebieg czasilygkrawania.

elementéw dyskretnych o promieniu= 1 — 1.5 mm. Parametry mikroskopowe dla
skaly o danych wlasrsziach mechanicznych badano w podrozdziale 13.4. Korzy-
stajac z otrzymanych tam wynikéw oraz postugujac sieomdpdnimi parametrami
bezwymiarowymi omowionymi w podrozdziale 13.3 dla moddkneentow dyskret-
nych przyjeto nastgpujacy zbiér parametrow mikroskopeh: k, = 1.61129- 101
Pa,ks = 0.2k, = 0.3222-10'° Pa,u = 0.8, R, = Ry = 1-10° N/m. Narzedzie skra-
wajace traktowano jako sztywne, co pozwolito uwzgl@dni modelu jedynie jego
powierzchnie. W modelu oddziatywania kontaktowego rmjedkata a narzedziem
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przyjetok, = ks = 5-10'° Pa i = 0.5. Thumienie w modelu zostato uwzglednione w
oddziatywaniu kontaktowym przy zateniu jego wartsci jako 0.9 ttumienia krytycz-
nego oraz dodatkowo jako niewiskotyczne ttumienie zdefimie wspotczynnikami
a™=qa™=0.2,

Rysunek 14.15b przedstawia otrzymana w symulacji nunzesjcposté znisz-
czenia skaty w trakcie skrawania. Ma zauwayC, ze uzyskano postazniszczenia
zgodna z obserwowana w&lwiadczeniu. Rysunek 14.15c pokazuje przebieg czasowy
sity skrawania otrzymany w analizie numerycznej. Wattsity pokazana na rysunku
odpowiada szerolszi skaly réwnej odlegfeci migdzy kolejnymi przéiciami narze-
dzia skrawajacego w @wiadczeniu. Na wykresie widoczne sa bardzaedskoki sity
typowe dla skrawania skat kruchych. Gwattowne spadki véaitsity skrawania za-
chodza w trakcie odtupywania sie odtamkow wiéra. Przgloeasowy sity skrawania
otrzymany w analizie skrawania jest zgodny z przebiegieas@zym sity skrawania
rejestrowanym w probie dwiadczalnej. Niestety dwiadczalne przebiegi czasowe
nie zostaty udostepnione do publikacji. Dla potrzeb pudidji zostata udostepniona
jedynie wart&t Srednia, wynoszaca okoto 7000 N. Jak pokazano na rysunkibd 4
usredniona warta sity skrawania, otrzymana w analizie numerycznejtddobrze
zgadza sige zérednia wartscia sity skrawania wyznaczona w&iadczeniu.

14.8 Symulacja skrawania skaty pojedynczym ostrzem gtowyc
urabiajacej pogtebiarki

700
.|

760

P 1400 J

Ry_s. 14'16,' Sghemat pracy gowicy urabiaj‘??ys. 14.17. Model skrawania skaly pojedyn-
cej pogtebiarki czym ostrzem gtowicy urabiajacej pogtebiarki

150,

Pogtebiarki éng. dredgers) nalea do maszyn urabiajacych skaty za pomoca gto-
wic wielonarzedziowych. Glowica urabiajaca pogiekigest pokazana na rys. 14.1b.
Rysunek 14.16 przedstawia schemat pracy gtowicy uratepjdrajektoria nea wy-
nika ze ztaenia ruchu postepowego oraz ruchu obrotowego gtowicy.
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Symulacja procesu urabiania przy uwzglednieniu catejviglp wymagataby zbyt
duzego modelu obliczeniowego. W niniejszej pracy przeprasad symulacje skra-
wania skaly pojedynczym ostrzem glowicy urabiajacej pbairki stosujac model
przedstawiony narys. 14.17. Obszar urabianej skaty jesietowany za pomocsci-
Sle upakowanych 92000 elementéw dyskretnych o losowo geserych wymiarach
(o promieniach w przedziale 1-1.5 mm). Ponievegchy geometryczne zbioru ele-
mentéw dyskretnych sa takie same jak dla probki skalneqbejdv podrozdziale 14.5,
przyjeto takie same jak wyznaczone tam parametry modetwomiechanicznego dla
piaskowca.

N6z urabiajacy, traktowany jako ciato sztywne, zdyskretyano za pomoca 9400
elementow dyskretnych o promieniu 0.7 mm. Oddziatywaniet&ktowe miedzy na-
rzedziem a skata jest modelowane przy zatuu sztywnéci kontaktu w kierunku
normalnym i stycznynk = kI = 50 GPa. Wartst wspotczynnika tarcia Coulomba
u" dla oddziatywania narzedzia ze skata przyjeto 0.34 rdsawie danych z litera-
tury dla pary p8lizgowej stal/piaskowiec przy chtodzeniu woda [85].

Predk&t liniowa gtowicy urabiajacej wynosi 0.2 m/s, a pre@&oobrotowa
1.6204 s, co przy odlegiéci ostrza skrawajacego od osi obrotu gtowicy 0.7 m daje
predkd&t skrawania 1.134 m/s.

Rysunek 14.18 przedstawia wyniki symulacji w postaci piegl zniszczenia
skaty przy skrawaniu. Pokazane jest formowanie sig i odnjer odtamkow wiéra
przy przefciu na@a.

Symulacja skrawania w czasie 0.13 s wymagata okoto 550 Gikbkr catkowania
i zajmowata okoto 30 godz. CPU na komputerze z procesorenm 8ebGHz.

Do tego samego problemu zastosowano hybrydowy model opartintegrowanej
metodzie elementéw dyskretnych i elementéwfskamnych. Poprzednio stosowany
model zostat zmodyfikowany poprzez zastapienie elemeargkonczonymi elemen-
téw dyskretnych w podobszarze, w ktérym nie wystepujenjecia (14.19). Pozwo-
lito to zmniejszi¢ liczbe elementéw dyskretnych z 92 000 do 48 000. Podop$2BS
i MED zostaty sprzgone za pomoca przedstawionych uprzednio algorytméwesprz
gajacych, wykorzystujacych metode funkcji kary lub oot mnanikéw Lagrange’a.
Obydwie metody zostaly sprawdzone w tym przypadku i obydigiy poprawne wy-
niki. Zniszczenie skrawanej skaty, otrzymane za pomocdeatwohybrydowego, poka-
zane jest narys. 14.19.
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b)t=0.2s

a)t=0.01s

d)t=057s

=0.47s

c)t

Rys. 14.18. Symulacja skrawania skaty pojedynczym ostiglemicy urabiajacej pogtebiarki

— model MED.

=0.44s

b)t

a)t=0.15s

Rys. 14.19. Symulacja skrawania skaly pojedynczym ostigiemicy urabiajacej pogtebiarki
— hybrydowy model MED/MES (sprzgnia za pomoca algorytmu opartego na metodzie funk-

cji kary).
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Rys. 14.20. Symulacja skrawania skaly pojedynczym ostigiemicy urabiajacej pogtebiarki
— rozktad napreen zastepczych w hybrydowym modelu MED/MES (spragia za pomoca
algorytmu opartego na metodzie namikéw Lagrange’a).

Rysunek 14.20 przedstawia rozktad naefezastepczych w dwdéch chwilach czasu
w hybrydowym modelu skrawania skaty. Napepia w podobszarze skaty, w ktorym
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stosowano model dyskretny, oktene sa za pomoca procedursredniajacej opisa-

nej w rozdziale 8. Narzedzie jest traktowane jako cialgsne, a wigc kolor nie
mazadnego znaczenia fizycznego. Rozktad nzgirgharakteryzuje sie znaczna kon-
centracja nap@eh w poblizu ostrza narzedzia zgodnie z opisem procesu skrawania
w rozdziale 14.2. Poréwnanie naped w podobszarach, w ktérych stosowane sa
r6zne modele pokazujee pola napreeh wyznaczane w odmienny sposéb sa zgodne,
potwierdza to poprawrsd stosowanych metod numerycznych oraz poprawnch
sprzgenia.

Rysunek 14.21 przedstawia poréwnanie przebiegow czasowig skrawania
uzyskanych w symulacji przy wykorzystaniu modelu elementtyskretnych oraz
przy wykorzystaniu modelu hybrydowego. Dla obydwu modatnzeszczono krzywe
o réznym poziomie filtracji. Wida, ze w obu przypadkach otrzymuje sie przebiegi
czasowe o podobnych oscylacjach i zbliych amplitudach. &tednione przebiegi
czasowe wykazuja bardzo zh zgodné&t. Potwierdza to zgodso wynikéw uzy-
skiwanych za pomoca obydwu modeli. Zastapieniesczebszaru obliczeniowego
w modelu elementéw dyskretnych podobszarem dyskretyzgmvaiementami skiv-
czonymi nie zmienia zasadniczo wynikéw, a wptywa na zwigkse efektywnsci
obliczen. Symulacja przégia narzedzia wymagajaca okoto 550 tys. krokéw zajmo-

3.5¢+006 , , f
MED
MES-MED
3e+006 - MED usredn ——+—— | |

MES-MED usredn -----

2.5e+006

2e+006

force (N)

1.5e+006

1e+006

500000

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

time ()

Rys. 14.21. Przebieg czasowy sity skrawania.
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wata okoto 16 godz. CPU na komputerze z procesorem Xeon 3z (G$t to prawie
dwa razy krécej ri analiza z myciem modelu zbudowanego tylko z elementéw dys-
kretnych.

Podsumowanie

W tym rozdziale opracowano modele numeryczne skrawaniangkarzystujac me-
tode elementdéw dyskretnych oraz hybrydowa metode eléimedyskretnych i ele-
mentéw skadczonych. Metode elementéw dyskretnych zastosowano veloadniu
skaly podlegajacej zniszczeniu w procesie urabianiaolfeelementéw skwzonych
pozwala w tatwy sposob symulowaroces odspajania wibra i dezintegracje skaty
przy skrawaniu. W modelowaniu skaly wykorzystano metodyi€i@nia parametrow
modelu elementéw dyskretnych na podstawie symulacji pjéjoosiowegéciska-
nia i préby rozciagania.

W modelowaniu skrawania skaty wykorzystan@mé maliwosci modelowania
hybrydowego taczacego metody elementéw dyskretnyclermehtéw skbczonych.
W jednym z przyktadoéw narzedzie byto traktowane jako ciadtiksztatcalne i zasto-
sowano w jego dyskretyzacji metode elementéwnskzonych. Umaliwito to wyzna-
czenie napreeh w narzedziu pod wptywem oddziatywania ze skata. W innymykta-
dzie metode elementéw skezonych zastosowano do dyskretyzacjiszigkaty nie
ulegajacej zniszczeniu. Pozwolito to zwigkézgfektywn&E obliczeniowa modelu.
W przyktadzie tym zweryfikowano algorytmy spzamia obydwu metod rozwiniete w
rozdziale 9.

Symulacja numeryczna skrawania skat pozwala oszatovielkost sity skrawa-
nia. W przyktadzie skrawania skaty nem ptaskim poréwnano site otrzymana w sy-
mulacji numerycznej z sita obliczona na podstawie prastynodeli teoretycznych.
Analiza numeryczna daje wagai sity skrawania zbkone do przewidywateoretycz-
nych.

Czgt wynikéw przedstawionych w niniejszym rozdziale zostatgskana w ra-
mach projektu europejskiego TUNCONSTRUCT: Technologyolmtion in Under-
ground Construction. Wyniki dawiadczalne zostaly udostepnione przez Sandvik Mi-
ning and Construction w Zeltweg (Austria).

Prace nad weryfikacja poprawse modelu skrawania sa kontynuowane w ramach
projektu TUNCONSTRUCT. We wspétpracy z Sandvik Mining andn&truction
przewidywane jest poréwnanie sit skrawania otrzymanyclymmgacji numeryczne;j i
laboratoryjnych testach skrawania. W ramach projektudsaniez prowadzone prace
nad rozwojem trojwymiarowego modelu numerycznego.



15. Sformutowanie metody elementéw
dyskretnych dla problemdw termicznych

Wstep

W niniejszym rozdziale sformutowanie elementéw dyskrelngostanie rozszerzone
na zagadnienia przeptywu ciepta. Réwnanie przewodzeeplaizostanie zastoso-
wane do materialu modelowanego przez zbior kontaktufasie miedzy soba ele-
mentéw dyskretnych. W dalszej & pracy algorytm analizy termicznej zostanie
potaczony z algorytmem metody elementow dyskretnych dégmdni@ ruchu, dzigki
czemu maliwa bedzie analiza sprzenych zagadnietermomechanicznych. Analiza
termomechaniczna zostanie wykorzystana w symulacji gtageurabiania skat, co
jest gtébwna motywacja rozwijania w niniejszej pracy teammego i termomechanicz-
nego sformutowania metody elementéw dyskretnych. W litek® mana znalez
jedynie nieliczne prace pokazujace miwosci metody elementéw dyskretnych w za-
gadnieniach termicznych i termomechanicznych [130, 157].

15.1 Sformutowanie problemu przewodzenia ciepta dlag&rodka
dyskretnego

Rozpatrywany bedzie problem nieustalonego przewodzsea w Grodku dyskret-
nym bedacym zbiorem elementdw dyskretnych o ksztalcieava zagadnieniu dwu-
wymiarowym lub kuli w zagadnieniu tréjwymiarowym. Podstamym zal@eniem
upraszczajacym, przyjetym w modelu dyskretnym przewodz ciepta, jest zake-

nie, ze ré&nica temperatury wewnatrz elementu dyskretnego jestiellea i mazna
przyjat, ze temperatura w catej objétti elementu dyskretnego jest stata. Jest to uza-
sadnione przy niewielkich rozmiarach elementu dyskrairi@gesto jest wykorzysty-
wane w praktyce w modelu ciata o skupionej pojestiaieplnej [276]. Inne przyjete
zatlazenia sa nastepujace:

e wymiana ciepta miedzy sasiadujacymi elementami dytelyrai odbywa sie na po-
wierzchni styku (tylko w przypadku istnienia kontaktu),

e Wwymiana ciepta z otoczeniem e sie odbywa poprzez konwekcje (dla czastek
swobodnych lub znajdujacych sie na powierzchni obszardatowanego elemen-
tami dyskretnymi),

e uwzglednia sie mdiwo&t istnienia wewnetrznych i zewnetrznych zrédet ciepta.
259
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15.2 Réwnanie bilansu ciepta

Rys. 15.1. Schemat problemu przewodnictwa ciepta dla eleurdyskretnego.

Do opisu zagadnienia przewodzenia ciepta w rozpatrywarsnodku zostanie wy-
korzystane rownanie bilansu ciepta. Dla pojedynczego efgmndyskretnego (rys.
15.1) mana napisa réwnanie bilansu ciepta w nastepujacej postaci:

pVict =Q, (15.1)

gdziep — gestée, V; — objet&t elementu dyskretnego,— ciepto wi&ciwe, 6 — tem-
peratura elementu dyskretneg@Q; jest suma wszystkich strumieni ciepta dla rozpa-
trywanego elementu (rys. 15.1):

Ne
Q=Y QM+ QI+, (15.2)
=1
gdzie: Qﬁo"d— strumiéh ciepta przejmowanego/oddawanego miedzy kontaktojacy
sie elementami dyskretnynmi j, nc — liczba elementow dyskretnych kontaktujacych
sie zi-tym elementemQ®! — zadany strumie ciepta dostarczonego z zewna gen
— strumié1 ciepta generowanego przez wewnetrzne zrodto ciepfd)’ — strumie
wymiany ciepta z otoczeniem.

Réwnania bilansu ciepta (15.1) dla wszystkldttzastek mena zapisatacznie w
postaci macierzowe;j

CO =0, (15.3)

gdzie C jest diagonalna macierza skupionych pojesuicieplnych,® — wektorem
temperaturQ — wektorem strumieni ciepta
mC 0
C= ., ®@={6...60}7, Q={Q:...Qn}". (15.4)

0 mnC
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15.3 Zwiazki konstytutywne dla strumieni ciepta

Strumieh ciep%aQiCjOnd wymienianego miedzy elementami dyskretnyimoraz j mozna
przyjat jako proporcjonalny do mnicy temperatur miedzy kontaktujacymi sie elemen-

tami
Qﬁond: _Hcond(eI o 9]), (15.5)

gdzie: nc — liczba elementow dyskretnych kontaktujacych sigtym elementem,
heond_ wspotczynnik przejmowania ciepta migdzy elementamkdytsymi. Na styku
dwoch czastek zalmno skok temperatury, co naletraktowa jako makroskopowo
obserwowana mnice temperatur mierzona w pewnej matej odlégtad powierzchni
styku. Jest to uproszczenie przyjmowane zwykle w numegrozmodelu kontaktu
termicznego [302]. Ttumaczy sie to tyme kontaktujace sie powierzchnie zazwy-
czaj nie przylegaja do siebie idealnie, lecz stykajavsierzchotkami nieréwnsci.
Wolna przestrze jest zazwyczaj wypetniona ptynem o mniejszej przew&dnoiepl-
nej niz przewodné&t cieplna stykajacych sie ciat. W wyniku tego w cienkiejratavie
obejmujacej powierzchnie kontaktu powstaje zazwyczgjczny gradient tempera-
tury. Traktujac te warstwe jako bardzo cienka, zasjgmy ja powierzchnia. Dla
strumienia ciepta przeptywajacego przez te powierzelmzyjmuje sie zwiazek kon-
stytutywny dany rGwnaniem (15.5).

Zwiazek (15.5) mana traktowa jako dyskretny model przewodzenia ciepta cha-
rakteryzowany przez wspotczynnik przejmowania cigpd. Wymiana ciepta mie-
dzy kontaktujacymi sie elementami dyskretnymi modefujpewodzenie ciepta przez
cialo state. Wartst wspotczynnikah® powinna by tak dobrana, aby makrosko-
powy przeptyw ciepta w srodku dyskretnym byt réwnoway przeptywowi ciepta
opisanego réwnaniami przewodzenia ciepta dieodka ciagtego. Postulujac réwno-
waznast opisu dyskretnego i ciagtego mma wyznacz§ parametry modelu dyskret-
nego.

Jako zwiazek konstytutywny dla gestd strumienia cieptg w ciele statym stosuje
sie zwykle prawo Fouriera

a=-A%, (15.6)

gdzie: A —wspotczynnik przewodzenia ciepbes- kierunek przewodzenia ciepta. Sto-
sujac réwnanie Fouriera (15.6) dla przeptywu miedzy dwatementami érodkach
oddalonych al, strumiéh ciepta miedzy kontaktujacymi sie elementami dyskyetn
maozna w przyblzeniu zapisaw postaci:

(6-96), (15.7)

ol X

Qﬁond - —A
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gdzieA_\jest pewna fikcyjna powierzchnia wymiany ciepta.

Poréwnujac réwnania (15.5) oraz (15.7) ma uzyské oszacowanie wspotczyn-
nika przejmowania ciepta miedzy elementami dyskretnyi"® w zalezndsci od
wspoitczynnika przewodzenia ciepta

heond 4, g . (15.8)

Dla regularnej konfiguracji elementéw dyskretnych przag#inej narys. 8.4a nzma
przyjat: A=2r-1m orazd = 2r, gdzier jest promieniem czastek (elementéw dyskret-
nych). Po uwzglednieniu tego w réwnaniu (15.8) otrzymige s

heend~ A - 1m. (15.9)

Dla regularnej konfiguracji elementéw dyskretnych przaggtnej na rys. 8.4b mmma
przyjet: d = 2r orazA = 2r/+/3-1m, gdzier jest promieniem czastek (elementow
dyskretnych). Po uwzglednieniu tego w réwnaniu (15.82ytruje sie:

hend~ A /v/3-1m. (15.10)

Wyznaczanie wspoétczynnika przejmowania ciepta miedameintami dyskretnymi
hcond jest rozpatrywane w prezentowanych w niniejszym rozdziatyktadéw nume-
rycznych.

Strumienie wymiany ciepfa z otoczeniem poprzez konwegkjgsla sie za pomoca
rownania

QPO — — ARTOV(G — 6a) (15.11)

gdzie: h®" — wspoétczynnik przejmowania ciepta, nazywany réownigspoétczyn-
nikiem wnikania ciepta,8; — temperatura otaczajacego czynnika (ptyri)~ po-
wierzchnia wymiany ciepta z otoczeniem zwiazanatgm elementem (cZ¢ po-
wierzchni ciata proporcjonalna do rozmiartego elementu). Wspétczynnik przejmo-
wania cieptah®"v, okreslajacy intensywn& konwekcyjnej wymiany ciepta, jest za-
lezny od rodzaju otaczajacego ptynu, od prestia kierunku przeptywu ptynu wzgle-
dem powierzchni ciata, nz@ on by réwniez funkcja temperatury powierzchni ciata
[299]. W zagadnieniach i przyktadach przedstawionych viefgzej pracy stosowano
stata wart& wspoétczynnikahcon,

15.4 Warunki poczatkowe i brzegowe

Zagadnienie nieustalonego przewodzenia ciepta opisameartiem (15.3) wymagaja
zadania odpowiednich warunkéw poczatkowych i brzegowytharunki poczatkowe
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sa wart&ciami temperatury w chwili poczatkowigj= 0
0(0) = Op. (15.12)

Warunki brzegowe dla zagadnienia nieustalonego przeplgiepta opisywanego
uktadem réwna moga by okreslone dla temperatur lub dla strumieni ciepta.

Warunek brzegowy dla temperatury ama zapisa
6(t)=6(1), (15.13)

gdzie 6T.(t) jest znana temperatuiatego elementu dyskretnegozlcego na brzegu
modelowanego &rodka dyskretnego. Warunek brzegowy dla temperaturystzksie
jako warunek brzegowy | rodzaju.

Warunki brzegowe dla strumienia ciepta mog lokreslone w r@ny sposoéb:

e Zadany punktowy strumieciepta (warunek Il rodzaju)

Q1) = Qi(t), (15.14)

gdzie@ (t) jest znana funkcja czasu. Szczeg6lnym przypadkiem ggetgy catko-
wity strumieh ciepta odpowiadajacy izolowanej cieplnie powierzchaivaetrznej
(adiabatyczne warunki brzegowe)

Q™(t) = 0. (15.15)

e Konwekcyjna wymiana ciepta z otoczeniem (warunek Il rgdgakreslona przez
strumieh QF°" zdefiniowany réwnaniem (15.11).

Zastosowanie warunkow brzegowych na powierzchni ciatagloweanego elemen-
tami dyskretnymi wymaga wykrycia elementéw znajdujacygi@ na powierzchni.
W modelach materiatéw granularnych, jak réwni@ modelach skat podlegajacych
zniszczeniu, nastepuje zmiana geometrii ztiweScia zmiany brzegu obszaru. De-
finicja warunkéw brzegowych, np. wymiany ciepfa z otoczenienusi uwzglednia
taki przypadek. W zwiazku z tym wykrywanie zewnetrznybinzégowych) elemen-
tow dyskretnych musi by elementem algorytmu rozwiazania nazégm kroku. W
rozwijanym algorytmie numerycznym implementowano algorywykrywania ele-
mentéw lgacych na brzegu oparty na podobnych zasadach jak prezemtov pra-
cach [63, 64].
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15.5 Catkowanie rownania przeptywu ciepta wzgledem czasu
Réwnanie przeptywu ciepta (15.3) jest catkowane za ponjeaej metody Eulera
oml_e"l4 %Q“. (15.16)

Podobnie jak jawny schemat catkowania réwmachu w metodzie elementéw sko
czonych i dyskretnych, jawny schemat catkowania rownardegywu ciepta wedtug
réwnania (15.16) jest stabilny warunkowo:

At < Mt (15.17)

Czas krytyczny dla tego schematu ma oszacowawyrazeniem na czas krytyczny
dla jednowymiarowego przeptywu ciepta [119]

Aty ~ '”‘J, (15.18)

gdzielmin jest minimalna odlegkcia miedzysrodkami elementéw dyskretnych,—
jest dyfuzyjnécia cieplna zdefiniowana w nastepujacy sposob
A
a=—,
pc
gdzie gest&E masyp, ciepto wiaciwec i wspoétczynnik przewodnictwa cieplnego
sa parametrami materiatu modelowanego elementami dyskng

(15.19)

15.6 Przykfady numeryczne

15.6.1 Wewnetrzna generacja ciepta w nieskmzonej tarczy

Nieskaczona tarcza o gruboi 200 mm (rys. 15.2) poczatkowo znajduje sie w tempe-
raturze OC. Poczawszy od chwiti= 0 ciepto jest generowane wewnatrz catlej objeto-
§ci tarczy z nateeniemq = 200000 W/ri. Zewngtrzne powierzchnie tarczy (niegko
czone ptaszczyzny) sa utrzymywane ciagle w temperafdi@e Wtasn&ci materiatu

sa nastepujace: ciepto véieiwec = 1970 J/(kg K), wsp6tczynnik przewodzenia cie-
ptaA = 5.2 W/( mK), gestd&t p = 2500 kg/nt. Przyjete wiasngci cieplne materiatu
odpowiadaja wiasrziom piaskowca. Analize przeprowadzono za pomoca mngetod
elementow skibczonych oraz metody elementéw dyskretnych. W modelu nyrmer
nym (rys. 15.2) rozwzano pasmo tarczy o szerda 25 mm oraz wykorzystano sy-
metrie wzgledem ptaszczyzrsrodkowej tarczy. W modelu elementéw skaonych
modelowany obszar zdyskretyzowano za pomoca 10 elemaradarokatnych. Wy-
niki symulacji w postaci rozktadu temperatury w chwik= 2000 s dla modelu MES
pokazano narys. 15.3a.
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W modelu elementdéw dyskretnych zastosowano 100 elemenykretnych uto-
zonych regularnie w weztach siatki kwadratowej (rys. b%.3®rzy zalaonej gestéci
objetdsciowej skatyp = 2500 kg/n?, gesté&t materiatu skaty w porowatym modelu
elementow dyskretnych wynopin = p/(1—n) = 2500/(1— 0.2146) kg/m® = 3183
kg/m®. Wspoiczynnik przejmowania ciepta miedzy elementamikdgsymi h*°d
przyjeto zgodnie z réwnaniem (15.9H°" = ) . 1m = 5.2 W/K. Uzyskany dla mo-
delu elementéw dyskretnych rozktad temperatury w chindti 2000 s przedstawiony
jest narys. 15.3b. Jest on praktycznie identyczny jak umygkv modelu MES. Ewo-
lucja pola temperatury dla obydwu modeli jest przedstawioa rys. 15.3c. Mmna
zaobserwow@adoskonata zgodrsd poréwnywanych wynikéw.

g‘
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Rys. 15.2. Wewnetrzna generacja ciepta w ni@skonej tarczy — model elementow $lazo-
nych.
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Rys. 15.3. Wewnetrzna generacja ciepta w niésizonej tarczy: a) rozklad temperatury w
modelu MES w chwili t=2000 s, b) rozkiad temperatury w moddiED w chwili t=2000 s,
¢) ewolucja rozktadu temperatury w modelach MES i MED.
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15.6.2 Niestacjonarny przeptyw ciepta w nieskaczonej tarczy

Nieskaczona tarcza o grukoi 200 mm (rys. 15.4) poczatkowo znajduje sie w tempe-
raturze OC w chwili czasu = 0", temperatura na obydwu ptaszczyznach brzegowych
tarczy wzrasta do 10C i jest utrzymywana stale w tej wysoka. Wihasnéci cieplne
materiatu tarczy sa identyczne jak w przyktadzie opisamynozdziale 15.6.1, ciepto
wiasciwec = 1970 J/(kg- K), wspétczynnik przewodzenia ciepfa= 5.2 W/( mK),
gest@&t p = 2500 kg/n¥. W modelu numerycznym (rys. 15.4) modelowano pasmo
tarczy o szerok&ci 25 mm oraz wykorzystano symetrie wzgledem ptaszozgrad-
kowej tarczy. Zagadnienie niestacjonarnego przeptywptaianalizowano stosujac
model elementéw skwzonych oraz model elementéw dyskretnych. W modelu ele-
mentow skdczonych rozpatrywany obszar zdyskretyzowano za pom0aaeimen-
téw czworokatnych (rys. 15.4). W modelu elementéw dysigeh podobnie jak

Y
- L
(=3
o — =
(= ) — 0% /1l
S 0=0C "
T/ [\l 0 CDX
@ 200
Y —

Rys. 15.4. Niestacjonarny przeptyw ciepta w nieskmonej tarczy — model elementéw $ko
czonych.
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Rys. 15.5. Niestacjonarny przeptyw ciepta w nies&ponej tarczy: a) rozktad temperatury w
modelu MES w chwilt = 3000 s, b) rozktad temperatury w modelu MED w chwi 3000 s,
¢) ewolucja rozktadu temperatury w modelach MES i MED.
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poprzednio zastosowano 100 elementéw dyskretnycroalych regularnie w weztach
siatki kwadratowej (rys. 15.5b). Wedtug tych samych zatoprzyjeto gestst mate-
riatu skaty pm = 3183 kg/n? oraz wspotczynnik przejmowania ciepta miedzy elemen-
tami dyskretnymh®"d= 52 W/K.

Poréwnanie rozktadu temperatur w chwik= 3000 s uzyskanych za pomoca ana-
lizy MES i MED jest pokazane na rys. 15.5a i b. k@ zauwayc bardzo dobra
zgodn&t wynikéw uzyskanych mnymi metodami. Poréwnanie ewolucji rozktad
temperatury w obydwu modelach dlazrych chwil czasu pokazano na rys. 15.5c.
Zaobserwowa mazna diza zgodn&t poréwnywanych wynikow.

15.6.3 Kwadratowa tarcza ze statym doptywem ciepta

W przyktadach przedstawionych w rozdziatach 15.6.1 i Z5sosowano modele wy-
korzystujace regularna konfiguracje elementéw dysigat. W niniejszym rozdziale
przyjmiemy geometrie odpowiadajaca geometrii protdelsej rozpatrywanej w roz-
dziale 14.5. W modelu zagadnienia przeptywu ciepta me&dementow dyskretnych
wykorzystamy stosowany w rozdziale 14.5 model elementaskidyinych charaktery-
Zujacy sie nieregularnym losowym upakowaniem.

Kwadratowa tarcza (rys. 15.6) o wymiarach X8 mm i grub&ci 10 mm, znaj-
dujaca sie poczatkowo w temperaturze zerowej, jest poadtatemu doptywowi cie-
pta rownomiernie roziponemu na jednej z ptaszczyzn bocznych. Gagstimptywa-
jacego strumienia ciepta wynosi 1850 WinPozostate boki i powierzchnie tarczy sa
izolowane. Wiasnsci termiczne materiatu odpowiadaja wtasoimm piaskowca i sa
takie same jak w przyktadach przedstawionych w rozdziategk.1 i 15.6.2, ciepto
wihasciwec = 1970 J/(kg K), wspotczynnik przewodzenia ciepfa= 5.2 W/(m-K),
gestét p = 2500 kg/n3.

Obliczenia przeprowadzono stosujac modele elementéviiczkmych i elemen-
tow dyskretnych. W modelu elementéw $kzonych zastosowano strukturalna siatke
elementéw czworokatnych. Siatka elementowirslamnych wraz z rozktadem tem-
peratury w chwilit = 2000 s jest przedstawiona na rys. 15.7a. Model elementéw
dyskretnych wraz z rozkladem temperatury jest przedstayvina rys. 15.7b. W ana-
lizie metoda elementéw dyskretnych przyjeto géstmateriatupn = p/(1—n) =
2500/(1—0.13) kg/m® = 2870 kg/mi. W obliczeniach sprawdzono wasit wspot-
czynnika przejmowania ciepta miedzy elementami dyskmeirez zakresu wyznaczo-
nego przez réwnania (15.9) i (15.10). Wyniki przedstawioaeys. 15.7b uzyskano
dla wspdtczynnika wyznaczonego z réwnania (139979= A - 1m=5.2 W/K.

Ewolucja rozkladu temperatury otrzymana w analizie mettdzlementow sko-
czonych i dyskretnych jest przedstawiona na rys. 15.8zmdazaobserwoviaduza
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zgodndt poréwnywanych wynikéw. Mena uznag, ze dla danego modelu elementéw
dyskretnych przyjeta wargd wspétczynnika przejmowania ciepta miedzy elementami
dyskretnymi dobrze reprezentuje makroskopowe wigsshoieplne materiatu skaty
traktowanej jako érodek ciaglty. Wyznaczone wiassw cieplne dla modelu dyskret-
nego probki skalnej zostana wykorzystane w termomechnajcsymulacji procesu
skrawania w rozdziale 16.

g=1850W/m’
—

108

108

Rys. 15.6. Kwadratowa tarcza ze statym doptywem ciepta.
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Rys. 15.7. Kwadratowa tarcza ze statym doptywem ciepta klaoztemperatury w chwili
t =2000 s: a) w modelu MES, b) w modelu MED.

Podsumowanie
W tym rozdziale pokazanaze metoda elementéw dyskretnych zecbyc z powo-

dzeniem wykorzystana réwriedo zagadnie przeptywu ciepta. Przedstawiono sfor-
mutowanie modelu dyskretnego oparte na zasadzie bilarglactla pojedynczego
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Rys. 15.8. Kwadratowa tarcza ze statym doptywem ciepta ktaoizemperatury wzdosix.
Poréwnanie wynikéw MES i MED.

elementu oraz wyprowadzono réwnania przeptywu ciepta kladw elementéw dys-
kretnych. Rozwiazanie zagadnienia cieplnego w czasim@ano przy wykorzystaniu
jawnego schematu catkowania.

Poprawné&t dziatania modelu elementow dyskretnych w zagadnienieanépbywu
ciepta zweryfikowano poréwnujac wyniki uzyskane za pomatetody elementéw
dyskretnych z wynikami uzyskanymi za pomoca metody elg¢dverskarczonych.
Poréwnania pokazuja da zgodn&t poréwnywanych wynikéw. W modelowaniu
metoda elementow dyskretnych zastosowano zaréwno regulg@k i nieregularne
konfiguracje elementéw dyskretnych. Przyktady testowennlizy réwniez zweryfi-
kowat metode wyznaczania parametrow modelu dyskretneg@ydajazadane wia-
snaci cieplne materiatu. Dla zadanego wspoétczynnika przeeoid ciepta mate-
rialu wyznaczono wspotczynnik przejmowania ciepta mie@tementami dyskret-
nymi. Stwierdzono,ze oszacowanie wspoétczynnika przejmowania ciepta dla-regu
larnych konfiguracji elementéw dyskretnych stanowi dolay/plizenie dla nieregu-
larnych konfiguraciji elementéw dyskretnych. Rozwinietainiejszym rozdziale sfor-
mutowanie elementéw dyskretnych dla zagadniezeptywu ciepta, w dalszej czei
pracy zostanie wykorzystane w modelowaniu sporgch zagadnfe termomecha-
nicznych za pomoca metody elementow dyskretnych.



16. Termomechaniczna analiza proceséw
urabiania skat

Wstep

Procesy urabiania i skrawania skatmna rozpatrywa jako sprzgone zagadnienie ter-
momechaniczne, w ktdrym procesom mechanicznym towaazgfeky cieplne, a zja-
wiska termiczne maja wplyw na wtasm i procesy mechaniczne. W niniejszym roz-
dziale metoda elementow dyskretnych zostanie zastosod@namerycznego mode-
lowania zagadnienia termomechanicznego. Do rozwijankgmydmu zostanie wpro-
wadzono maliwo&t analizy sprzeonej taczacej algorytm analizy dynamicznej przed-
stawiony w rozdziatach 7 i 14 z algorytmem analizy termi¢gzmzedstawionym w
rozdziale 15.

Termomechaniczna analiza procesu urabiania skat w dalsggji niniejszej pracy
umazliwi uwzglednienie temperatury jako istotnego czynnilgalywajacego na zzy-
cie narzedzi urabiajacych.

16.1 Efekty cieplne w skrawaniu skat

W skrawaniu skat wystepuja istotne dla wytrzyntadoi trwatcsci narzedzi efekty
cieplne. W trakcie skrawania, na skutek ciepta generowapegy tarciu narzedzia
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Rys. 16.1. Przebiegi czasowe temperatury na ostrza skrawajacego: a) typowy przebieg
czasowy temperatur dla ciagtego urabiania skat [174)ymwvy przebieg czasowy temperatur
dla cyklicznego strugania skat — wptyw predkdskrawania na temperature ostrza [133].

270
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skrawajacego o skale, nastepuje znaczny wzrost tempgrastrza [132, 133, 207].
W typowym przebiegu czasowym temperatury na ostrzar(oys. 16.1a) nmuna wy-
réznic poczatkowy okres wzrostu temperatury, w ktérym cieptahpaniane przez
narzedzie jest wigksze od ciepta odprowadzanegajoaosiagniecia pewnej tempe-
ratury, w przyblzeniu ustalonej, w ktérym proces absorpcji ciepta jest wrrowa-
dze z procesem odprowadzania ciepta na skutek przewodezeyimiany z otocze-
niem [174]. W skrawaniu cyklicznym przebieg czasowy terapaly charakteryzuje
sie oscylacjami. Typowe przebiegi czasowe temperaturystizu naa przy skrawa-
niu cyklicznym pokazano na rys. 16.1b. Wzrost temperatarggdzia skrawajacego
zalezy od r&nych czynnikéw, takich jak wilasioi termiczne materiatu narzedzia i
skaly, parametry procesu skrawania, w tym prédkity skrawania, wymiana ciepta
z otoczeniem, naturalna, jak rowmigvymuszona przez zastosowanie dodatkowego
chiodzenia. Zalenast temperatury od predkei skrawania pokazano na rys. 16.1b.
Wraz ze wzrostem predkoi skrawania zwieksza sie przyrost temperatury [133].174

16.2 Termomechaniczny model skrawania skat

Termomechaniczny model skrawania skat jest pokazany safyeemie na rys. 16.2 z
rozdzieleniem zjawisk opisywanych w sformutowaniu prailemechanicznego oraz
uwzglednianych w zagadnieniu termicznym. Zagadnieniehariczne i zagadnienie
termiczne sprzeone sa poprzez zjawisko generacji ciepta. Ciepto germmewmna sku-
tek tarcia narzedzia o skate jest wyznaczane w rozwiazamoblemu mechanicznego
i traktowane jako zrédto ciepta w zagadnieniu termicznym.

war. brzeg
absorpcyjne

war. brzeg. absorpcyjne

war. brzeg. absorpcyjne

a) b)

Rys. 16.2. Termomechaniczny model skrawania skat: a) sahproblemu mechanicznego,
b) schemat problemu termicznego.
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Generowane ciepto jest absorbowane i przewodzone przegdme i skale. Prze-
bieg zjawisk cieplnych zaly od wtasn&ci termicznych materiatu narzedzia i skaty.
W modelu problemu termicznego dla procesu skrawania ciaglgdniona zosta-
nie rbwnie wymiana ciepta z otoczeniem oraz wymiana ciepta w konekaiedzy
ostrzem skrawajacym i skata.

Sprzgenie w rozpatrywanym zagadnieniu termomechanicznyndjgsstronne —
rozwiazanie zagadnienia termicznego ma wptyw na proceshareczny. Pod wply-
wem temperatury zmieniaja sie wtasoo mechaniczne materiatu narzedzia oraz po-
wstaja odksztatcenia i napgnia spowodowane rozszerzan@ cieplna.

Model numeryczny skrawania skat jako zagadnienia termbiar@cznego zostanie
stworzony w oparciu o przedstawione we waziejszych rozdziatach sformutowa-
nie metody elementéw dyskretnych. W analizie zagadnieréah@nicznego natg
uwzglednt dodatkowo generacje ciepta w zagadnieniu kontaktowyragadnienie
termiczne w ujeciu modelowania dyskretnego jest opisangomoca réwnania prze-
ptywu ciepta przedstawionego w rozdziale 15.

16.3 Model kontaktu termomechanicznego

01:/11,01:91
Q cont

Rys. 16.3. Kontakt termomechaniczny miedzy dwoma elearmentlyskretnymi: a) schemat
problemu mechanicznego, b) schemat problemu termicznego.

Model kontaktu w zagadnieniu termomechanicznym uwzgedndziatywanie
mechaniczne miedzy kontaktujacymi sie obiektami, gacje ciepta na skutek tarcia
oraz wymiane ciepta na skutekariicy temperatur miedzy powierzchniami stykaja-
cych sie ciat. Oddziatywanie mechaniczne jest opisanedvqruiziale 7.3. Dysypacja
energii na skutek tarcia jest olglena réwnaniem

D= Fg'", (16.1)

gdzie Fs jest sita tarcia, a! nieodwracalna c&eia wzglednej prediei pdlizgu.
Cieplo przejete przez kontaktujace sie ciata jesécimdysypowanej energii

Q%"= D, gdzie x<1. (16.2)
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Strumien cieptaQY®" generowany wskutek tarcia jest pochtoniety przez konjake
sie ciala:

Quen— Q%en+ Qge”’ (16.3)

gdzieQ{*"i Q3°"sa to strumienie ciepta pochtonigte przez poszczegaaie. Podziat
strumieniaQ9®" na strumienig?*"i Q3°" mazna zapisa wprowadzajac wspotczynnik
podziatu cieptax

Qgen: aQoen. Qgen: (1—a)Qoen, (16.4)

Wspéitczynnik podziatu cieptar okresla sie zazwyczaj przyjmujac waruneke w
obszarze rzeczywistego kontaktu (styku) dwdch ciat teaipea na obu stykajacych
sie powierzchniach powinna byednakowa [4, 78]. Dokfadne rozwiazanie tak po-
stawionego problemu dla pary ciat poruszajacych sie gdwyin siebie prowadzi do
rozbudowanego wyeenia na wspoétczynnik podziatu ciepta [4]. Pokazuje areopo-
dziat generowanego ciepta zaleod r&nicy aktywndci cieplnej (efuzyjnsci ciepl-
nej) obydwu materiatéve:

£=1+/pCA, (16.5)

gdzie: p — gest&t masyc — ciepto widkciwe,A —wspéiczynnik przewodnictwa ciepl-
nego. Efuzyjné&t cieplna zwana réwnieinercja cieplna jest parametrem charaktery-
zujacym odpowiedz (opor) materiatlu na wprowadzone zadnie (zrodto ciepta) do
ukfadu cieplnego.

W zastosowaniach praktycznych ema przyj& uproszczone zakenie,ze podziat
ciepta generowanego wskutek tarcia jest proporcjonalngfdoyjndsci cieplnej kon-
taktujacych sie ciat:

Q& _ P1C1A1 (16.6)
QR & P2C2A2 '

Wykorzystujac wyraenie (16.6) z rowna(16.4) i (16.3) otrzymuje sie wyzanie na
wspotczynnik podziatu ciepta [191]

(16.7)

1
a= .
1+ /P2C2A2/p1C1A1

W modelu numerycznym niespetnione jest zaioie o rownéci temperatur w
miejscu styku dwaoch cial. Pomiedzy kontaktujacymi degami nastepuje przeptyw
ciepta proporcjonalny do mhicy temperatur, ok&ony réwnaniem (16.8).
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Strumienie wymiany ciepta w kontakcie z innym ciatem d@feesie za pomoca
réwnania

Qcont — _Ahcont(eI _ ec) 7 (168)

gdzie: hco" — wspotczynnik wymiany ciepta w kontakci@® — temperatura kontaktu-
jacego sie ciata w miejscu styku-zym elementemA — powierzchnia wymiany ciepta
Z otoczeniem zwiazanaiztym elementem (cZ& powierzchni ciata proporcjonalna
do rozmiarui-tego elementu). Fizyczne uzasadnienie zahego skoku temperatury
w warstwie kontaktowej podano w podrozdziale 15.3.

16.4 Rdéwnania metody elementdéw dyskretnych dla sprzenego
zagadnienia termomechanicznego

Roéwnania ruchu uktadu elementéw dyskretnych (7.23) i (7spfzgzone z rowna-
niem przewodnictwa cieplnego dla modelu dyskretnego §15.3

Mi =R, (16.9)
=T, (16.10)
CO=0Q, (16.11)

wraz z odpowiednimi warunkami poczatkowymi i brzegowymair®wia uktad réwna
opisujacych zagadnienia termomechaniczne w ujeciu dyettementéw dyskretnych.
Roéwnania (16.9)—(16.10) sa spmope z rownaniami (16.11) poprzez uwzglednienie
nastepujacych efektéw sprzegajacych:

e generacja ciepta na skutek tarcia w kontakcie miedzy ehtame dyskretnymi,

¢ dylatacja cieplna i wywotane nia nagenia.
16.5 Catkowanie rownah ruchu dla zagadnienia sprzgonego
Ukfad rownan (16.9)—(16.11) opisujacy zagadnienie termomechari@st rozwiazy-
wany poprzez naprzemiennang. staggered) catkowanie w czasie. Rozwiazanie dla

n-tego kroku catkowania odbywa sie w nastepujacy sposob:

(i) rownania ruchu (16.9) i (16.10) sa catkowane w czasip@aoca jawnego sche-
matu r&nic centralnych danego réwnaniami (7.59)—(7.66) przyz=diu statej
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temperatury; w rozwiazaniu problemu mechanicznego ugdrgbne sa dodat-
kowe oddziatywania miedzy czastkami wynikajace z rexsalnéci cieplnej oraz
obliczany jest strumieciepta, generowanego na skutek tarcia w kontakcie, wedtug
rownania (16.2).

(i) Réwnanie przeptywu ciepta (16.11) jest catkowane zepoa jawnej metody Eu-
lera wyraonej przez réwnanie (15.16); problem termiczny jest razyavany dla
niezmiennej konfiguracji gemetrycznej modelu; strumiéepta generowanego na
skutek tarcia obliczony w etapie (i) jest uwzglednionyggédno ze zrédet ciepta;
temperatura czastek wyznaczona w rozwiazaniu zagadri@plnego jest z kolei
przekazana do rozwiazania zagadnienia mechanicznegstepmym kroku.

Schemat catkowania zagadnienia termomechanicznego gsinkowo stabilny.
Krok catkowania jest ograniczony krokiem krytycznyk,:

Ater = min(AtTeen Aglerm) (16.12)

gdzie AtTech jest krokiem krytycznym dla rozwiazania zagadnienia na@itznego
okreslonym réwnaniem (2.61), At’®™ jest krokiem krytycznym dla rozwiazania za-
gadnienia przeptywu ciepta olgi®nym réwnaniem (15.18).

16.6 Termomechaniczna analiza urabiania skaty przy poglganiu

Proces skrawania skaly pojedynczym ostrzem glowicy ujatéd pogtebiarki zdefi-
niowany w rozdziale 14.8 zostat rozpatrzony jako procesitenechaniczny. Zasto-
sowano taki sam jak poprzednio model geometryczny wraz yjgigani uprzednio
parametrami definiujacymi wiasaa mechaniczne. W analizie badano przebieg kilku
cykli sktadajacych sie z dwdch etapdw, skrawania oray fawobodnego ruchu narze-
dzia w wodzie. Dla etapu skrawania prowadzono analize derethaniczna badano
mechaniczne zniszczenie skaly oraz generacje i przepigplacw ukladzie sklada-
jacym sie ze skaly i narzedzia zanurzonych w wodzie,ldiae]j jako &rodek chto-
dzacy. Dla etapu swobodnego ruchu narzedzia prowadzogize termiczna w celu
wyznaczenia zmian temperatury narzedzia chtodzonegawod

Wyniki analizy sa pokazane na rys. 16.4-16.6. Rysunek fizddstawia ostrze
naoza w trakcie skrawania wraz z rozktadem temperatury. Widdszczenie typowe
dla kruchej skaty podobne do przedstawianego &osg w rozdziale 14.8. Na rys.
16.4 zaprezentowano réwuaigvzrost temperatury narzedzia. Naggga temperatura
wystepuje na powierzchni ostrza w miejscu, gdzie sa rg§gde naciski przy krusze-
niu skaly. Rozklad temperatury narzedzia skrawajacedazie swobodnego ruchu
pokazany jest narys. 16.5. Zmiany w rozkladzie temperatutgj fazie sa wywotane
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chtodzeniem woda i rozptywem ciepta w narzedziu. Rysut@k pokazuje cykliczne
Zmiany temperatury na ostrzu, charakteryzujace sie steno temperatury w trakcie
skrawania oraz spadkiem temperatury w czasie ruchu swelgodprzy chtodzeniu

woda. Charakter uzyskanych w analizie zmian temperaastyzgodny z przebiegiem
czasowym temperatury w ostrzu w rzeczywistym procesieianéy przedstawionym
narys. 16.1. Rysunek 16.6 pokazuje zmiany temperatury keigrgpoczatkowych

cykli. Maksymalne temperatury w poszczegotnych cyklacdneo W analizowanym
czasie nie osiagnieto jeszcze stanu quasi-stacjonarmegtérym ilosci ciepta gene-

rowanego i odprowadzanego w czasie jednego cyklu rownawege. Wymagatoby to
wydtuzenia analizowanego przedziatu czasu.

c)t=0.47s d)t=0.57s

Rys. 16.4. Termomechaniczna analiza skrawania skaty pogzgm ostrzem glowicy urabia-
jacej pogtebiarki — rozktad temperatury wzrdych chwilach pierwszego cyklu skrawania.
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a)t=0.63s b)t=0.93s
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Rys. 16.5. Termomechaniczna analiza skrawania skaty pogzgm ostrzem gtowicy urabia-
jacej pogtebiarki — rozktad temperatury wardych chwilach chtodzenia po pierwszym przej-
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Rys. 16.6. Termomechaniczna analiza skrawania skaty pogzgm ostrzem gtowicy urabia-
jacej pogtebiarki—zmiana temperatury narzedzia wiezasech cykli skrawania i chtodzienia.
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Podsumowanie

Metode elementéw dyskretnych wykorzystano do modelowvagirzgonego pro-
blemu termomechanicznego. Algorytm analizy termomecdizangj oparty zostat na
sprzgeniu wczéniej rozwinietych modeli dyskretnych dla problemu medbznego
oraz problemu termicznego. Rozwiazanie sparggo uktadu réwrfajest zrealizo-
wane za pomoca haprzemiennego schematu catkowania ndwolau i rowania prze-
wodnictwa ciepta.

Opracowany algorytm zostat zastosowany do symulacji prabl skrawania skat
jako zagadnienia termomechanicznego. Przeprowadzonalagjm kilku cykli skra-
wania skaly pojedynczym ostrzem pogtebiarki. zZg cykl sktadat sie z etapu skra-
wania i ruchu swobodnego narzedzia. W trakcie catego aylituedzie byto poddane
chtodzeniu woda. Uzyskana zmiana temperatury zgadzagmieebiegiem czasowym
temperatury narzedzia skrawajacego w cyklicznym skréuvakatly. Uwzglednienie
efektéw cieplnych w procesie skrawania stwarzalmamst doktadniejsze modelowa-
nie zwycia narzedzia skrawajacego.



17. Modelowanie i symulacja zaycia narzedzi do
urabiania skat

Wstep

W niniejszym rozdziale rozpatruje siezycie scierne narzedzi do urabiania skat. Zu-
zycie jest to proces stopniowego ubytku materiatu z warsigraghnich ciata statego
pod wptywem ranorodnych czynnikéw. Zmiana ksztattu narzedzia na skubs/tku
materiatu z powierzchni wptywa negatywnie na efekty®mproceséw urabiania skat.

W niniejszym rozdziale rozpatruje sie zcie narzedzi jako jeden z efektow
uwzglednianych w symulacji skrawania (urabiania) skaleleth jest prognozowa-
nie intensywnéci oraz formy zmiany geometrii narzedzi. Przedstawiomeweze-
Sniejszych rozdziatach sformutowanie metody elementéskidtnych zostato wzbo-
gacone o model zaycia. Zwycie Scierne rozpatruje sie jako jeden z efektéw towa-
rzyszacych tarciu migdzy narzedziem a urabiana skatigzny w dwzym stopniu od
efektdw termicznych. Wzrost temperatury narzedzia welkabsorpcji generowanego
przez tarcie ciepta prowadzi do przyspieszonego ubytkymagzedzia. Zastosowa-
nie termomechanicznego sformutowania metody elementékrdynych umaliwia
uwzglednienie efektéw termicznych w modelowanizytia.

17.1 Podstawowe informacje o zzyciu

Ze wzgledu na mechanizm zycia ma&na wyr&nic nastepujace grupy procesow zu-
zycia: zwzycie Scierne (abrazyjne), zycie adhezyjne, zycie zmeczeniowe, zycie
chemiczne i elektrochemiczne (korozyjne)zycie kawitacyjne oraz inne rodzaje zu-
zycia [86].

Zuzycie Scierne (abrazyjne) wystepuje w obszarze tarcia miedwynth ciatami
pod wptywem wystajacych nieréwioi powierzchni tracej twardszego materiatu lub
znajdujacych sie w obszarze tarcia luznych lub utwiergzh czastel&cierniwa.
W5r6d mechanizmoéw zyciasciernego mena wyr@&nic m.in. mikroskrawanie, bruz-
dowanie, odrywanie nieréwsai, rysowanie.

Zuzycie adhezyjne jest zwiazane z adhezja powierzchoytta wystepuje w mi-
kroobszarach plastycznego odksztatcenia warstwy wieieiha zwtaszcza najwey
szych wierzchotkdéw chropowaioi. Powstaja wéwczas lokalne potaczenia adhezyjne
tracych powierzchni. Zzycie nastgpuje przy niszczeniu tych potdtzea6remu towa-
rzyszy odrywanie czastek materiatu.

279
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Zuzycie zmeczeniowe jest rodzajemzygia, w ktérym miejscowa utrata spéjno-
8ci i zwiazane z nia ubytki materiatu sa spowodowaneczegiem materiatu w wy-
niku cyklicznego oddziatywania napeh kontaktowych w warstwach wierzchnich
kontaktujacych sie elementow. Zmeczeniowe mikrofgtia powierzchniowe prze-
chodza nastepnie w makropekniecia, a viadmvym efekcie nastepuje odrywanie od
powierzchni kawatkéw metalu. Szczegdélnymi rodzajaniymia zmeczeniowego sa
zwzycie przez tuszczeni@lg. spalling) oraz gruzetkoweaig. pitting).

Zuzycie chemiczne wystepuje wskutek reakcji chemicznyahadzacych migdzy
wspétpracujacymi materiatami lub wskutek reakcji (npleniania) miedzy zeywa-
nym materialem a otoczeniem, w ktorym zachodzi procesaarci

Procesy zmycia sa bardzo skomplikowane, zageod wielu czynnikéw, czesto
mamy do czynienia z jednoczesnym wystepowanieemyéh mechanizméw zycia.

17.2 Zuzycie narzedzi do urabiania skat

W trakcie pracy narzedzia do urabiania skat i gruntow egaasami bardzo szyb-
kiemu zwzyciu. Rysunek rys. 17.1 przedstawia przyktadowe naizgdeby zrywaka
i noze gtowicy urabiajacej pogtebiarki — nowe oraz w zaawargstym stadium zzy-
cia. Zwzycie narzedzi ma bardzo niekorzystny wptyw na efektySerrocesu urabia-
nia [178, 179].

Rozwaajac zazywanie sie narzedzi do urabiania skat rozpatruje sigesy trybo-
logiczny sktadajacy sie z narzedzia urabiajacegoaiskiacego) oraz skaly zwieziej
lub luznej. Miedzy skata zwiezta a narzedziem dodatt moga wystepowaodtamki
skruszonej skaty. W takim systemie moga wystepow@ne mechanizmy zycia.
W procesie urabiania nzemy mi€ do czynienia z obcigeniem uderzeniowym na-
rzedzia prowadzacym do zycia zmeczeniowego. W oddziatlywaniu narzedzi i skaty
wystepuje intensywne tarcie, ktére meopowodowa zuzycie scierne lub adhezyjne.

a) b) c)
Rys. 17.1. Zaycie narzedzi do urabiania skat: a) zrywak z nowym zed®meby zrywaka o
réznej postaci zaycia, ¢) nowy i zayte nae gtowicy urabiajacej pogtebiarki.
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Zuzycie Scierne wystepuje zwtaszcza gdy skata charakteryzejedsia twardécia
oraz duza zawartécia kwarcu (dwutlenku krzemu SiP Przy dueych sitach tarcia
ciepto generowane nze spowodowa duwzy wzrost temperatury narzedzia, nawet do
ok. 550-800C [286]. Przy tak wysokich temperaturach reowvystapt duwzy spadek
twarddsci narzedzia i zwigkszone zycie o charakterze zycia adhezyjnego.

Na zwzywanie sie narzedzi w procesach urabiania/skrawargbrs& wptyw wiele
czynnikéw, do najwaniejszych mana zaliczg [286]:

1. Wiasné&ci skat

whasndci mechaniczne (wytrzymaio, twardat, odporn&e na pekanie),
whasndci scierne,

struktura, nieciagigci, ksztatt ziaren,

whasndci termiczne.

2. Charakterystyka narzedzi

whasnaci mechaniczne narzedzi (wytrzymsdptward@e),
zaleznost whasnégci mechanicznych od temperatury,
whasndsci termiczne,

geometria narzedzia.

3. Parametry procesu urabiania/skrawania

e ustawienie narzedzi wzgledem skaly (gtebsikskrawania, katy przykenia i
ataku),

e predk&t ruchu narzedzia (skrawania),
¢ sily skrawania,
e generacja ciepta, chlodzenie.

Jednym z waniejszych czynnikéw wptywajacych nazycie jest stosunek twardo-
Sci narzedzia i skaty. W celu zmniejszeniazycia, narzedzia do urabiania wykonuje
sie z materiatéw o niwie duzej tward&ci. W wielu przypadkach sa to specjalne
gatunki stali. Czesto stalowe narzedzia posiadajgastr postaci wkladek z tward-
szych materiatow, takich jak wegliki spiekane lub diam@®]. Narzedzia wykonane
z takich materiatéw charakteryzuja sie wieksza odpscia na zaycie i wieksza efek-
tywnoscia — pozwalaja na stosowanie zgyych parametréw procesu urabiania, np.
wyzszych predksci skrawania skaty. Materiaty o wysokiej twagid charakteryzuja
sie zazwyczaj wieksza kruchoa. Dodatkowa wada specjalnych materiatow jest ich
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wysoka cena zwigkszajaca koszt narzedzia. W praktysosianie specjalnych mate-
riatow w konstrukcji tych narzedzi ogranicza sie do ueatia skat o diej twardéci

i wysokiej abrazyjnéci lub do zastosowawymagajacych bardzo daj efektywn&ci
urabiania.

Zuzycie narzedzi urabiajacych przejawia sig czesto zmami zmianami ksztattu.
Zmiana ksztattu zaley od warunkéw urabiania/skrawania. B@ formy zuaycia
ostrza klinowego nza urabiajacego pokazano na rys. 17.2 [133]. Koncentagja
zycia mae nastepow@na powierzchni przyteenia (rys. 17.2a), powierzchni natarcia
(rys. 17.2b,c) lub tacznie na powierzchni natarcia i pozghia (rys. 17.2d). Opisane

Rys. 17.2. Formy zzycia ostrza klinowego [133].

formy zmiany ksztattu mzna zaobserwowana rzeczywistych narzedziach przedsta-
wionych na rys. 17.1b i c. W przypadku zeba zrywaka przedsteego po lewej
stronie na rys. 17.1b zycie wystepuje facznie na powierzchni natarcia i przgto
nia, natomiast w przypadku zeba po prawej stronie rys.bl@réz w przypadku ray
gtowicy urabiajacej pogtebiarki na rys. 17.1czzaie nastepuje na powierzchni przy-
lozenia.

Zuzycie powierzchni przyteenia wraz z zaokragleniem krawedzi skrawajacej jest
dominujace w procesie skrawania skat kruchych [133]. Mawiazek z mechani-
zmem formowania wiéra, ktéry ma charakter odrywany, odkows. W efekcie po-
wierzchnia natarcia ostrza jest jedynie cyklicznie podalaavobciaeniu, natomiast
na powierzchni przylpenia wystepuje ciagly proces tarcia ostrza o powieriechh-
robiona skaty w obecrszi dwych naciskéw powierzchniowych na skutek sgymo-
wania powrotnego obrobionej powierzchni. W przypadku sfaia skat podatnych
lub urabiania gruntéw nmee wystepowa w sposéb dominujacy zycie powierzchni
natarcia [178].
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17.3 Kinetyka zuzycia

Zuzycie jest bardzo zimnym procesem fizycznym, co powoduie, prognozowanie
intensywn@&ci zwzywania jest zagadnieniem trudnym. Jako miare prgdkalzycia
przyjmuje sie zazwyczaj pred&b ubytku masy lub objetxi. Réwnania opisujace
kinetyke zaycia mana podziek na dwie grupy: réwnania teoretyczne i réwnania
empiryczne [187, 269, 109, 233].

Réwnania empiryczne stanowia formuty analityczne opisejwyniki bada do-
Swiadczalnych. Opisuja one predkawzycia z dobra doktadrszia w zakresie warun-
kéw odpowiadajacych opisywanym &leiadczeniom. Zakres stosowania tych formut
jest jednak najcZ&giej ograniczony do konkretnych materiatow i addmych warun-
kow wspbtpracy [187, 269].

Réwnania teoretyczne wykorzystuja podstawy zjawisk fimych zachodzacych
przy zwyciu. Podstawa wielu modeli teoretycznychzycia sa modele budowane
w ramach mechaniki kontaktu [8, 273, 193], mechaniki zrienia [274, 116], jak
rowniez w oparciu o modele zjawisk na poziomie atomowym [309].

Roéwnania teoretyczne opisujacezguie maja czesto postaozbudowanych funk-
cji o wielu parametrach. Prostota i stosunkowo dobra daids@w szerokim zakre-
sie mechanizméw zycia jest zaleta fenomenologicznej formuty Archarda [Blo-
del zwzycia Archarda zaktadae predk&c zuzycia mierzonego jako grubo warstwy
usunietego materialwy jest proporcjonalna do naciskow normalnygloraz predkéci
poslizgu vs i odwrotnie proporcjonalna do twaréla zwzywanej powierzchni

thVs
W )
gdzieH jest pewna miara twardgoi (w jednostkach énienia), ak jest wyznaczana
doswiadczalnie bezwymiarowa statazzgia. Réwnanie Archarda zostato wyprowa-
dzone poczatkowo dla zyicia adhezyjnego [8], niemniej jednak podobne réwnanie
mozna zastosowado opisu zaycia Sciernego [233]. Wprowadzajac do réwnania
(17.1) pewien model tarcia, np. model Coulomba

W=k (17.1)

ts = Utn, (17.2)

gdzie u jest wspoiczynnikiem tarcia, predéozwzywania mana uzalenic od mocy
dysypaciji sit tarciaD:

o ktsVs__D
W= =k, (17.3)

gdzieD = tyvs orazk = k/pu.
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Predk&t zwycia zaley w duzym stopniu od temperatury — w wysokiej tempe-
raturze nastepuje spadek twasdomateriatu prowadzacy do zwiekszonegayaia.
Whptyw temperatury na predkod zuzycia mae by uwzgledniony przez prosta adap-
tacje réwnania Archarda (17.1). Podobnie jak w [191, 13dina uwzgledré zmiang
twarddsci H wraz ze wzrostem temperatuéy

H=H(8). (17.4)

Uwzgledniajac zalencst (17.4) w rownaniu (17.1) otrzymuije sie

thVs

a na podstawie rowia(17.4) i (17.3) mamy
o _ tSVS o = D
W_kH(Q) _k—H(B)' (17.6)

W [191] zalenast (17.4) traktowana jest nie tylko jako funkcja okl&aca zmiane
twarddsci, ale jako wspoétczynnik charakteryzujacy prestkoraz mechanizm zy-
cia. FunkcjaH = H(0) jest skalowana tak by uzyskagodn&t predkéci zwzycia z
danymi déwiadczalnymi uzyskanymi dlazaych temperatur.

17.4 Algorytm numeryczny analizy zwzycia

Celem opracowywanego algorytmu numerycznego jest badateiesywngci zwzy-

cia oraz ewolucji ksztattu wskutek zycia narzedzi do urabiania skat. W analizie
numerycznej zeycie jest zazwyczaj traktowane jako rozszerzenie sfoomaihia za-
gadnienia kontaktowego przez uwzglednienie kumulagyeia na wspotpracujacych
w kontakcie powierzchniach [191, 135, 143]. Zazwyczaj jaketoda numeryczna
stosowana jest metoda elementéwiskaonych [191, 135, 143], ale w analiziezzd

cia z powodzeniem stosowane sa modele dyskretne, opartempetodach dynamiki
molekularnej [309], jak rowniewykorzystujace metode elementéw dyskretnych [77].
Metody dyskretne wprowadzaja nowe miivoSci w symulaciji ubytku masy spowo-
dowanego zmyciem.

W niniejszej pracy przedmiotem modelowania jest proceyaa narzedzi do ura-
biania/skrawania skat. Badany system sktada sie z nzizedaz ze zwieztej lub luz-
nej skaly. W poprzednich rozdziatach zostato przedstagvimodelowanie urabiania
skat przy zastosowaniu metody elementdéw dyskretnych hiiegrowanej metody ele-
mentéw dyskretnych i skezonych. W modelowaniu zycia, podobnie jak poprzed-
nio, skata bedzie modelowana za pomoca metody elementékvatnych z uwzgled-
nieniem sit kohezji dla skat zwieztych i bez uwzglednekiohezji dla skat luznych.
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Narzedzie mpe by traktowane jako ciato odksztatcalne lub jako ciato sztgvamo-
delowane elementami skozonymi lub elementami dyskretnymi. Gléwnym mode-
lowanym zjawiskiem bedzie wzajemne oddziatywanie ndzigei skaly prowadzace z
jednej strony do zniszczenia skaty a z drugiej strony wyyemle zazywanie narzedzia.
W modelu, w zalendsci od potrzeb, mzna uwzgledri efekty cieplne, takie jak gene-
racja ciepta wskutek tarcia, przewodzenie ciepta przeznstarzedzia i skaly oraz
wymiana ciepta z otoczeniem. Analiza termiczna bedzievadzona w przypadku
wystepowania wysokich temperatur mogacychawigtyw na intensywnst zuzycia.

Zuzycie w modelu jest uwzglednione poprzez obliczanie skomanego zaycia
na powierzchni narzedzia wedtug réwnania

w— / V. (17.7)

Catkowanie w czasie dane réwnaniem (17.7) jest wprowaddonmodelu oddziaty-
wania kontaktowego miedzy narzedziem a skata. Prgdkazyciaw jest obliczana
wedtug réwna (17.1) lub (17.5).

Zuzycie ma wptyw na przebieg zjawisk mechanicznych i termychin zmieniona
geometria narzedzia zmienia warunki odspajania wioK@ekhu towarzyszy wieksze
tarcie, powodujace zwigkszone nagrzewanie narze@gia)[

W analizie zaycia wystepuja zjawiska zachodzace w czasieznadpredkécia.
Mozna wyr&nic trzy skale czasu dla zjawisk mechanicznych, dla zjawiskloiych
(na proces wzrostu temperatury neoprzypada wiele cykli procesu mechanicznego)
oraz dla zjawisk zmycia ktére zachodza w dszym czasie zipojedyncze cykle skra-
wania lub czas osiagniecia ustalonego rozktadu temperAnaliza zazycia w czasie
rzeczywistym bytaby nienwiwa, dlatego w analizie zostanie wprowadzone skalowa-
nie majace na celu algorytmiczne ,przyspieszenie” pro@gycia.

Rozktad skumulowanego zycia na powierzchni stanowi informacje o ewolucji
ksztaltu narzedzia. W implementowanym algorytmie ew@lucsztattu narzedzia
nastepuje automatycznie. Elementy dyskretne (czassternatu) sa usuwane z po-
wierzchni narzedzia @i skumulowane zzycie dla danej czastki przekracza §egd-
nice. Czastki sa usuwane w dowolnym momencie — zmianatisnarzedzia naste-
puje w spos@b stopniowy w trakcie catej symulacji. Dla uaysk zmiany ksztattu,
odpowiadajacej rzeczywistym stopniomzygia narzedzi do urabiania, naleprze-
prowadze symulacje wielu cykli pracy.

Implementowany algorytm analizy zycia ma maliwost uwzglednienia wptywu
temperatury na predkod zwzycia. Ciepto generowane wskutek tarcia jest obliczane w
trakcie rozwiazania problemu mechanicznego. Z rozwigera problemu mechanicz-
nego jest sprzpna analiza termiczna procesu absorpcji i przewodzepjataiprzez
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narzedzie i skate. W wyniku otrzymuje sie rozklad tenaper w narzedziu i skale.
Temperatura wptywa na twaréonarzedzia zgodnie z rownaniem (17.4), a w dalszej
kolejncsci na predkét zuzycia zgodnie z réwnaniem (17.5). Sliezuzycie nastepuje

w ustalonych warunkach pracy przy niewiele zmieniajadgjtemperaturze nmma
przyjat réwnanie na predia zwzycia (17.1) ze stata twardoia.

17.5 Wyznaczanie parametréw modelu zzycia

Okreslenie ilcsciowe zazycia wedtug réwnania (17.1) lub (17.5) wymaga znajénio
parametrow modelu, tzn. wspétczynnikazyuia k oraz zalgnej od temperatury
twarddsciH = H(0).

W prezentowanym w niniejszym rozdziale przykfadzie nuraenym jest analizo-
wane zaycie naa gtowicy urabiajacej pogtebiarki. Twarsiomateriatu naa wedtug
informacji dostarczonej przez producenta narzedzia pegest w tabeli 17.1 w skali
Brinella. Mazna zaobserwowa ze tward&t badanej stali zmniejsza sie znacznie w
temperaturach povigj 300C.

Tabela 17.1. Zalndst twarddci Brinella od temperatury

Temperatura 0°C | 200°C | 300°C | 400°C | 500°C | 600°C
HB (N/mn¥) | 515 | 509 498 457 375 247

Wspotczynnik zayciak charakteryzuje wiasrszi Scierne (odporrat na zizycie)
pary wspétpracujacych materiatéw. Zajeon od bardzo wielu czynnikéw charaktery-
zujacych oba materiaty. Nie ma mlawosci okreslenia prostej zalnosci wspotczyn-
nikak od tych czynnikéw, dlatego jedynym sposobem jego wyzndazemodpowied-
nie badania dewiadczalne.

Typowa metoda dawiadczalna do pomiaru wspétczynnikazguaia jest badanie
Zza pomoca urzadzenia typu ,trzpi@a tarczy” ang. pin-on-disk). W badaniu tym
mierzy sie zuycie trzpienia (prébki) z badanego materiatu wskutek Wsp@y z ob-
racajaca sie tarcza (przeciwprébka) z matergierajacego. Wspotczynnik zycia
dla badanego materiatu n@ gtowicy urabiajacej pogtebiarki zostat wyznaczony na
stanowisku badawczym, w ktérym role trzpienia spetniah sz, a blok skalny spet-
niat role przeciwprobki (rys. 17.3). Badania wykonaneybwt laboratorium ZFS w
Stuttgarcie. Tarcie rm o skate nastepowato przy posuwisto-zwrotnym ruchzano
wzgledem nieruchomego bloku skalnego. W prdébie rejestmaabyty sity dziatajace
na n&, temperatura oraz mierzone byly zmiany geometrii. W wyrikdania oszaco-
wano wielk&t wspoétczynnika zeycia na@ak we wspoétpracy z badanym piaskowcem
jako zawarty w przedziale 0.005-0.01.
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Rys. 17.3. Stanowisko do laboratoryjnych badalporn&ci na zaycie w ZFS (Zentrum
Fertigungstechnik Stuttgart).

17.6 Termomechaniczna analiza urabiania skaty przy pogtganiu
z uwzglednieniem zaycia

Model urabiania skat za pomoca pojedynczego ostrza gjowiabiajacej pogte-
biarki, wykorzystywany w rozdziatach 14.8 i 16.6, zostankecnhie rozszerzony o
uwzglednienie zeycia narzedzi. Zastosowano ten sam model skaty jak pdpiage
sztywne narzedzie jest modelowane za pomoca 9400 elémalyiskretnych o réw-
nym promieniu 0.7 mm. Parametry oddziatywania kontaktavegedzy narzedziem
a skata przyjeto jak w rozdziatach 14.8 i 16.6. Dodatkowayfgto wspotczynnik zu-
zycia wedtug bad@aopisanych w rozdziale 17.3 oraz zat@ od temperatury twaréo
wedtug tabeli 17.1. Zzycie zostato algorytmicznie przeskalowane 20000 razgy-Pr
jeto podobne jak poprzednio parametry modelu termiczrugga parametry procesu
skrawania.

Proces skrawania byt analizowany jako proces termomechayiw czé&ci cyklu
w fazie skrawania narzedzie byto nagrzewane, a w nastgaesci, w fazie swo-
bodnego ruchu w wodzie, narzedzie byto chtodzone przeawddie ciepta wodzie.
Chtodzenie woda odbywato sie réwnie trakcie skrawania.
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c)t=04s d)t=0.65s
Rys. 17.4. Termomechaniczna analiza urabiania skaty poggepianiu z uwzglednieniem
zuzycia — posté zniszczenia skaty.

sten 0.002 steg 0,04
EGMOLTE of Nadal Temperatu. EGMOLT Fil of Nadal Temperatu
Deformation ( x1): Dispiatements of TIME ANALYSIS, step 0.002 Deformation ( x1): Dispiatements of TIME ANALYSS, step 0.04

c)t=04s d)t=0.65s
Rys. 17.5. Termomechaniczna analiza urabiania skaly ponyepianiu z uwzglednieniem
zuzycia — rozktad temperatury wzaych chwilach pierwszego cyklu pracy w fazie skrawania.



Podsumowanie 289

Wyniki analizy numerycznej sa przedstawione na rys. 17/48. Posta znisz-
czenia skaly przy odspajaniu odtamkéw widra pokazana jasts. 17.4. Rozkiad
temperatury w rdnych chwilach pierwszego cyklu pracy w fazie skrawaniagzalky
jestnarys. 17.5, a zmiana temperatury wskutek chtodzeodaw fazie swobodnego
ruchu jest widoczna narys. 17.6. Rysunek 17.7 pokazuje skawane zaycie na po-
wierzchni narzedzia w @nych chwilach w pierwszym cyklu pracy w fazie skrawania.
Ewolucja ksztattu narzedzia wskutekzuia jest zaprezentowana na rys. 17.8.
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Rys. 17.6. Termomechaniczna analiza urabiania skaty prgiepianiu z uwzglednieniem zu-
zycia — rozklad temperatury w ma w réznych chwilach pierwszego cyklu w fazie chtodzenia
w czasie swobodnego ruchu w wodzie.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale rozszerzono sformutowanie metddgnentow dyskretnych o
mozliwoSt modelowania zzycia narzedzi do urabiania/skrawania skat. Opracowany
algorytm pozwala na okétenie rozktadu zzycia na powierzchni narzedzia oraz ba-
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Rys. 17.7. Termomechaniczna analiza urabiania skaty pogyepianiu z uwzglednieniem
zuzycia — skumulowane zycie na powierzchni narzedzia wardych chwilach pierwszego

cyklu pracy.

a) ksztalt poczatkowy

b) ksztatt po pierwszym cyklu

Rys. 17.8. Termomechaniczna analiza urabiania skaty pogyepianiu z uwzglednieniem
zuzycia — ewolucja ksztattu narzedzia wskutekycia.

danie zmiany ksztattu narzedzia wskutekytia. Przedstawiono zastosowanie opra-
cowanego algorytmu do praktycznego przyktadu badantycia naza gtowicy ura-
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biajacej pogtebiarki. Problemy zycia nalega do najtrudniejszych probleméw w pro-
jektowaniu i eksploatacji elementéw maszyn. Nawet badkafiaratoryjne nie moga
byt w prosty sposéb przeniesione na prognozowaniy@a w rzeczywistych warun-
kach pracy. Dlatego uzyskane wyniki numeryczne nalgaktow& jako pomocny
element w ogélnym zrozumieniu problemuzygia, bardzo waznego zagadnienia w
projektowaniu i eksploatacji harzedzi do urabiania skat.
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Gtéwnym osiagnieciem pracy jest jednolite sformutoveanhumeryczna implemen-
tacja dwoch metod numerycznych, metody elementévixskonych i metody elemen-
tow dyskretnych, wykorzystujacych dwazrte podejcia w modelowaniu materia-
tow: modelowanie ciagte (MES) i modelowanie dyskretne (B)EW pracy pokazano
wszechstronne natiwosci obydwu metod, przedstawiajac ich wady i zalety.

Metoda elementéw skmzonych ma wszechstronne mfizvosci w modelowaniu
materiatéw charakteryzujacych sie nieliniowym zachoigen przy daych odksztat-
ceniach i przemieszczeniach. Najlepiej nadaje sie dodraga w ktorych nie
wystepuja nieciagleci materiatu oraz nieciagdoi pél przemieszczei odksztatca.
Uwzglednienie nieciagkri w metodzie elementéw skozonych jest klopotliwe i wy-
maga stosowania specjalnych sformutéwa

Metoda elementéw dyskretnych w tatwy sposéb uwzgledreaiagtdcei istniejace
lub powstajace w materiale pod wptywem olzeg. Doskonale nadaje sie do mo-
delowania materiatéw rozdrobnionych i skat. Niedogdskiia w stosowaniu metody
elementow dyskretnych jest kltopotliwa procedura dobrad@owiednich parametrow
modelu oddziatywania miedzy elementami dyskretnymi, aogyma pazadane wia-
sciwasci makroskopowe. W pracy przedstawiono procedure doparametréw mo-
delu w oparciu bezwymiarowe zalecsci miedzy parametrami mikro- i makrosko-
powymi. Inna wada metody elementéw dyskretnych jest zmadiugi czas oblicze
Jednym z celéw rozwinietego w niniejszej pracy hybrydowegodelowania wyko-
rzystujacego metode elementéw dyskretnych inszonych jest uniwienie efek-
tywniejszego modelowania i skrocenie czasu obficze

W niniejszej pracy wykorzystano sformutowanie metody edatdw skéiczonych
z jawnym schematem catkowania révinaichu wzgledem czasu. Gtéwna zaleta sche-
matu jawnego jest nieiteracyjny charakter rozwiazaniak ipotrzeby rozwiazywania
uktadu réwna oraz mate zapotrzebowanie na patni®Vada jest warunkowa stabil-
no& rozwiazania ograniczajaca krok catkowania. W przypadkzych zagadnie
zalety przewaaja nad wadami, dlatego jest to bardzo popularna metodastoso-
waniu do zt@onych probleméw rzeczywistych, takich jak przedstawiangniejszej
pracy problemy tloczenia blach.

Jawny schemat catkowania réwnauchu pozwolit na jednolite ujecie w jednym
algorytmie dwoch metod modelowania — metody elementéwhakonych i metody
elementéw dyskretnych. Unifikacja obydwu metod mglélo najwaniejszych ele-
mentéw oryginalnych pracy. Dostemtoobydwu metod pozwala na stworzenie opty-
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malnego modelu numerycznego, w ktérym pewnesczgnoga bg dyskretyzowane
elementami skaczonymi, a inne moga layreprezentowane poprzez elementy dys-
kretne. Metoda elementéw dyskretnych zadyc zastosowana do tych g, w kto-
rych modelowanie za pomoca elementéwrgkaonych jest trudne i nieefektywne, np.
dla materiatéw i zagadniez nieciagt&ciami. W ten sposob obydwie metody trakto-
wane sa jako wzajemnie uzupetniajace sie.

Sprzgenie metody elementéw skezonych i metody elementéw dyskretnych na-
stepuje poprzez oddziatywanie kontaktowe elementow réysikch z brzegiem ob-
szaru dyskretyzowanego elementamifskapnymi lub przez nakenie specjalnych
wiezéw kinematycznych pomiedzy brzegami podobszardwkidstyzowanych ele-
mentami skaczonymi i elementami dyskretnymi. Algorytmy sprzegajga bardzo
waznym elementem zintegrowanej metody elementéwhekonych i dyskretnych.
Poprawnét dziatania sprzeenia zbadano w zagadnieniach propagac;ji fali, sprawdza-
jac czy potaczenie dwdéch raych obszaréw nie powoduje niefizycznego odbicia fali.

Dla zintegrowanego algorytmu metody elementéw felamnych i dyskretnych
opracowano uniwersalny algorytm poszukiwania kontaktejmljacy wszystkie
przypadki kontaktu miedzy ciatami odksztatcalnymi, ddg elementami dyskretnymi
oraz miedzy elementami dyskretnymi i brzegiem ciata oti#tsalnego. Algorytm ce-
chuje sie niezawodrseia i diza efektywn@cia obliczeniowa.

Obecnie nie istniejgaden komercyjny program numeryczny taczacy obydwie me-
tody w ujeciu prezentowanym w pracy. Programy komercyjferupa maliwost
modelowania jedynie elementami dyskretnymi lub elementskohczonymi. W
przypadku dysponowania tylko takimi programami stosoeanodeli hybrydowych
dyskretno-ciagtych jest natiwe, ale realizacja jest bardzo ktopotliwa.

Elementy oryginalne wystepuja réwaiev sformutowaniach teoretycznych oby-
dwu rozwijanych metod. W ramach metody elementéwiskonych opracowano spe-
cjalne sformutowanie eliminujace blokade obfmwa w zagadnieniach charaktery-
zujacych sie matgcisliwoscia. Dzieki temu dostepne sa poprawnie dziatajaievie
elementy trojkatne i czwoBzienne, pozwalajace tatwiej dyskretyzanskompliko-
wane geometrie wystepujace w praktycznych zagadnibniac

W sformutowaniu metody elementéw dyskretnych implementoov niestandar-
dowe dla tej metody algorytmy analizy termicznej i termotr@tdcznej. Opracowano
i implementowano algorytm kontaktu z tarciem izggiem uwzgledniajacy efekty
cieplne.

W czgsci przedstawiajacej aplikacje opracowanych algorytmiwnerycznych
przedstawiono oryginalne zaawansowane modelmrngch zagadniginzynierskich.
Metode elementow skmzonych zastosowano do symulacji proceséw ksztattowania
na zimno metali, w tym zaréwno przerébki plastycznej alfjetowej jak i zagadnie
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ttoczenia blach. Opracowany algorytm urfiwia symulacje dowolnie skomplikowa-
nych czéci i proceséw. Zostato to potwierdzone przez analize amich przykta-
doéw przerébki plastycznej objetoiowej oraz ksztattowania blach. Mewvosci mode-
lowania ttoczenia blach pokazano na przyktadzie symulaigioetapowego procesu
ksztattowania blach, obejmujacego ttoczenie, okrawar@@ijanie brzegu i spayno-
wanie powrotne. Przedstawiono modelowanie nowoczesnythriatow stosowanych
w tlocznictwie, jakimi sa blachy spawane laserowo orazlygowlekane polimerem,
nowoczesny materiat w przerslg opakowa. Wymagato to opracowania zaawanso-
wanych modeli konstytutywnych. Dla modelowania polimetigyplementowano mo-
dele Arrudy-Boyce orascisliwy model Leonova.

Metode elementéw dyskretnych zastosowano do modelowaaiariatéw sypkich
oraz skat. Modelowanie&vodkéw sypkich przedstawiono na przyktadzie zagadnie-
nia wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewaniatou traconego modelu.
Parametry modelu dla piasku dobrano na podstawie kataateégo usypu.

Parametry modelu elementéw dyskretnych dla skat dobierenpodstawie sy-
mulacji laboratoryjnych préb wytrzymadgiowych, préby jednoosiowedixiskania i
préby brazylijskiej. W symulacji numerycznej uzyskano metizm zniszczenia skat
zgodny z obserwowanym w eksperymentach. Celem analizygéstenie parametrow
modelu oddziatywania kontaktowego (mikroskopowych) ramajacych paadane
zachowanie makroskopowe materiatu. Analiza wymiarowaazsje na maliwost
otrzymania bezwymiarowych zaledsci miedzy parametrami mikroskopowymi i ma-
kroskopowymi. Przeprowadzenie symulacji dla pewnegoemakparametrow mikro-
skopowych pozwala otrzyntaego typu zalendsci utatwiajace ustalenie parametréw
mikroskopowych. Stosunkowo fatwo jest przeprowéadalibracje modelu dla jednej
proby wytrzymat&ciowej, np. prébysciskania. Trudniejsze jest uzyskanie zgdano
z dwoma lub wiecej rodzajami testow. W niniejszej pracylen@ano rozwiazanie w
spos6b przybtiony zgodne z wynikami probsciskania i proby brazylijskiej.

Jako zastosowanie praktyczne modelu w mechanice skat po&azmulacje pro-
cesoOw urabiania skat. Procesy te modelowano bardzo wdrechie uwzgledniajac
efekty cieplne: generacje ciepta wskutek tarcia orazwozkenie ciepta w narzedziu
i skale, oraz uwzgledniajac zycie Scierne narzedzi skrawajacych.

Zagadnienia geotechniczne wykorzystano do przedstaavienzliwosci unifikacji
i integracji obydwu metod numerycznych. W symulacji praces/twarzania formy
piaskowej metoda elementow dyskretnych zostata wykaamgstio modelowaniu ma-
teriatu sypkiego, a metoda elementéw B&monych zostata wykorzystana do dyskre-
tyzacji odksztatcalnego modelu ze styropianu. W modelbiaraa skat, metode ele-
mentéw dyskretnych zastosowano do modelowania skaty gajdleej rozdrobnieniu,
a metode elementéw skozonych zastosowano w obszarze, gdzie materiat skaty nie
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ulega zniszczeniu.

Symulacja praktycznych problemoéwziynierskich ilustruje meliwosci opracowa-
nych modeli teoretycznych i algorytmow numerycznych impdatowanych w pro-
gramie komputerowym. Naty jednak podkrglic, ze w trakcie pracy badawczej nie
poszukiwano zastosowalla algorytméw numerycznych, ale przeciwnie, praktyczne
problemy z r@anych dziedzin techniki stwarzaty zapotrzebowanie nacawanie za-
awansowanych sformutoigdeoretycznych i nowych algorytméw numerycznych.

Podsumowujac, jako elementy oryginalnezna wymient:

¢ Jednolite sformutowanie dwuzaych metod numerycznych:

— metody elementéw skmzonych,
— metody elementéw dyskretnych,

wykorzystujace schemat rozwiazania oparty na jawnyrosehniu réwna ruchu,
umazliwiajace hybrydowe dyskretno-ciagte modelowanieathteh mechaniki.

e Algorytmy sprzgenia podobszaréw dyskretyzowanych elementamhckonymi
i reprezentowanych przez elementy dyskretne.

¢ Niezawodny i efektywny algorytm wykrywania kontaktu dlatggrowanego algo-
rytmu metody elementdéw skazonych i dyskretnych.

e Specjalne sformutowanie metody elementéwrskamnych dla probleméw z mata
Scisliwoscia.
e Implementacja algorytméw numerycznych dla zdaych modeli konstytutyw-
nych:
— sprezysto-plastyczne modele dladch odksztatoe metali,
— sprezysto-lepkplastyczne modele dla polimeréw.

e Sformutowanie i implementacja metody elementéw dyskrelingla zagadnieter-
micznych i termomechanicznych.

e Opracowanie i implementacja algorytmu analizyzytia narzedzi do urabiania
skat.

¢ Rozwinigcie wlasnego programu numerycznego pydh maliwosciach analizy
ztozonych probleméw rzeczywistych, o miwosciach poréwnywalnych z pro-
gramami komercyjnymi, a pod niektérymi wzgledami przeszajacego inne pro-
gramy:
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— efektywny schemat rozwiazania,
— bogata biblioteka elementéw shkezonych z elementami dyskretnymi jako spe-
cjalny typ elementow,
— réznorodne modele konstytutywne,
— mazliwo&t analizy r@norodnych problemoéw fizycznych:
x analiza zagadnienia dynamiki,
+ analiza termiczna,
* sprzgona analiza termomechaniczna,
— mazliwost zadawania rfnorodnych warunkéw brzegowych i wiezéw kinema-
tycznych,
— efektywny algorytm analizy zagadnienia kontaktowego,
— adaptacyjna zmiana siatki,
— mozliwo&t dowolnej zmiany modelu w trakcie oblidze
* usuwanie i dodawanie elementéw,
x zmiana warunkow brzegowych,
x zmiana procedury rozwiazujacej.

e Analiza ztwonych zagadnie techniki wymagajacych stosowania zaawansowa-
nych metod modelowania za pomoca wlasnego programu ngareago

— symulacja nowoczesnych i skomplikowanych probleméw goéa blach:
x symulacja wieloetapowego ksztattowania,
x symulacja ttoczenia blach spawanych,
x symulacja ttoczenia blach pokrytych polimerem, nowocegsnmateriatu
w przemysle opakowa,
— symulacja przerobki plastycznej objgtiowej na zimno,
— symulacja procesu wytwarzania formy piaskowej w techniolmdjewania me-
toda traconego modelu,

— symulacja proceséw urabiania skat z uwzglednieniem éwekitiepinych oraz
zuzycia narzedzi urabiajacych.

Przedstawiona tematyka ma przed soba bardzo dobre pgnagetozwoju. Me-
toda elementéw dyskretnych ma bardzaelunaliwosci zastosowa praktycznych.
W najblizszym czasie autor planuje wykorzystanie rozwinigtegooggamowania
MED/MES do symulacji zagadnieurabiania skat przy degniu tuneli we wspét-
pracy z Sandvik Mining and Construction. Przewidywane $2strsze wykorzystanie
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modelowania tréjwymiarowego, co spowoduje konie&mwigkszenia efektywriei
obliczeniowej. Planowane sa prace nad ulepszeniem aigovy, jak réwnig wyko-
rzystanie innych mziwosci skrécenia czasu obliczem.in. zastosowanie oblicze
wspothienych.

Rozwinigcia wymaga réwngezagadnienie ok&enia zalendsci miedzy modelem
mikromechanicznym a charakterystyka makroskopowa madte W dalszych pracach
autor planuje wprowadzenie nowych modeli oddziatywaniat&ktowego miedzy ele-
mentami, m.in. modele uwzgledniajace leg&kauszkodzenie, plastyczeoz ostabie-
niem. Spodziewane jest dzieki temu rozszerzenie zakreslelmwanych materiatow.
Istnieje rownie potrzeba uwzglednienia anizotropii wlasaomateriatowych.

Dyskretne modelowanie fizyczne oraz hybrydowe modelowdp#kretno-ciagte
jest obecnie przedmiotem wielu prac badawczych w dziedzimodelowania materia-
tow w mikro- i nanoskali oraz w modelowaniu wieloskalowymialé jest publikacii,
w ktorych faczy sie modelowanie ciagte z modelem dysknet opartym na sformu-
lowaniach dynamiki molekularnej. Metoda modelowania dgskego przedstawiona
w niniejszej pracy mee byt tatwo rozszerzona na podobne zastosowania.



A. Opis ruchu osrodka ciagtego

A.1 Podstawowe pojecia w opisie ruchu &odka ciagtego

W niniejszym dodatku zostana przedstawione podstawyuagisodka ciagtego pod-
danego daym przemieszczeniom i odksztatceniom. Zaprezentowasguza podsta-
wowe pojecia i definicje w zakresie potrzebnym do wprowadzdyskretnych rowrfa
metody elementéw skazonych do zagadmenieliniowych w rozdziale 2. Przedsta-
wione zostanie lokalne i wariacyjne sformutowanie zageuiai ruchu ciata odksztat-
calnego. Wprowadzone zostana definicje podstawowyclotéwsopisujacych stan
odksztatcenia i napeenia. oraz podstawowe pojecia stosowane w modelowamiu ko
stytutywnym &rodka ciagtego.

Zagadnienie ruchu ciata odksztatcalnego zostato sfonwane w podrozdziale 2.1.
Ruch &rodka ciagtego mma opisywa na wiele ranych sposobéw [208]. Podsta-
wowymi sposobami opisu sa opis materialny zwany lagrawgkion oraz opis prze-
strzenny zwany eulerowskim. W opisie materialngiadzi sie zmiang parametréw
fizycznych poszczegoélnych czastek, konfiguracja matexigst konfiguracja odnie-
sienia. Ruch ciata jest zdefiniowany przez odwzorowanie

x =x(Xt), (A.1)

gdzieX — wspoétrzedne materialne, — wspotrzedne przestrzenne. Opis przestrzenny
postuguje sie konfiguracje aktualna (przestrzennalp€', rozpatrujac przebieg zja-
wisk w ustalonym punkcie przestrzeni. Wszystkie zjawiskésoje sie za pomoca
wspotrzednych przestrzennych. Ruch ciata jest zdefinigwaizez odwzorowanie

X=X(x,1). (A.2)

Istnieja inne maliwosci wyboru sposobu opisu ruchu. Jako konfiguracje odmi&sie
dla opisu ruchu mzna wybr@& dowolna konfiguracje, zastosowanie opisu material-
nego z aktualna konfiguracja przestrzenna jako konfgaradniesienia prowadzi do
uaktualnionego opisu lagrangeowskiego. Potaczeniedmjcopisu materialnego i
przestrzennego prowadzi do uogdlnionego opisu lagrangjemwulerowskiegoahng.
Arbitrary Lagrangian-Eulerian description) [172, 27], wbkym bada sie zjawiska w
punktach ruchomej konfiguracji odniesienia.

Dla opisu procesow fizycznych charakteryzujacych cialauehu wprowadza sie
zmienne w czasie pola odpowiednich wigdko skalarnych, wektorowych i tensoro-
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wych zdefiniowanych w obszarze i nha brzegu danego ciala. Riadh jest charakte-
ryzowany przez pola przemieszczenia, preakd przyspieszenia.

Pole przemieszczenia moze byt zdefiniowane w konfiguraciQ® (opis mate-
rialny)

x=X+uX,t) (A.3)
lub w konfiguracji odksztatconé! (opis przestrzenny)
X=x—u(xt). (A.4)

Stan odksztatcenia jest opisywany za pomoaayéh miar odksztatcenia. Jednym
Z podstawowych tensoréw opisujacych stan deformacijigesdient deformacjiF

ox
= —. A.
X (A.5)
Korzystajac z rozktadu biegunowego tensBimozna przedstawiiw postaci
F=R-U=V-R, (A.6)

gdzie R jest tensorem obrotu, &i Vsa tensorami symetrycznymi oktenymi przez
gradient deformaciji

U2=F'.F, (A7)
VZZ F-FT, (A.8)

Wstawiajac (A.4) do (A.5) otrzymuije sie gradient defoojnaF wyrazony przez gra-
dient przemieszczenia

u
F=1I+—. A.
tax (A-9)

Za pomoca gradientu deformacjF definiuje sie prawy i lewy tensor odksztatcenia
Cauchy’ego-Greena, odpowiedni@i b,

C=F"-F, b=F-F', (A.10)

oraz tensor odksztatcenia Cauchy’ego (zwany réownensorem odksztatcenia Fin-
gera)c

c=FY . Fl=p1 (A.11)
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Odksztatcenie nmue by mierzone za pomoca tensora odksztatcenia Greena-
Lagrange’a E zdefiniowanego w konfiguracji materialnej

ou\ (0w (ou\T (ou
17).¢ 17)'¢ 17).'¢ 17).¢
Tensor odksztatcenia AlImansiegojest miara odksztatcenia zdefiniowana w konfigu-
racji odksztatconej

du ou\" ou\' [du

(5e)+(5) - (5) ‘<a)]' A1)

Jesli gradienty pola przemieszczeni@ud/ dx) sa mate, mpna opécic ostatni sktadnik
w (A.13), otrzymujac tensor matych odksztaioe opisie przestrzennyns

=35 ()]

Mozna pokaza (np. [267]),ze tensory odksztatcenia Greena-Lagrange’a i Alman-
siego sa zwiazane nastepujaca zatgcia

E= (C—I)—1

T2

Nl

. (A.12)

1
e = %(I—c)zé

E=F".¢-F. (A.15)

W opisie lagrangeowskim jest stosowane materialne paekasci V(X,t) i mate-
rialne pole przyspieszenid(X,t)

_ Ju(X,t)

vox = 2452,

(A.16)
IV(X,t)  d%u(X,t)

AXY = =5 = "¢

(A.17)

Przestrzenne pola predim i przyspieszenia sa zwiazane z odpowiednimi polami la
grangeowskimi nastepujacymi zalesciami [267]:

v(xvt) - V(th)‘X:xfu(x;) ) (A18)
a(x,t) = A(th)’X:x—u(xﬂ- (A.19)

Mozna pokaza [267], ze przestrzenne pole przyspieszenia jest materialnaopogh
przestrzennego pola predic

v(x,t) =a(x,t). (A.20)
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Pochodna materialna wzgledem czasu wistk@rzestrzennej jest pochodna czasowa
wyznaczona dla ustalonej czastki ciata (a nie dla ustglomp®taenia w przestrzeni).
Materialna pochodna oznacza sie nagczej przez kropke nad symbolem zmiennej
rézniczkowanej, np.v. Z drugiej strony przestrzenne przyspieszenieenmt wyra-
zone przez przestrzenna preékev nastepujacy sposoéb

a(x,t) = av(a’:’t) FL-v(x,t), (A.21)

gdzie tensorL jest przestrzennym gradientem pregi&io

du Ju X .
= =__.__ _F.F*.
Jx 0X Ox
Pierwszy czton w wyrzeniu (A.21) jest pochodna lokalna, a drugi czton jest$&a-
dowa konwekcyjna.
Czesto stosuje sie rowrmgozktad gradientu predkei na cz& symetrycznad,

tensor predksci deformaciji oraz na c&g antysymetryczna, tensor chwilowej pred-
koSci obrotowej (spin)

(A.22)

L=d+wo, d=3(L+L"), o= 3(L-L"). (A.23)

Tensor predksci deformaciji d nie jest pochodna czasowadnego tensora od-
ksztatcenia. Mana otrzyma nastgpujacy zwiazek miedzy pochodna materialna te
sora odksztatcenia Greena-LagrangE.d tensorem predi&ei deformacjid [181]:

E=F.d-F, d=F T -E-F' (A.24)

Wykorzystujac (A.15) w (A.24) otrzymuje sie
7}
—T T —1
d=F -{E[F -e-F]}-F : (A.25)
Powyzsze wyraenie jest nazywane pochodna Lie tensora odksztatceniahdiegoe

d=%ye. (A.26)

Pochodna Lie przestrzennego tensenazgledem pola predisei v moze byc zdefi-
niowana jako (por. [184])

17}
Zoa =g (9'a), (A27)

gdzie@* i @. oznaczaja odpowiednio operacje ,pull-back” i ,push-fard’.
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A.2 Miary napre zenia

Rozpatrzmy elementidpowierzchni odksztatcanego ciata w odksztatconej konéigur
cji Q! (rys. A.1). Wektor sity @ dziatajacej na element powierzchii thozna zapisa

Rys. A.1. Wektory sit wykorzystywane w definicji miar napemia.
w nastepujacy sposob [181]
dP =¢tdl =n-odrl, (A.28)

gdziet jest zwane wektorem naggnia, n jest wektorem normalnym do powierzchni,
a o jest tensorem napzenia Cauchy’ego. Mrmac tensor napegnia Cauchy’'egeo
przez stosunek gesta w konfiguracji nieodksztatconej i odksztatcommgj/p otrzy-
muje sie tensor napzenia Kirchhoffar

=P
P

T (A.29)

Mozna pokazg, ze stosunek gestoi pp/p jest rowny wyznacznikowd tensora gra-
dientu deformacjiF

J—detF— % (A.30)

Tensory napreenia Cauchy’ego i Kirchhoffa sa tensorami ditomymi w konfiguracii
przestrzennej. Do najczeie wywanych tensoréw napenia w konfiguracji mate-
rialnej nalea pierwszy i drugi tensor nagenia Pioli-Kirchhoffa. Pierwszy tensor
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naprgenia Pioli-KirchhoffaT (zwany réwnig nominalnym) definiuje sie odnoszac
wektor sity dP do elementarnej nieodksztatconej powierzching ¢rys. A.1)

dP = N-Tdry, (A.31)

gdzie N jest jednostkowym wektorem normalnym w konfiguracji matiexj. Nie-
kiedy pierwszy tensor napzenia Pioli-Kirchhoffa jest zdefiniowany jako transpozy-
cja tensora zdefiniowanego réwnaniem (A.31), np. [18]zgdhmiast réwnania (A.31)
wprowadza sie jego definicje za pomoca réwnania

dP =T Ndlg. (A.32)
Zastosowanie transformadji~* do wektora @ daje wektor sity powierzchniowe;j®!

dP=Ft.dp, (A.33)
ktéry umazliwia wprowadzenie drugiego tensora naggia Pioli-KirchhoffaS

dP=N-Sdrg. (A.34)

tatwo mazna otrzyma zwiazek migdzy pierwszym i drugim tensorem naprga
Pioli-Kirchhoffa oraz tensorem napenia Cauchy’ego, por. [181]

S=T-(FY, T=5F", (A.35)
1 1

T=JF "o, asz-T, (A.36)
—1 —IN\T 1 T

S=JF *0-(F"), o==<F-S-F'. (A.37)



B. Ruch ciata sztywnego

W niniejszym dodatku zostana przedstawione podstawyuapishu ciata sztywnego.
Zaprezentowane zostana podstawowe zai@, definicje oraz réwnania dla kinema-
tyki i dynamiki bryty sztywnej. Zawarte w dodatku réwnania wykorzystane w
sformutowaniu metody elementow dyskretnych przedstayviow rozdziale 7.

B.1 Kinematyka ciata sztywnego

Rys. B.1. Ruch ciata sztywnego

Rozpatrujemy dowolny ruch ciata sztywnegd w przestrzeni euklidesowej z
wprowadzonym kartezfeskim uktadem wsp6trzednydbX; XoXs (rys. B.1). Zat@amy,
ze w pewnej chwilit ciato zajmuje obsza®!, gdzie Q! jest domknigciem zbior@'
ograniczonego brzegiem'. Kazdy ruch ciata sztywnego maoa traktowa jako zto-
zenie ruchu postepowego dowolnego punktu odniesieriaZ oraz obrotu wzgledem
pewnej osi przechodzacej przez ten punkt [169, 270]. Zgodita zasada przemiesz-
czenie przygotowandu dowolnego punktu ciata sztywnego mma przedstawi jako
zlozenie przemieszczenia przygotowanego dowolnie obranegktpP (P € %) dup
oraz elementarnego obrofig wokét osi przechodzacej przez obrany puRkt

ou=20up+90¢pxs, (B.1)

gdzie s jest poprowadzonym z punkt&® promieniem-wektorem rozpatrywanego
punktu ciata sztywnego. Podobnie predkalowolnego punktu ciata sztywnego jest
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réwna sumie predi&ei obranego biegurdoraz predkéci w chwilowym ruchu obro-
towym ciata wokét osi chwilowej przechodzacej przez bie§u

ilZilp—l—S':ilp—i-wXS. (B.Z)

Predk&t katowa w nie zaley od wyboru biegun#. Rdézniczkujac zalendst (B.2)
wzgledem czasu otrzymuje sie wyemie na prz§pieszenie rozpatrywanego punktu

U=up+S=ip+®w x5+ x(wXxSs). (B.3)
B.2 Rdéwnania ruchu swobodnego ciata sztywnego
Dla otrzymania réwnia ruchu ciata sztywnego maoa wykorzysta warunek réwno-
wagi dynamicznej wyrzony przez zasade prac przygotowanych. Analogicznie do
rownania (2.11) mena napisa
/pii-éudQ—/pb-éudQ—/t-5ud|’—|—5Wim:0, (B.4)
ot ot rt
gdzie SW™M — praca przygotowana sit wewnetrznygh- gestét, b — zadane obcia-
zenie objetéciowe,t — zadane obcignie powierzchniowe. Uwzgledniajac zerowa
prace sit wewnetrznych w ciele sztywnym i wstawiajacezabsci (B.1) i (B.3) do
réwnania (B.4) otrzymuje sie
/tp(ﬁp+§)-(5up+5<p xs)dQ—/tpb-(éup+5<p x §)dQ
Q Q
—/It-(5up—|—5(p><s)dF:O. (B.5)
-

Wykorzystujac wiasngci iloczynu mieszanego wektoréw, réwnanie (B.5)zma
przeksztald do postaci

U p(iip—i—i)dQ—/pbdQ—/tdr}-5up
ot ot rt
—l—{/ psx(iip—i—s')dQ—/,osxbdQ—/sxtdr] -0 =0. (B.6)
ot ot rt

Wprowadzajac nastepujace zalesci:

/ pdQ = m, (B.7)
Ql

/s,on:scm, (B.8)
Qt
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up+Sc=uc, (B.9)
/pbdQ+/ tdr — F, (B.10)
ot rt

/psxbd§2+/ sxtdlh =Tp, (B.11)
ot rt

§=wxs+wx(wxs), (B.12)
/p(szl—ss) dQ = Jp, (B.13)
Ql

gdziem— masa ciata sztywnegeg — wektor taczacy punkt odniesierfaize Srodkiem
masyC, F —wypadkowa sit zewnetrznyclp — wypadkowy moment sit zewnetrznych
wzgledem biegun®, 1 — jednostkowy tensor drugiego rzedly — tensor bezwtadno-
Sci, rownanie (B.6) mzna zapisaw nastepujacej postaci:

(Wliic—F)-5up—|—(Sc><ilpm+Jp-(b+w ><Jp-(z)—Tp)-5g0:O. (B.14)

Poniewa wariacjedup i d¢ sa niezalene, spemienie réwnania (B.14) wymaga spet-
nienia dwaéch réwna:

miic = F, (B.15)
scxupm+Jp-w+wxJp-w=Tp. (B.16)

Réwnania (B.15) i (B.16) nazywane sa rownaniami Newtonie, rownanie (B.15)
opisuje ruch postepowy, a réwnanie (B.16) — ruch obrotowy.
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Modelling and simulation of complex problems of nonlinear nechanics
using the finite and discrete element methods

Summary

This thesis presents a unified formulation and computerémphtation of two
numerical methods, the finite element method (FEM) and therelie element method
(DEM), based on two different approaches to material mauglhamely continuous
modelling and discrete modelling, respectively. Compnshe capabilities of the two
methods are extensively presented. Both advantages auVdigages of the methods
are discussed.

FEM provides an efficient solution to problems involvingdar and nonlinear con-
tinuous material behaviour in domains of finite dimensiom$owever, taking into
account discontinuities requires special FE formulations

In the discrete element method, material is representeddmjfiection of discrete
elements interacting with each other with contact forcdse &lements are treated as
rigid, and their deformation is localized at contact pairidéscrete elements can have
arbitrary shapes. In this work, cylindrical (in 2D) or spiat (in 3D) elements are
employed. In this model all kinds of discontinuities areatesl in a simple way. The
discrete element method is a suitable tool to model gramuderials as well as soils
and rocks.

A contact model for the discrete element interaction caregjanded as a microme-
chanical model. The required macroscopic behaviour isimdxdaby taking adequate
constitutive models for contact interaction. The procediar obtain undimensional
relationships between micro- and macroscopic constéytiarameters has been pre-
sented in the thesis. Also, averaging procedures to obtaitraacopic stresses and
strains for discrete element models have been developed.

In both the discrete element and finite element formulatesented in this thesis
the solution scheme is based on the explicit time integnaticheme. Explicit time
integration of equations of motion is characterized witle#iitient non-iterative solu-
tion at a single step. Using the diagonal lumped mass matrilié explicit dynamic
finite element formulation leads to a decoupled system @atakyc equations which is
then solved without necessity for any matrix inversion. Exglicit time integration
scheme is conditionally stable which limits the time stamté and usually leads to
large number of time steps.

Efficient solution scheme and small memory requirementseneaglicit FE codes
very popular in solving large industrial problems, one @ thain applications being
simulation of metal forming processes. This thesis incdudeamples of advanced
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bulk and sheet metal forming simulations. Formulation ef fimite element method
presented in this thesis have various original elementse @rthe most important
developments is a special stabilized formulation for mifieie element formulation.
The stabilization is obtained by employing the fraction@ps(or CBS) method, a
special time integration scheme combined with a split ofatigns of motion. This
algorithm allows us to use linear triangular and tetrahlezleanents free of volumetric
locking and giving stable pressure solutions for problerite small compressibility.

The finite element code developed has been applied to arsésafyreal industrial
problems of sheet forming involving several operationspdérawing, trimming, and
flanging with subsequent springback. The material modefdemented in the pro-
gram allow us to analyse forming of advanced materials,tiiker welded blanks and
polymer coated metal sheets. The Arruda—Boyce and conilplee¢seonov models
have been implemented for polymer modelling.

One of the most serious drawbacks of the discrete elemetioghét a necessity to
use large numbers of elements, which is prohibitive in meai®blving large domains.
In such cases numerical methods based on continuous mbkiele finite element
method, are more efficient. In many cases combining theatsand finite element
methods allows us to create an optimal model taking advastafjeach method and
avoiding their disadvantages. The common solution algariallowed us to develop
a framework for the coupled DEM/FEM formulation. Integoatiof the two different
numerical methods is one of the most important results dttesis. Different methods
can be applied simultaneously in different parts of the rhoB@éfferent models can
be used for different materials or can be applied in diffesedbbdomains of the same
material undergoing different physical processes. Discedements can be used in
the areas where a discontinuous deformation, like frawguroccurs. In the other
parts which can be assumed continuous, more efficient waoalth® finite element
modelling. Thus, the two methods can be treated as comptanyen

The coupling of the finite element and discrete element nusti®provided by the
contact interaction between the discrete elements anddapyirof the finite element
subdomains or by an imposition of special kinematical qaists for the interfacial
discrete and finite elements. The constraints can be impogeke Lagrange mul-
tipliers or the penalty method. The coupling algorithms aneery important part of
hybrid DEM/FEM models. The interface between the FEM and D&Mdomains
can introduce an artificial internal boundary causing uiséawave reflections. The
correct performance of the coupling method in the preseheewe propagation has
been demonstrated in different numerical benchmarks.

A numerical efficiency of the discrete element method depadthe efficiency
of the contact detection algorithm. A special contact atgor for the coupled
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DEM/FEM formulation has been developed. Contact searchkrifopned at two pha-
ses. In the first phase, a global search is carried out. Afigbtential contacting
objects is created. This search is performed at certainvde In the second stage,
called a local search, contact conditions for the pairs @gaib on the list created in the
global search are verified. The developed algorithm imptegatkin the DEM/FEM
code demonstrated its efficiency and robustness.

The discrete element method has been applied to modelliggaolular materials
and rocks. The possibilities of modelling granular materfeve been shown by the
simulation of manufacturing of a sand mould in the lost foaasting process. In the
application to granular material, the repose angle has tad@&m as the main macro-
scopic property. Microscopic parameters yielding an adegjtepose angle have been
determined by simulation of emptying of a hopper. The reosge as a function of
translational and rotational friction has been studied.

The discrete element models of rocks have been calibratgetitigrming simula-
tions of the unconfined compression and Brazilian tests. nthmerical simulations
have shown that material failure and basic mechanical ptiegeare properly repro-
duced by the discrete element model. The use of the eladfiectlg brittle contact
model for the discrete element interaction allows us toystadiation and propaga-
tion of fractures in rocks under loading. Force—displacaneharacteristics typical
for brittle rocks have been obtained in numerical simutatioT he failure mechanism
reproduced in simulations agrees very well with that olesgia the laboratory.

After establishing model parameters, the discrete elematihod and the combi-
ned discrete/finite element method have been applied toaoitikng problems. The
numerical model of rock cutting has been validated usingrdtecal formulas and
experimental values of the cutting force. Numerical ressliow a good agreement
with results of the laboratory test of rock cutting with agdn pick of a roadheader
cutterhead.

The rock cutting simulations have been extended to takediotount thermal ef-
fects and wear of rock cutting tools. Rock cutting process Ibeen analysed as a
thermomechanical coupled problem. An evolution of toolpghdue to abrasive wear
has been studied. The influence of temperature on wear gexasas been taken into
account. These capabilities demonstrated an advancddfdhe software develope-
ment achieved in this work. Simulations of numerous engingegroblems presented
in the thesis show practical importance of the work pregkimé¢he thesis.
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Modelowanie i symulacja komputerowa zt@onych zagadni@ mechaniki
nieliniowej metodami elementéw skaczonych i dyskretnych

Streszczenie

Niniejsza rozprawa przedstawia jednolite sformutowamiemeryczna implemen-
tacje dwoéch metod numerycznych, metody elementévivakonych (MES) i metody
elementéw dyskretnych (MED), wykorzystujacych dwané podejcia w modelowa-
niu materiatdw: modelowanie ciagte i modelowanie dyskeetSchemat rozwiazania
w obydwu metodach wykorzystywanych w pracy opiera sie mayen catkowaniu
rownan ruchu wzgledem czasu. W pracy pokazano wszechstronaéiwoéci oby-
dwu metod, przedstawiajac ich wady i zalety.

Metoda elementéw skmzonych ma wszechstronne mfizvosci w modelowaniu
materiatéw charakteryzujacych sie nieliniowym zachoigen przy daych odksztat-
ceniach i przemieszczeniach. Kiopotliwe i wymagajace@i@nia specjalnych sfor-
mutowah jest uwzglednienie nieciagioi w metodzie elementéw skozonych. In-
nym zagadnieniem sprawiajacymzguproblemy numeryczne jest 8B@sliwost ma-
teriatu, powodujaca btedne rozwiazania objawiajaeens/stepowaniem blokady ob-
jetosciowej lub niestabilngcia cénienia hydrostatycznego w niektorych elementach
skanczonych. Przedstawiona w pracy metoda stabilizacji, awaatoda kroku czast-
kowego (lub inaczej metoda predi@ czastkowej lub metoda CBS) skutecznie eli-
minuje wady elementéw mieszanych z jednakowa interpalpdj przemieszczenia i
ciSnienia. Dzigki temu n@iwe jest zastosowanie siatek tréjkatnych i czwsmien-
nych bardzo wygodnych w modelowaniu skomplikowanych gedme

W metodzie elementéw dyskretnych materiat jest modelowaky zbior sztyw-
nych ciat, zwanych elementami dyskretnymi, oddziatywey@h miedzy soba poprzez
sity kontaktu. Model oddziatywania kontaktowego ma traktowa jako model mi-
kromechaniczny materiatu. W pracy przedstawiono progediaboru parametréw
modelu w oparciu o bezwymiarowe zafesci miedzy parametrami mikro- i makro-
skopowymi. Metoda elementéw dyskretnych doskonale nasigjelo modelowania
materiatow charakteryzujacych sig istotnymi nieciggtami mikrostruktury oraz nie-
ciagtcsciami w postaci zniszczenia.

Gtéwna wada metody elementéw dyskretnych jest bardzgidimas oblicza.
Dzieki rozwinietemu w pracy potaczeniu metody elemenskahczonych i dyskret-
nych osiagnieto niwost efektywniejszego modelowania i skrécenia czasu ohticze
Integracja metody elementéw skezonych i metody elementéw dyskretnych jest jed-
nym z nowatorskich elementéw pracy.
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W pracy przedstawiono praktyczne wykorzystanie opracgalaalgorytméw nu-
merycznych do rozwiazania skomplikowanych zagatlmeynierskich. Metode ele-
mentéw skaczonych zastosowano do symulacji proceséw ksztattowaaizimno
metali, w tym zaréwno przerébki plastycznej obftmwej jak i zagadnie ttoczenia
blach. Przedstawiono modelowanie nowoczesnych materistésowanych w ttocz-
nictwie jakimi sa blachy spawane (tailor welded blanksjzoblachy powlekane poli-
merem nowoczesny materiat w przestgy opakowa, co wymagato opracowanie za-
awansowanych modeli konstytutywnych.

Metode elementéw dyskretnych zastosowano do modelowaaiariatéw sypkich
oraz skat. Modelowanie&wodkéw sypkich przedstawiono na przyktadzie zagadnie-
nia wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewaniatos traconego modelu.
Jako zastosowanie praktyczne modelu w mechanice skat @okag/mulacje proce-
séw urabiania skat. Urabianie skat modelowano bardzo virsstemmnie uwzgledniajac
efekty cieplne: generacje ciepta wskutek tarcia orazwozkenie ciepta w narzedziu
i skale oraz uwzgledniajac zycie Scierne narzedzi skrawajacych.

Zagadnienia geotechniczne wykorzystano do przedstaaviezliwosci unifikacji
i integracji obydwu metod numerycznych. W symulacji praces/twarzania formy
piaskowej metoda elementoéw dyskretnych zostata wykaamgstio modelowaniu ma-
teriatu sypkiego, a metoda elementéw B&ponych zostata wykorzystana do dyskre-
tyzacji odksztatcalnego modelu ze styropianu. W modelbiaraa skat, metode ele-
mentéw dyskretnych zastosowano do modelowania skaty gajdleej rozdrobnieniu,

a metode elementéw skozonych zastosowano w obszarze gdzie materiat skaty nie
ulega zniszczeniu.

Symulacja praktycznych problemoéwziynierskich ilustruje meliwosci opracowa-
nych modeli teoretycznych i algorytméw numerycznych impdatowanych w pro-
gramie komputerowym.



