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ROZDZIAL

Wstep

1.1 Cel, przedmiot i zakres pracy

Metoda elementéw skonczonych (MES) jest juz od kilku dziesiecioleci poteznym i bar-
dzo szeroko stosowanym narzedziem umozliwiajacym inzynierom i naukowcom wykony-
wanie roznorodnych analiz. Najogolniej rzecz ujmujac MES jest metoda umozliwiajaca
przyblizone rozwiazywanie réwnan rézniczkowych. Stad tak wszechstronne zastosowa-
nie w nauce i technice. Obszar zainteresowan autora ogranicza sie do zastosowan MES
w termomechanice. Wszechstronnosé tej metody zaowocowata istnieniem zaréwno wielu
duzych, komercyjnych systeméw o réznorodnych mozliwosciach jak i mniejszych, wyspe-
cjalizowanych programéw obliczeniowych. W wielu osrodkach naukowych tworzone sa
programy metody elementéw skonczonych, stuzace do przeprowadzania eksperymentow
numerycznych testujacych nowe idee rozwijajacej sie bardzo dynamicznie dziedziny, jaka
jest skonczenie elementowa analiza materialéw i konstrukeji. Istotnym aspektem projek-
towania konstrukcji jest poszukiwanie rozwiazan bardziej optymalnych i niezawodnych,
dlatego tez duze znaczenie ma analiza optymalizacyjna, niezawodnosciowa oraz optymali-
zacja niezawodnosciowa. Programy komputerowe optymalizacji i niezawodnosci bazuja na
wynikach dostarczanych przez programy MES. Stad waznym kierunkiem rozwoju wydaje
sie by¢ integracja w jednym programie procedur analizy MES i optymalizacji konstrukeji,
co jest jednym z celow tej pracy.

Ztozony system obliczeniowy MES jest programem komputerowym umozliwiajacym
analizowanie wielu réznych rodzajéw konstrukeji takich jak belki, ramy, tarcze w ptaskim
stanie odksztalcenia czy naprezenia, konstrukcje trojwymiarowe w tréjosiowym stanie
naprezenia. W systemach tych istnieje mozliwos¢ przeprowadzania rozmaitych typéw ob-
liczen np. statycznych, dynamicznych czy przeptywu ciepta. Najmniejsze z programow
MES sktadaja sie zwykle z kilku tysiecy linii kodu. System stworzony w ramach tej pracy
skltada sie z ponad dziesieciu tysiecy linii kodu. Kod zrédiowy komercyjnych systemoéw
MES skiada sie nierzadko z kilkuset tysiecy linii. Postep w dziedzinie komputeryzacji,
lawinowo rosnaca moc obliczeniowa wspdtczesnych komputerow sprawia, ze rosnie ape-
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tyt na rozwiazywanie coraz bardziej skomplikowanych zadan. Rosnacy stopien ztozonosci
systemow MES oraz wymagane przez dzisiejszy rynek szybkie tempo prac stanowi duze
wyzwanie dla tworcoOw pracujacych nad tworzeniem i rozwijaniem budowanych przez nich
systemow. Uwarunkowania te wymagaja zastosowania wydajnych narzedzi programi-
stycznych do projektowania i budowy wspdlczesnych programéw a stopienn komplikacji
sprawia, ze narzedzia powinny zapewnia¢ tatwos¢ budowy i testowania programéw. Tym
trudnym wyzwaniom potrafi sprosta¢ podejscie obiektowe. Tradycyjne podejscie struktu-
ralne stosowane czesto w przeszlosci nie dostarcza efektywnych narzedzi pozwalajacych na
latwe opisywanie zlozonych systemow tak, jak to czyni od czterech dekad przezywajace
obecnie rozkwit podejscie obiektowe. Do budowy programu z zastosowaniem paradyg-
matu programowania strukturalnego potrzeba wiecej czasu i ludzi. Stopien ztozonosci
systemu skonczenie elementowego jest na tyle duzy, ze podejscie obiektowe wydaje sie
by¢ najlepszym rozwiazaniem. Wspolczesne systemy MES wyposazone sa zwykle w pre i
postprocesory pozwalajace na graficzne zobrazowanie rezultatéw obliczen w postaci map
warstwicowych czy animacji. Programowanie obiektowe ma réwniez duze zastosowanie
przy budowie takich graficznych programéw wizualizacyjnych. Testowanie zalet podejscia
obiektowego jest jednym z celow tej pracy. W jej ramach stworzony zostat system MES
VMES++, wykorzystujacy techniki obiektowe do analizy konstrukeji.

Architektura systemu pozwala nazwaé go srodowiskiem obliczeniowym. Srodowisko
obliczeniowe to zbior moduléw umozliwiajacych realizacje bardzo réznorodnych ekspe-
rymentéw numerycznych. Wazna cecha tego srodowiska jest mozliwos$¢ jego rozbudowy.
Zastosowanie do stworzenia systemu paradygmatu programowania obiektowego pozwala
na relatywnie tatwe dodawanie nowych funkcji - od poszerzania spektrum mozliwosci w za-
kresie analiz MES, niezawodnosci, czy optymalizacji - do usprawnienia pewnych aspektow
technicznych jak np.: przestrzenna wizualizacja obliczen z wykorzystaniem akceleratorow
graficznych i jezyka OpenGL. Najwazniejszymi elementami $rodowiska VFEM++ sa:
modut analizy MES, modul analizy otymalizacyjnej, modut analizy niezawodnosciowej,
czy modul postprocesora umozliwiajacy wizualizacje rezultatow obliczen.

Istotnym aspektem projektowania wspotczesnych konstrukeji inzynierskich jest szu-
kanie rozwiazan najbardziej optymalnych. Wgsréd wielu metod optymalizacji konstruk-
c¢ji, metody gradientowe sa metodami najbardziej wydajnymi. Podobnie w analizie nie-
zawodno$ciowej, najefektywniejszymi metodami oszacowania niezawodnosci sa gradien-
towe metody FORM i SORM. Dla zastosowania metod gradientowych system MES musi
posiada¢ mozliwo$¢ obliczania gradientéw funkcji celu, gradientéw ograniczen, czy w
niezawodnosci, gradientéw funkcji granicznej. Obliczaniem takich gradientéw zajmuje
sie analiza wrazliwosci. Bedacy czescia tej pracy system MES posiada funkcje analizy
wrazliwosci, umozliwiajaca obliczanie gradientéw potrzebnych w optymalizacji i nieza-
wodnosci wielkosci.

Kolejnym istotnym problemem analizy skonczenie elementowe;j jest analiza doktadnosci
obliczen. Jak juz wspomniano, metoda elementéw skonczonych jest metoda przyblizona,
zatem naturalnym problemem jest kwestia doktadnosci otrzymywanych rezultatéw. Twier-
dzenia o zbieznosci okreslaja warunki, spelnienie ktérych gwarantuje zbiezno$é rezul-
tatow do rozwiazania dokladnego, wraz ze zwiekszaniem liczby stopni swobody modelu.
Zageszczanie siatki powoduje jednak zwigkszanie kosztéw obliczen. Dlatego tez siatke
nalezy zageszczac selektywnie w tych obszarach konstrukcji, w ktorych blad obliczen nie
miesdci sie w zadanej przez uzytkownika tolerancji. Istnieja stuzace do szacowania bledu
obliczen MES estymatory bledu (ang. error estimator) pozwalajace okresli¢ btad obliczen
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i na podstawie jego wartosci dokonaé¢ poprawienia jakosci siatki (ang. mesh refinement)
selektywnie. System VFEM++ posiada mozliwos$¢ stosowania technik adaptacyjnych.

W sklad pracy wchodzi Wstep, siedem Rozdzialéw oraz Wnioski i Bibliografia.

Drugi rozdzial poswiecony jest podejsciu obiektowemu w zastosowaniu do budowy sys-
temu metody elementéw skoniczonych. Na wstepie rozdziatu zaprezentowane zostaly idee
zastosowania podejscia obiektowego oraz przedstawione podstawowe pojecia. Nastepnie
pokazano sposéb opisu podstawowych poje¢ z dziedziny MES takich, jak: wezel, element
skonczony, material czy aproksymacja pola przemieszczen. Na schematach graficznych
przedstawiono struktury danych odzwierciedlajace wzajemna wspélprace w/w obiektow
bedaca jednym z kluczowych aspektow podejscia obiektowego.

Problematyka trzeciego rozdzialu obejmuje zagadnienia zwiazane z analiza MES kon-
strukcji termolepkosprezystych. Po krotkim wstepie, poswieconym reologii, przedstawiony
zostal konstytutywny model materialu termolepkosprezystego wraz z jego krétka charak-
terystyka. Nastepnie wyprowadzono réwnania MES dla tego modelu oraz przedstawiono
sformutowanie problemu niestacjonarnego przeptywu ciepta. W rozdziale tym przedsta-
wiono tez sposéb modelowania zniszczenia oraz koncepcje nielokalnego sformulowania
zniszczenia, znacznie ograniczajacego wplyw siatki MES na rezultaty co czyni obliczen
bardziej obiektywnymi. Nastepnie wyprowadzono réwnania MES dla termolepkospre-
zystego modelu materiatlu, z uwzglednieniem zniszczenia.

Czwarty rozdzial zawiera opis zastosowania analizy wrazliwosci do opisanego w po-
przednim rozdziale modelu termolepkosprezystego. W czedci wstepnej zaprezentowane
zostaly podstawowe pojecia analizy wrazliwosci oraz zwiezle opisane metody obliczania
wrazliwosci. Nastepnie wyprowadzono rownania MES dla obliczania wrazliwosci problemu
niestacjonarnego przepltywu ciepta oraz rownania wrazliwosci dla termolepkosprezystego
modelu materialu, a takze podano algorytm obliczania wrazliwosci. Ponadto dla obu ww.
zagadnien wyprowadzono rownania MES dla wrazliwosci na parametry ksztaltu.

Piaty rozdzial poswiecony jest analizie niezawodnosci. W rozdziale tym przedstawiono
na wstepie cele analizy niezawodnodci jako metody obliczania prawdopodobienstwa awarii
konstrukcji. Nastepnie opisane zostaly podstawowe metody stosowane w analizie nieza-
wodnodci konstrukeji takie, jak: Metoda Monte Carlo, FORM, SORM, oraz Importance
Sampling.

W széstym rozdziale zawarto opis technik poprawiania jakosci siatki MES w opar-
ciu o estymator btedu. Na wstepie zaprezentowano rézne rodzaje siatek regularnych i
nieregularnych, a nastepnie przedstawiono idee oraz podstawowe wzory dla estymatora
btedu. W dalszej czesci rozdziatu przedstawiono techniki adaptacyjne dla siatek regular-
nych i nieregularnych (uzyskanych przez triangularyzacje) oraz przedstawiono algorytm
triangularyzacji Delaunaya.

Zamykajacy prace rozdzial si6dmy zawiera wnioski i spostrzezenia wynikajace z otrzy-
manych w pracy rezultatow.



ROZDZIAL

Podejscie obiektowe w analizie MES,

niezawodnosci i optymalizacji

2.1 Wstep

W tym rozdziale przedstawiono zastosowanie podejscia obiektowego do programowania
skoniczenie elementowego. Na wstepie przedstawione zostana podstawowe pojecia z bar-
dzo szerokiej dziedziny, jaka sa metody obiektowe w informatyce, [8], [5]-[7]. Gléwny
nacisk polozony zostanie na zastosowanie podejscia obiektowego w metodzie elementéw
skonczonych. Przedstawione zostana struktury danych zastosowane w obiektowo zorien-
towanym srodowisku obliczeniowym VFEM++ bedacym czedcia tej pracy. Zaprezentowane
i omowione beda najistotniejsze obiektowe struktury danych i powiazania miedzy nimi
skladajace sie na opisywany system.

Juz ponad dziesie¢ lat tematyka obiektowa obecna jest na tamach wiodacych czaso-
pism naukowych. Pierwsza znaczaca prace przedstawiajaca architekture programu analizy
konstrukeji zaprezentowal Miller (1990) [14]. Od tego czasu sukcesywnie rosto zaintereso-
wanie podejsciem obiektowym w zastosowaniu do budowy systeméw MES. Zaowocowalo
to wieloma publikacjami [11]-[17],[21]-[29]. Roéwniez polscy naukowcy interesuja sie ta
dziedzina [18]-[20]. Pojawily sie tez interesujace pozycje ksiazkowe na ten temat por.
(30, 33].

2.2 Idea podejscia obiektowego

Podstawa do stworzenia kazdego systemu jest dobre zrozumienie modelowanego problemu.
Nastepnie trzeba zastosowaé efektywne metody do opisu problemu. Wobec lawinowo
rosnacej ztozonosci systemow MES, bardziej tradycyjne podejécie strukturalne wydaje sie
by¢ malo wydajne. Paradygmat podejscia strukturalnego brzmi: [4]:



2.2. Idea podejscia obicktowego 11

Zadecyduyj, jakie chcesz mieé procedury, stosuj najlepsze
algorytmy, jakie mozesz znalezc

Z tego paradygmatu wynika, ze jednym z najwazniejszych poje¢ jest algorytm. Na
dziedzine problemu patrzy sie zatem jak na zbiér czynnosci do wykonania zaniedbujac
niejako struktury danych. Z czasem zorientowano sie, ze istotna role w procesie budowy
systeméw informatycznych odgrywa organizacja danych. Dostrzezono zwiazek pomiedzy
procedurami a strukturami danych. Powstal wiec bardziej zaawansowany paradygmat
programowania modularnego mianowicie: [4]

Zadecydug, jakie chcesz mie¢ moduty, podziel program w
taki sposob, aby ukryé dane w modutach.

Paradygmat stosowany m.in. w jezyku FORTRAN 90/95. Program podzielony jest na
czesci zwane modutami, a kazdy modut zawiera deklaracje struktur danych oraz pojeciowo
z nimi zwigzane procedury. Pozwala to na budowanie lepszych modeli niz w przypadku
podejscia strukturalnego i jest krokiem w kierunku podejscia obiektowego znacznie rozwi-

jajacego idee taczenia danych i procedur. Paradygmat programowania obiektowego brzmi:
[4]

Zadecydug, jakie chcesz miec klasy; dla kazdej klasy do-
starcz pelny zbior operacyi; korzystajac z mechanizmow
dziedziczenia jawnie wskaz to, co wspdlne.

Wedlug tego paradygmatu stworzenie odpowiednich struktur danych i okreslenie re-
lacji miedzy nimi odgrywa kluczowa role. Dzieki temu komputerowy model stworzony
za pomoca takich struktur jest znacznie blizszy problemowi, bo niemal wprost odzwier-
ciedla rzeczywiste zaleznosci pomiedzy elementami sktadowymi rozpatrywanej dziedziny
problemu. Wiekszo$¢ dziedzin zycia a w szczegdlnosci rézne dziedziny nauki i techniki
postuguja sie klasyfikacja jako podstawowa metoda ustanowienia porzadku w pojeciach
skltadajacych sie na nia. Wprowadza to przejrzysta strukture i pozwala zdecydowanie
prosciej poruszaé sie w danej dziedzinie. Na przyklad trudno sobie wyobrazi¢ matema-
tyke bez istnienia poje¢ typu: cialo, grupa, przestrzen liniowa, czy innych, podobnych
wzajemnie powiazanych struktur. W rozpatrywanym w tej pracy zagadnieniu - metodzie
elementow skoriczonych - mozna z latwoscia stworzy¢ podobne klasyfikacje. Na przyktad
elementy skonczone mozna podzieli¢ na jedno-, dwu- i trojwymiarowe. Mozna wyréznié
klase elementéw izoparametrycznych. Kazdy typ elementu skoniczonego moze mie¢ wiele
typow materialow, konstrukcje mozna poddawaé¢ rozmaitym rodzajom analiz. Dzieki
mechanizmom obiektowym tworzymy struktury danych niemal bezposrednio odzwiercie-
dlajace te klasyfikacje naszego problemu. Deklarowane w obiektowym jezyku programo-
wania struktury danych, zwane klasami, sa wlasnie tym obrazem naturalnych elementow
klasyfikacji. Dzieki tej naturalnosci budowa struktur danych jest znacznie prostsza, niz w
przypadku programowania strukturalnego, gdzie struktury danych nie maja wiele wspol-
nego z naturalna klasyfikacja. Czytelniejszy model pozwala jednej osobie na kontrole
znacznie bardziej zlozonych probleméw, niz w podejsciu strukturalnym. Sprawia, ze sys-
tem jest latwiejszy w utrzymaniu i prostszy w rozbudowie. W podejsciu strukturalnym
czesto tatwiej jest napisa¢ program od nowa, niz go zmodyfikowaé. Podejscie obiektowe
daje réwniez mozliwosci wyrazania zwiazkéw pomiedzy poszczegdlnymi klasami, czyli
tworzenia struktur obiektowych, co bedzie opisane w dalszej czesci rozdziatu.
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2.3 Wybor jezyka programowania

Najbardziej rozpowszechnionym jezykiem programowania aplikacji mechanicznych jest
FORTRAN. Chociaz powstaja coraz to nowsze implementacje tego jezyka, ciagle nie daje
on wsparcia programistom stosujacym podejscie obiektowe. Wérdd jezykow wspierajacych
techniki obiektowe najbardziej rozpowszechnionym jest niewatpliwie C++. Na wiekszosci
platform sprzetowych i systeméw operacyjnych istnieje nierzadko kilka kompilatoréw tego
jezyka. W wielu z nich istnieja bardzo wygodne srodowiska programistyczne, ktore za-
wieraja nie tylko kompilator, ale i szereg innych pozytecznych narzedzi do konstrukcji
oprogramowania. Jezyk C++, oprocz technik obiektowych, daje inne mechanizmy bar-
dzo pozyteczne przy programowaniu skonczenie elementowym. Mozliwe jest definiowanie
operatorow arytmetycznych przez uzytkownika, co sprawia, ze wyrazenia macierzowe za-
pisuje sie jak w matematyce z uzyciem operatorow. Program w jezyku C++ jest zatem
bardzo czytelny, co nie jest bez znaczenia w przypadku skomplikowanego systemu MES.
Podobne, choé nie tak uniwersalne, mechanizmy wprowadzono w FORTRANIE 90/95: [4]

“C++ zaprojektowano tak, by umozliwi¢ racjonalng strukturalizacje duzych pro-
gramow, by pojedyncza osoba byta w stanie uruchomié 25000 wierszy kodu. Do-
tychczasowa praktyka pokazuje, ze C++ wypetnia to zadanie z nawiazke”

Potwierdza to réwniez ta praca, gdyz stworzony przez autora system VFEM++ jest obiekto-
wym programem skladajacym sie z ponad 10000 linii kodu. Uruchomienie i rozszerzanie
programu, wedlug opinii autora, nie sprawia zbyt wielu ktopotow. Wplyw na wybor
jezyka moga mie¢ preferencje autoréw programoéw, a w szczegdlnosci zdobyte w pracy
zawodowej do$wiadczenie. Dalsze rozwazania na temat podejscia obiektowego, zaprezen-
towane w kolejnych punktach pracy, maja charakter ogélny i dotycza kazdego jezyka im-
plementujacego techniki obiektowe. Zapowiadana wersja FORTRAN 2003 ma juz wspierac
podejscie obiektowe.

2.4 Podstawowe pojecia podejscia obiektowego

2.4.1 Uwagi o terminologii

Tak, jak w kazdej dziedzinie, rowniez w programowaniu obiektowym istnieje specyficzna
terminologia. Niestety nie jest ona ujednolicona. Roézni autorzy wprowadzaja swoje
wlasne nazewnictwo, zwykle podobne, ale czesto nieco odmienne od innych. Sa tez rézne
podejscia do modelowania struktur obiektow. Diagramy struktur obiektowych przed-
stawiane sa w rézny sposob przez réznych autorow. Istnieja prace bedace poréwnaniem
podej$¢ do metod analizy i projektowania obiektowego [3]. Martin [8] podaje tabelaryczne
zestawienie podstawowych terminéw podejscia obiektowego stosowanego przez czotowych
autoréw prac poswieconych obiektowosci. Na szczescie nie ma wigkszego znaczenia, jaka
konwencja nazewnictwa zostanie przyjeta. Powodem wyboru tej czy innej graficznej re-
prezentacji struktur obiektowych moze by¢ to, jakie informacje zawarte sa w diagramach.
W tej pracy zastosowany bedzie sposéb Coada i Yourdona [5]-[7].
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2.4.2 Analiza, projektowanie i programowanie obiektowe

Techniki obiektowe daja narzedzia do modelowania bardzo skomplikowanych problemdw.
Im bardziej zlozony problem, tym bardziej skomplikowany jest rowniez proces tworzenia
oprogramowania modelujacego ten problem . Wobec tych wyzwan konieczne stalo sie
wypracowanie technik efektywnego tworzenia zaawansowanego oprogramowania. Proces
tworzenia programu obiektowego sktada sie z trzech czesci:

e analiza obiektowa
e projektowanie obiektowe

e programowanie obiektowe

ANALIZA OBIEKTOWA

PROJEKTOW ANIE
OBIEKTOWE

PROGRAMOW ANIE
OBIEKTOW E

Rysunek 2.1: Schemat procesu tworzenia aplikacji obiektowej

Analiza Obiektowa - to pierwszy etap tworzenia programu. Jednym z zasadniczych
elementow tej fazy jest doglebne zrozumienie problemu oraz okreslenie obowiazkéw sys-
temu czyli zadan jakie musi spelniaé¢ tworzony program. Gruntowna znajomosé¢ dziedziny
i zadan systemu pozwala nastepnie na stworzenie zbioru klas, atrybutéw i metod bedacych
sktadowymi modelowanego zagadnienia. Wykorzystuje sie do tego programy narzedziowe
wspomagajace analize obiektowa. Nie okresla sie w tej fazie sposobéw realizacji zadan
realizowanych przez obiekty. Czynnosci na tym etapie nalezy jedynie wyspecyfikowaé¢. Na
przyktad wiadomo, ze obiekt opisujacy macierz posiada funkcje dekompozycji macierzy.
Na etapie analizy nie okresla sie, jaka metoda bedzie ona dekomponowana.

Projektowanie Obiektowe - na tym etapie na podstawie wczesniejszych obserwacji ana-
litycznych tworzona jest konstrukcja systemu, z uwzglednieniem szczegotow zwiazanych z
implementacja komputerowa. Tutaj, w odroznieniu od analizy, istotny jest aspekt kom-
puterowej realizacji zadania. Na tym etapie uzupelnia sie np. opis klas o specyfikacje
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sktadowych (rozdzielanie sktadowych na publiczne i sktadowe). Nalezy tez zaprojektowaé
interfejs komunikacji z uzytkownikiem.

Programowanie obiektowe - kodowanie programu w danym jezyku programowania na
bazie stworzonego wczesniej projektu.

Wymienione powyzej etapy nie sa jednak realizowane $cisle jeden po drugim. Czesto
powraca sie do poprzednich etapéw. Czasami na etapie analizy nie da si¢ przewidzieé¢
wszystkich wystepujacych zjawisk lub wymagan narzucanych podczas programowania.
Czesto trzeba stworzy¢ programy prototypowe, aby przekonac sie o stusznosci wezesniejszych
zalozen. W procesie tworzenia programu mozliwe jest wiec wielokrotne powtarzanie po-
szczegdlnych etapow. Schematycznie ten iteracyjny proces zobrazowany jest na Rys. 2.1.
Podane etapy tworzenia programu obiektowego stanowia do$¢ ztozony proces. Szczegdltowa
wiedze na temat ich realizacji mozna znalezé w bogatej literaturze [5]-[7],[8] ,[4], [10] .

2.4.3 Pojecie klasy i obiektu

( Nazwa klasy )

Atrybuty

\Metody J

Rysunek 2.2: Przyklad diagramu obrazujacego klase

Podstawowym pojeciem podejécia obiektowego jest obiekt. Formalnie obiekt jest
zmienna zadeklarowana w danym jezyku programowania. Jest to zmienna typu rekor-
dowego zawierajaca zbiér innych zmiennych i procedur zwanych skfadowymi. Taka de-
klaracja budowy obiektu nazywa sie klasq. Inaczej mowiac klasa jest typem danych, a
utworzona zmienna tego typu jest obiektem. W terminologii obiektowej taka zmienna
nazywa sie egzemplarzem (ang. instance). Czesto jednak zdarza sie, ze pojecia klasy
oraz obiektu traktowane sa jak synonimy. Wymiennie méwi sie o skladowych klasy lub
obiektu. Tworzenie klas nie jest czynnoscia formalna, wiec nazewnictwo w programo-
waniu obiektowym odzwierciedla sens, jaki maja poszczegdlne pojecia. Dlatego niektore
z nazw sa inne niz te, do ktérych jest sie przyzwyczajonym programujac np. struktu-
ralnie, (funkcja, procedura, zmienna). Zmienne, sktadowe klasy, nazywa sie atrybutami
lub cechami obiektu, gdyz opisuja one istotne dla tego obiektu wiasciwosci. Procedury i
funkcje natomiast nazywa sie metodami lub ustugami. Realizuja one wszystkie czynnosci
przypisane temu obiektowi i tylko one moga mie¢ wytaczny dostep do atrybutow i moga
je przetwarza¢. Schematycznie na diagramach klasy beda przedstawiane tak, jak na Rys.
2.2. Przedstawiony jest na nim schemat klasy z jej nazwa, atrybutami oraz metodami.

Sa takie klasy, ktore stuza tylko do deklaracji struktur obiektowych. Z tych klas nigdy
nie powstaja egzemplarze. Takie klasy nazywamy klasami abstrakcyjnymi. Ich zastosowa-
nie bedzie szerzej omdéwione w nastepnych punktach. Natomiast klasy nieabstrakcyjne,
czyli takie z ktérych tworzy sie w programie obiekty, nosza nazwe klasy-i-obiektu. Szara



2.4. Podstawowe pojecia podejscia obiektowego 15

obwddka na schemacie (Rys. 2.2) oznacza ze jest to klasa-i-obiekt, natomiast jej brak
oznacza klase abstrakcyjna.

Deklaracje takich struktur oraz mozliwo$é¢ tworzenia obiektéw sa poteznymi narze-
dziami doskonale wspierajacymi modelowanie rzeczywistych problemow. Klasa jest struk-
tura reprezentujaca bowiem okreslone w dziedzinie problemu pojecie, przechowujac w so-
bie wszystkie dane potrzebne do opisu danego zjawiska i definiujace wszystkie operacje z
pojeciem tym zwiazane, a udostepniajac “na zewnatrz” tylko wybrane rezultaty dzialania
i ukrywajac wszystkie nieistotne dla przysztego uzytkownika obiektu szczegoly dziatania.
To postepowanie nazywa sie hermetyzacja danych. Dzieki temu mamy pewnosé, ze dana
czynno$¢ jest wykonywana tam, i tylko tam gdzie powinna by¢ wykonywana, co znako-
micie ulatwia szukanie bledéw w programie oraz pozwala na rozszerzanie i modyfikacje
programu. Wystarczy bowiem tylko zmodyfikowaé¢ deklaracje tego obiektu (klase). Wia-
domo, ze wszystkie dane i czynnosci zwiazane z tym pojeciem sa tam zadeklarowane. To
tylko pozornie przypomina postepowanie w podejsciu strukturalnym bo deklaracje pro-
cedur nie maja zadnego formalnego powiazania z deklaracjami zmiennych. W obiekcie
wladnie takie formalne powiazanie danych i przetwarzajacych je procedur ma miejsce i
okresla sie je terminem abstrakcja danych. Takie podejscie pozwala znacznie natural-
niej opisa¢ zjawiska wystepujace w rzeczywistosci. Klasa bardziej bezposrednio modeluje
rzeczywiste obiekty. Dobrym przykladem jest urzadzenie elektroniczne. Kazda czesé
jest obiektem wykonujacym pewne czynnosci na rzecz urzadzenia, a jej cechami sa pa-
rametry (np. w kondensatorze pojemnos¢). Urzadzenie to jest zamkniete w obudowie i
komunikuje si¢ ze swiatem zewnetrznym tylko poprzez wychodzace z niego przewody a
jego dzialanie jest ukryte pod obudowa i niedostepne. Owe przewody to, w przypadku
obiektéw, procedury dostepne dla uzytkownika, dzigki ktérym obiekt komunikuje sie ze
Swiatem zewnetrznym, a wartosci funkeji sktadowych to rezultaty jego dzialania.

[Wezel )
XY,z
WezWspotrzedne
Usrednij
DajWynikUsrednion

k JWY y )

Rysunek 2.3: Klasa wezel

W interesujacej nas dziedzinie, jaka jest analiza konstrukcji metoda elementéw skon-
czonych, mozna bez trudu dostrzec wiele podobszaréw tej dziedziny, ktére moga (a nawet,
mozna by rzec, az sie o to prosza) by¢ modelowane przy pomocy klas. Najprostszym
przykladem moze by¢ struktura danych opisujaca wezel. W klasie Wezet (Rys. 2.3) wi-
dzimy atrybuty w postaci wspéhrzednych wezta (sa to trzy liczby rzeczywiste XY, 7) i
trzy sktadowe funkcje: jedna zwracajaca macierz wspétrzednych wezla WezWspétrzedne i
dwie funkcje stuzace do usredniania wynikow w wezlach.

Drugim przyktadem jest (Rys. 2.4) klasa elementu skoniczonego kratownicy. Posiada
ona zbior weztéw, na ktérych “rozpiety“ jest element oraz funkcje obliczajace macierz
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Q

Kratownica

Zbiér weztow

ObliczMacierzSztywnosci
ObliczMacierzStyczng
ObliczMacierzBezwtadnosci

/)

Rysunek 2.4: Klasa Kratownica

sztywnosci, macierz bezwladnosci i macierz styczna. Liczba zmiennych obiektowych
(egzemplarzy) bedzie taka jak odpowiednia ilo$é weztéw i elementéw konstrukcji ana-
lizowanego zadania. Kazdy egzemplarz przechowuje swoje dane (np. wspdlrzedne).
Przykladowe klasy zamieszczone w tym rozdziale ilustruja jedynie omawiane mechani-
zmy obiektowe. Klasy sktadajace sie na tworzony w ramach tej pracy VFEM++ posiadaja
znacznie wiecej funkeji sktadowych (obliczanie macierzy transformacji, macierzy ksztattu,
tablicowania wynikéw), ktére nie sa prezentowane na diagramach by nie przestaniaé istoty
problemu.

2.4.4 Struktury obiektowe

Nietrudno zauwazy¢, ze klasyfikacja poje¢ rozpatrywanej dziedziny wskazuje wspdlne ce-
chy i réznice. Istotna jest wiec mozliwos¢é odzwierciedlenia tych naturalnych klasyfikacji
w modelu obiektowym. Dla przyktadu rozwazmy podobienstwa elementéw skonczonych.
Cecha wspoélna wszystkich elementéw skonczonych jest to, ze posiadaja niepusty zbior
wezlow, na ktérych sa rozpiete. Niektére elementy maja ze soba wiecej cech wspdlnych
niz inne. Na przyktad element ramy plaskiej ma wiecej cech wspélnych z elementem
ramy przestrzennej niz z elementem powlokowym. Znajdowanie tych cech wspdlnych i
mozliwos¢ efektywnego wykorzystania ich jest jedna z wazniejszych wlasciwosci podejscia
obiektowego. Takie znajdowanie bardziej ogdélnych typéw nosi nazwe uogdlniania. Widac
to nawet w paradygmacie programowania obiektowego (punkt 2.2). W podejsciu struk-
turalnym jezyki programowania nie dawaly zadnego wsparcia, zadnych mechanizmow
pozwalajacych wykorzysta¢ cechy wspélne pomiedzy elementami skonczonymi. Tworcy
oprogramowania musieli sami rozwiazywac te problemy. Wprowadzato to dodatkowe kom-
plikacje. Podejscie obiektowe poprzez stworzenie odpowiednich relacji pomiedzy obiek-
tami daje nam mozliwos¢ efektywnego wykorzystania cech wspdlnych, a przez to duzego
uproszczenia procesu tworzenia nawet bardzo ztozonych struktur.

2.4.4.1 Struktura generalizacja-specjalizacja

Jednym z typéw powiazan obiektow jest struktura generalizacja-specjalizacja (w skrocie
gen-spec). Struktura ta realizowana jest przy pomocy mechanizmu dziedziczenia. Dziedzi-
czenie oznacza przekazywanie cech jednej klasy klasie dziedziczacej. Dziedziczaca klasa
bedzie posiadala atrybuty i ustugi klasy, z ktorej dziedziczy, majac mozliwos¢ dodania
swoich atrybutow lub ustug. Takie powiazanie klas poprzez dziedziczenie nazywa si¢ hie-
rarchia klas. Przykladowa hierarchia klas elementow skonczonych pokazana jest na Rys.
2.5 Klasa Element posiada atrybuty ZbiérWeztéw i dziedziczace z niej klasy RamaPtaska,
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Rama3D oraz Tarcza beda rowniez posiadaly ten atrybut, czyli nie trzeba go juz w klasie
deklarowac.

Waznym mechanizmem poszerzajacym funkcjonalno$¢ dziedziczenia i wspierajacym
opis wzajemnych relacji klas jest polimorfizm. Polimorfizm umozliwia dziedziczacym kla-
som posiadanie wlasnych definicji danej funkcji zadeklarowanej w klasie bazowej. Takie
polimorficzne funkcje nazywa sie funkcjami wirtualnymi. Jest to réwniez zobrazowane
na Rys. 2.5. W Klasie bazowej Element zadeklowano funkcje: MacierzSztywnosci, Ma-
cierzStyczna i MacierzBezwtadnosci. Dziedziczace z niej klasy réwniez posiadaja deklaracje
tych funkcji, przy czym tresé¢ tych funkcji w kazdej z klas jest inna. Abstrakcyjna klasa
Element istnieje tylko po to, aby zapostulowa¢ pewien zestaw cech, ktore musi posiadaé
element skoriczony. Zatem w klasie Element funkcje sa réwniez abstrakcyjne tzn. nie
posiadaja cial. Tres¢ tych funkcji jest zdefiniowana w dziedziczacych z niej klasach-i-
obiektach reprezentujacych konkretne elementy skoriczone. Takie hierarchie dziedziczenia
moga by¢ bardziej rozbudowane. Hierarchia moze by¢ rozbudowana ”wzdtuz” | kiedy wiele
klas dziedziczy jedna z drugiej lub, kiedy jedna klasa dziedziczy z kilku klas. Poétkola na
schemacie, Rys. 2.5, sa oznaczeniem struktury gen-spec, czyli dziedziczenia.

(Element )

ZbiérWeztow

ObliczMacierzSztywnosci

ObliczMacierzStyczng

ObliczMacierzBezwtadnosci
- J

£\
1 1
( RamaPtaska N/ Rama3D ) (" Tarcza )
ObliczMacierzSztywnosci ObliczMacierzSztywnosci ObliczMacierzSztywnosci
ObliczMacierzStyczng ObliczMacierzStyczng ObliczMacierzStyczng
ObliczMacierzBezwtadnosci \ObliczMacierzBezwtadnoécb leiczMacierzBezw%adnoéci

Rysunek 2.5: Klasa Kratownica3D

Wida¢ tu ogromna role, jaka odgrywaja dziedziczenie i polimorfizm. To wlasnie
te mechanizmy daja mozliwo$¢ budowania ztozonych struktur efektywnie wykorzystujac
wspolne cechy klas. Pozwalaja zdefiniowa¢ pewne klasy na duzym poziomie ogdélnosci,
postulujac istnienie atrybutéw i funkcji (generalizacja), Poprzez dziedziczenie budowana
jest hierarchia, na koricu ktérej znajduja sie konkretne klasy-i-obiekty (specjalizacja). W
programowaniu strukturalnym nie ma o tym mowy. Program zawiera tylko konkretny
kod realizujacy konkretny algorytm. W podejsciu obiektowym definiujemy struktury pro-
gramu na znacznie wigkszym poziomie ogélnosci. Dzieki klasom abstrakcyjnym mozna
zbudowa¢ system klas bedacy podstawa do budowy programu i jednoczesnie utatwiajacy
tworzenie konkretnych klas-i-obiektéw dla zagadnien stojacych na nizszym poziomie w
hierarchii dziedziczenia.
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2.4.4.2 Struktura calosé-czesé

Innym powiazaniem obiektow jest struktura calo$é-czes¢é. Przy pomocy tej struktury opi-
sywane sa pojecia o takiej ztozonosci, w ktorej gtowny obiekt reprezentujacy dane pojecie
zawiera inne obiekty wspolpracujace z nim i bedace w rzeczywistosci jego czesciami. Nie-
trudno pokaza¢ praktyczne przyklady obiektéw posiadajacych czesci. Na przykiad sa-
mochdd posiada silnik, czy kota. Podobnie w dziedzinie, jaka jest analiza konstrukcji
metoda elementéw skoriczonych, mozna znalez¢ wiele pojec, ktorych skltadowe mozna by
nazwac czesciami. Przykladowo czedciami elementu skoriczonego mozemy nazwac materiat
elementu, wezly, na ktérych jest rozpiety czy aproksymacje pola wynikowego. Przyktad
struktury calo$é-czesé pokazany jest na Rys. 2.6. Na schemacie widzimy obiekt Element,

4 )

Element 01 o.m (" Materiat

—q— StateMateriatwe

ObliczFunkcjeMateriatowe

\

ObliczMacierzSztywnosci

ObliczMacierzStyczn
yezna ObliczMacierzMateriatowa

ObliczMacierzBezwtadnosci

DajMacierzGestosci
2 ¢ y,

1

(Aproksymacja )

o,n
q~ MacierzPunktéwGaussa

WezlyBrzegow
0,k ObliczFunkcjeKsztattu
ObliczW arto$cFunkcji
(Wezel \o J
W spotrzedne

\Daj MacierzW spotrzednych

Rysunek 2.6: Przyklad struktury catosé czesé

ktory zawiera trzy inne obiekty. Kierunek zaznaczony na rysunku skierowany jest od
obiektu-czesci do obiektu-calosci. Liczby umieszczone na potaczeniu oznaczaja maksy-
malna liczbe posiadanych obiektow. Obiekt Element wspdlpracuje z k weztami. Pozornie
moze to wyglada¢ na sprzeczne z poprzednimi przykltadami, gdzie ZbiérWeztéw byt atry-
butem obiektu. To, ze ZbidrWeztdw jest atrybutem, jest tylko szczegdlem realizacyjnym
struktury calosé-cze$é. Obecnie rozpatrujemy sposéb dziatania struktury, a nie szczegdty
implementacyjne. Obiekt Element posiada najwyzej jeden material. Ten sam materiat
natomiast moze by¢ przypisany do m elementow. Oczywiscie brak materiatu spowoduje
blad przy rozwiazaniu zadania, ale jest formalnie dopuszczalny przy wprowadzaniu danych
zadania. Podobnie z obiektem Aproksymacji. Obiekt zawsze posiada jedna aproksymacje
(np. Lagrange 16 weztowa). Ta sama aproksymacja moze by¢ przypisana n obiektom.
Zgodnie z pojeciami hermetyzacji i abstrakcji danych obiekt pobiera wszystkie informa-
cje dotyczace materiatu z obiektu Material, zas informacje o funkcji ksztaltu i geometrii
elementu z obiektu Aproksymacja, z ktérymi jest potaczony w strukturze calosé-czesé. W
programie struktury calos¢-czes¢ wykorzystuje sie tacznie ze strukturami gen-spec, co zo-
stanie pokazane juz na konkretnych przyktadach struktur programu VFEM w dalszej czesci

pracy.
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Rysunek 2.7: Komunikacja obiektéw

2.4.4.3 Komunikacja obiektow

Powiazaniem nazywamy taki zwiazek dwoch obiektow, w ktérym obiekty te nie maja
zadnych cech wspdlnych, zaden nie jest czescia drugiego, a mimo to ze soba wspolpracuja.
Przyklad powiazania znajduje sie na Rys. 2.7. Obiekt OknoGtéwne reprezentuje gléwne
okno programu. (w okienkowym systemie operacyjnym np.: Windows). Natomiast Kon-
strukcja jest obiektem bedacym w istocie baza danych zawierajaca wszelkie dane anali-
zowanej konstrukcji. Obiekt OknoGtéwne reprezentuje okno Windows. Odpowiada tylko
za wspolprace z uzytkownikiem i nie ma nic wspdélnego z analiza konstrukcji. Nie ma
wiec zadnych cech wspdlnych z obiektem Konstrukcja. Nie da sie zastosowaé struktury
gen-spec ani struktury catosé-czes¢. Obiekty te musza jednak wspdlpracowaé ze soba.
Fizycznie ta wspolpraca odbywa sie tak samo jak w strukturze calo$é-czes¢ tj. przez
wzajemne wywolywanie sktadowych funkeji (pojeciowo okno programu nie jest przeciez
czescia konstrukeji ani konstrukcja czescia okna). Gléwne okno (wersji okienkowej pro-
gramu) zawiera menu oraz przyciski sterujace, przy pomocy ktérych uzytkownik wywotuje
poszczegdlne funkcje programu. Funkcje zwiazane z konstrukeja takie, jak: wprowadzenie
danych, wykonanie obliczen, narysowanie schematu, wykonuje obiekt Konstrukcja. Stad
tez konieczno$¢ powiazania tych obiektow i ich wspoipracy. Na Rys. 2.7 wida¢ zaznaczone
czarng linia powiazanie. Szara, ukierunkowana, linia zaznacza sie wykonywanie funkcji.
Linia skierowana jest od obiektu wywotujacego funkcje do obiektu, ktorego ta funkcja
jest skladowa. Takie wywolanie funkcji nazywa sie komunikatem. Nad strzatka mozna
umiesci¢ opis komunikatu. Czesto jednak chodzi o zaznaczenie tylko faktu wspétpracy
obiektéw i opisu nie umieszcza sie . Moga ze soba wspélpracowac obiekty powiazane struk-
tura calo$é-cze$¢. Oznaczenie komunikatu moze by¢ wiec rowniez pomiedzy obiektem-
calodcia, a obiektem-czescia,.

Pokazane na schematach struktury obiektowe sa statycznym obrazem opisywanego
problemu. Zaznaczenie na schemacie komunikatow daje nam dynamiczny obraz struktur
pokazujac sposob wspélpracy powiazanych obiektow.

2.5 Zastosowanie struktur obiektowych do stworze-
nia systemu analizy VFEM-++

2.5.1 Struktura ogdlna

Ze wzgledu na czytelno$¢ struktury obiektowe programu VFEM zostana przedstawione
na kilku wzajemnie uzupelniajacych sie schematach. Na Rys. 2.8 pokazana jest zasad-
nicza struktura powiazan obiektu Konstrukcja. Obiekt ten jest gtéwnym obiektem pro-
gramu opisujacym analizowana konstrukcje. Jest rodzajem bazy danych przechowujacym
wszystkie dane skladajace sie na model konstrukcji. Konstrukcja ponadto wspdipracuje
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Rysunek 2.8: Ogdlna struktura systemu

z innymi obiektami, jak na przyklad: EkranGraficzny reprezentujacego wyjscie graficzne,
na ktérym jest rysowana konstrukcja (np. okno Windows, drukarke, czy plik graficzny).
Poszczegdlne czesci konstrukeji opisywane sa przez obiekty tworzace wraz z obiektem
Konstrukcja struktury calo$é-czesc. Zdziwienie moze budzi¢ fakt, ze obiekty takie, jak:
Materiat, czy ObciazenieElementowe sa czeSciami konstrukcji. Wydawaloby sie, ze po-
winny by¢ czesciami elementu. Zrobiono tak dlatego, zeby nie tworzy¢ wielu identycznych
obiektéw. Gdyby Element byt tylko czescia obiektu Element, a konstrukcja zawierataby
np. 1000 elementow o tym samym materiale, wowczas trzeba by utworzy¢ 1000 egzem-
plarzy obiektow klasy Materiat o identycznych parametrach. W przypadku, gdy Materiat
jest tez czescia obiektu Konstrukcja, tworzony jest pojedynczy egzemplarz obiektu Materiat
i moze by¢ przypisany jako cze$¢ wielu elementom. Podobna zasada dotyczy obiektow
ObciazenieElementowe, ZwolnienieElem (obiekt ten reprezentuje wolny stopienn swobody
elementu, tj. taki, ktory nie jest ”podlaczony”do zadnego innego elementu czy wezta np.
przegub).

2.5.2 Klasy elementéw skonczonych

Hierarchia klasy Element jest reprezentacja obiektowa poszczegdlnych rodzajow elementéw
skoriczonych, w jakie wyposazony jest program VFEM. Schemat hierarchii pokazany jest
na Rys. 2.9. Na rysunku tym pominieto powiazania klasy Element z innymi niz ele-
menty skonczone klasami. Abstrakcyjna bazowa klasa Element zawiera metody, ktore
musi zawiera¢ kazdy element skonczony. Klasa ta zawiera tez dwa atrybuty. Jednym
jest macierz g zawierajaca wektor uogélnionych przemieszczen weztowych (weztéw, na
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Rysunek 2.9: Hierarchia klas elementéw skoniczonych

ktorych rozpiety jest element) w uktadzie lokalnym elementu. Wektor taki dostarczany jest
kazdemu elementowi przez rozwiazujacy zadanie obiekt klasy AnalizaMES po rozwiazaniu
zadania, umozliwiajac elementowi obliczenie wynikéw. Struktury powiazan klasy Ana-
lizaMES zostana zaprezentowane w dalszej czesci pracy. Macierz W jest wektorem sit
wewnetrznych. Taka konstrukcja klasy nie narzuca sposobu numerycznej realizacji po-
szczegblnych funkcji elementu. Poszczegdlne macierze moga by¢é obliczane przez nume-
ryczne catkowanie albo zdefiniowane analitycznie. Klasa Element nie jest jedyna abstrak-
cyjna klasa w hierarchii. W klasyfikacji elementéw wymieniono bardziej szczegdtowe klasy



22 Rozdziat 2. Podejscie obiektowe w analizie MES, niezawodnosci i optymalizacji

elementéw, jak: elementy jednowymiarowe (klasa TElementlD), elementy dwuwymiarowe
(klasa TElement2D), a w klasie elementéw dwuwymiarowych-elementy izoparametryczne
reprezentowane przez Elementlzoparametryczny. Dopiero na bazie tych klas buduje sie
klasy-i-obiekty opisujace konkretne elementy skonczone. Klasa ElementlD posiada jeden
atrybut, jakim jest diugos¢ elementu. Drziedzicza z niej klasy reprezentujace jednowy-
miarowe elementy (RamaPtaska itp.). W tych klasach-i-obiektach zdefiniowano wszystkie
potrzebne do obliczen funkcje zadeklarowane w klasie Element i Elementl1D, ktérych nie
umieszczono na schematach klas elementéw jednowymiarowych na Rys. 2.9 ze wzgledu na
brak miejsca. Zastosowany mechanizm funkcji polimorficznych pozwala na definicje tej
samej funkcji w kazdej z klas-i-obiektow odrebnie. W elementach pretowych zastosowano
analityczna definicje funkcji obliczajacych macierze sztywnosci, bezwladnosci i macierzy
wplywu podioza Winklera. W Elementcie powloki obrotowo-symetrycznej macierze te
obliczane sa w sposéb numeryczny, z zastosowaniem kwadratury Gaussa w 7 punktach
(w/g zalecen zawartych w [50].

W klasie elementow dwuwymiarowych zastosowano w systemie jedynie elementy izo-
parametryczne. Gdyby zaistniala potrzeba utworzenia nieizoparametrycznego elementu
ptaskiego, dziedziczylby on z klasy Element2D. Podejscie izoparametryczne jest na tyle
ogblne, ze pozwala zdefiniowa¢ funkcje obliczajace macierze elementu juz w abstrak-
cyjnej klasie l1zoparametrycznyElement2D. Jedyna réznica pomiedzy réznymi typami ele-
mentéw izoparametrycznych w funkcjach obliczajacych macierze jest rézniczkowy element
objetosci:

K¢ = / BTDBAV. (2.1)
v

Dla tarczy dV = h -dx - dy , za$ dla tarczy w stanie obrotowej symetrii mamy dV =
2-m-r-dr-dz. Funkcja D_KsiEta zwraca wiasnie te warto$¢. Wida¢ na Rys. 2.9, jak
latwo wprowadzi¢ do systemu nowy element bazujacy na koncepcji izoparametryczne;j.
Wystarczy zdefiniowaé tylko funkcje liczaca macierz odksztalcen, macierz ksztattu (tu w
odroéznieniu od elementow jednowymiarowych macierz ksztattu jest funkcja dwdch zmien-
nych), D_KsiEta oraz FunkcjeWynikowa (ta ostatnia stuzy do obliczania wszystkich funkcji
wynikowych, jakie przewidujemy dla danego typu elementu). Zupekie innym elementem
jest uwidoczniony na schemacie powtokowy element ElementAhmada. Dlatego konieczne
bylo zdefiniowanie w tej klasie odrebnych wersji wiekszosci jego funkcji. Klasa ta posiada
ponadto atrybut v. Sa to wektory normalne do powierzchni srodkowej elementu w jego
weztach stuzace do opisu geometrii elementu. Szczegdtowy opis tego elementu mozna
znalez¢ w pracy [50].

2.5.3 Aproksymacja i geometria elementéw skonczonych

Klasa elementu izoparametrycznego zdefiniowana jest tak, zeby wszystkie informacje do-
tyczace aproksymacji i geometrii wezléw pobierane byly z obiektu Aproksymacja. Jest
to pokazane na Rys. 2.10. Aproksymacja jest czescia obiektu Element. W tym obiek-
cie zawarte sa: informacje dotyczace geometrii weztow, wezly znajdujace sie na brzegu
elementu (potrzebnych do narysowania elementu), liczba punktéw Gaussa potrzebna do
catkowania, funkcje ksztattu i ich pochodne do drugiego rzedu wlacznie. Obiekty Element i
Aproksymacja sa tworzone niezaleznie i wspdlpracuja ze soba. Dzigki takiemu rozwiazaniu
wystarczy stworzy¢ tylko jedna nowa klase elementu izoparametrycznego. Obiekty tej
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Rysunek 2.10: Obiekt Element i jego czesci. Hiererchia obiektu aproksymacja

klasy beda automatycznie dziala¢ z wszystkimi juz istniejacymi klasami aproksymacji.
Tak byt wprowadzany do programu VFEM element Powtoka Ahmada. Przed wprowa-
dzeniem tego elementu byly juz w programie aproksymacje przedstawione na Rys. 2.10,
wspdlpracujace z elementami tarczy i ptyty (tj. wszystkie oprécz aproksymacji Hermita).
Wiystarczyto stworzy¢ klase PowlokaAhmada. Obiekty tej klasy zaczely wspolpracowaé z
klasami aproksymacji istniejacymi juz w programie. Taka konstrukcja znacznie ulatwia
wprowadzanie, zaréwno nowych klas elementéw, jak i nowych klas aproksymacji. Nowo
dodawany element bedzie wspdlpracowal z istniejacymi klasami aproksymacji. Nowa
aproksymacja wprowadzana do programu bedzie wspétpracowacé z wszystkimi typami ele-
mentow. Oczywiscie nie kazda kombinacja element-aproksymacja ma sens np. tarcza
nie moze wspolpracowac z aproksymacja Hermita. Najwazniejsze jest jednak to, aby nie
bylo zadnych przeszkdéd formalnych, czy utrudnien w zastosowaniu dowolnej kombinacji
element - aproksymacja. Ocena sensownosci potaczenia moze by¢ wykonana na etapie
wprowadzania danych. Tak sie dzieje podczas wprowadzania danych w systemie VFEM++,
a ewentualne niezgodnosci sa sygnalizowane bledem.

2.5.4 Klasy materialow

Zadaniem obiektow klasy Materiat jest reprezentowanie poszczegdlnych typéw materiatow.
Obiekty te przechowuja stale materiatlowe oraz posiadaja funkcje budujace macierze ma-
terialowe. Dla elementéw pretowych, gdzie macierze (sztywnosci, bezwladnosci itp.)
obliczane sa analitycznie, jedyna funkcja obiektu Materiat jest przechowywanie statych
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Rysunek 2.11: Hierarchia klas materialowych

materialowych. W przypadku materialéw nieliniowych w klasie Materiat definiowane sa
funkcje materialowe. Jako stale materialowe rozumie sie tu takze charakterystyki prze-
krojowe takie jak pole przekroju, czy moment bezwladnosci. Zasadniczo powinny by¢
stworzone klasy o nazwie np. Geometria opisujace wlasnosci przekrojéw. Takie podejscie
byloby uzasadnione w przypadku bardziej inzynierskiego podej$cia dajacego mozliwosé
definicji zlozonych przekrojéw, np. ksztaltownikow walcowanych, czy innych ztozonych
przekrojow. Dla uproszczenia zrezygnowano tu jednak z tak detalicznego podejscia.

Kazdy z typéw elementéw skonczonych posiada co najmniej jeden odpowiadajacy mu
material. Elementy pretowe zdefiniowane analitycznie nie moga posiadaé¢ innych mate-
riatow, jak tylko ten, dla ktérego wyprowadzono analityczne wzory na macierz sztywnosci
i inne macierze. Podejscie numeryczne, gdzie do obliczen potrzebna jest macierz mate-
rialowa, umozliwia zdefiniowanie wielu réznych typéw materiatow dla jednego typu ele-
mentu skonczonego. Niektére elementy skonczone istniejace w systemie posiadaja kilka
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typéw materialow, do wyboru przez uzytkownika. Sa to elementy tarczowe posiadajace
material izotropowy oraz material warstwowo-izotropowy. Element plyty Mindlina ma
do dyspozycji trzy materialy: Izotropowy, Sandwiczowy oraz material plyty z wycietymi
prostokatnymi otworami. Hierarchie klas Materiat obrazuje Rys. 2.11. 7 klasy Mate-
riat dziedzicza bezposrednio klasy-i-obiekty reprezentujace poszczegdlne materialy liniowe.
W abstrakcyjnej klasie Materiat zdefiniowano wszystkie funkcje potrzebne do dzialania
obiektu tej klasy. W szczegdlnosci zadeklarowano w tej klasie dwie funkcje abstrak-
cyjne. Drziedziczace z klasy bazowej materialy musza te funkcje zdefiniowaé. Pierwsza
z nich jest funkcja ObliczMacierze, ktora ma za zadanie obliczy¢ wszystkie macierze ma-
terialowe uzywane przez dany material, wraz z ich pochodnymi wzgledem statych mate-
rialowych potrzebnymi w analizie wrazliwosci parametrycznej. Druga funkcja to funkcja
ObliczNaprezenia, reprezentujaca prawo konstytutywne dla danego materialu. Wszystkie
uzywane macierze materiatlowe jak i funkcje umozliwiajace dostep do nich, zadeklarowane
sa w bazowej klasie abstrakcyjnej Materiat. Moze si¢ to wydawaé pozornie nielogiczne,
poniewaz w rezultacie kazdy material posiada wszystkie funkcje. Po co na przykiad ma-
terialom dla zagadnienia statyki liniowej funkcje materialowe, zwracajace macierze Cyy
czy Cy, wlasciwe dla materialéw lepkosprezystych? Moze sie jednak zdarzy¢, ze bedziemy
chcieli, aby czes¢ konstrukeji poddanej analizie reologicznej miala wlasciwosci wytacznie
sprezyste. Innymi stowy material sprezysty musi sie da¢ zastosowaé nie tylko w statyce,
czy dynamice liniowej, ale réwniez w innych typach analiz. Teoretycznie hierarchia klas
nie powinna stwarzac¢ formalnych przeszkdéd stosowania dowolnych materialéw w dowol-
nych typach analiz. Dlatego w klasie bazowej zdefiniowano wszystkie znane typy macierzy
materialowych oraz funkcji materialowych.

2.5.5 Obiektowy model analizy skonczenie elementowej

Obiekty klasy AnalizaMES stuza do wykonania analizy skonczenie elementowej. Schemat
hierarchii klasy AnalizaMES zawiera Rys. 2.12. W bazowej klasie deklarowane sa wspélne
dla wszystkich typéw analiz atrybuty i metody. Sa to globalne macierze sztywnosci,
bezwladnosci, macierz tlumienia, wektory obciazen i przemieszczen. Zasadnicza funkcja
jest funkcja RozwiazZadanie. W ciele tej funkcji znajduje sie kod algorytmu realizujacego
dany rodzaj analizy. Bezposrednio z klasy AnalizaMES wyprowadzona jest klasa Sta-
tykaLiniowa. Dziedziczaca réwniez z klasy AnalizaMES, klasa StatykaNieliniowa realizuje
analize fizycznie nieliniowa. Ten rodzaj analizy dostepny jest tylko dla kratownic plaskich
i przestrzennych, gdyz tylko te obiekty maja zdefiniowane procedury obliczajace macierz
styczna. Latwo jednak rozszerzy¢ mozliwosci systemu o analize nieliniowa innych kon-
strukeji definiujac funkcje obliczajaca macierz styczna dla innych elementéw. Z pewnoscia
takie funkcje zostana do systemu dodane w niedalekiej przysziosci.

Dziedziczaca z klasy StatykaNieliniowa klasa StatykaFizycznieNieliniowa reprezentuje,
zgodnie z nazwa, statyke fizycznie nieliniowa i w aktualnej wersji programu jest dostepna
tylko dla tarcz w plaskim stanie odksztalcenia. Tylko dla tarcz PSO istnieja klasy nie-
liniowego materiatu. W razie pojawienia sie koniecznosci analizowania innych konstruk-
¢ji z nieliniowosciami materialowymi mozna tatwo dodaé¢ stosowne klasy materiatow dla
tych konstrukcji. Klasa AnalizyCzasowa laczy w sobie wszystkie wspélne cechy metod
bezposredniego calkowania réwnania ruchu. Kazda z metod bezposredniego catkowania
rownania ruchu sklada sie z obliczen wstepnych oraz powtarzanych w petli obliczen na
przyroscie. Tylko te dwie funkcje wystarczy zdefiniowa¢ w kazdej z klas dziedziczacych,
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Rysunek 2.12: Schemat hierarchii klas analizy skoriczenie elementowej

reprezentujacych konkretna metode catlkowania réwnania ruchu. Na Rys. 2.13 pokazano
schemat powiazan klasy AnalizaMES. Widac¢ tu, ze podczas analizy solver wysyta komuni-
katy do czterech innych obiektow: Konstrukgcji, Elementu, Wezta oraz ObciazeniaWeztowego.
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Rysunek 2.13: Schemat powiazan klasy analizy skonczenie elementowej

2.5.6 Klasy obciazen elementowych

Kazdy z poszczegdlnych typow elementéw skonczonych moze posiadaé rézne rodzaje
obciazen elementowych. Struktura gen-spec jest wiec i w tym przypadku bardzo pomocna.
Podstawowa, bazowa klasa jest klasa ObciazenieElementowe. Wyprowadzone z niej sa abs-
trakcyjne klasy dla poszczegdlnych typéw elementéw, a nastepnie dla poszczegdlnych
typow obciazen. Jedyna funkcja, jaka trzeba zdefiniowaé w kazdej z klas, jest funk-
cja ObliczWektorSitWeztowych shuzaca zgodnie z nazwa do obliczenia wektora obcigzen
weztowych elementu dla danego obciazenia miedzyweztowego. Hierarchia klas pokazana
jest na Rys. 2.14. Ze wzgledu na diugos¢ nazw dokonano w nich skrétéw. Pow oznacza
obciazenie powierzchniowe, Ln - obciazenie dzialajace wzdtuz linii. Glob - obciazenie glo-
balne (obciazenie, ktérego sktadowe podaje sie w kartezjanskim uktadzie globalnym). Lok
- to obciazenie, ktére dziala stycznie do powierzchni lub linii dzialania.
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Rysunek 2.14: Hierarchia klas obciazen elementowych

2.5.7 Klasy obiektéw geometrycznych i generatora siatek regu-
larnych

Klasy realizujace generacje siatki powinny by¢ jak najbardziej uniwersalne. Zagadnienie
generacji siatek opisuja obiekty nalezace do trzech réznych hierarchii. Pierwsza z nich
to klasy obiektow geometrycznych, na ktérych bedzie generowana siatka. Moga to by¢
powierzchnie lub linie, w zaleznosci od jakiego typu elementy beda generowane. I tak
mamy powierzchnie rozpieta na czterech (Lagrange4) lub o$miu (Serendip8) punktach.
Jest to klasa Powierzchnia3D_IZO lub w przypadku zadan ptaskich Powierzchnia2D_1ZO.
Mozemy generowaé siatki na powierzchni zdefiniowanej j/w, ale we wspohrzednych wal-
cowych lub kulistych obstuguja to klasy PowierzchniaWalca i PowierzchniaKuli. Klasy te
posiadaja dwie funkcje sktadowe: jedna oblicza wspotrzedne kartezjanskie punktu o zada-
nych wspétrzednych naturalnych powierzchni, czy linii, druga za$ wyznacza wektor nor-
malny (w przypadku klasy Powierzchnia), albo wektor styczny (w przypadku klasy Linia).
W zadaniach plaskich powierzchnie mozemy zdefiniowaé¢ we wspotrzednych biegunowych
przy pomocy obiektéow klasy PowierzchniaBiegunowa. Takie same mozliwosci mamy w
przypadku generacji elementow jednowymiarowych na zadanej linii. Drugim typem klas
wspélpracujacym przy generacji siatek jest klasa Siatka. Klasy typu siatka opisuja ro-
dzaj generowanej siatki. Dostepne sa dwie siatki: jedna to siatka prostokatna o zadanej
liczbie elementéw skonczonych na bokach prostokata oraz dla siatek liniowych - siatka
dzielaca zadany odcinek na ustalona liczbe czesci. Metoda Wygeneruj punkt zawarta w
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Rysunek 2.15: Hierarchie klas: Powierzchni, Linii, Generatora, Siatki

klasie Siatka ma za zadanie przeliczy¢ wspétrzedne wezta ze wspotrzednych naturalnych
elementu skonczonego do wspétrzednych parametryzujacych powierzchnie. Druga z funk-
cji (Nastepny) decyduje o tym, kiedy zakoriczy¢ proces generacji zwracajac wtedy wartosé
logiczna false. Proces generowania siatek nadzorowany jest przez obiekty klasy Genera-
tor. Sa dwie klasy-i-obiekty tego typu: generator dla elementéw powierzchniowych oraz
generator dla elementéw liniowych.

Na Rys. 2.16 przedstawiono strukture powiazan obiektu Generator z innymi obiektami
wspolpracujacymi podczas generacji siatek regularnych. Przez siatke regularna rozumie
sie taka siatke, ktorej liczba elementow skonczonych w wygenerowanym modelu jest znana
przed rozpoczeciem generacji. Zastosowania innych struktur wymaga generator siatek nie-
regularnych np. triangularyzacja Delaunay’a. Ten generator bedzie szczegdétowo opisany
w dalszej czesci pracy. Dla siatek regularnych proces generacji przebiega nastepujaco:
Generator dostaje obiekt reprezentujacy element skonczony. Zadaniem generatora jest
ustali¢ liste weztow, na ktorych element jest rozpiety. W tym celu Generator wywoluje
funkcje elementu GenerujSie (patrz Rys. 2.9). W funkcji tej Element pobiera z obiektu
Aproksymacja wspotrzedne naturalne weztéw i kolejno zwraca je Generatorowi, ktéry z ko-
lei wywoluje skladowa obiektu Siatka przeliczajaca wspotrzedne naturalne elementu na
wspolrzedne naturalne generowanego obszaru. Te z kolei przeliczane sa przez obiekt klasy
Powierzchnia albo Linia na wspolrzedne kartezjanskie. Wezel o takich wspétrzednych wpro-
wadzany jest do bazy wezlow. Cykl ten jest powtarzany dla wszystkich elementow. Taka
konstrukcja generatora daje bardzo duza uniwersalnos¢. Generator nie musi mie¢ zadnych
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Rysunek 2.17: Struktura powigzan z obiektem EkranGraficzny oraz komunikacja z nim

danych o elementach i moze generowaé elementy dowolnego typu. Wystarczy, aby kazdy
typ elementu posiadal funkcje polimorficzna GenerujSie.

2.5.8 Graficzny interfejs uzytkownika

Klasa reprezentujaca okno do wys$wietlania schematu konstrukeji jest EkranGraficzny. Za-
wiera on wszystkie funkcje potrzebne do operacji graficznych: rysowania, drukowania i
zapisu schematu konstrukcji. Jakikolwiek inny obiekt wykorzystujacy funkcje graficzne
systemu musi mie¢ powigzania z tym obiektem. W ekranie graficznym zdefiniowane sa
funkcje realizujace przeksztalcenie aksonometryczne oraz rzuty schematu. Atrybutami
ekranu graficznego sa wszystkie parametry wyswietlania. Liczba egzemplarzy obiektu w
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programie odpowiada liczbie otwartych przez uzytkownika okien graficznych, lub liczbie
plikéw graficznych jakie beda zapisane w danym zadaniu. Dzieki temu jest mozliwosé
utworzenia kilku réznych widokéw tej samej konstrukcji rownoczesnie.

Pokazana na Rys. 2.17 struktura powiazan oraz sposdéb obstugi grafiki nie sa zbyt
skomplikowane. Program VFEM++nie posiada wprowadzania danych o konstrukcji przy
pomocy edytora graficznego. Przy tej metodzie wprowadzania danych struktury graficzne
bytyby bardziej skomplikowane.

2.5.9 Klasy analizy niezawodnos$ciowej

Wobec duzej réznorodnosci metod analizy niezawodnosciowej podejscie obiektowe jest
rowniez w tym przypadku bardzo efektywnym narzedziem programowania takich obliczen.
Istnieja bowiem nie tylko najrozmaitsze metody analizy niezawodnosci takie jak FORM
(First Order Reliability Method), SORM (Second Order Reliability Method), Monte Carlo
czy Importance Sampling, ale i réwniez wiele alternatywnych procedur skladajacych sie
na te metody. Mozna bowiem w ramach metod FORM czy SORM stosowaé rézne algo-
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Rysunek 2.18: Hierarchia klas analizy niezawodnosciowe]

rytmy znajdowania punktu projektowego. Mozna stosowaé rézne metody transformacji
zmiennych losowych do przestrzeni standardowej (np. Natafa czy Rossenblatta). Istnieje
tez wiele réznych parametrow konstrukeji, ktérych losowosé zyczymy sobie uwzgledniaé
w naszej analizie, takich, jak: stale materialowe, parametry ksztaltu konstrukcji, czy
obciazenie. Zaprogramowanie tych wszystkich elementéw analizy niezawodnosciowej po-
lega¢ bedzie na stworzeniu odpowiednich struktur obiektowych zaprezentowanych ponize;j.

Na Rys. 2.18 przedstawiono hierarchie klas analiz niezawodnosciowych.W klasie ba-
zowej zadeklarowano jedna abstrakcyjna funkcje WykonajAnalize ktéra jest definiowana
w dziedziczacych z niej konkretnych klasach reprezentujacych poszczegdlne typy ana-
liz. W bedacym czescia tej pracy systemie zaimplementowano trzy typy analizy nieza-
wodnosciowej: Monte Carlo, FORM, SORM i Importance Sampling. Bazowa klasa posiada
rowniez kilka atrybutéw wspdlnych dla wszystkich klas bazowych takich jak, wskaznik do
funkcji celu, z ktérym ten obiekt wspotpracuje oraz zbiér zmiennych losowych, ktérych
wartosci sa potrzebne podczas analizy. Pewnego komentarza wymaga fakt, iz Analiza
skonczenie elementowa nie posiada wspoélnej klasy bazowej z analiza niezawodno$ciows i
opisang ponizej analiza optymalizacyjna. Latwo jednak zauwazy¢, ze tych analiz nic ze
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Rysunek 2.19: Hierarchia klas funkcji granicznej

soba nie taczy. Poza funkcja realizujaca analize nie mialyby zadnych wspdélnych cech
dlatego uznano, ze powinny one stanowi¢ odrebne byty hierarchiczne. Istnieje nato-
miast wspélpraca pomiedzy analiza niezawodnosci a analiza MES Rys. 2.23, poniewaz
to wiasnie rezultaty obliczen MES stanowia podstawe do obliczenia funkcji granicznej i
jej gradientéw. Ogdlna postaé funkeji granicznej, jaka istnieje w systemie, mozna przed-
stawi¢ nastepujaco:

R<R, lub R>R,. (2.2)

gdzie R stanowi dowolny wynik analizy skonczenie elementowej taki, jak przemieszczenie
weztéw czy naprezenie elementowe w dowolnym punkcie elementu, jak i ich wbudowane
funkcje takie, jak wartosci gléwne czy np. zredukowane naprezenia Hubera-Misesa. a R,
to wielko$¢ graniczna, ktéra dana wielkos¢ jest ograniczona od gory lub od dotu. Wyzna-
czaniem wielkosci wynikowych MES zajmuja sie odrebne obiekty, stad zaprezentowana na
Rys. 2.19 hierarchia klas funkcji granicznej nie jest rozbudowana. Planuje sie w przyszlosci
rozbudowe mozliwosci systemu o bardziej skomplikowane funkcje celu takie, jak zadawane
przez uzytkownika funkcje wartosci wynikowych.
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Rysunek 2.20: Hierarchia klas zmiennych losowych
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W systemie mozna skorzystaé z trzech rodzajéw zmiennych losowych (Rys. 2.20). Sa
to: zmienna losowa reprezentujaca losowy charakter stalej materialowej, zmienna losowa
obciazenia oraz parametr ksztaltu. Wspdlna cecha zmiennych losowych jest funkcja wir-
tualna WezWartos¢ stuzaca do nadania wartosci zmiennej. Funkcja jest polimorficzna,
gdyz nie da sie uogolni¢ sposobu nadawania wartos$ci zmiennych losowych i dlatego kazda
klasa musi mie¢ wlasna definicje tej funkcji. Wspdlnym dla wszystkich klas atrybutem
zadeklarowanym w klasie bazowej jest obiekt RozktadPrawdopodobienstwa reprezentujacy,
zgodnie z nazwa, rozktad prawdopodobienstwa danej zmienne;j.

Rozklady prawdopodobienstw rowniez zostaly zbudowane z uzyciem struktur gen-spec.
Wspdlnymi atrybutami wszystkich rozkladéw sa: warto$¢ srednia i odchylenie standar-
dowe. W klasie bazowej ponadto postuluje sie za pomoca deklaracji funkcji wirtualnych
dwie cechy rozktadow prawdopodobienstw, a mianowicie: funkcje gestosci rozktadu oraz
funkcje dystrubuanty rozktadu. Hierarchie klas oraz rodzaje klas rozktadéw prawdopodo-
bienstw pokazuje Rys. 2.21.
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Rysunek 2.21: Hierarchia klas rozkladéw prawdopodobienstwa

Do zaprogramowania algorytmow poszukiwania punktow projektowych zostata wy-
korzystana struktura gen-spec (Rys. 2.22). Pozwala to na zaimplementowanie wielu
metod (takich jak FORM czy ImportanceSampling) na wiekszym poziomie ogélnosci, co
da mozliwos¢ tatwego wybierania dowolnej metody poszukiwania punktu projektowego.
Wspdlnymi atrybutami sa obiekty funkcja celu i obiekt odpowiedzialny za transformacje
zmiennych losowych z przestrzeni oryginalnej do przestrzeni standardowej. Polimorficzna
funkcja tej klasy jest funkcja realizujaca algorytm poszukiwania punktu projektowego.

Struktury calo$é-czesé oraz sposéb wymiany komunikatow miedzy obiektami obrazuje
diagram 2.23. Czescia zmiennej losowej jest rozktad prawdopodobienstwa. Zmienne lo-
sowe, wraz z funkcja graniczna i algorytmem poszukiwania punktu projektowego wchodza
w sklad analizy niezawodnosciowej. Do poszukiwania punktu projektowego potrzebne sa
wartosci funkcji granicznej oraz dokonywanie zmian wartosci zmiennych losowych, stad tez
wspoOlpraca obiektu AnalizaNiezawodnosci z obiektami FunkcjaGraniczna i Zmiennalosowa.
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Rysunek 2.23: Sie¢ wzajemnych powiazan obiektéw analizy niezawodnosciowej

Algorytm DPSA po zaktualizowaniu zmiennych losowych wywoluje obliczenia MES, stad
wspolpraca z obiektami analizy MES. Z analiza MES wspotpracuja tez niektére obiekty
analizy niezawodnosciowej (Monte Carlo, i Importance Sampling).

2.5.10 Struktury klas optymalizacji

Mozna doszukaé¢ sie pewnych podobienstw pomiedzy analizami niezawodnosci i optyma-
lizacji. W optymalizacji istnieje bowiem funkcja zwana funkcja celu podobnie jak w
niezawodnosci - funkcja graniczna. Zmienne projektowe optymalizacji sa pewnym ana-
logonem zmiennych losowych niezawodnosci. To formalne podobienstwo obu probleméw
nie uzasadnia jednak koniecznos$ci wyprowadzenia ich klas ze wspdlnej klasy bazowej,
gdyz mimo pozornych podobienstw sa to zupelie inne typy analiz. Dlatego tez struktury
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niezawodnosci i optymalizacji cechuje podobienstwo, ale sa one odrebnymi strukturami
danych. Hierarchie klas optymalizacji przedstawia Rys. 2.24.

W systemie istnieje jedna metoda optymalizacji, rozwiazujaca problem nieliniowego
programowania, oparta na algorytmie Schittkowskiego. W przysztosci planuje sie rozbu-
dowe systemu o inne procedury optymalizacyjne.

System zawiera dwa typy funkeji celu (Rys. 2.25) Sa nimi funkcja celu pozwalajaca na
optymalizacje wielko$ci wynikowych MES takich, jak przemieszczenia, naprezenia, oraz
rozmaite funkcje (np wartosci gléwne naprezen czy odksztalcen). Druga funkcja celu jest
masa konstrukecji. Ta funkcja celu pozwala rozwiazywac¢ zagadnienia minimalizacji masy
konstrukcji. Dwie funkcje wirtualne powinna definiowaé¢ kazda z klas-i-obiektéw funkcji
celu. Jedna z nich wyznacza wartosé¢ funkcji celu, a druga jej gradient.

Rysunek 2.26 przedstawia reprezentacje obiektowa zmiennych projektowych. Sys-
tem zawiera dwie klasy zmiennych projektowych: klase zmiennych materiatowych, gdzie
zmienna projektowa jest stala materialowa oraz parametr ksztaltu, gdzie zmienna jest
wspolrzedna wezla parametryzujacego ksztalt konstrukeji. Wspolrzedne weztow siatki
MES zalezne sa od parametrow ksztattu.

Bazowa klasa ograniczen posiada jeden atrybut typu logicznego, ktorego wartos¢ true
oznacza, ze dane ograniczenie jest ograniczeniem rownosciowym. Istnieje w systemie
jedna klasa-i-obiekt ograniczenia (Rys. 2.27). Jest to ograniczenie na warto$¢ wynikowa
MES. Atrybutem tego ograniczenia jest pewna wielko$¢ graniczna (podobnie, jak dla
funkeji granicznych niezawodnosci (2.2). Dana warto$¢ wynikowa moze by¢ mniejsza

rOptymalizacja ) /AR
I
Funkcja celu s ~\
Zmienne projektowe DNCONG
Ograniczenia
Optymalizuj Optymalizuj

Rysunek 2.24: Hierarchia klas optymalizacji

rFunkcja celu )

Oblicz wartos¢
kObIlcz gradient y

/AR /AR
Wartos¢ wynikowa MES Masa konstrukc;ji

Oblicz wartos¢
@blicz gradient y.

Oblicz wartos¢
@blicz gradient y.

Rysunek 2.25: Hierarchia klas funkcji celu
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(lub wieksza, a w przypadku ograniczenia réwnosciowego - réwna) od zalozonej przez
uzytkownika wielkosci granicznej. Wirtualnymi funkcjami zadeklarowanymi w klasie ba-
zowej sa funkcje liczace warto$¢ i gradient ograniczenia. Rysunek 2.28 zawiera schemat

( Zmienna projektowa )

Wez Wartosé
kDaj Wartos¢ Y,
/R /AR
Qmienna materialowa ﬁ’arametr ksztaltu )
Materiat wezel ksztattu
kWeiWartoéé ) kWeiWartoéé )

Rysunek 2.26: Hierarchia klas zmiennych projektowych

(Ograniczenie ) N\
IsEqual
SEqua (( Wartosé wynikowa MES
Oblicz wartos¢ wartosé graniczna
eblicz gradient Yy typ ograniczenia
Oblicz wartos¢

Oblicz gradient

Rysunek 2.27: Hierarchia klas ograniczen

@naliza MES ))

1
1 |
: @ptymalizacja ) !

1,no

1,nl 1

I
(CZmienna projektowa )) C(Funkcja celu ))

1

COgraniczenie ))

Rysunek 2.28: Wspoélpraca obiektéw klas optymalizacji
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wspolpracy obiektow optymalizacji. Funkcja celu, zmienne projektowe oraz ograniczenia
stanowia wraz z obiektem optymalizacji strukture calosé-czes¢. Ponadto optymalizacja
wspdlpracuje z obiektem analizy MES uruchamiajac analize konstrukcji.

Nie stwarza wiekszych probleméw uogdélnienie przedstawionych powyzej schematéw
optymalizacji i niezawodno$ci tak, aby bylo mozliwe rozwiazywanie probleméw optymali-
zacji niezawodnosciowej. W tym celu nalezy zadeklarowaé¢ nowa klase funkcji celu, ktéra
bedzie prawdopodobienstwo awarii oraz nowa klase ograniczenia niezawodno$ciowego.
Zmieni sie tez schemat wspétpracy obiektéw poniewaz, obiekt optymalizacji bedzie musial
uruchamia¢ obliczenia niezawodnosciowe. Optymalizacja niezawodnosciowa jest jednym
z elementéw planu rozwoju systemu w przysziosci.

Zaprezentowane w tym rozdziale zastosowanie podejscia obiektowego do analizy MES,
optymalizacji i niezawodnosci pokazuje, ze jest mozliwe w relatywnie prosty sposéb zbudo-
wanie zlozonych struktur danych opisujacych bogactwo typéw analiz, elementéw skonczo-
nych czy materialéw. Implementacja strukturalna na tym poziomie ogdlnosci bylaby
zapewne znacznie bardziej skomplikowana i wymagata pracy kilku oséb oraz poswiecenia
znacznie wiecej czasu. Klarowne struktury obiektowe pozwalaja jednej osobie na two-
rzenie i utrzymanie tego systemu, a takze stwarzaja interesujaca perspektywe rozwoju
systemu w przysztosci. Ze wzgledu na duza réznorodnos¢ analiz, typow elementow, wy-
czerpujaca prezentacja mozliwosci programu wykracza poza ramy tej pracy. W dalszej
czesci pracy kilka przyktadéw numerycznych zilustruje zatem tylko wybrane zagadnienia.



ROZDZIAL

Zagadnienia termolepkosprezystosci

3.1 Wstep

W tym rozdziale przedstawione beda zagadnienia skladajace sie na model termolepko-
sprezysty. Po kilku wstepnych informacjach zaprezentowane zostana podstawowe modele
materialéw reologicznych. Nastepnie bardziej szczegdélowo omdéwiony zostanie wybrany
termolepkosprezysty model materialu. W termolepkosprezystym modelu wlasnosci me-
chaniczne materialu w danym punkcie zalezne sa od temperatury w tym punkcie. Istot-
nym elementem bedzie rowniez wyprowadzenie rownan metody elementéw skonczonych
dla termolepkosprezystego modelu materiatu.

3.2 O reologii

Reologia jest nauka zajmujaca sie rozpatrywaniem wilasnosci mechanicznych materialow
konstrukcyjnych, w ktérych wraz z uplywem czasu obserwuje sie zmiany stanu obej-
mujace réwniez zjawisko dysypacji energii. Protoplasta reologii byt przedstawiciel Jonskiej
szkoty Heraklit z Efezu, ktéry w swym dziele “O przyrodzie” zawart stynne powiedzenie
[Manta per -panta rej - wszystko plynie, powiedzenie bedace istote reologii.

Materialty lepkosprezyste to takie materialy, ktore wykazuja jednoczesnie cechy cieczy
i cial statych. Ciala lepkosprezyste wykazuja zdolno$¢ do akumulowania czesci energii od-
ksztalcenia podczas gdy reszta energii ulega rozproszeniu (dysypacji). Dysypacja energii
spowodowana jest zjawiskiem zwanym tarciem wewnetrznym. Przez tarcie wewnetrzne
rozumiemy opér, jaki stawiaja przesuwajace sie wzgledem siebie warstwy cieczy. Dy-
sypowana energia odksztalcenia réwna jest zatem pracy tarcia wewnetrznego. W ciele
lepkosprezystym obciazonym stalym w czasie obciazeniem obserwujemy zmienny w czasie
stan odksztalcenia. Mowimy wéwezas, ze ciato ptynie. Proces ten nosi tez nazwe procesu
petzania. Innym charakterystycznym dla cial lepkosprezystych zjawiskiem jest relaksacja.
Pod pojeciem relaksacji rozumiemy zmieniajacy sie w czasie stan naprezenia w prébce
poddanej stalemu w czasie stanowi odksztalcenia.
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3.3 Niestacjonarny przeplyw ciepla

3.3.1 Roéwnanie przeplywu ciepla

Rysunek 3.1: Cialo materialne z warunkami brzegowymi

Réwnanie rézniczkowe (3.1) opisuje problem niestacjonarnego przepltywu ciepta w
osrodkach termicznie ortotropowych,

0 06 0 040 0 00 . 06
0:)31 l)\lﬁxl} * 81’2 |:)\281’2} + 01'3 [)\38333} +g_pcﬂ7 (31)

gdzie 0 = T — Ty, zas Ty jest temperatura odniesienia na obszarze  (Rys. 3.3.1). W
og6lnym przypadku réwnanie to jest rownaniem nieliniowym. W pracy ograniczymy
sie do rozpatrywania liniowego przeptywu ciepta, tzn. wlasnosci termiczne osrodka opisy-
wane beda niezaleznymi od temperatury statymi materialowymi (A1, A2, A3 - wartosci prze-
wodnosci cieplnej, ¢ - ciepto wlasciwe, p - gesto$é materiatu). Rownanie (3.1) uzupetniaja
nastepujace warunki brzegowe:

9 = é, X € 8QT,
00 00 00 . (3.2)
)\1n1a—x1 + )\gnga—x2 + Agnga—xg =q, x € 0,

3.3.2 Sformulowanie MES problemu niestacjonarnego przepltywu
ciepla

Do wyprowadzenia réwnan metody elementéow skonczonych wykorzystana zostanie me-
toda Galerkina. Wprowadzamy aproksymacje pola temperatury

0(x,7) = N(x)0(r), (3.3)

gdzie N jest macierza funkcji ksztattu, a @ jest wektorem temperatur weztowych o wymia-
rze N, réwnym liczbie weztéw. Po podstawieniu tej aproksymacji do réwnan (3.1) oraz
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(3.2) mamy
0 ON 0 ON 0 ON ) 00
[8x1 [Alﬁxl] + 0o [)\28@} + 03 {)\38@” 0+g_p0§ =, x€d0
N N N
- A1n10—+)\2n28—+)\3n38— 0—|—Cj:R2, XE@Qq
0wy 0 s Oxs

(3.4)
Ze wzgledu na przyblizony charakter aproksymacji (3.3) residua R;, Ry sa rézne od zera.
Minimalizujac je otrzymujemy

/ NTR, dQ + / NTR,d(09Q) =0, (3.5)
Q Q

a po podstawieniu mamy

/[A ONT ON ONT ON ONT ON
1

8:)31 81’1 T A 01’2 01’2 T 81'3 81'3

} dQ 0—/NTg'dQ
Q Q

+ /chTNdQ 9—/NTQd(8Q):O. (3.6)
Q Q

Wprowadzajac nastepujace oznaczenia

C= / pcNTN dQ, (3.7)
Q
ONTON ONTON ONTON
K= — — — | dQ .
/|:)\1 8:)31 81’1 +)\2 01’2 01’2 tAs 81'3 81'3 d ’ (3 8)
Q
P:/NngQ+/NTQd(8Q), (3.9)
Q Q

zwane odpowiednio macierza pojemnosci cieplnej C, macierza przewodnictwa K oraz
wektorem “obciazenia” (tu strumienia ciepta) P, réwnanie (3.6) ma teraz nastepujaca
postac

Co+K6=P. (3.10)

N x N wymiarowe macierze K and C sa w ogélnym przypadku zalezne od temperatury
0. Wektor “obciazen” P jest N wymiarowy.

By rozwiazaé¢ uklad réwnan (3.10) zastosujemy schemat przyrostowy, zastepujac wielkosci
0ib wyrazeniami

t+aAt0 _ (1 . Oé) tg +a t—I—Ate’ = [O, 1]

o (3.11)
t-i-ozAte _ _(t-i-AtO _ te)

At
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Podstawiajac te wyrazenia do réwnania (3.10) w chwili ¢ + At, otrzymujemy

{i ol g t+aAtK} tHAtg _ AL (3.12)
+ |:Ait t—l—aAtC . (1 o Oé) t+aAtK:| te7
lub . ~
oAt tHAtg _ trallp (3.13)
gdzie
N 1
oAt [E oAt 4 o t+ocAtK} : (3.14)
tadtp  _ ttoAtp [Aittmmc —(1-a) t+aAtK} tg. (3.15)

Réwnanie (3.13) moze by¢ rozwiazane ze wzgledu na 20, przy zastosowaniu dowolnej
metody iteracyjnej, przy czym ‘@ jest znane, podczas gdy macierze +oAtC i "ToAK obli-
czane sa przy pomocy ostatniej dostepnej wartoéci wektora temperatury “¥4'0. W pracy
ograniczymy sie do liniowej wersji réwnania (3.13), w ktérej HoAC i #*AK sa macie-
rzami niezaleznymi od temperatury. W tym przypadku iteracja na kroku czasowym jest
niepotrzebna.

3.4 Termolepkosprezystosé

3.4.1 Model konstytutywny

Ogdlna posta¢ rownania konstytutywnego w trojosiowym stanie naprezenia ma postac
(3.16)

oi(7) = / Ciinal(€ — g’)%[akl(r’) — O dr, (3.16)

gdzie T jest czasem, a £ zredukowanym czasem, zdefiniowanym w nastepujacy sposéb

T

dg
E=¢&(1) = Ofm (3.17)

& wartoscia funkeji & w chwili 7/

g =¢(r) = / a6 . (3.18)

A(0) jest wspdlezynnikiem czasu relaksacji wprowadzajacym zalezno$¢é wlasnosci mecha-
(9).

ij )

nicznych ciala od temperatury, ¢,.’; to odksztalcenia wstepne termiczne zwiazane z roz-
szerzalno$cia cieplna materiatu

T

£O(r) = / a[0())610(C))dC, (3.19)

0
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gdzie a(0) jest chwilowym wspdlezynnikiem rozszerzalnosci cieplnej zaleznym w ogélnosci
od temperatury, 6 to absolutna temperatura ciata, 6y = 0(0) temperatura odniesienia.
Dla «(f) = const otrzymujemy
0
e(r) = alf(r) — 6)6,;. (3.20)

Funkcja Cjjri(€) jest malejaca funkcja moduléw relaksacji(3.16). Modut ten oparty
jest na zasadzie superpozycji, wedtug ktorej catkowite naprezenie w czasie £ jest suma
przyrostéw naprezen w krokach czasowych & < £. Statyka liniowa jest przypadkiem
granicznym, gdy Cjji; nie zaleza od czasu.

[zotropowa wersja rownania konstytutywnego ma postac

Cisr(§) = ME&)dijon + p(§)(irdj + 0adjr) = (3.21)
= [%(5) - %M(f)] 0ij0rt + (&) (dirdji + durdi)-

Zaleznosci dla czesci kulistej i dewiatorowej maja postac

(3.22)
D 1! d Dy 1 /
o) = [ oulelr) - € ebr) ar,
0
_ 1( 1 d / )/ 1 /
ou(7) = [ 3R(E(7) = E(T)) 5 |emn(T) — e (T) | dT'.
0
Moduty relaksacji dla $cinania i Sciskania sa zdefiniowane nastepujaco
_ T
pu(T) = p> + frexp {—@] :
w
(3.23)
K(T) = K™ + Kexp [—527_)} :
gdzie dane parametry g, i o, sa czasami relaksacji. Stad
- )] | ~» £(7)
Ciju(T) = Cii + ijkl exp {—Q—H + Ol exp |
o o 2 o o
Ciim = [ff — gk } 0ij0k + 1> (Oiwdjt + dudjk),
(3.24)
= 2 ~
Cijkl = _g,U(Sij(skl + 11(0ir0j1 + 0udjk),
Definiujemy dla 7 = 0 moduly (ang. glassy moduli)
u(0) = 10 = p> + i,
(3.25)
Df

k(0) = kY = K® + &,
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C\—— — — — — — — — — — — — —
/ moduty materiatowe

o}

Rysunek 3.2: Znaczenie moduléw w modelu lepkosprezystym

oraz N N
Ciji(0) = Czojkl = O+ Chip + Cli- (3.26)

Dla przejrzystosci ograniczymy rozwazania do jednego czasu relaksacji, stad (3.24); bedzie
teraz mialo postac

~ T
Cijri(T) = Cjpy + Cijrrexp [— f; )} - (3.27)
Dla 7 =0, £ = 0 moduly Cj;i; staja sie modutami C’?jkl (3.26), por. Rys. 3.2
Cijr(0) = Cipy + Cijn. (3.28)
Stosujac (3.27), (3.28) przeksztalcamy réwnanie konstytutywne (3.16) do postaci
[ A £-¢1] d
Oij (T) = / _Cijkl + Cijkl exp |:— 0 @ [52-]- (7-/) — 52(]9) (7'/>i| dr’ =
0
[ ~ §-=¢ d )
= / _Czojkl — Cijri [1 — exp {— 0 ETY [Eij(T/) — & (T/)} dr' =
0
Chulen(r) = (N)] = o3 (7). (3.29)

gdzie fikcyjne “naprezenie pelzania” (réznica pomiedzy naprezeniem sprezystym
Clalen(T) — 5,(3) (7)] a aktualnym naprezeniem o;;) wynosi

: [ = £-¢1] d ;
ol(r) = / Ciji [1 — exp {— || @ [ekl(w) — e ()| dr'. (3.30)
0
Pole temperatury 0(x, 7) otrzymane jest z rozwiazania problemu niestacjonarnego przepty-
wu ciepla. Zakladamy, ze na wartos¢ temperatury nie maja wplywu wiasnosci mecha-
niczne materialu, natomiast zaleza one od temperatury.
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Dla wyznaczenia naprezen o;; w aktualnej chwili czasowej 7 na podstawie zwiazku

(3.29) nalezy:

(a) rozwiazaé problem przeptywu ciepta (3.1), (3.2) w chwili 6(7)
) znalez¢ odksztalcenia termiczne 52(?) w chwili 7 z (3.19)

(¢) wyznaczy¢ zredukowany czas & w 7 w/g (3.17)
)

podstawi¢ wyznaczone wielkosci do réwnania (3.16)

Box 1. Idea rozwiazania problemu termolepkosprezystego

Mozliwe jest stworzenie numerycznego modelu w oparciu o réwnania konstytutywne (3.29),
(3.30) - taka procedura moglaby wymagaé obliczania catek Volterry (3.30). Tutaj zastoso-
wany zostanie schemat przyrostowy. Takie podejscie jest szeroko stosowane w obliczeniach
numerycznych. Dla znalezienia schematu przyrostowego zrézniczkujemy réwnanie (3.30)
wzgledem czasu

% - / [@jklg%w exp {_5(7) _@ng dg;’if,) dr' = (3.31)

0 dr’

_ Gijm /_ [1 exp [_5(7) —f/(T')H den(r') o

CZ.- de ! / 1 oy ¢
4 i / w(T) dr' = —— [Cijklgkl(T) - Uz'(j)(T)] ’

gdzie

~ Df 0)
€ij = &5 _gij .

(3.32)

(c)

Roéwnanie (3.31) jest wygodna postacia ewolucji w czasie naprezen pelzania o

3.4.2 Sformulowanie MES

Roéwnanie konstytutywne w postaci (3.29), (3.31) pozwala tatwo zastososowaé standar-
dowe algorytmy przyrostowe metody elementéw skonczonych. Naprezenia 02-(;) potrakto-
wane sa jako wewnetrzne parametry, ktérych ewolucje w czasie opisuje réwnanie (3.31).

Do rozwiazania rownann MES problemu zastosowany zostanie schemat bezposredniego
calkowania réwnania. Zakladajac, ze zasady prac wirtualnych i temperatury wirtualnej
sa spelione (z zalozona doktadnoscia) na poczatku kroku czasowego ¢t — ¢ + At (gdzie
mechaniczne i cieplne rownania rownowagi wraz z ich warunkami brzegowymi sa spetnione
w sensie calkowym w czasie t), skorzystanie z powyzszych zasad dla t = ¢t + At daje
mozliwos¢ iteracyjnego wyznaczania wezlowego przyrostu przemieszczen i temperatury,
potrzebnego do wyznaczenia naprezen i innych wielkosci dla ¢ + At.

Dla rozwiazania mechanicznych rownan problemu termolepkosprezystego potrzebne
beda: schemat catkowania rownania oraz konsystentna macierz sztywnosci. Bezposrednie
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calkowanie rownania konstytutywnego bedzie wykonywane w kazdym punkcie, z zastoso-

waniem schematu Eulera do obliczenia wartosci na koncu kroku 0'2-(;), z réwnan (3.31)

At - o tHALA

t+At o (c) _ ty(c) 1 [é Aty t+Ato.(C)} . (3.33)

Po wyznaczeniu ***'a(®) mamy

=11t (c) O ALY
i — | L1 AR (3.34)
At At Ay At At Ag | :
Roéwnanie konstytutywne (3.16) mozna zapisa¢ w postaci
Aty 0 ALy _ t+AE () (3.35)
Analizujac réwnania (3.34), (3.35) widzimy, ze przyrost odksztalcenia +4%e jest obli-
czany raz i iteracja nie jest potrzebna na poziomie punktu dla obliczenia wielkosci +4te.
Roéwnanie konstytutywne (3.35) mozna napisa¢ w postaci
1 1 -1 to.(c) 6 t—I—At’E"
t+AL _ 0t+At~ |~ _
c = C 5 [Ath t+AtAQ} A7 + FAAy | (3.36)
_ tRAtCw tHALE A Ap t g (©)
At + HAtAp ’
gdzie
0 Hilg 1 1 7' C
HAtC* — =CV— | — + = (3.37)
o t+Atg At AL A HALA
o AtC
At + HAtAp

jest stycznym operatorem konsystentnym ze schematem calkowania réwnania.
Globalne réwnanie réwnowagi zapisane w chwili ¢ + At w postaci zasady prac wirtu-
alnych ma postac

/HA%'T de dS) = /HA'?T sudQ) + /fT dudoQ,, (3.38)

Q Q 0N

gdzie fit sa objetosciowymi i brzegowymi wektorami obciazenia dzialajacego na ciato.
Po wprowadzeniu w réwnaniu (3.38) standardowej aproksymacji pola przemieszczen sto-
sowanej w metodzie elementéw mamy

u = Nq, Au = NAq,
e = Lu=LNq=Bq, 0 = N6, (3.39)
B =LN
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i podstawieniu do (3.36) otrzymujemy

A T
(‘q+ Aq)” / BTC'BdQ| 6q — / ﬂia@ B d)| 6q+
J J At + o HALA
At ~
— (‘q+ Aq)” / BTmCB Q| dq — / a0, M B dQ | g+ (3.40)
Q Q

o7 / N oM B dQ| 6q = / p('f+ Af)TNdQ| dq+
Q

/ ("t + At)'NdoS), | dq.

Qo
Dla zwieztosci zapisu wprowadzamy nastepujace oznaczenia

AL Ty At t+At (@) t+AtAQ

= = - = 3.41
At + HALAQ At + A Ap (3.41)

Wszystkie wielkosci (zamieszczone ponizej), zalezne od temperatury zawsze zaleza od
t+A9 i nigdy nie zaleza od ‘0. Dlatego nie bedzie uzywany indeks w wielkoéciach zaleznych
od temperaury w ¢ + At. Kazda wielkos¢ z indeksami ¢, ¢ + At lub bez indeksu bedzie
traktowana jak zalezna od +4@. Symbole (3.41) beda stosowane jako D, D). Natomiast
indeksy w réwnaniach przeplywu ciepta sa stosowane bez zmian.

K’ = / B C’BdQ, (3.42)
Q
/ DB'CBdQ]|, (3.43)
K" = /BTC* BdQ =K’ - K, (3.44)
Q
Kg = / N a’C*B dQ, (3.45)
HALQ = / (‘f+ AHT N dQ / (t + AD)T N o9, | (3.46)
Q2 Qo
R = / BTC°BdQ| 'q, (3.47)
| 2
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F® — / aT6,C*B dQ, (3.48)
Q

F— / DB'CBAQ| 'q=K'q, (3.49)
L2

AF = / DB"C BdQ| Aq = KAq, (3.50)
L2

T = / DOBT ¢ g0 | (3.51)
L

4 I (3.52)

t+AtQ _ t+AtQ N tFO + tp(e) + F(e)’ (3'53)

ze wzgledu na symetrie macierzy K°, K, K* oraz dowolnos$é¢ Aq mozna zapisa¢ rownanie
(3.40) jako

[KO - K] Aq = "AQ—'F'+'F +F), (3.54)
lub bardziej zwiezle
t—l—AtK*Aq _ t—I—AtQ. (3.55)
Uktad réwnan dla problemu termolepkosprezystego ma postac

|:t+aAtK 0 } [t-l—Ate} _ [t+aml3

K, K Aq oy | (3.56)

Uklad ten sklada sie z dwoch poduktadow réwnan, ktore moga by¢ rozwiazywane od-
dzielnie, jeden po drugim. Rozpatrujac liniowy przeptyw ciepta macierze! T K staja
sie niezalezne od czasu K; pierwszy podukiad moze by¢ wyodrebniony z uktadu réwnan
(4.17) w postaci

K ttAtg — t+oAtp (3.57)

Majac wyznaczona temperature “¥2'@ mozna obliczy¢ macierz styczna oraz wektor pra-
wych stron dla drugiego poduktadu z (4.17)

K* Aq = "2Q — Kg't216. (3.58)

Po rozwiazaniu otrzymamy przyrost przemieszczen Aq w rozpatrywanym kroku czaso-
wym. Drugi uklad réwnan (3.58) moze by¢ zapisany w innej formie przez przeniesienie
na prawa strone wielkosci KAq w réwnaniu (3.54). Otrzymamy zatem

K°Aq = ""21Q — K™ — KAq. (3.59)
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Stosujac oznaczenie (3.51) mamy

K°Aq = "2'Q — Kg't2'0 — AF. (3.60)

Zauwazmy, ze zastosowanie réwnania (3.55) redukuje procedure do jednokrotnego rozwia-
zania liniowego uktadu réwnan algebraicznych w kazdym przyroscie czasowym. Natomiast
procedura oparta na réwnaniu (3.59) wymaga iteracji w/g wzoru

KOAqH) = HA1Q — K¢'4%9 — KAq?, i=1,2,... . (3.61)

Warto zauwazy¢, ze macierz K° jest stala w calym procesie, podczas gdy macierz K*
jest stala tylko w przypadku stalego w czasie rozktadu temperatury. W przeciwnym
przypadku macierz musi by¢ obliczana i dekomponowana na kazdym kroku czasowym.
Dlatego tez nie mozna zaktadaé, ze rozwiazanie oparte na réwnaniu (3.58) bedzie zawsze
efektywniejsze. Moze sie okaza¢, ze obliczenie i dekompozycja macierzy K* sprawi, ze
stosowanie podejscia (3.61) daje krétsze czasy obliczen.

Prosty przyklad numeryczny wraz z analiza wrazliwosci zawarty zostal w nastepnym
rozdziale.

3.5 Model zniszczenia

3.5.1 Wstep

Odkad czlowiek zaczal budowaé¢ konstrukcje inzynierskie, modelowanie ich zniszczenia
stawalo sie coraz bardziej istotnym elementem procesu projektowania. Zniszczenia ma-
terialu od wiekéw interesowato badaczy. Wszechstronnie uzdolniony Leonardo da Vinci
okoto roku 1500 zajmowal sie tym zjawiskiem i probowatl je opisa¢ poprzez zmienne me-
chaniczne. W §lad za nim poszlo wielu innych znanych badaczy (m.in. Coulomb, Tre-
sca, Huber-Mises, Mohr). Podawali oni wiele kryteriéw zniszczenia bedacych funkcjami
skltadowych tensora naprezenie czy odksztalcenia. Jednak dopiero niedawno zaczeto mode-
lowa¢ postepujaca degradacje osrodka wynikajaca z mikrostrukturalnych zmian poprze-
dzajacych calkowite, makroskopowe zniszczenie. FEra wspdlczesnego modelowania pro-
cesOW zniszczenia rozpoczeta sie w 1958 roku, kiedy to Katchanov opublikowal pierwsza
prace, poswiecona ciaglemu parametrowi opisujacemu postepujacy proces zniszczenia ma-
teriatu [57]. Od tego czasu pojawilo si¢ réwniez wiele innych prac poswieconych tej proble-
matyce [63, 58, 60]. Koncepcja ta byla nastepnie rozwijana, m.in.uogélniona na ztozone
stany naprezenia.

Zdefiniowanie zmiennych mechanicznych reprezentujacych stan zniszczenia jest trudne.
Makroskopowe obserwacje nie pozwalaja odrézni¢ materiatu zniszczonego od niezniszczo-
nego. Dlatego bezposredni, makroskopowy pomiar zniszczenia jest niemozliwy do wyko-
nania. Istnieje kilka podejs¢ pozwalajacych na tworzenie modeli zniszczenia. Jednym z
nich sa obserwacje mikrostrukturalne pozwalajace na zaobserwowanie mikroszczelin. Ob-
serwacje te prowadza do stworzenia mikroskopowego modelu zniszczenia i na tej podsta-
wie stworzenia modelu makroskopowego, czyli zidentyfikowania odpowiednich zmiennych
opisujacych to zjawisko. Inna mozliwoscia jest obserwowanie i generalizacja danych po-
chodzacych z eksperymentéw. Zniszczenie materiatu szacuje sie po dokonaniu pomiaréw
roznych wlasnosdci mechanicznych, elektrycznych, czy tez akustycznych. Najtatwiejsze do
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interpretacji, z punktu widzenia okreslenia zmiennych zniszczenia, sa pomiary wiasnosci
mechanicznych. W tej pracy zastosowane bedzie to wiasnie podejscie, czyli wprowadzona
przez Rabotnova koncepcja naprezen efektywnych.

3.5.2 Koncepcja modelu zniszczenia

Rysunek 3.3: Cialo ulegajace zniszczeniu

Rozwazania na temat modelu zniszczenia przeprowadzimy na przykladzie bryly repre-
zentujacej cialo ulegajace zniszczeniu. Niech S bedzie powierzchnia przekroju tej bryty,
z wektorem normalnym do tej powierzchni m. Wraz z postepujacym zniszczeniem ma-
terialu, obserwujemy powiekszanie si¢ powierzchni mikropeknie¢ na przekroju materiatu.
Oznaczmy pole powierzchni przekroju prébki jako A, natomiast sumaryczne pole po-
wierzchni mikropeknie¢ jako Ap. Polem powierzchni niezniszczonego materiatu jest zatem
roznica A — Ap. Zdefiniujemy teraz zmienna zniszczenia jako

_4p

d, I

(3.62)

Zmienna zniszczenia jest zatem powierzchniowym rozkladem gestosci nieciaglosci mate-
rialu w przekroju okreslonym przez wektor normalny n. Wielko$é¢ ta przyjmuje charakte-
rystyczne wartosci:

e d, = 0 material jest w pierwotnym, niezniszczonym stanie
) )

e 0 < d, < 1 material podlega procesowi zniszczenia, zmienna charakteryzuje stopien
zniszczenia,

e d, = 1 material catkowicie zniszczony.
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Rozpatrujemy w tej pracy model zniszczenia izotropowego. Oznacza to, ze w kazdym
punkcie ciata wielkosé d jest jednakowa dla kazdego przekroju. Stan zniszczenia w danym
punkcie ciata opisuje zatem jedna skalarna wielkos¢ d,, = d. W przypadku anizotropowego
zniszczenia stan zniszczenia zalezny bylby od wektora normalnego i do opisu stanu zni-
szczenia potrzebny bytby tensor drugiego rzedu.

Zdefiniujemy teraz naprezenia efektywne w stanie jednoosiowym jako

P P o

T A-Ap, All-d) (1-d) (3.63)

Oq

gdzie P jest sila jaka obciazamy probke w stanie jednoosiowym a ¢ to naprezenia od-
niesione do powierzchni pierwotnej. Naprezenia efektywne sa zatem odniesione do po-
wierzchni niezniszczonego materialu. Zachodzi

e 0, = 0 dla materialu w pierwotnym, niezniszczonym stanie,
e 0, > o dla rozpoczetego procesu zniszczenia,
e 0, — 0o w momencie catkowitego zniszczenia.

Jedna z najwazniejszych zalet naprezen efektywnych jest to, ze wszelkie relacje konstytu-
tywne sa takie same, jak dla materialu w stanie pierwotnym, niezniszczonym z tym, ze
zwykle naprezenia zastepuje sie naprezeniami efektywnymi. Dla prawa Hooke’a mamy na
przyktad

=F- ¢, (3.64)
czyli

oc=(1—-d)FE e, (3.65)
gdzie E - modul Younga.

Proces zniszczenia w danym punkcie materialu rozpoczyna sie wtedy, gdy pewne
wielkosci mechaniczne przekrocza ustalony prog. Tym progiem sa zwykle naprezenia lub
odksztalcenia graniczne. W przypadku jednoosiowego stanu naprezenia, jesli naprezenia
czy odksztalcenia sa ponizej wartodci progowych, zniszczenie nie wystepuje.

o, <o<o,— D=D=0, (3.66)

gdzie 0., o, to wartosci graniczne naprezenia w precie przy Sciskaniu i przy rozciaganiu.
W przypadku zlozonego stanu naprezenia proces zniszczenia rozpoczyna sie z chwilg
osiagniecia powierzchni granicznej wyrazonej w naprezeniach

F(o,d) =0, (3.67)

lub wyrazonej w odksztalceniach
F(e,d) = 0. (3.68)

W rozpatrywanym modelu zniszczenia funkcja graniczna bedzie miala postac
F<5Oq7 ’i) = Ceq — K(gcq)a (3.69)
gdzie k jest maksymalnym odksztalceniem efektywnym w historii odksztatcenia materiatu

K = max(Eeq, Ki), (3.70)
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gdzie k; jest progiem inicjacji zniszczenia. Natomiast €., jest funkcja niezmiennika stanu
odksztalcenia, zwanego odksztalceniem efektywnym. Dla wartosci funkcji granicznej
F' < 0 zniszczenie materialu nie nastepuje i material zachowuje sie zgodnie ze swoimi pier-
wotnymi cechami (np. sprezyscie). Gdy warto$é funkeji granicznej zaczyna przyjmowac
wartosci dodatnie, wowczas zachodzi proces zniszczenia. Dzigki takiej definicji wartosci
k (3.70), warto$ci zmiennej zniszczenia nie zmniejszaja sie w procesie odciazenia mate-
riahu, co byloby rownoznaczne z “naprawianiem “ sie¢ materiatu nie majacym potwierdzenia
w rzeczywistosci. W tym modelu, zgodnie z rzeczywistym zachowaniem sie materialéw
w procesie odciazania, degradacja materialu pozostaje nieodwracalna i postepuje dalej
z chwila ponownego obciazenia materialu, co ilustruje rysunek 3.4. Postep zniszczenia

A
(&)

\

Rysunek 3.4: Stagnacja zniszczenia w procesie odciazania probki

odbywa sie, zgodnie z warunkami Kuhna Tuckera
F <0, Fi=0, £>0. (3.71)

Ksztalt powierzchni zniszczenia zalezy od sposobu zdefiniowania odksztalcenia efek-
tywnego. Definicja odksztalcenia efektywnego zalezna jest od rodzaju modelowanego
materialu. Ponizej podane zostanie kilka najbardziej znanych definicji.

e FEnergia
L p
€eq = 5€ De, (3.72)
takie odksztalcenie efektywne jest uzywane w analizie termodynamiki proceséw nie-
odwracalnych.
e Znormalizowana energia
1
Eoq = A/ =TDe. 3.73
q E ( )

e Dodatnie odksztatcenie gtowne

(3.74)
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1
gdzie (g;) = 5(5, + |&i|) a €; to i-te odksztalcenie gléwne.

o Zmodyfikowana definicja Hubera-Misesa

(n—11I N 1\/(”—1)2112+ 2n.J (3.75)

e op—20) 2o\ A —202 T L)

gdzie 1 to stosunek wytrzymatosci na Sciskanie do wytrzymalosci na rozciaganie, a
1 oraz Jo iezmienniki r v ia z 1ow. uj
I, oraz Jy to niezmienniki tensora odksztalcenia zdefiniowane nast co

I = epp + gy + €22y (3.76)

Jr = (€2 + €0, 4 €2, — Eanfyy — Eyyaz — E22Ea0) /3 + Eay + E0y + £2. (3.77)

Wiele materialow wykazuje liniowy przyrost odksztalcenia, wraz ze wzrostem obciazenia,
az do pewnej granicy, zwanej granica proporcjonalnosci. Po osiagnieciu granicy, powyzej
ktorej wystepuje zjawisko zniszczenia powolna degradacja materialu objawia sie poste-
pujaca utrata zdolnosci materiatu do przenoszenia obciazen az do jej calkowitego braku
w chwili zniszczenia. Zjawisko to nazywa sie ostabieniem materialu. Jest ono wyraznie
widoczne na wykresach sita-przemieszczenie obrazujacych wyniki eksperymentéw labo-
ratoryjnych prob nosnosci Rys. 3.4. Slabniecie materialu jest procesem postepujacym
wraz ze wzrostem zniszczenia zatem mozna méwi¢ o ewolucji ostabienia. W opisywanym
modelu zniszczenia, ostabienie postepuje wraz ze wzrostem odksztatcen efektywnych, a
wiec prawo ewolucji oslabienia jest funkcja eo,. Istnieje kilka funkcji stabniecia. Trzy
najczesciej spotykane w literaturze zostana opisane ponize;j.

Ostabienie materiatu jest zjawiskiem mikrostrukturalnym. Postepujace zniszczenie
materialu spowodowane jest laczeniem sie mikropeknie¢ w obszarze zniszczenia. Na pozo-
stalym obszarze, gdzie zniszczenie nie wystepuje, obserwuje sie¢ nawet odciazenie materiatu
czyli zmniejszanie sie odksztalcenia. To zjawisko nazywa sie lokalizacja odksztatcen.

e QOstabienie liniowe. W liniowym ostabieniu ewolucja zmiennej zniszczenia zdefinio-
wana jest nastepujaco (Rys. 3.5)

do1_ filic—k

K Ke — Ki

(3.78)
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A°
EKO**
\
\
|
\
|
\
| .
KO Kc €
Rysunek 3.5: Liniowe oslabienie
e QOstabienie potegowe. Ewolucja zmiennej zniszczenia, w przypadku ostabienia

potegowego, wyrazona jest wzorem (Rys. 3.6)

e (=)

¥

Rysunek 3.6: Ostabienie potegowe

e Ostabienie wyktadnicze Ostabienie wykladnicze wyraza ponizszy wzér.

Ri\ @ —B(k—rk;
d=1- (%) [1—a—aec ], (3.80)
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oY

Rysunek 3.7: Oslabienie wyktadnicze

3.5.3 Model zniszczenia nielokalnego

W zaprezentowanym tu modelu zniszczenia ciagtego (ang. continuum damage model)
miala zastosowanie zasada lokalnego oddzialywania, sformulowana przez A. Einsteina
[1]. Relacja konstytutywna, jak i inne podane powyzej relacje, skladajace sie na mo-
del zniszczenia, sa zaleznosciami wielko$ci w okreslonym punkcie konstrukeji. Stosujac
do analizy numerycznej modelu zniszczenia metode elementéw skonczonych, dyskretyzu-
jemy konstrukcje pokrywajac ja siatka elementéw skonczonych. Skonczenie elementowa
dyskretyzacja ma znaczacy wplyw, zarowno na rozmieszczenie stref zniszczenia, jak i na
wielko$¢ obciazenia niszczacego konstrukcje. Strefy zniszczenia maja tendencje do lokali-
zowania sie¢ w waskich pasmach. Im drobniejsza dyskretyzacja, tym wczesniej w historii
obciazenia obserwuje sie powstawanie stref zniszczenia i tym szybciej nastepuje ich wzrost.
W granicy, gdy wielko$¢ elementu dazy do zera, obserwuje sie dazenie do zera szerokosci
stref zniszczenia oraz idealnie kruche zachowanie sie materiatu, czyli inicjacja zniszczenia
jest od razu zniszczeniem konstrukcji, a obciazenie inicjujace zniszczenie jest obciazeniem
krytycznym.

By zapobiec tym patologicznym wptywom dyskretyzacji skonczenie elementowej zasto-
sujemy nielokalny model zniszczenia, polegajacy na wprowadzeniu wazonej, usrednionej
wartosci odksztatcen efektywnych zdefiniowanej nastepujaco

2 (x) = % / 9(1)eu(x + 1) AV (1), (3.81)

gdzie
V.= [ g(r)dV(r). (3.82)
/

Nielokalne odksztalcenie efektywne Z., jest zatem pewna srednia wielkoscia wazona, obli-
czana w oparciu o wartosci odksztalcenia efektywnego lokalnego, w otoczeniu rozpatrywa-
nego punktu x, z udzialem wagi g, okreslajacej wpltyw otoczenia punktu; zwykle wartosc¢
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wag maleje wraz z odlegloscia od punktu x. Stosowane sa rézne funkcje wagowe; ponizej
przytoczymy dwie definicje. Pierwsza z nich to funkcja Gaussa

2

g(r) = exp <—%) , (3.83)

gdzie [ jest parametrem dlugosci okreslajacym zasieg wpltywu wag. Druga funkcja wagowa

ma postac:
2

1- 2 dar<R
R
g(r) = (3.84)
0 dlar < R,

gdzie podobnie jak poprzednio R jest zasiegiem wplywu zwanym promieniem oddziatywania.

3.5.4 Model zniszczenia w sformulowaniu skonczenie elemento-
wym
Przedstawione powyzej rozwazania zastosowane beda w sformutowaniu MES dla problemu

statyki. Uzyty zostanie model konstytutywny Hooke’a uzupeliony o model zniszczenia
(3.65). Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia

Cp=(1-4d)C, (3.85)
zatem
o = Cpe, (3.86)
Konsystentny modut styczny wyznaczamy nastepujaco
oo ad
Ch=—=(1-dC—-—C 3.87
=52 =(1-dC -5 Ce, (3.87)
gdzie pochodna zmiennej zniszczenia wyraza sie wzorem
ad dk deeq
Je = dow de (3.88)
Stosujac zasade prac wirtualnych
/55To' dQ) = /5qu dQ + / SuTt doQ),, (3.89)
Q Q 0%
oraz model konstytutywny, z uwzglednieniem zniszczenia, (3.86) otrzymujemy
su? / BT'CpBdQYq = / Sul NTpdQ + / sul Nt dos, . (3.90)
Q Q 0%
Wprowadzajac ponizsze oznaczenie dla macierzy siecznej i wektora obciazenia
Kg = /BTCDBdQ, P= /NTde+ / N7t dos, . (3.91)
Q Q 00,
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Roéwnanie to mozna rozwiazywac iteracyjnie, stosujac nastepujacy schemat iteracyjny

Ks(a;)qi4q = P. (3.92)

Zbieznos¢ tego procesu iteracyjnego jest zaledwie liniowa, wiec warto zastosowaé sformutowanie
przyrostowe

Hlo ='o+ Ao, (3.93)
Ao = g—o-Aa = 'CiBAq. (3.94)
Podstawiajac do zasady prac wirtualnych dla e otrzymujemy
su’ / BY'CpBdQiq + du” / B C3BdQAq = (3.95)
Q Q
= / su'NT'pdQ + / su”N”t doQ, (3.96)
Q 990

co daje réwnanie przyrostowe

KrAq=""P —'F, (3.97)
gdzie

K= /BTC*DBdQ, (3.98)

HF = | BICpBiqdQ. (3.99)

9\50

Roéwnanie (3.97) mozna rozwiazywa¢ metoda Newtona-Raphsona, zapewniajaca kwadra-
towsg zbieznosé.

3.5.5 Termolepkosprezystos¢ ze zniszczeniem

Opisany w trzecim rozdziale model termolepkosprezysty uzupemlmiony zostanie obecnie o
model zniszczenia. Réwnanie konstytutywne bedzie zatem mialo postac

oi(r) = (1 —d / Coal€ — &)L feu(r) — <l ()] d. (3.100)

Przeksztalcajac, podobnie jak w rozdziale trzecim, mamy
T _ _ , d
ois(r) = (1—d) / O + Cijra exp [—5 Q5 H o {gij(w) —gg.”(ff)] dr' =

0

T

= =) [ | Con [1—e><p ] [t - o =

0
0
= [ Sulen(t) — el (1)) = oy (T)] : (3.101)
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Przyrostowa forma réwnania konstytutywnego ma zatem postaé
t+Ato_ — (1 - t+Atd> |:CO t-l—Atg_ t+Ata(C)] ) (3102)

Zmienna zniszczenia "T2!d oznacza zaleznosé od odksztalcen na kroku t+At czyli d(*t5%€).
Stosujac podobne przeksztalcenia, jak w drugim rozdziale mamy

1 1 -1 to.(c) é t+Até"
t+At _ t+At 0t+Atx _
0'—(1— d) C E—[E+m:| At + t+AtAg = (3103)
t+AtA
_ (] _ tFALg) [tHAET Ay 2 1t (o)
=(1 d)[ C AT ThAg t+AtAQU ],

gdzie C nie jest tym razem modutem konsystentnym, a jedynie oznaczeniem wprowadzo-
nym dla przejrzystosci i analogii z oznaczeniami w rozdziale trzecim

HAICT = 0 L L T_c 3.104
= N + AL A g HAt A B (3. )
o AtC

At + tHAtA

Podstawiajac do réwnania prac wirtualnych (3.38) i stosujac skoniczenie elementowa aprok-
symacje (3.39) oraz uwzgledniajac oznaczenia (3.41), mamy

c T
(tq + Aq)T /BT(l _ t+Atd>COB A0 5q _ / t—l—AtD( )t(l _ t+Atd)o_(c) B d$) 5q+

Q Q

_ (tq_l_Aq)T /(1 _t+Atd)BTt+At56B Q| sq—

Q

/ (1 — )T, A C B dQ | sq+ (3.105)
Q

o7 / _ AN N a2t ' B 40 5q = /ptf+Af)TNdQ dq+

Q Q

/ ('t + At)'NdoS, | 4q.

Qo
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Whprowadzajac analogiczne do (3.41)-(3.53)

K’ = / B”(1 - "A)C' B d9, (3.106)
Q
K= | [ DBT(1-"2q)CBdQ|, (3.107)
Q
K* = /BT(l —HANC* BN = K° — K, (3.108)
Q
Kg = / N’ ol (1 — ") C*B dQ, (3.109)
Q
HAQ = / T+ ADHTNAQ| + / ('t + AT N doQ, | | (3.110)
Q QO’
FO = / — HANC'B AN | q, (3.111)
| Q
FO = / (1 —"2d)a’6,C*B dQ, (3.112)
Q

BY(1 - “#Ad)CBdQ| 'q = K'q, (3.113)

ESh
I

D
o

Fp= / DBT(1-"2)C BdQ| Aq = KAq, (3.114)
| Q)
F = / DEOBT(1 — ) e dq| | (3.115)
|
FO =F 4+ F?, (3.116)
t+AtQ t+AtQ FO 4+ F© + FO (3.117)

Uzywajac powyzszych oznaczen mozna réwnanie (3.95) napisa¢ w postaci
[KO - f{} Aq = "AQ - FO L FE) L FO), (3.118)

Wszystkie skladowe powyzszego réwnania, oprécz obciazenia 2'Q, zalezne sa poprzez
zmienng zniszczenia od przemieszcezen, zatem do rozwiazania tego réwnania zastosowacd
nalezy proces iteracyjny

|:iKO _ ZK] iHIAq = AQ IR0 4 RO 4RO, (3.119)

Powyzszy proces iteracyjny jest tylko liniowo zbiezny zatem lepiej zbudowaé réwnanie
MES dla lepkosprezystosci, z zastosowaniem konsystentnej macierzy stycznej, a do rozwiazania
metode Newtona-Raphsona.
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Konsystentny modut styczny wyznaczony zostanie w nastepujacy sposob

H 1Aty
t+At v —
—x od —x HAL A
_ t+At t+At t+At t_(c
= (1="d)C - R [+ c - Ao A o' >} (3.121)

Podstawiajac do réwnaii (3.93), (3.94) otrzymujemy

t+AL L _ (1 — tHatg) [@* Atz _eraep(©) to_(c)] +(1— AT Ae

o t+At d

O [ s 0] e B.122)
g

Zatem po podstawieniu do réwnania prac wirtualnych mamy

5qT/BT [(1 ) (6* Atz _ e+t (©) to_(c))] A0+

Q
t+ At i .
+ 5qT/BT {(1 _ t—i—Atdi)é* B 0 Ed <€* t+a1 ) _ t+at (@) to.(C)>:| BAqdQ) =
Q
(3.123)
— / su'NTp dQ + / su'N"t doQ,.
Q 99
Oznaczamy poszczegolne wyrazy réwnania
tatgl) _ Ba _ N6 + aby, (3.124)
At gi ,
Ky = / B” [(1 — AT at; ;d (e - th(c’ta(C))] B d(,
Q
(3.125)
K, =— / BT (1 — 24" aN dQ, (3.126)
Q
RO / B7 (1 — t+Atg G BHAq " 40, (3.127)
Q
Féi) _ /BT(l _ t+Atdi) t+at () ¢ () s, (3.128)
Q
F(ei) — /BT(l . t—l—Atdi)é*an de (3.129)
Q
tHALQ — / (F+ ADT N dQ + / ("t + At)T N doQ,, (3.130)
Q 890

Q = Al RO ng) — F(Hi). (3.131)
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Majac komplet oznaczen, mozemy napisa¢ uktad réwnan dla termolepkosprezystego ma-
terialu ze zniszczeniem, z cze$cia mechaniczng w sformutowaniu przyrostowym

t+aAtte t+At tHaAtD
[ K OH 9}:[ P (3.132)

Ks Kr Aq Q

Powyzszy uklad réwnan sklada sie z dwoch poduktadéw, ktore mozna rozwiazaé oddziel-
nie. Pierwsze réwnanie niestacjonarnego przepltywu ciepta moze by¢ rozwiazane w pierw-
szej kolejnosci, a nastepnie po podstawieniu pola temperatury do uktadu, rozwiazane
zostanie drugie réwnanie postaci

KrAq = Q — Kg'™2%6. (3.133)
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3.6 Przyklad numeryczny - zniszczenie wspornika lep-
kosprezystego

> YYYYIYYIIYYIY VY IIY YOI Y Y YIYYIIYYYTIYYY P!

Rysunek 3.8: Schemat wspornika

Rysunek 3.9: Dyskretyzacja MES wspornika

Schemat statyczny analizowanego wspornika przedstawiony jest na Rys. 3.8. Dane za-
dania sa nastepujace: material termolepkosprezysty, 7o = 30s., 100 réwnych krokéw cza-
sowych zastosowano w tym tedcie. Uzyto nastepujacych wartosci stalych materialowych
E° =500, E*® =100, 0 =1, v =03, k = ic = 1, wartos$¢ strumienia ciepta na
swobodnym koncu preta wspornika ¢ = 1. Dane dotyczace modelu zniszczenia: o = 0.96
ap = 350. Stosunek wytrzymalosci na Sciskanie do wytrzymatosci na rozciaganie k., = 10
k; = 1.0e — 4. Promien wplywu dla nielokalnego zniszcznia R = 0.2. Na utwierdzonym
koncu preta zadano warunki brzegowe dla temperatury 7' = 0. Funkcja zaleznosci ter-
micznej A(0) z réwnania Eq. 3.18 przyjmuje warto$¢ A(6) = 0.5- T + 2.5. Dyskretyzacja
skonczenie-elementowa zawiera 200 czteroweztowych, liniowych elementéw typu Lagrange
w siatce 20x10 elementéw. Réwnomierne obciazenie ciagte ma wartos¢ q=2.5. Wspornik
poddano analizie pelzania termolepkosprezystego ze zniszczeniem nielokalnym. Wykres
przemieszczenia gérnego konca wspornika (P1) zawiera Rys. 3.10. Rys. 3.11 zawiera mape
warstwicowa rozkladu stref zniszczenia po upltywie rozpatrywanego czasu analizy. Znisz-
czenie nastepuje w strefie rozciaganej zgodnie z cechami o$rodka. Przedstawiono rowniez
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na rysunku Rys. 3.12 wykres zmian funkcji wspétczynnika zniszczenia (1 — d) punkcie P2
w ktérym rozwija sie zniszczenie.

-0.000727

-0.001232

-0.001737 ~

-0.002242

-0.002746 e

przemieszczenie uy w punkcie P1

-0.003251

.0 3.0 6.0 9.0 12.0 15.0 18.0 21.0 24.0 27.0 30.0

-0.003756
0

Rysunek 3.10: Pelzanie gérnego, swobodnego wierzchotka preta wspornika

1

B

1

Rysunek 3.11: Rozklad stref zniszczenia konstrukeji wspornika
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Rysunek 3.12: Wykres zmian w czasie wartosci (1 — d)

3.7 Przyklad numeryczny - lokalne i nielokalne znisz-
czenie belki lepkosprezyste;j.

FUAITTITITITT IR TR RTRLY,

P=3

Rysunek 3.13: Schemat statyczny belki

W przykladzie tym przedmiotem analizy bedzie belka utwierdzona z lepkosprezystym
materialem z uwzgledznieniem zniszczenia. Zadanie rozwiazane zostanie wielokrotnie, dla
roznych dyskretyzacji MES i przy zalozeniu lokalnego oraz nielokalnego sformulowania
zniszczenia. Schemat statyczny belki uwidoczniony jest na Rys. 3.13. Model uwzglednia
warunki symetrii belki. W zadaniu tym nie uwzgledniono wplywu temperatury gdyz nie
ma ona istotnego wplywu na pokazanie roznic pomiedzy lokalnym a nielokalnym modelem
zniszczenia. Dane zadania sa nastepujace: analizowany przedzial czasowy 7 = 0 — 30s.,
100 réwnych krokéw czasowych zastosowano w tym tescie. Stale materialowe lepko-
sprezystosci sa nastepujace: E° = 210000, E> = 80000, o = 1, v = 0.166667, Dane mo-
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delu zniszczenia sa nastepujace a; = 0.96 ap = 350. Stosunek wytrzymalosci na Sciskanie
do wytrzymatosci na rozciaganie k. = 10 k; = 1.0e —4. Promien wptywu dla nielokalnego
zniszczenia R = 0.5. Na rysunkach 3.14-3.16 przedstawiono przyktady poréwnawcze dla
roznych wielkosci siatki elementow czteroweztowych Lagrange. W ujeciu lokalnym, wraz
z rosnaca liczba stopni swobody nie obserwuje sie zwiekszania sie doktadno$ci rozwiazania.
Strefy zniszczenia maja tendencje do lokalizowania sie waskich pasmach (3.14b,3.15b,3.16b).
Takie samo zjawisko obserwuje sie stosujac siatke tréjkatow o réznej diugosci krawedzi.
Przyktad belki rozwiazano uzywajac trzech réznych siatek trojkatéw o dtugosci krawedzi
kolejno 0.3, 0.2, 0.1. Rezultaty obliczen zamieszczono na rysunkach (3.20,3.21,3.22). Loka-
lizacja stref zniszczenia wraz ze zmniejszaniem rozmiaru elementéw tréjkatnych widoczna
jest na rysunkach (3.20b,3.21b,3.22b). Wyrazna poprawe obiektywnosci rezultatéw widaé
w rozwiazaniach, w ktorych stosowano ujecie nielokalne. Niezaleznie od zastosowanej
siatki, strefy zniszczenia we wszystkich wykonanych tu rozwiazaniach z uzyciem nielokal-
nego zniszczenia wygladaja niemal jednakowo (3.14¢,3.15¢,3.16¢,3.19¢,(3.20¢,3.21¢,3.22¢).
Dla zadan z siatka elementow czterweztowych typu Lagrange uzyto techniki adaptacji
siatki regularnej zaréwno w ujeciu lokalnym jak i nielokalnym. Poprawianie siatki zada-
nia zniszczenia lokalnego doprowadzito do otrzymania rezultatéw z wyraznie zlokalizowa-
nymi strefami zniszczenia. Rys. 3.17. Strefy zniszczenia dla siatki adaptacyjnej modelu
nielokalnego Rys. 3.18 sa takie same jak w innych rozwiazywanych w tym przykladzie za-
daniach ze zniszczeniem nielokalnym. Na wszystkich zamieszczonych w tym przykladzie
mapach warstwicowych, obrazujacych rozkiad stref zniszczenia kolor niebieski oznacza
material w stanie pierwotnym d = 0, natomiast kolor czerwony oznacza strefe niezero-
wego wspolczynnika zniszczenia d z maksymalna wartoscia w punkcie P réwna d = 0.99.
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c)

Rysunek 3.14: Poréwnanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-
tami z czterowezlowa aproksymacja Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformulowaniu
lokalnym, c) zniszczenie w sformutowaniu nielokalnym
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c)

Rysunek 3.15: Poréwnanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-
tami z czterowezlowa aproksymacja Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformulowaniu
lokalnym, c) zniszczenie w sformutowaniu nielokalnym
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c)

Rysunek 3.16: Poréwnanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-
tami z czterowezlowa aproksymacja Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformulowaniu
lokalnym, c) zniszczenie w sformutowaniu nielokalnym
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b)

Rysunek 3.17: Zastosowanie techniki adaptacyjnej dla siatek regularnych w lokalnym modelu
zniszezenia: a) siatka adaptacyjne MES, b) zniszczenie w sformulowaniu lokalnym
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b)

Rysunek 3.18: Zastosowanie techniki adaptacyjnej dla siatek regularnych w nielokalnym mo-
delu zniszczenia: a) siatka adaptacyjna MES, b) zniszczenie w sformulowaniu nielokalnym
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c)

Rysunek 3.19: Pordownanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej ele-
mentami z dziewiecioweztowa aproksymacja Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w
sformulowaniu lokalnym, c) zniszczenie w sformutowaniu nielokalnym
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c)

Rysunek 3.20: Poréwnanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-
tami tréjkatnymi wielkoscia krawedzi 0.3: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformutowaniu lokal-
nym, c¢) zniszczenie w sformulowaniu nielokalnym
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c)

Rysunek 3.21: Poréwnanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-

tami tréjkatnymi wielkoscia krawedzi 0.2: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformutowaniu lokal-
nym, c¢) zniszczenie w sformulowaniu nielokalnym
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c)

Rysunek 3.22: Poréwnanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-
tami tréjkatnymi wielkoscia krawedzi 0.1: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformutowaniu lokal-
nym, c¢) zniszczenie w sformulowaniu nielokalnym



ROZDZIAL

Analiza wrazliwosci dla zagadnien
termolepkosprezystych

4.1 Podstawowe pojecia

Najbardziej efektywnymi metodami zaréwno optymalizacji jak i niezawodnosci wydaja sie
by¢ obecnie metody gradientowe. Dlatego istotnym zagadnieniem problemu optymalizacji
jest mozliwosé obliczania gradientéw funkcji celu oraz gradientu ograniczen ze wzgledu
na zmienne projektowe. Wyznaczaniem tych gradientéw zajmuje sie analiza wrazliwosci.

Funkcjami celu dla optymalizacji sa zwykle rezultaty analizy skonczenie elementowe;j
takie jak np. naprezenia czy przemieszczenia lub ich funkcje. Zmiennymi projektowymi
za$ dowolne parametry charakteryzujace zadanie takie jak np. stale materialowe czy
parametry ksztaltu. Przykladowe réwnanie MES dla problemu zaleznego od czasu dla
zadanego kroku czasowego wyglada nastepujaco:

K*(h)Aq(h) ="'Q(h), (4.1)

gdzie K* to macierz konsystentna, Q wektor prawych stron, a Aq(h) wektor przyrostow
przemieszczen weztowych na kroku czasowym. Macierz konsystentna oraz wektor prawych
stron jawnie zaleza od parametru projektowego, natomiast wektor przyrostow przemiesz-
czen niejawnie, jako rozwiazanie rownania

Aq(h) = K*(h)"'Q(h). (4.2)

Istnieje kilka metod, przy pomocy ktérych mozemy oblicza¢ wrazliwo$é. Ponizej omowione
zostana trzy z nich.
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4.1.1 Metody obliczania wrazliwosci
4.1.1.1 Metoda réznic skonczonych

Metoda réznic skonczonych polega na wyznaczeniu wrazliwosci z wyrazenia przyrosto-
wego. Przykladowo

Aq  q(h+Ah) —q(h)

Ah Ah '
Wrazliwosé zadanej wielkosci na parametr projektowy wyznacza sie obliczajac dwukrot-
nie wartos¢ funkcji, raz dla parametru projektowego h, a nastepnie dla h + Ah i pod-
stawienie otrzymanych wartosci do wzoru (4.3). Zaleta metody (a wlasciwie powodemn,
dla ktérego w ogdle jest uzywana) jest latwos$¢ implementacji. W prosty sposéb mozna
uzywaé istniejacych procedur, czy nawet komercyjny kod, co rozwiazuje praktycznie do-
wolne problemy. Innym powodem stosowania metody réznic skonczonych jest niemoznosé
zastosowania innych metod, ze wzgledu na duza zlozonosé problemu (np. bardzo skom-
plikowane prawa konstytutywne), dla ktérego zastosowanie innych metod jest niemozliwe.
W tworzonym w ramach tej pracy systemie metoda réznic skonczonych uzywana jest jako
funkcja diagnostyczna do sprawdzania poprawnosci kodu wrazliwosci obliczonej metoda
DDM.

(4.3)

4.1.1.2 Metoda bezposredniego rozniczkowania

Metode te oznacza sie symbolem DDM od angielskiej nazwy direct differentiation method.
W tej metodzie rézniczkujemy bezposrednio réwnanie problemu (4.1), otrzymujac, po
przeksztalceniu, nastepujace réwnanie

dAq d'Q dK*
dh — dh dh
Do wyznaczenia wrazliwosci potrzebne bedzie rozwiazanie problemu réwnowagi, czyli wek-
tor przyrostéw Aq. Analizujac rownanie 4.4 wida¢, ze obliczenie wrazliwosci nie jest
czasochtonne. Jedli do rozwiazania uktadéw réwnan liniowych wykorzystuje sie metody
dekompozycyjne, to do obliczenia wrazliwosci mozna wykorzysta¢ zdekomponowana ma-
cierz sztywnosci w procesie rozwiazywania problemu rownowagi. Zatem koszt obliczenia
wrazliwosci to tylko wyznaczenie niewiadomych w oparciu o wektor prawych stron (pod-
stawienie proste i odwrotne). Do rozwiazania bardzo duzych ukladéw réwnan liniowych
stosuje sie metody iteracyjne. W tym przypadku réwniez mozna oblicza¢ wrazliwos¢ ta-
nim kosztem. Stosujac np. metode uogdlnionych reziduéw sprzezonych GCR (Generalized
Conjugate Residual), w ktorej podczas pierwszego rozwiazywania zadania tworzony jest
zbior tzw. wektorow poszukiwan uzywanych w algorytmie. Wektory te moga by¢ zasto-
sowane przy drugim i nastepnych rozwiazaniach dla innych wektoréw prawych stron z
efektywnoscia, prawie taka, jak podstawienie odwrotne w metodach dekompozycyjnych.
Szczegblowe analizy i testy zawarl w swojej ksiazce Lingen [33]. Przykladem nieefek-
tywnej metody w zastosowaniu do analizy wrazliwosci metody jest metoda gradientéw
sprzezonych (CG - Conjugate Gradient). W metodzie tej rozwiazanie réwnania dla dru-
giego i kolejnych wektoréw prawych stron jest tak samo czasochlonne, jak i dla pierwszego,
dlatego nie warto jej stosowa¢ w analizie wrazliwosci. Reasumujac: stosujac metody ite-
racyjne do rozwiazywania uktadéw rownan liniowych w analizie wrazliwosci nalezy wziac
pod uwage aspekt efektywnosci rozwiazania dla wielu wektoréw prawych stron.

Algorytm obliczania wrazliwosci wyglada nastepujaco:

K*

Aq. (4.4)
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e rozwiazanie problemu réwnowagi (4.1).
e obliczenie wektora prawych stron réwnania (4.4).

e rozwiazanie rownania (4.4).

4.1.1.3 Metoda ukladu sprzezonego

W procesie optymalizacji potrzebna jest nie tylko wrazliwos¢ przemieszczen, ale tez ich
funkcji. Funkcja taka ogdlnie ma postac:

G(Aq(h), h). (4.5)

Do wyznaczania wrazliwosci takich funkcji pomocna moze sie okaza¢ metoda uktadu
sprzezonego (ang. adjoint system method ASM). Definiujemy nastepnie N wymiarowy
wektor, zwany wektorem sprzezonym, jako rozwiazanie ponizszego uktadu réwnan

G \"
K WAh) = =——) . 4.6
a0 = (55 (4.6)
Wrazliwosé funkeji G obliczamy nastepnie z wyrazenia
dG¢  90G AT d'Q dK*
dAq  0Aq dh dh )~
Gléwna réoznica miedzy tymi metodami jest w efektywnosci numerycznej. Oznaczajac g
jako liczbe wektoréw prawych stron, k liczbe parametréw projektowych i n liczbe funkcji
G, zauwazamy, ze dla obu metod do rozwiazania zadania trzeba najpierw ¢ razy rozwiazaé
réwnanie (4.1), nastepnie dla DDM nalezy ¢ X k rozwiazaé réwnanie (4.4), podczas gdy dla
ASM n razy réwnanie (4.6). Czyli gdy ¢ X k < n, nalezy wybiera¢é DDM, w przeciwnym
wypadku efektywniejsza jest metoda ASM.

(4.7)

4.2 Analiza wrazliwosSci w problemie przeplywu ciepla

Stosujac metode bezposredniego rézniczkowania (DDM), rézniczkujac (3.6) otrzymujemy
réwnanie wrazliwosci dla problemu niestacjonarnego przeptywu ciepta

a—KeJrK%Jr&—CH#CdH opP

oh dh ' oh dn ~ on’ (4.8)

gdzie dz(hT) jest niewiadoma, stad wygodnie jest przeksztalci¢ to réwnanie do postaci
&  dd oP [0K, 0C,
K—+C—= — 0 0 4.9
anttm T o [(‘M +8h]’ (4.9)

gdzie 6 oraz 6 to odpowiednio temperatura i predkos¢ zmian temperatury w zalozonej
chwili czasowej. Do rozwiazania tego réwnania zastosujemy ten sam schemat przyrostowy,
ktory stosowany byl do rozwiazywania réwnania przepltywu ciepta (3.11),

dt+At9 dte dt+At9
rTa (1—a) o T o€ [0,1], (4.10)
(4.11)
dt+At9 1 dttAatg dte
= — — 4.12
dh At < dh dh ) ’ (4.12)
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a po podstawieniu do réwnania wrazliwosci przepltywu ciepta (4.8), otrzymujemy

1

d t+At9

Dla uproszczenia rownanie wrazliwosci dla problemu przeptywu ciepla mozna zapisa¢ w

postaci.

dh

t+ozAtK

B o t+AtP 0K
= o _

Oh

d t+At0

. t
9+ace} + {ic—u—a)K 06

d t+aAt13

Ooh At

tH+aAt e
d K t+At0

dh

dh  dh

4.3 Analiza wrazliwosci w lepkosprezystosci

Stosujac metode DDM zrézniczkujemy wszystkie elementy skladowe uktadu réwnan pro-

blemu lepkosprezystego (3.42)- (3.53) otrzymujac

dK°
dh

dK

dh
dK*

dh

dKg
dh

d t+AtF(9)
dh

d t+AtF0
dh

dh

dc
BT B dQ
/ an, B
Q
dD dé ~dC
— 2 C+D—| BdQ
[/ dedh’c a | BEY
Q
+dC* db
/ 7 B
Q
dC* df de® dp
e? 4 C* B dS,
/ [d@ an° do dh}
Q
dC* df de® dp
gt e
/ [de s T dh}BdQ
Q
;dCO . od fq
/ BdQ| g+ K-S
Q
d de .
Q
~ diq  d =~ oK ~diq
B DCBdQ| — = —(K!q) = —'q+ K—
/ CBdQ) = g (Ka) = 5 a+ Ko,
Q
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dAF s d oy=~\ df
o = /B@<DC>£BdQ Aq +
K9
< dAq d -~ 0K ~ dAq
B"DCBdQ| — = —(KAq)= —Aq+ K—=
+/ CBdY| —5= = 3, (KAq) = —5-Aq + K==,
| O
=(c) [
d'F d , . do .
o = /@(D())@BTtO'()dQ + (4.15)
| O
n /D(C’BTdta(C)%dQ
16 dh ’
| Q)
dtF© th(c’+ d'F
an  dh an’
dt—l—AtQ
-0
dh ’
d t+AtQ d 0 d t—l—AtF(c) d t+AtF9
- o T tTan

Nastepnie rézniczkujac uktad réwnan(4.17) po h otrzymujemy

K 0 dtgife df+§hAt13 dt+§hAtﬁ 0 t+Atg
= — . (4.16)
t+At * dAgq dt+AtQ JtHAtK qtrAtR
Ks K a T T an Aq
Drugi uktad réwnan z (4.16) mozna zapisa¢ nastepujaco
dA d t+ AL d t+At0 d t+AtK
K* q _ Q . t—i—AtKS _ St—i—AtO’ (417)

dh dh dh dh

Zeby rozwiazaé ten uklad réwnan trzeba najpierw rozwiaza¢ uklad (4.17) by otrzymad

t+Atg. Nastepnie rozwiazujemy uktad réwnan problemu wrazliwosci (4.16). Pierwszy pod-
d t+At0

uktad rozwiazujemy ze wzgledu na < —=, a nastepnie z drugiego poduktadu wyznaczamy
%, wykorzystujac zdekomponowana macierz K*, ktora mamy z rozwiazania problemu

réwnowagi (4.17). Prawa strona ukladu réwnan Eq. (4.17) mozna tatwo wyznaczy¢, gdyz:

- macierz sztywnosci K* jest jawna funkcja parametru projektowego h,

dte diq dto(e) . . /s , ..
- T @, oraz —g— sa znane i tylko te wielkosci musza by¢ przechowywane w pamieci

komputera jako dane z poprzedniego kroku.
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Akumulacja wrazliwosci odbywa sie w/g wzoru

d t-i-Atq B d tq qu

T + T (4.18)

Majac wartosci wrazliwo$ci na poczatku kroku czasowego i dodajac do niego przyrost
wartosci wrazliwosci wyliczony z réwnania Eq. (4.16), mamy wartosci wrazliwosci na
koncu kroku. Dla wyliczenia wartosci na koncu kroku Ckg—h rozniczkujemy réwnanie Eq.

(3.34) otrzymujac

dtig@ 4 peqg dio® 4o
_ 5 4 Do 41
an @ an W an (4.19)
0D 2 pon  #dC a == d8E
t qgap CTERD e DC =

Wszystkie wielkosci z prawej strony sa znane warto$ci na poczatku kroku sa prze-
o . , t+Atg .

chowywane w pamieci komputera podczas gdy wielkosci “t2%€ oraz ¢ ;h £ mozna tatwo

obliczy¢ ze zwiazkéw

T t+at . (0) (4.20)
d t+At§ d t+Atq d t+At (0) d t+Atq d .
e = B 0 o B 0 ﬁ(a[NB — 6o)). (4.21)
Tak wiec majac (4.19), mozna }atwo otrzymaé wartosci W Warto zauwazy¢, ze ko-

nieczno$¢ posiadania wartosci E 3 praktycznie uniemozliwia zastosowanie metody systemu
sprzezonego do obliczania wrazliwosci.

W przypadku korzystania z iteracyjnej wersji uktadu rownan w problemie rownowagi
(3.61) analiza wrazliwosci réwniez wymagaé bedzie iteracyjnej wersji réwnan. Zréz-
niczkowanie réwnania (3.61) prowadzi do otrzymania ponizszych zwiazkow

dAq dK° dt-l—AtQ q ttAtg
KO — q + _ t+AtKS
dh dh dh dh
A" Kg, ny, dAF
- 0 — —— 4.22
dh dh ’ (4.22)

Majac wszystkie niezbedne réwnania mozna teraz przedstawi¢ algorytm obliczania wrazliwosci
na kroku czasowym [t,t+ At] (Box 2).
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(a) Rozwiazanie problemu niestacjonarnego przeptywu ciepta dla uzyskania
pola temperatur oraz wrazliwosci temperatur dla czasu t + At. Po-
trzebne do dalszych obliczent sa réwniez wartoéci A(**419), wraz z
wrazliwosciami.

(b) na podstawie znanych wartoéci (‘q,’o?) dla czasu t z ukladu réwnani
(4.17) wyznaczenie Aq.

(c) ZnajacttAtg, 40 Hme , Aq oraz dd;lq .4 td‘z(c), obliczenie wartosci wrazliwosci
przemieszczen (4 16) wykorzystujac zdekomponowana w pkt. (b) macierz
K*.

(d) Uaktualnienie wartosci

A9 = 9+ AG,
t+Atq — tq+Aq, (423)
LAty B tHAlg _ 0),
HAlg(e) — DOt gl  DCttAtg
ALy OO0 A _ AL (o)
oraz wrazliwosci
dtate d'e  dA6
an - a TTan
d t+Atq _ d tq N qu7 (424>
dh dh dh
d Aty 4 Al (AL (®)
T TR T
t+At c
%ha'() = 7z réwnania Eq. (4.19),
d t+At0. B 800 t+At~ CO d t—i—Atg B d t+Ato.(c) %
dh oh dh dg  dh

(e) Przejécie do nastepnego kroku ‘410, %:te, tHAty tHALG(e) gpd 4 tgstq ,

%;“(C) zachowane w pamieci.

Box 2. Nieiteracyjny algorytm obliczania wrazliwosci dla typowego kroku czasowego
[t,t + At]

4.4 Wrazliwos¢ na parametry ksztaltu

W problemie wrazliwo$ci na parametry ksztaltu istnieja zmienne projektowe opisujace
ksztalt konstrukcji. Wspéhrzedne weztow siatki MES zaleza od tych parametréow. Do
rozwiazania tego problemu zastosowana bedzie metoda zwana w jezyku angielskim Do-
main Parameterization Approach (DPA). Koncepcja metody DPA jest podobna do po-
dejscia izoparametrycznego, co uwidacznia Rys. 4.1. Wyrdzniamy tu niezalezna od pa-
rametréow projektowych konfiguracje odniesienia C” oraz zalezna od nich konfiguracje
aktualna C*. Dla uproszczenia przyjmijmy jeden parametr ksztattu h (bez wiekszych
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ktopotéw mozna by przyjaé ich wiecej). Mamy zatem

x=f(&h), x€Q, £€€Q, (4.25)

F:j—z, J=detF, dQ=.Jd. (4.26)

Wszystkie calki liczone podczas analizy musza by¢ obliczane po obszarze konfiguracji

aktualnej. Majac zwiazek (4.26) mozna jednak przetransformowaé te calki do obszaru
konfiguracji odniesienia. (4.27). Otrzymamy wiec

/...dQ:/...JdQ" (4.27)

Q Qr

Wrazliwos$é ksztattu calki funkcji f obliczana zatem bedzie nastepujaco
d
— dQ =
dh / /
Q

Uklad réwnan problemu wrazliwosci ksztaltu jest taki sam, jak (4.16), lecz z uzyciem
zwiazku (4.28) przy obliczaniu calek. Zatem definicje poszczegdlnych elementéw ukladu

df daJ]
(202 o as

Qr

Qr

konfiguracja aktualna Ct

»

konfiguracja odniesienia Cr x=[x,y] X

»
»

&=[&.n] g

Rysunek 4.1: Konfiguracja aktualna 2(h) i konfiguracja odniesienia Q"
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rownan beda wygladaly nastepujaco

KO

dK°
dh

dK

dh

dK*
dh

dKg
dh

dF®
dh

dtF°
dh

dh

dAF
dh

d T(C)

dh

d tF(C)
dh
d t+AtQ
dh
d t+AtQ
dh

dB” dB d
/ WCO B +B'C’ T B'C’ Bd—‘}j dQ, (4.29)
Q

/ [B"C"B] j—}]L + d% [BTC"B] JdQ",

Qr

rpapl Y L 4 [prye .
/[B DCB] T [B DCB}JdQ,
Qr

T 1+ y i T 1+ r
/[B C'B] o+ - [B'C"B] J Y,
Qr

N d * (0 r

/N af - [CeBJ] A,
Qr

T d t+At v+ (0) r

81 90@ [ C'e BJ] d§2 s

Qr

/ [B"C"B] j—‘}]L + Cfih [B"C"B] JdQT’] ‘q+K°

ﬂ’r‘

dtq
dh ’

d T e r|t

/£<B DCBJ)dQ q
:Q'r

. diq

BT DCB Jd" | —

/ an’

ﬂ’r‘

(4.30)

/% <BT f)éBJ) 40" | Aq

d
~ o~ qu

T r
/B DCB JdQ) TR

ﬂ'r

d c
/‘ﬁ (D(C),BTtO'( )J> er7
Qr
dFY AT

an Tan

0,

dt+AtRpe©) dt+AtRY

thO
T Tan T T an




4.5. Wrazliwosé parametryczna w modelu zniszczenia 83

4.5 Wrazliwos$é parametryczna w modelu zniszczenia

Do wyznaczenia réwnan wrazliwosci zastosujemy metode DDM. Rézniczkujac réwnanie
(3.97) mamy

dAq 0P dF dKr
T T an T dn T an A% (4.31)

Powyzsze rownanie pozwala na wyznaczenie wrazliwosci przyrostu przemieszczen. Ad-
dytywnos¢ pochodnych sprawia, ze przyrost ten moze by¢ akumulowany, co pozwoli
otrzymadé wrazliwo$¢ przemieszcezen. Poszczegdlne wyrazy réwnania (4.31) nie posiadaja
indeksu iteracji, gdyz sa to wielkosci wyznaczone na koncu procesu iteracyjnego réwnania
réwnowagi, po uzyskaniu zadanej zbieznosci (3.97). Ponizej zamiescimy definicje po-
szczegolnych wyrazéw ukladu réwnan.

Ky = / B’ C;, BdQ, (4.32)
Q
dKr r+0Ch
W_/B 5 B df, (4.33)
Q
dF 0Cp dq
— = | BIT=—=Biq+B'CpB —dA. 4.34
dh / oh +B Cp dhd (4.34)
Q

4.5.1 Wrazliwos¢ parametryczna w modelu termolepkosprezystym
ze zZniszczeniem

Stosujac jak poprzednio DDM do wyznaczenia réwnan wrazliwosci, rézniczkujemy uklad
réwnan (3.132), otrzymujemy

tHaAtTe ditatg ditedtp dttedtg tHAE
K 0 dh dh dh 0 o
t+AL dAq dt+AtQ diTAKg  dHATK, A
Ks Kr i e ah anr 1

(4.35)
Poszczegdlne sktadowe powyzszego uktadu réwnan dla termolepkosprezystego modelu ze
zniszczeniem obliczone poprzez zrézniczkowanie sktadowych (4.37)-(4.44) zdefiniowane sa
nastepujaco

dt+ate dqg da dé  daf
= B— — —N6O — aN— + 4.
dh dh dh ' dh ( 36)
dKT iae dCT AR
_ = C | BdQ)— 4.
/ )dh dh ( 37)
Q
82 t+Atd N B ©
T t+At > t+At (Ot () _
+/B{858h<c g D a)}BdQ
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at—i—Atdd

B” —

+/ { ge dh
Q

(@* t+Aty _ t+At p©) to,(c)>:| B do.

= Atz At (@)
Cfih (6* t+Aty _ t+at p(©) to_(c)> _ %Hmé« é*dt;hts _ dt+dt9D S_Zto_(c)_ (4.38)
tr(©)
t+AtD(C)d o
+ ah
IK, _ Terar 0 Tdt+m '
o= /B d'-N =B ——aNdQ, (4.39)
Q
dF oC" dratgi__,
T / B”(1 - t+Atd)—0h Bit4iq — BT 7 C B'*2q dQ+ (4.40)
Q
t+At
+ / B7(1 - *agye B9 g0
dh
Q
F t+AtD(C) L+AL .
‘zhc _ / BT (1 — t+2tg) de—Z o — BT%”“D( V16 40+ (4.41)
Q
dh
Q
., c
Fp = / BT(1 - "2)C %—Z@O +BT(1 - t+Atd)8a—ha90 dQ— (4.42)
Q
dt-i—Atd_*
+ / B’ C aby d9, (4.43)
dh
Q
dQ d*A'Q dF dF. dFe
aQ _ _daF  dF. dbe 4.44
dh dh dh  dh  dh (4.44)

4.5.2 Wrazliwo$¢ na parametry ksztaltu w modelu ze zniszcze-
niem

Wrazliwo$¢ na parametry ksztattu dla problemu termolepkosprezystego ze zniszczeniem
znajdujemy rozwiazujac ten sam uklad réwnan (4.35), co dla wrazliwosci parametrycz-
nej. Inne sa jednak definicje sktadowych uktadu rownan ze wzgledu na to, ze wielkosci
zalezne od parametréow projektowych sa inne niz w problemie wrazliwosci parametryczne;j.
Przyktadowo macierze sztywnosci materialowej nie zaleza od zmiennych projektowych pa-
rametryzujacych ksztalt konstrukcji.

dB

trarz(i) _ 4B B3 _ N2 0 4.4
€ dhq+ 7@ dh+a o, (4.45)
K BT t+At
dK, _ —/d—(l—”md)aNJdQ“r/BTd daNJdQW (4.46)
dh dh
Qr Qr

+/BT(1—

Qr

t+Atd)aNi J dQ),

dh
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rak t+At
_dCIl;T _ /BT (1_t+md)% - ddh I B - (4.47)
Qr
A
n /BT [082:8 ;d (@* Aty _ At p(©) tU(C)ﬂ B.JdO —

Qr

t+At
+ /BT [a 5 d% (C* t—l—Atg_ t+AtD(C) to_(c)):| B.JdO +

Qr

dB” trat ngr 0O A t+At~ At (Ot (o) r
+/W{(1_ A" — - (c g_t+atpig ) B Jd9
Q'r

e OTAd i (c) dB
T t+AL t+AL t+at 1Ot () r
+/B {(1 d)C - <C € D 7o )] T J dS)

Qr

. t+Atd _* B c d
+/BT {(1—“%)0 _9 (T g - ol “a@)} B~ Jd

J e dh
dih (6* N t+A¢ (@) to.(C)> — dd_éh*tJrAtg_l_ c’ dt;ztg — dt+zt9D(C) %ta(c)— (4.48)
4 t+AtD(C)dtdLh(C)_
(cil_];; B / %T(l — HALGNT B AN J dQT — / BT&%OZ%*B”%J A+ (4.49)
ar @
n /BT(l _ t+Atdi>gBt+Ather+
O
T / BT (1 )T g e+
o
" /BT(l _ t+Atdi)é*Bdt:;:q J dQ"+
o
n /BT(l _ t+Atdi)é*Bt+Atqdih Jdsy
or
d;;Le _ / dC]13hT<1 AN C by T A — (4.50)

Qr

t+At i
+/BTd dé*aeojdw+

dh
Q'r
+/BT(1 —t+Atdi)%a90JdQ’“+

Qr
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- / BT(1 — A C aeod% JdQr,
Qr
T
= [ S e dgr - (451)
Qr
/ dt—l—Atd t+AtD(c t (c JdOr+
Qr
dt-l—AtD d6)
T R AN ) r
“[eo A
Q'r
T AL t+At dt Q
B d' p Jd "
- / ) “dh
Q'r
; d
BT 1— t+Atdz t+AtD(C) _ er
* / ( ) dh 7
Q'r
dt+At N d R d
Q_ / (f+ Af)TNﬁ JdQ + / ('t + At)” N J do;, (4.52)
onr

dQ _d'"Q dF dF. dFo (4.53)
ah  dh _dh _an  an ‘

Algorytm wyznaczania wrazliwos$ci parametrycznej oraz ksztaltu dla przemieszczen i naprezen
zawiera Box 3.
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(a) Rozwiazanie problemu niestacjonarnego przeplywu ciepta dla uzyskanie pola
temperatur oraz wrazliwosci temperatur dla czasu t + At. Potrzebne do dal-
szych obliczeni sa réwniez wartosci A(*T210) wraz z wrazliwosciami.

(b) na podstawie znanych wartosci (‘q,’o(®)) dla czasu t z ukladu réwnaii (3.132)
wyznaczenie Aq.

o AL diTAte dt dtal® . . . e
(c) Znajac 'T210, 7 Aq oraz, d—hq , “qp— obliczenie wartosci wrazliwosci
przemieszczen (4.35), wykorzystujac zdekomponowana w pkt. (b) macierz

Kr.
(d) Uaktualnienie wartosci
t+At9 — g + A8,

Halq = 'q+Aq, (4.54)
TR NN ()
t+At () —  plat 5lo) + 13 6 t+At g,

t+At0. _ (1 o t+Atd)CO t+At’Ev _ t+At0_(c)
oraz wrazliwosci
d t+Atg . d tg n d A6
dh — dh dh ’
d t+Atq d tq qu
dh . dh Tan (4.55)
d t+atgy _ Bd t+Atq B d t-i-AtE(B)
dh dh dh ’
t+At ()
dTG = zréwnania Eq. (4.19),
d Aty _ - t+Atd)aco Az, o q Aty - d t+At 5 (0) % B
dh Oh dh dé dh
dt+Atd
+ g OO e Al (), (4.56)
(4.57)
(e) Przejécie do nastepnego kroku t+At9, %ﬁte, HAtq >t+m0'(c) id t;?tq )

t+At (c) ..
dT" zachowane w pamieci.

Box 3. Nieiteracyjny algorytm obliczania wrazliwosci typowego kroku czasowego [t,t + At] ter-
molepkosprezystego modelu materialu ze zniszczeniem
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4.6 Przyklad numeryczny - relaksacja naprezen w precie

7 " q - strumien ciepta
e o

u(t) — ustalony program
L przemieszczen

0.2_,

Rysunek 4.2: Schemat preta. Model preta skladajacy sie z 15 czteroweztowych elementéow
typu Lagrange

Model preta stanowi 15 czteroweztowych elementéw typu Lagrange w plaskim sta-
nie naprezenia. Schemat przedstawia Rys. 4.2. Geometryczne obciazenie konca preta
przemieszczeniem uy = 1 zostalo zdjete po czasie 79 = 12s. Zastosowano w tym tescie
200 réwnych krokéw czasowych . Uzyto nastepujacych wartosci stalych materialowych
E° =500, E~ =100,0=1 v =103, k = % = 1, warto$¢ strumienia ciepta na
swobodnym koncu preta wynosi ¢ = 5. Funkcja zaleznosci termicznej A(6) z réwnania
Eq. 3.18 przyjmuje warto$¢ niezalezna od temperatury A(f) = 2.5 a nastepnie wartosé
sprzegajaca problem mechaniczny z przeptywem ciepta w postaci A(f) = 0.2-T + 2.5 i
A(0) = 0.5-T + 2.5. Analityczne rozwiazanie tego problemu staje sie bardzo trudne na-
wet dla tak prostego preta. Dlatego przedstawione tu analityczne rozwigzanie problemu
podane zostalo dla przypadku pierwszego tj. A(f) = 2.5 czyli niezaleznosci problemu
mechanicznego od rozkladu temperatury (por. [45])

. U

u(z,7) = T[H(O) — H(7)]. (4.58)

Uop

o(z,7) = % : {Eo" +E-exp (—g)} ~ H(m)~ {EOO +E-exp (f _QTO)} (4.59)

gdzie H(T) jest funkcja Heavisite. Na rysunkach 4.3-4.8 obserwujemy bardzo dobra
zbieznos¢ wynikéw numerycznych z analitycznymi. W przypadku zaleznym od tempe-
ratury wida¢ zbieznosé rezultatow z wartosciami dla problemu niezaleznego A(0), gdzie
wplyw temperatury staje sie coraz mniejszy. Zmniejszajac warto$¢ wspétezynnika termicz-
nego, obserwujemy szybsza relaksacje naprezen. Rezultaty numeryczne zamieszczone na
rys Fig. 4.3 potwierdzaja ten fakt.
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4.7 Przyklad numeryczny - optymalizacja ksztaltu wspor-
nika lepkosprezystego
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Rysunek 4.9: Schemat statyczny wspornika

Problem optymalizacji ksztaltu sformutowany jest nastepujaco:

{ min V' (x),

; : (4.60)
9i(x) = oy |r=30s + 150 < 0, i=0,8,12,14, 28,30, 32, 34, 106,
gdzie o, to naprezenie zredukowane Hubera-Misesa w i-tym wezle konstrukeji. Przyj-
mujemy cztery zmienne projektowe opisujace ksztalt konstrukcji x = {y1,ve, Y3, ya}-
Schemat statyczny optymalizowanego wspornika przedstawiony jest na Rys. 4.9. Dolna
krawedz wspornika jest opisana wielomianem czwartego stopnia jednoznacznie wyznaczo-
nym przez pie¢ punktéw. Zakres zmiennosci poszczegdlnych zmiennych projektowych jest
nastepujacy: y; € [1,3.5], yo € [2,4.5],y3 € [3,5], ys € [3,5.5]. Sformutowanie problemu
(4.60) zawiera 9 ograniczen. Sa to ograniczenia wartosci naprezen zredukowanych Hubera-
Misesa, obliczonych na koncu analizy pelzania czyli dla czasu 7 = 30s. Jako graniczna, do-
puszczalng wartosé wartosé naprezenia przyjeto 150. Pozostale dane zadania :materiat ter-
molepkosprezysty, Stale materialowe: E° =500, E* =100,0=1,v=0.3, k= % =1,
warto$¢ strumienia ciepla na swobodnym koncu preta wspornika ¢ = 1. Na utwierdzonym
konicu preta zadano warunki brzegowe dla temperatury T' = 0. Przyjeto funkcje zaleznosci
termicznej A(f) z réwnania Eq. 3.18 w nastepujacej postaci A(f) = 0.5-T 4 2.5. Rozpa-
trywany przedzial czasu wynosi 0+ 30s. W tym tescie zastosowano 100 réwnych krokéw
czasowych. Na Rys. 4.10 przedstawiono dyskretyzacje skonczenie-elementows zawierajaca
100 elementéw czteroweztowych typu Lagrange, z liniowymi funkcjami. Rys. 4.11 obrazuje

zbieznos¢ procesu optymalizacji. Po 28 iteracjach osiagnieta zostala wartos¢ minimalna
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objetosci. Poczatkowa objetos¢ wynosita 48 po zoptymalizowaniu objeto$¢ wynosi 29.8
co stanowi 62% objetosci poczatkowej. Wartosci zmiennych projektowych dla konstrukeji
optymalnej wynosza y; = 2.42, yo = 3.69,y3 = 4.89, y, = 5.5. Na Rys. 4.12 przedsta-
wiony zostal ksztalt optymalny wspornika. Mape warstwicowa naprezen Hubera-Misesa
przedstawiono na Rys. 4.13. Widac¢ na nim spelnienie ograniczen zadania.

12

10

=

Rysunek 4.10: Dyskretyzacja MES. Zastosowano 100 elementéw czteroweztowychh typu La-
grange
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funkcja celu - objetosc konstrukgji
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Rysunek 4.11: Funkcja celu (objetos¢é wspornika) w procesie optymalizacji
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Rysunek 4.12: Optymalny ksztalt wspornika
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Rysunek 4.13: Mapa naprezen Hubera-Misesa



ROZDZIAL

Ocena niezawodnosci konstrukeiji

5.1 Informacje wstepne

Problem niezawodno$ci konstrukeji sprowadza sie do wyznaczenia prawdopodobienstwa
awarii. Wiele parametréw projektowych konstrukcji traktowanych jest czesto determini-
stycznie. Sa to na przyklad parametry materialowe, warto$¢ obciazenia czy parametry
opisujace ksztalt konstrukcji. W rzeczywistosci parametry te maja zmienny charakter i
uwzgledniajac te zmienno$¢ otrzymujemy w rezultacie réwniez pewien rozklad wynikéw
analizy MES takich, jak przemieszczenia czy naprezenia. Moze sie okazaé, ze pewne nie-
korzystne wartosci zmiennych projektowych moga powodowaé niedopuszczalne wartosci
przemieszczen, naprezeni badz ich funkcji (np. naprezenn Hubera-Misesa). Przyjmowa-
nie przez zalozona przez projektanta funkcje wartosci wynikowych (zwana dalej funkcja,
graniczna) wartosci uznanych za niedopuszczalne nazywamy umownie awaria konstruk-
¢ji, cho¢ nie musi ona oznacza¢ dostownego zniszczenia konstrukecji. Wartosé liczbowa
okreslajaca niezawodno$¢, zwang inaczej trwaloscia konstrukcji R, mozna wyrazi¢ wzo-
rem

R=1- Py, (5.1)

gdzie Py jest prawdopodobienstwem awarii.

Oznaczmy wektor zmiennych losowych jako x = {x,x3...x,, }, funkcje graniczna okre-
slajaca granice miedzy obszarem awarii i obszarem bezpiecznym oznaczymy jako g(x).
W obszarze awarii €2y funkcja graniczna przyjmuje wartosci ujemne, na granicy obszaréw
réwne zero a w obszarze bezpiecznym jest wieksza od zera (Rys. 5.1). Funkcja charakte-
rystyczna obszaru awarii przyjmujaca wartosci niezerowe na {2y ma postac

Lo ={ 4190950 52

Prawdopodobienstwo awarii mozna obliczy¢ catkujac funkcje tacznej gestosci prawdopo-
dobienstwa fx(x) zmiennych losowych po obszarze awarii, czyli tam, gdzie g(x) < 0 w/g
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Axl

8(x)<0
Obszar bezpieczny

Qg

g(x)<0
Obszar awarii

Qf

S

Rysunek 5.1: Funkcja graniczna w przestrzeni zmiennych projektowych

Wzoru:

P, = /OO /OO /Oolg(x) fx(x)dxydxs...dx,,. (5.3)

—00 —00

Celem projektanta jest stworzenie konstrukecji trwalych, zatem cechowac¢ je bedzie
niskie prawdopodobienistwo awarii. W praktyce wynosi ono zwykle 107% = 1077, wiec
wygodnie jest postugiwac sie wskaznikiem niezawodnosci 3. Wskaznik niezawodnosci moze
by¢ zdefiniowany nastepujaco:

B=-07(Py), (5.4)

gdzie funkcja ¢ jest funkcja odwrotna dystrybuanty rozkladu normalnego. Wskaznik
niezawodnosci dla w/w przedzialu prawdopodobienstw awarii wynosi 3.7 <+ 5.

Bezposrednie obliczanie prawdopodobienstwa awarii ze wzoru (5.3) jest mozliwe tylko
dla trywialnych, akademickich przypadkéw. W praktyce inzynierskiej opracowano szereg
metod pozwalajacych bardziej efektywnie szacowaé prawdopodobienstwo awarii konstruk-
cji.

5.2 Charakterystyka metod szacowania niezawodnoSci

5.2.1 Metoda Monte Carlo

Jedna z najprostszych metod obliczania prawdopodobienstwa awarii jest metoda Monte
Carlo. Polega ona na wygenerowaniu N realizacji zbioru zmiennych losowych x. Dla
kazdej realizacji sprawdza sie¢ warunek (5.2) i zlicza liczbe realizacji powodujacych awarie.
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Prawdopodobienstwo awarii oblicza sie korzystajac z estymatora wartosci sredniej

Pr= 5 D0 L) (5.5)

Metoda ta jest uniwersalna i tatwa do oprogramowania ale posiada tez pewne wady.
Podstawowa, jej wada jest to, ze jest kosztowna numerycznie. Dla w miare dokladnego
oszacowania prawdopodobienstwa awarii trzeba przetestowaé bardzo duza liczbe realizacji
zmiennych losowych. Zwlaszcza w konstrukcjach inzynierskich, dla ktérych, jak wspomi-
nano przecietnie prawdopodobiefistwo awarii nie jest wiecksze zwykle niz 10=%. Dla po-
prawnego szacowania tego rzedu prawdopodobienstwa ze wzoru (5.5) potrzeba okoto mi-
liona realizacji zmiennych losowych. Na stosunkowo proste zadanie, ktérego analiza MES
trwa 0.1s potrzeba okoto 28 godzin dla przetestowania miliona realizacji zmiennej losowe;j.
Czasem jednak pewne wlasnosci funkcji granicznej sprawiaja, ze zastosowanie innych me-
tod staje sie niemozliwe. Funkcja graniczna moze by¢ zaszumiona lub silnie nieliniowa
albo tez nie znamy jej wlasnosci. W takich przypadkach mozemy skorzysta¢ z metody
Monte Carlo. Metoda ta moze by¢ rowniez stosowana do testowania poprawnosci innych,
bardziej wydajnych metod. Istnieja ulepszenia metody Monte Carlo i w zwiazku z dy-
namicznym wzrostem mocy obliczeniowych, tatwoscia implementacji i wszechstronnodcia,
zastosowania pojawiaja sie implementacje tej metody w komercyjnych pakietach do ana-
lizy stochastycznej.

5.2.2 First Order Reliability Method (FORM)

W tej metodzie zmienne losowe transformowane sa do standardowej przestrzeni gaussow-
skiej U. W tej przestrzeni prawdopodobienstwo awarii wyrazone jest wzorem

Py = / ¢(u)du, (5.6)
G(u)<0

gdzie ¢(u) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa standardowego rozkladu normal-
nego. Oszacowanie niezawodnosci ta metoda polega na przyblizeniu hiperpowierzchnii
granicznej g(x) w przestrzeni gaussowskiej U hiperplaszczyzna styczna do g(x), w pew-
nym okreslonym punkcie u* (Rys. 5.2). W praktyce uproszczenie polega na tym, ze
calkowanie po obszarze awarii (5.6) ograniczone jest teraz hiperplaszczyzna, a nie hi-
perpowierzchnia, co znacznie upraszcza wyznaczenie prawdopodobienstwa. Takie przy-
blizenie daje uzyteczne oszacowanie prawdopodobienstwa awarii w pewnych okreslonych
warunkach. Zaklada sie, ze funkcja graniczna nie jest silnie nieliniowa. Zalozenie to jest
prawdziwe dla szerokiej klasy konstrukcji inzynierskich. Punkt, w ktérym przyblizamy
powierzchnie graniczna, jest najblizszym punktem srodka ukladu przestrzeni U i jed-
noczesnie punktem, w ktérym normalna do krzywej granicznej przechodzi przez srodek
uktadu przestrzeni standardowej U. Z wlasnosci przestrzeni standardowej wynika, ze w
tym punkcie jest najwieksza warto$¢ funkcji gestosci prawdopodobienstwa oraz wartosé
ta maleje wyktadniczo, wraz ze zwiekszaniem odleglosci od srodka ukladu. Oznacza to,
ze otoczenie punktu u* odgrywa najwieksza role w szacowaniu prawdopodobienstwa ze
wzoru (5.6). Odlegtosé tego punktu od poczatku uktadu jest wskaznikiem niezawodnosci
B. Wyznaczenie punktu u* jest najbardziej czasochlonna czescia algorytmu FORM. Do
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znalezienia tego punktu stosowane sa algorytmy gradientowe optymalizacji minimalizujace
odleglo$¢ punktu projektowego na krzywej od srodka uktadu przestrzeni U. Réwnanie hi-
perpowierzchni stycznej do powierzchni granicznej w punkcie u* mozna zapisa¢ wzorem

g(u) = —alu + f, (5.7)
gdzie a jest macierza gradientéw powierzchni granicznej w punkcie u*

v
=~ Vel (58)

Wykorzystujac réwnanie stycznej hiperptaszcezyzny (5.7) w punkcie u*, wskaznik nieza-
wodnoéci moze by¢ zatem wyrazony nastepujaco

B =a’u* (5.9)

W standardowej przestrzeni gaussowskiej prawdopodobienstwo zdarzenia znajdujacego sie
w podprzestrzeni oddzielonej hiperptaszczyzna jest rowne dystrybuantcie standardowego
rozktadu normalnego z odlegloscia tej plaszczyzny od $rodka ukladu jako parametrem
dystrybuanty. Zatem w przypadku FORM prawdopodobienstwo awarii wyraza sie wzorem

Py =a(~p) (5.10)

5.2.3 Second Order Reliability Method (SORM)

W niektorych przypadkach liniowe przyblizenie funkcji granicznej moze okazaé sie niewy-
starczajace. Co wiecej czasami funkcja graniczna w przestrzeni oryginalnej jest liniowa, a
po przetransformowaniu jej do standardowej przestrzeni gaussowskiej staje sie funkcja nie-
liniowa. W metodzie SORM powierzchnie graniczna przybliza sie powierzchnia drugiego

Rysunek 5.2: FORM
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Vn=Tp(Vp)
g(u)=

0

-
\lk
\G(u)=0

Rysunek 5.3: Funkcja graniczna przyblizona paraboloida w metodzie SORM

rzedu czyli paraboloida zawierajaca punkt projektowy u* wyznaczany tak jak w meto-
dzie FORM. Istnieja dwa sposoby wyznaczania paraboloidy przyblizajacej powierzchnie
graniczna. Pierwszy krzywiznowy (ang. curvature-fitted) polegajacy na wyznaczeniu pa-
raboloidy w oparciu o krzywizny funkcji granicznej w punkcie projektowym u*. Parabolo-
ida konstruowana jest tu w nowym ukladzie wspétrzednych v = {vy, ve, ..., v, }, w ktérym
ostatnia o§ zawiera punkt projektowy u* (Rys. 5.3) w nowym ukladzie wspéhrzednych,
majacy zatem wspotrzedne v* = {0,0..., 5}.

Wyrazajac funkcje graniczna, jako warto$¢ ostatniej wspotrzednej v,, w funkcji pozo-
statych vy, mozna zapisac

Un, = fy(V). (5.11)
powierzchnia graniczna wyrazona jest nastepujaco:

9(v) = =f4(vb) = vn. (5.12)

Paraboloide w tym przypadku opisuje relacja

n—1
fo(ve) = B+ % ; KU, (5.13)

gdzie ky, to krzywizny gléwne funkeji f,(vy) (jest ich n—1)), czyli wartosci wlasne hesjanu
w punkcie v* powierzchni granicznej w punkcie f,. Oprécz transformacji z ukladu v do
ukladu v trzeba rozwiaza¢ problem wlasny hesjanu rzedu n — 1, co moze by¢ czasochlonne
w przypadku duzej liczby zmiennych projektowych. Prawdopodobienstwo awarii SORM
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Rysunek 5.4: Funkcja graniczna przyblizona paraboloida poprowadzona przez trzy punkty

szacujemy ze wzoru wyrazajacego catke po obszarze awarii przyblizonego paraboloida A,
czyli prawdopodobietistwo zdarzenia v, > f,(vy)

Pf = /qf) Un ¢n 1 Vb dU = / / fg Vb (bn 1(Vb)dVb, (514)

Ay

° 0 n—1
o / .../@(—6—%kav,§)¢n_1(vb)dvb. (5.15)
Jo k=1

Ostatecznie prawdopodobienstwo awarii wyraza sie wzorem

n—1

Pp=PPOR = o(=p) [T L + v (=5)] 2. (5.16)

k=1

Jun

Wskaznik niezawodnos$ci metody SORM wynosi
GSORM _ _ g~ (PSORM> (5.17)

Drugi sposob budowy aproksymujacej funkcje graniczna paraboloidy, zwany punktowym,
(ang. point-fitted) polega na napisaniu réwnania paraboloidy (5.13) przechodzace]j przez
trzy punkty (Rys. 5.4). Zaleta tej koncepcji jest to, ze nie trzeba mieé¢ hesjanu funkcji
granicznej w punkcie projektowym v* Nie jest zatem konieczne rozwiazywanie problemu
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Rysunek 5.5: Poréwnanie metod FORM i SORM

wlasnego dla hesjanu, szczegolnie kosztownego w przypadku duzej liczby zmiennych pro-
jektowych. Dodatkowa zaleta tego podejscia jest mozliwosé szacowania prawdopodo-
bienstwa awarii dla probleméw, w ktorych funkcja graniczna jest zaszumiona. Dla zaszu-
mionych funkcji oparcie wyznaczania paraboloidy o wartos¢ hesjanu w punkcie v* moze
prowadzi¢ do btednych wynikow.

Metoda SORM otrzymuje sie lepsze przyblizenie prawdopodobienstwa awarii niz me-
toda FORM (Rys. 5.5). Metoda ta jednak jest bardziej czasochtonna co moze stwa-
rzaé spore problemy w przypadku analizy duzych probleméw inzynierskich. Obliczanie
funkcji granicznej danej niejawnie wiaze sie z wykonaniem analizy mes. Obliczenie he-
sjanu funkcji granicznej wykonywane jest metoda réznicowa, z racji braku mozliwosci
liczenia wrazliwosci drugiego rzedu. W przypadku optymalizacji z ograniczeniami nie-
zawodnos$ciowymi wyznaczanie prawdopodobienstwa awarii powtarzane jest wielokrotnie.
W przeciwienstwie do FORM, w metodzie SORM znacznie trudniej tez wyznacza sie
wrazliwosé¢ wskaznika niezawodnoéci 399FM | stad mimo lepszego oszacowania wskaznika
niezawodnosci przez SORM, obie metody sa szeroko stosowane w praktyce inzynierskiej,
a w przypadku optymalizacji niezawodnosciowej stosuje sie gownie FORM.

5.2.4 Importance sampling

Metoda analizy niezawodno$ciowej importance sampling taczy metode poszukiwania pu-
nktu projektowego z przeszukiwaniem losowym, stosowanym w metodzie Monte Carlo.
Dzigki takiemu potaczeniu potrzebna jest mniejsza liczba realizacji losowych do oszaco-
wania prawdopodobienistwa awarii konstrukeji niz w tradycyjnej metodzie Monte Carlo,
gdyz realizacje losowe skoncentrowane sa w regionie awarii. Takie przesuniecie koncen-
tracji probkowania w region awarii opiera sie na ponizszej zaleznosci definiujacej wartosé
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Ay

hy (X)

Gauy=o~. 1

fx (X)

Rysunek 5.6: Importance sampling

Srednia.
Ex(Io,(X)) = 7 7 ]O[Qf(x)fx(x)dxldXQ...dxn. (5.18)
= 70 70 ]Olgf (Y) }J:’ig; hy (Y)dy,dy,...dy, = Ey {lgf (Y) }ng;] .
T (5.19)

Powyzsze zaleznosci pozwalaja oblicza¢ warto$¢ srednia, a co za tym idzie prawdopodo-
bienstwo awarii w innej niz oryginalna przestrzeni Y i stosujac w niej inng funkcje gestosci
prawdopodobienstwa hy(Y). Oszacowanie prawdopodobieristwa ma zatem postac:

A,

Py = Bx[1,(X)] = By |1,(¥) (5.20)

W standardowej przestrzeni gaussowskiej powyzszy wzoér mozna zapisa¢ nastepujaco

o(%.0D]

(¥ (5.21)

Py = Ey[1,(U)] = By [Igm

gdzie 1,(U) to funkcja charakterystyczna obszaru awarii okreslona wzorem (5.2), funk-
cja ¢(u) to funkcja gestosci wielowymiarowego standardowego gaussowskiego rozkladu
prawdopodobienstwa. Odpowiedni dobdr funkcji gestoséci prawdopodobienstwa decyduje
o efektywnosci estymatora. Wazne jest, aby koncentracja gestosci hy(Y), a tym sa-
mym probkowania losowego nastepowala w otoczeniu punktu projektowego, w ktérym
koncentruje sie rozklad funkcji prawdopodobienstwa awarii. To w duzej mierze sprawia,
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ze potrzebna jest znacznie mniejsza liczba probek do oszacowania prawdopodobienstwa
awarii.

Istnieje duza liczba odmian metody importance sampling rézniacych sie¢ sposobem
doboru funkcji hy(Y). Czesto stosuje sie wielowymiarowa funkcje rozktadu Gaussa, co
zapewnia dobra efektywnos¢ tej metody (tj. o kilku tysiecy probek). Najlepsze jednak re-
zultaty uzyskuje sie uwzgledniajac przy doborze funkcji Ay (Y) informacje o postaci funk-
cji granicznej. Mozna wtedy osiagnac¢ efektywnosé pozwalajaca przyblizy¢ rozwiazanie za
pomoca tylko 100 prébek.

5.3 Przyklad numeryczny - analiza niezawodnosci preta
termolepkosprezystego

7 " q - strumien ciepta

L

u(t) — ustalony program

( przemieszczen
I I I I T T I T ITIIT®
N
Q
\

Rysunek 5.7: Schemat preta. Model preta skladajacy sie z 15 czterowezlowych elementow
typu Lagrange

Poddany zostanie analizie niezawodnosciowej pret w stanie jednoosiowego rozciagania
(Rys. 5.7). Przyklad tego preta byt juz zamieszczony poprzednio w punkcie (p.4.6), gdzie
przedstawiono rezultaty analizy wrazliwosci. W tym przyktadzie porownamy cztery me-
tody analizy niezawodnosciowej: FORM, SORM, Importance sampling oraz Monte Carlo.
Dane dotyczace wlasnosci geometryczno-mechanicznych pozostalty bez zmian (por. p.4.6).
Przyjeto trzy zmienne losowe: E°, E* oraz gestosc p. Zmienne losowe EY, E* maja
rozklad normalny. Gesto$¢ p przyjmuje jedynie wartosci dodatnie dlatego zatozono, ze
ma rozklad logarytmiczno-normalny. Charakterystyki rozkltadéw prezentuje ponizsza ta-
bela

zmienna | warto$¢ srednia m | odchylenie standardowe o
E° 500 80
E> 100 5
p 1 0.5

Rozpatrujemy w naszym przyktadzie problem relaksacji naprezen w precie po uplywie
czasu t = 12s przy obciazeniu geometrycznym konca preta. Funkcja graniczna zdefi-
niowana jest nastepujaco: G(X) = o(X) — oy, gdzie o(X) jest naprezeniem w precie,
a o7y = 35. Wyniki analizy niezawodno$ciowej zestawione sa w tabeli 5.1. Otrzymano
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Rysunek 5.8: Zbieznosé¢ algorytmu Hasofera-Linda-Rackwitza-Fiesslera poszukiwania punktu
projektowego

niemal identyczne rezultaty metodami symulacyjnymi Importance Sampling oraz Monte
Carlo. Prawdopodobienstwo obliczone metoda FORM nieco odbiega od pozostatych co

Typ analizy | Liczba analiz MES | czas obliczen | prawdopodobienstwo awarii 16}

FORM 10 0:00:21.5 0.012 2.263
SORM 12 0:00:24.8 0.011 2.292
IS 1010 0:06:12.3 0.011 2.300
MC 10000 0:55:15.2 0.011 2.301

Tablica 5.1: Zestawienie wynikéw analizy niezawodnosciowe]

spowodowane jest tym, ze prawdopodobienstwo jest stosunkowo duze i zatozenie liniowego
przyblizenia powierzchni granicznej w punkcie projektowym nie prowadzi do dostatecznie
dokladnych rezultatéw. Znacznie lepsze rezultaty otrzymano metoda SORM wykorzy-
stujace paraboliczna aproksymacje powierzchni granicznej. Wida¢ jednak, ze metody
FORM i SORM sa metodami najefektywniejszymi i do oszacowania prawdopodobienstwa
awarii wystarczy niewielka liczba analiz. Trzeba mie¢ na uwadze, ze efektywnos$¢ metody
SORM maleje wraz z rosnaca liczba zmiennych losowych za sprawa algorytmu wyzna-
czania hesjanu oraz wyznaczania jego wartosci wlasnych hesjanu powierzchni graniczne;j.
Wykres zbieznosci stosowanego w FORM i SORM algorytmu poszukiwania punktu pro-
jektowego Hasofera-Linda-Rackwitza-Fiesslera pokazuje Rys. 5.8 Efektywnosé analizy ma
duze znaczenie w przypadku zadan o duzej liczbie stopni swobody. Rysunek 5.9 obrazuje
prébkowanie w przestrzeni dwéch zmiennych E°, p. Mozna na tym rysunku zaobser-
wowacé przekrdj powierzchni granicznej. Widaé¢ na tym przekroju nieliniowy charakter
powierzchni granicznej. Przykladowe czasy zamieszczone w tabeli 5.1 uzyskano na dwu-
procesorowej maszynie z procesorami PIII 1 GHz.
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Rysunek 5.9: Sampling Monte Carlo w przestrzeni dwéch zmiennych E°, p



ROZDZIAL

Generacja siatki i poprawianie dokladnosci
obliczen MES

6.1 Wstep

Rozdziat ten poswiecony bedzie algorytmom generowania siatek MES stosowanych w pro-
gramie VFEM+4+ oraz metodom poprawiania jakosci siatek, zwanym po angielsku Mesh
refinement.

Zasadnicze znaczenie dla rozwiazania zadania metoda elementéw skonczonych ma dys-
kretyzacja konstrukcji. Stworzenie odpowiedniej siatki wezlow i elementow ma zasad-
nicze znaczenie dla uzyskania poprawnych rezultatow obliczen. Dla pewnych prostych
pod wzgledem liczby elementéw zadan (w praktyce zwykle pretowych) mozna braé¢ pod
uwage mozliwos¢ recznej generacji siatki poprzez podanie explicite listy wspolrzednych
wezlow 1 ich wzajemnych polaczen, czyli listy elementéow skoniczonych. Dla wiekszosci
wspolczesnych zagadnien zawierajacych nierzadko dziesiatki czy setki tysiecy elementow
skoniczonych, niezbedne staje sie zastosowanie do tworzenia siatek odpowiednich pod-
programéw zwanych generatorami siatek. Zastosowanie generatoréw siatek MES moze
mie¢ znaczenie nie tylko ze wzgledu na duza liczbe elementéw skoniczonych, ale takze ze
wzgledu na jakosé siatki. W metodzie elementéw skonczonych istnieja kryteria zbieznosci,
w/g ktérych zageszczanie siatki prowadzi do uzyskania dokladniejszych wynikéw. Nad-
mierne zageszczanie prowadzi jednak do generowania duzych zadan, ktoérych obliczenia
sa czasochlonne, dlatego wazne jest, aby uzyskiwaé siatki dajace najdokladniejsze rezul-
taty dla jak najmniejszej liczny stopni swobody. Odpowiednie rozmieszczanie weztow
i elementéw dajace najlepsze rezultaty okresla sie¢ mianem technik adaptacyjnych. Za-
gadnienie to ma duze znaczenie dla poprawnosci wynikéw. Uzytkownik programu MES,
stosujac odpowiedni generator, moze zageszczaé siatke w tych miejscach, w ktorych za-
danie tego wymaga (np. koncentracja naprezen czy strefy zniszczenia). Mozna to robié
jedynie w oparciu o wlasne doswiadczenie. Lepiej jednak nie opieraé sie na zawodnych
przeczuciach tylko na obiektywnej mierze btedu. W tym celu stworzone zostaly estymatory
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bledu (ang. error estimator) pozwalajace na oszacowanie bledu rozwiazania zadania MES.
Drugim waznym elementem procesu tworzenia optymalnej siatki sa techniki adaptacyjne.
Techniki te to sposoby wykorzystania estymatora bledu do poprawienia jakosci siatki.
Wartos¢ estymatora w danym punkcie konstrukeji determinuje rozmiar elementu jaki po-
winna mie¢ siatka w danym miejscu. Takie dzialanie sprawi, ze siatka bedzie zageszczona
w miejscach o duzej wartosci bledu i bardziej rzadka tam, gdzie btad jest mniejszy.
W programie zaimplementowano mozliwos$¢ recznego wprowadzania weztow i elementéw

oraz automatyczna generacje siatek regularnych oraz triangularyzacje.

6.2 Siatki regularne

W programie VFEM++ zdefiniowano szereg klas stuzacych do generowania siatek. Pewne
szczegoly struktur obiektowych generacji siatek sa opisane w rozdziale drugim. Do wyge-
nerowania siatki potrzebne jest zdefiniowanie rodzaju uktadu wspotrzednych, w ktorym
bedziemy definiowaé¢ obszar do siatkowania. Ponadto nalezy zdefiniowaé typ siatki, jaki
ma by¢ uzyty. Dla zadan ptaskich mamy do dyspozycji uktady wspolrzednych karte-
zjanski oraz biegunowy, zas dla przestrzennych uklady: kartezjanski, sferyczny i walcowy.
W ogélnodci struktury obiektowe przewiduja istnienie wielu typow siatek. Obecnie zaim-
plementowano dwa rodzje siatek. Dla elementow jednowymiarowych jest to réwnomierny
podzial odcinka na n elementow. Dla elementéw powierzchniowych podziat prostokatnego
obszaru na n x m elementéw powierzchniowych. Elementy jednowymiarowe moga by¢ ge-
nerowane na odcinku krzywej zdefiniowanym przez wspotrzedne koricow lub na odcinku
krzywej zdefiniowanym przez trzy punkty: wspolrzedne konca i wspolrzedne srodka od-
cinka

(x2’y2) /(xz’yz)

(xlayl) X (xl’yl) (x39y3)

Rysunek 6.1: Przyklad siatek elementéw jednowymiarowych w ukladzie kartezjanskim

Do definiowania obszaréw dwuwymiarowych lub powierzchni pokrywanych siatkami, uzywa
sie aproksymacji Lagrange4 oraz Serendip8 . Pozwala ona na zdefiniowanie obszaru przez
podanie kilku punktow weztowych wyznaczajacych jednoznacznie dany obszar poprzez
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(x3,¥3)

X (x2,32)

Rysunek 6.2: Siatka na obszarze wyznaczonym przez aproksymacje Lagrange4 w uktadzie
kartezjanskim

_— (x5,)%)

' (x5 775) )
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Rysunek 6.3: Aproksymacja Serendip8 uzyta do zdefiniowania obszaru generacji siatki w
uktadzie kartezjanskim

aproksymacje funkcjami ksztaltu. Ponizej zaprezentowanych zostanie kilka przyktadéw
siatek regularnych. Na rysunku 6.2 pokazano obszar opisany przy pomocy aproksymacji
Lagrange4 i definiowany przez cztery punkty. Wygenerowana siatka sktada sie tez z ele-
mentéw o aproksymacji Lagrange4 . Na rysunku 6.3 znajduje sie siatka skladajaca sie z
elementow Lagrangel6 , wygenerowana na obszarze opisanym przy pomocy aproksyma-
cji Serendip8 , zdefiniowanej przez punkty wierzcholkowe oraz punkty lezace na $rodkach
bokéw prostokata.  Na Rys. 6.4. pokazano obszar Lagranged lecz w ukladzie biegu-
nowym, pokrytym siatka elementéw Lagrange9 . Na rysunkach 6.5-6.8 przedstawiono
wygenerowane siatki elementéw powlokowych na powierzchniach w réznych ukladach
wspotrzednych.
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(n ) (15 ,)

Rysunek 6.4: Obszar definiowany przy pomocy aproksymacji Lagrange4 . Uklad biegunowy

(3. ¢.25)
(VZ 3¢zazz)
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Rysunek 6.5: Obszar definiowany przy pomocy aproksymacji Lagrange4 . Uklad walcowy
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(. ¢,,%)

Rysunek 6.6: Aproksymacja obszaru Lagrange4 w ukladzie sferycznym. Siatka z elementéw
Lagrange9

(74,04, 9)

Rysunek 6.7: Powierzchnia stozkowa wygenerowana w ukladzie sferycznym. Siatka z ele-
mentéw Lagrangel6

(X5,75:25)

4" (X,3152,)

Rysunek 6.8: Obszar generowany przy pomocy aproksymacji §8. Siatka z elementéow La-
grangel6
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6.3 Triangularyzacja parametryczna Delaunaya

Siatki regularne moga by¢ stosowane w konstrukcjach o prostych ksztaltach brzegu. W
przypadku bardziej zlozonych ksztaltow trzeba zastosowaé¢ bardziej zlozone algorytmy
generacji siatki. Bardzo szeroko stosowanym algorytmem generowania siatki m.in. w
metodzie elementéw skonczonych jest zastosowany w tej pracy algorytm Triangulary-
zacji oparty na koncepcji Delaunay’a stuzacy do generowania siatek skladajacych sie z
tréjkatnych elementéw skonczonych. Oprécz mozliwoséci generowania skomplikowanego
ksztaltu dla analizowanej konstrukeji, druga istotna cecha generatora siatek jest mozliwosé
generowania siatki z zadana funkcja gestosci weztow. Pozwoli to na wygenerowane siatki
adaptacyjnej, w ktorej stopien zageszczenia weztow w danym punkcie konstrukeji zalezny
jest od wartosci estymatora bledu w tym punkcie.  Proces generacji siatki tréjkatne;j

Rysunek 6.9: Wstepna triangularyzacja obszaru

Rysunek 6.10: Gotowa siatka tréjkatna z lokalnym zageszczeniem

sklada sie z kilku etapow:



114 Rozdzial 6. Generacja siatki i poprawianie dokladnosci obliczeri MES

1. Triangularyzacja wstepna. Polega na wstepnym, zgrubnym podziale obszaru na
tréjkaty. Moze by¢ wykonana nawet recznie gdyz zwykle nie zawiera duzej liczby
trojkatéw i jej reczne stworzenie nie jest specjalnie uciazliwe, Rys. 6.9.

2. Wlasciwa triangularyzacja (ang. refinement stage) polegajaca na kontroli pewnych
wlasnosci tréjkatéw, krawedzi oraz funkcji gesto$ci i podziale na coraz mniejsze
elementy.

3. Wygtadzanie siatki (Laplacian smoothing), Rys. 6.10.

6.3.1 Triangularyzacja wlasciwa

Proces podzialu tréjkatow i krawedzi na mniejsze polega na analizie wlasnosci siatki,
czyli ocenie jakosci trojkatow i krawedzi w siatce. Triangularyzacja rozpoczyna sie od
utworzenia kolejki takich niewlasciwych tréjkatéw (ang. bad triangles ) i krawedzi (ang.
encroached edges).

Najpierw zajmiemy sie wlasnosciami tréjkatéw i ich podziatem. Najlepszym tréjkatem
jest tréjkat réwnoboczny. W konstrukcjach o ksztattach nieregularnych nie jest oczywiscie
mozliwe, aby siatka sktadala sie z samych tréjkatéw rownobocznych. Siatka na poczatku
triangularyzacji wtasciwej sktada sie z trojkatow o ksztaltach odbiegajacych czasem na-
wet znacznie od tréjkata rownobocznego. Stad kryteria jakosci trojkatéw maja na celu
sprawdzenie stopnia ich podobienstwa do tréjkata rownobocznego. Tréjkat nazywamy
trojkatem Delaunaya, jesli kolo opisane na nim nie zawiera zadnego innego wezta siatki,
jak tylko wezly tego tréjkata. Kryterium to wiaze sie z nastepnymi, opisanymi ponizej
kryteriami, gdyz w praktyce, im bardziej trojkat jest zblizony do tréjkata réwnobocznego
tym mniejsze jest kolo na nim opisane i tym mniejsza szansa zawierania sie w nim innych
weztéw siatki. Innym sposobem oceny jakosci tréjkata jest poréwnanie promienia okregu
wpisanego w tréjkat r z promieniem okregu opisanego na tréjkacie R (Rys. 6.11). Trdjkat
uznaje sie za dobry, gdy spelnia ponizszy warunek:

r

Rysunek 6.11: Ocena jakosci tréjkata

Innym kryterium jest sprawdzenie najmniejszej wartosci kata w trojkacie. Stosujac
to kryterium, otrzymuje sie wiasciwie takie same rezultaty, jak z poréwnywania promieni
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tréjkatow wpisanego i opisanego z tym, ze mniej obliczen potrzeba aby wyznaczy¢ mini-
malny kat w tréjkacie, niz wymaga wyznaczenie promieni tréjkatow opisanego i wpisanego
na trojkacie. 7 testéw szybkosci przeprowadzonych VFEM++ wynika, ze wyznaczenie
promieni wpisanego i opisanego zajmuje trzykrotnie wiecej czasu niz minimalnego kata.
Dlatego kryterium minimalnego kata sprzyja efektywnosci algorytmu generacji siatki.

Inna istotna cecha elementu jest jego wielko$¢. Opisane w nastepnym punkcie oszaco-
wanie btedu przy pomocy estymatora daje w rezultacie informacje o tym czy dany element
skonczony ma wilasciwe rozmiary. Ta informacja stanowi drugie kryterium decydujace o
tym czy proces podzialu na mniejsze tréjkaty ma byé¢ kontynuowany czy nie. Elementy o
wlasciwych ksztaltach beda mimo to dzielone na mniejsze jesli, z rozktadu bledu bedzie
wynikalo, ze sa za duze.

Jesli juz wiemy, ze dany trojkat w siatce musi zosta¢ podzielony na mniejsze proce-
dura podzialu przebiega nastepujaco. Najpierw wyznaczamy nowy przyszty wezet siatki
(ang. prospective node). Sposob jego wyznaczenia obrazuje Rys. 6.12. Nowy wezet siatki

Rysunek 6.12: Sposéb wyznaczenia nowego wezta siatki

lezy na prostej miedzy srodkami okregu wpisanego i opisanego na okregu, a jego wspolrzedne
wyraza relacja:

Xp=(1-p)X;+ pXo (6.2)

gdzie p jest waga z przedziatu (0,1). Wiecej szczegbtéw na temat doboru tej wagi zawiera
praca [2]. Majac nowy punkt weztowy znajdujemy wszystkie sasiednie tréjkaty, ktérych
kota opisane na nich, zawieraja nowy wezet P (Rys. 6.13). Granice tego obszaru pokazano
na Rys. 6.13 gruba linia. Nastepnie retriangularyzujemy siatke, tworzac nowe tréjkaty z
poszczegdlnych odcinkow tamanej granicy obszaru i nowego punktu wezlowego P. Stare
wezly i elementy lezace w miejscu retriangularyzacji zostaja usuniete. Warto odnotowac,
ze ten sposob retriangularyzacji sprzyja spelnianiu przez nowe tréjkaty kryterium Delau-
naya.

Drugim elementem siatki podlegajacym testowaniu i podzialowi sa krawedzie. Krawedz
bedzie podlegata podziatowi, jesli nie spelia kryterium Delaunaya lub jesli jest za diuga.
Krawedz jest krawedzia Delaunaya, jesli koto, ktorego krawedz jest Srednica nie zawiera
zadnych innych weztow siatki, niz koncowe tej krawedzi. W przeciwnym wypadku nowy
wezel siatki tworzony jest w srodku krawedzi i siatka jest modyfikowana zgodnie z Rys.
6.14. Powstale na skutek podziatu krawedzie sa réwniez sprawdzane, czy spetniaja kryte-
rium Delaunaya. Proces ten jest kontynuowany rekurencyjne az do spelnienia wlasnosci
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A C

Rysunek 6.13: Retriangularyzacja siatki

Rysunek 6.14: Podziat krawedzi

Delaunaya przez wszystkie krawedzie, co pokazano na lewym rysunku Rys. 6.14. Na de-
cyzje o podziale krawedzi ma tez wplyw jej wielkos¢. Proces podziatu jest kontynuowany,
jesli krawedz nie jest krétsza, niz to wynika z funkcji gestosci weztéw.

6.4 Oszacowanie bledu

Od poczatku istnienia metody elementéw skonczonych dokladnos$é obliczen MES byta
jednym z wazniejszych zagadnien. Istnieja rézne przyczyny powstawania bledéw. W sta-
tyce liniowej gtéwnym powodem niedoktadnosci obliczen jest dyskretyzacja MES. Dla pro-
blemoéw nieliniowych, lub probleméw zaleznych od czasu dodatkowymi btad zalezy rowniez
od: przyjetego schematu iteracyjnego, oraz schematu catkowania rownania. Nie ma
0golnej teorii szacowania bledéw dla szerokiej gamy nieliniowych zagadnien, mozna jedy-
nie znalez¢ takie oszacowania dla pewnych klas probleméw. W ostatnich latach powstato
szereg prac poswieconych oszacowaniu bledu w modelach zniszczenia [78, 75, 81, 74, 73].
Proponowane tam rozwiazania sa jednak bardzo skomplikowane i trudne do zaprogramo-
wania. Jako alternatywe dla zlozonych estymatorow bledu stosujemy w modelu zniszcze-
nia stosowany bedzie wskaznik btedu. W obszarach niezniszczonych blad szacowany bedzie
za pomoca estymatora Zienkiewicza-Zhu. Oba oszacowania stuza do okreslania bledu
spowodowanego dyskretyzacja MES. Dobor wlasciwej siatki potrzebnej do rozwiazania
zadania metoda elementéw skonczonych nie jest zagadnieniem trywialnym. Kryteria
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zbieznosci, ktore zwykle sa speliane przez najczesciej stosowane elementy skonczone
sprawiaja, ze zageszczajac siatke otrzymujemy dokladniejsze rozwiazanie. Zwiekszanie
liczby stopni swobody powoduje jednak wzrost czasu obliczen. Potrzebne sa metody po-
zwalajace na oszacowanie rozkladu btedu i w konsekwencji stworzenie odpowiedniej siatki
zageszczone] w tych obszarach, gdzie to jest konieczne dla uzyskania dobrych rezultatow.
Estymator, oraz wskaznik bledu sa witasnie takimi oszacowaniami bledu, dajacym w kon-
sekwencji oszacowanie wielkosci elementu pozwalajacej na dokonanie zageszczenia siatki
w newralgicznych miejscach konstrukeji.

6.5 Estymator bledu Zienkiewicza-Zhu

Zaprezentowany ponizej estymator btedu Zienkiewicza-Zhu mozna zastosowaé¢ dla wielu
zagadnien. Moze by¢ zastosowany dla réznych typéw konstrukeji od statyki liniowej
do nawet konstrukcji sprezysto-plastycznych (por. [50]). Dlatego tez wartosci naprezen
czy odksztalcen w ponizszych réwnaniach moga by¢ rozumiane jako wielkosci na kroku
czasowym (+2¢(.)). Dalsze rozwazania ograniczymy do zagadnien plaskich.

Rozwiazujac zadanie metoda elementéow skonczonych dostajemy rozwiazanie przy-
blizone. Blad obliczen zatem bedzie réznica pomiedzy doktadnym rozwiazaniem, a rozwia-
zaniem przyblizonym e, = 0 — 6, ¢ = DBq. Calkowita miara bledu rozwiazania dla
obszaru konstrukeji €2, wyrazona przy pomocy normy energetycznej, bedzie zatem miata
postac:

lells = /eZD_leo ds, (6.3)
Q
gdzie D jest macierza materialowa problemu. Relatywny blad zdefiniowany jest nastepujaco:

n ; (6.4)
lull
gdzie ||u||q, energia odksztalcenia zdefiniowana jest nastepujaco:
|ullq = /5TD5dQ (6.5)

Q

Wspdlczesnych bardzo skomplikowanych probleméw analizowanych metoda elementéw
skonczonych nie mozna rozwiazywac analitycznie. Stad konieczno$¢ zastapienia dokladnego
rozwiazania w powyzszych rozwazaniach inna wielkoscia. Zienkiewicz i Zhu opracowali es-
tymator btedu, w ktérym w energetycznej normie btedu zastapiono dokladne rozwiazanie
rozwiazaniem usrednionym o*, zatem catkowity blad bedzie wyrazony wzorem:

llells, = / (0" =)D No" —6)d2 =) / (0" =)D Yo" —5)dQ,  (6.6)

Q

gdzie NFE jest liczba elementéw skonczonych w zadaniu. Dopuszczalna norma bledu dla

pojedynczego elementu wynosi
lall§ + llellg
o= . 6.7
Ca =\ NE, (6.7)
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Elementowy wskaznik btedu

le]

& =—" (6.8)

€q

Majac obliczone powyzsze wielkosci, mozna wyznaczy¢ nowy rozmiar elementu.

hnew = hOlda gdZie Ty = (gz)ﬁ (69)

7

Nowa wielkos¢ elementu stanowi funkcje okreslajaca wielko$¢ elementu nowej siatki ad-
aptacyjne;j.

6.6 Wskaznik bledu

Prosta i bardzo wygodna alternatywa dla skomplikowanych estymatoréw bledu modeli
zniszczenia jest zastosowanie wskaznika bledu. Podejscie to zastosowal po raz pierwszy
Huerta [77]. Réznica miedzy estymatorem a wskaznikiem bledu polega na tym, ze esty-
mator bledu oparty jest na matematycznych rozwazaniach majacych na celu oszacowaé
warto$¢ btedu. Wskaznik za$, ma jedynie pokazaé, w ktorych obszarach konstrukeji btad
jest wiekszy a w ktorych mniejszy. Innymi stowy estymator to oszacowanie ilo$ciowe,
a wskaznik jakosciowe. Wielkosé¢ elementu skonczonego dla poszczegdlnych obszaréow
trzeba dobra¢ na podstawie innych rozwazan. Wskaznik bledu zwykle funkcja zmien-
nych stanu lub pewnych wielkosci zwiazanych z siatka. Dlatego tez mozna go wyznaczy¢
latwo i tanim kosztem. W naszym modelu zniszczenia wskaznikiem bledu bedzie wprost
wskaznik zniszczenia d. To proste, i efektywne podejscie stosowane jest w wielu pra-
cach (np. [80, 82]). Wyznaczenie wielkosci elementu skoniczonego w obszarze zniszczenia
wyglada zatem nastepujaco:

hnew - h() - (ho - h1>d (610)

Rozmiar elementu jest liniowo interpolowany pomiedzy wielkosciami dla strefy nieznisz-
czonej (d = 0) hg oraz calkowicie zniszczonej (d = 0) hy. Wielkos¢ elementu w stre-
fach niezniszczonych moze by¢ wyznaczana przy pomocy estymatora ZZ. Trzeba jedynie
pamieta¢, o tym, zeby wielko$¢ elementu zapewniala wlasciwa interakcje elementéw w
nielokalnym zniszczeniu (3.84). W praktyce rozmiar elementu nie powinien by¢ wiekszy
niz 1.5R.

6.7 Techniki adaptacyjne
Istnieje kilka metod poprawiania jakosci siatek w oparciu o estymator btedu. Sa to:

e Poprawianie jakosci typu p (ang. p-refinement.) polega ono na zmianie stopnia
wielomianéw interpolacyjnych funkcji ksztaltu elementow skonczonych.

e Poprawianie jakosci typu r (ang. r-refinement.) Ten typ poprawienia jakosci siatki
polega na zmianie wspoélrzednych weztéw, przy zachowaniu tej samej liczby stopni
swobody, celem uzyskania rozkladu gestosci weztéw, podobnego do rozktadu bledu.
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e Poprawianie jakosci typu h (ang. h-refinement.) Ten rodzaj poprawiania siatek
realizuje sie przez zmiane siatki, lokalne zageszczanie albo ponowna generacje siatki.

W tej pracy wykorzystujemy poprawianie jakosci typu h w dwéch wersjach: dla siatek
regularnych oraz dla siatek tréjkatow. Dla probleméw nieliniowych czy zaleznych od
czasu kiedy to uklad réwnan MES rozwiazywany jest wielokrotnie, dokladnosci siatki,
nalezy sprawdza¢ na kazdym kroku czasowym. W przypadku, gdy okaze sie, ze nalezy
zmodyfikowaé siatke mozna wybraé¢ jedna z dwoch drég postepowania: kontynuowanie
analizy, konieczne wtedy jest przeniesienie wszystkich wartosci elementowych (wskaznik
zniszczenia, naprezenia lepkie itp.) ze starej siatki na nowa. Mapowanie to, mozna
wykona¢ jedna z trzech metod:

e Metoda najblizszego punktu. Wielkosci w danym punkcie elementu (zwykle srodku
elementu) skoriczonego nowej siatki sa kopiowane z najblizszego takiego punktu na
starej siatce. Metoda ta stosowana dla elementéw z liniowymi funkcjami ksztaltu.

e Mapowanie przy pomocy funkcji ksztaltu. Wielkos¢ w danym punkcie konstrukeji
wyliczana jest przez interpolacje tej wielko$ci funkcjami ksztaltu w tym samym
punkcie, na elemencie starej siatki.

e Trzecia metoda polega na wyliczeniu wartosci w punkcie konstrukeji jako sredniej
wazonej wartosci w elementach sasiednich do elementu, wewnatrz ktorego ten punkt
konstrukcji lezy na starej siatce.

Druga metoda postepowania restartowaniu analizy od poczatku za kazdym razem, gdy
siatka wymaga modyfikacji. Nie ma wéwczas potrzeby mapowania wielkosci, ale powta-
rzanie analizy od poczatku sprawia, ze metoda ta jest z reguty mniej efektywna. Majac
pewne doswiadczenie mozna jednak czasami przewidzie¢ na ile niedokladna jest siatka i ile
razy w procesie bedzie ona wymagata poprawiania. W modelach reologicznych, przy nie-
zmiennych obciazeniach, zdarza sie, ze siatka wymaga modyfikacji tylko raz na poczatku
analizy. Wéwcezas warto zastosowaé ta metode. 7Z zastosowaniem tego podej$cia mozna
sie spotka¢ w pracach [76, 78].

6.8 Poprawianie siatki regularnej przez zageszczenie

Dla siatek regularnych (takich, jak np Rys. 6.2) poprawianie mozna wykonywaé przez po-
dzial elementéw na kilka mniejszych, zwanych tez podzialem izotropowym. Jest to jedna
z najprostszych technik zageszczania siatek (Rys. 6.15). Podzial elementéw na mniej-
sze stwarza jednak pewne trudnosci. Po podziale elementéw niektére wezty mniejszych
elementow przylegaja do krawedzi wiekszych elementéw. Wymaga to zastosowania aprok-
symacji zwiazanej (ang. constrained approrimation), opisanej ponizej w celu zapewnienia
ciaglosci pola przemieszczen.

6.8.1 Aproksymacja zwiazana

Na Rys. 6.18 pokazano fragment siatki po wykonaniu zageszczania siatki prostokatnej,
dla ktoérej konieczne jest zastosowanie aproksymacji zwiazanej. Koniecznosé ta wynika z
tego, ze po zageszczeniu wezty moga leze¢ na krawedzi elementéw skonczonych. Wezly
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takie nazywane beda dalej weztami przylegajacymi. Metoda elementéw skonczonych nie
gwarantuje w takiej sytuacji ciagtosci pola przemieszczen. Aby zgodnosé przemieszezen w
takim przypadku byla mozliwa do zapewnienia funkcje ksztaltu elementow skonczonych
musza by¢ tego samego stopnia. Ponadto dla zapewnienia zgodnosci przemieszczen w
takiej sytuacji konieczne jest wprowadzenie dodatkowych zwiazkow na przemieszczenia,
aby w procesie odksztatcania wezly przylegajace niezmiennie znajdowaly sie na krawedzi.
W naszym przyktadzie wezel 5 powinien leze¢ niezmiennie na krawedzi 2-3 elementu 1.
Zeby taka zgodnosé uzyskaé niewiadome wezta lezacego na krawedzi nie moga by¢ juz nie-
zaleznymi stopniami swobody, ale funkcjami przemieszczen elementu na ktérego krawedzi
wezel lezy. Tak wiec wielkosci elementowe, takie, jak np. macierz sztywnosci czy wektor
elementowego obciazenia, beda musialy by¢ przetransformowane do nowej przestrzeni przy
uwzglednieniu zwiazkéw przemieszezen. Wymiar macierzy sztywnosci elementu z weztami

Rysunek 6.15: Zageszczanie izotropowe

Rysunek 6.16: Wspornik pokryty regularna siatka elementéw skoriczonych z liniowa aproksy-
macja Lagrange4
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Rysunek 6.17: Wspornik po wykonaniu zageszczania izotropowego Lagrange4

przylegajacymi powieksza sie o pewna liczbe stopni swobody elementu, do ktérego element
dany przylega, pomijajac jednoczes$nie stopnie samego wezta przylegajacego, jak juz wspo-
minano, nie bedace wielkosciami niezaleznymi. W przypadku liniowych funkcji ksztaltu, z
przykladu zamieszczonego na Rys. 6.18, latwo zauwazy¢, ze przemieszczenia wezta przyle-
gajacego 5 zalezne musza by¢ tylko od weztéw 2,3, lezacych na tej samej krawedzi, co wezet
5. W praktyce podobnie bedzie w przypadku innych, zwykle uzywanych wielomianowych
funkcji ksztaltu. Przemieszczenia wezta przylegajacego zalezne beda od przemieszczen
weztéw elementu, definiujacych te krawedz do ktorej wezet przylega. W zaprezentowa-
nym tutaj trywialnym przypadku wida¢, ze aby byta zapewniona zgodno$¢ przemieszczen

Rysunek 6.18: Fragment siatki po wykonaniu zageszczania izotropowego. Wezet 5 jest weztem
przylegajacym Lagrange4
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wezta 5, musza one by¢ Srednia arytmetyczna przemieszczen weztow 2 i 3. Dla pro-
blemu przeplywu ciepta wektor stopni swobody elementu 3 dla aproksymacji zwiazanej
ma zatem postacé ’E; = {ta, ts, t7,t5,t3}. Nieprzetransformowana macierz przewodnictwa
cieplnego tego elementu okreslona jest wzorem

[ hi1 hia hiz hig O
hoi hay has hoy O
Hg = hs1 hsy hsz hsy O (611)
hyi hag has hay O
0 0 0 0 0

Macierz transformacji wielkosci z aproksymacji zwiazanej do pierwotnych wielkosci ma
postac:

10000
01000

E5; =100 100 (6.12)
000 1%
00000

Indeksy oznaczaja transformacje dla elementu 3 i wezla przylegajacego 5. Transformacja
wielkosci z transformacji zwiazanych do zwyklych realizowana jest nastepujaco

(D) (D)
lo lo

to=| t. |=E|t; (6.13)
0 ts

Transformacja macierzy pojemnosci wyglada nastepujaco
H°=E-H-E” (6.14)

W przypadku gdy element ity posiadalby p weztéw przylegajacych, wéwezas macierz
transformacji nalezy wyznaczy¢ nastepujaco:

Ef = E E},. . E}, (6.15)

6.9 Przyklady numeryczne

Wykonano szereg przykladéw numerycznych z wykorzystaniem technik adaptacyjnych
h-refinement. Zastosowano dwie strategie adaptacyjne. Pierwsza stosowana dla siatek
regularnych polegajaca na podziale prostokatnych elementéw na cztery mniejsze. Druga
metoda stosowana dla siatki trojkatnej, nieregularnej polega na wygenerowaniu nowej
siatki. Poprawnos$¢ implementacji sprawdzono rozwiazujac przyklady zamieszczone w
pracy [50]. Testujac przyklad ze strony 411, Fig 15.7 otrzymano takie same wartosci
relatywnej normy energii n w kazdej iteracji.
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6.9.1 Przykiad numeryczny - test relaksacji

Analizowano w tym przyktadzie wspornik zamieszczony na Rys. 6.19. Jako obciazenie
geometryczne przyjeto przemieszczenie prawej krawedzi wspornika ug = 1 staly w w
calym przedziale czasu. Na tej samej krawedzi dziala na konstrukcje strumien ciepta
Iy = 1. Pozostale dane zadania: material termolepkosprezysty, 7o = 30s. 100 réwnych
krokow czasowych zastosowano w tym tescie. Uzyto nastepujacych wartosci stalych ma-
terialowych E° = 500, E* =100, 0 =1, v = 0.3, k = Ac = 1. Na utwierdzonym
brzegu zadano termiczne warunki brzegowe T = 0. Dyskretyzacje MES stanowia cztery
elementy Lagrange’a z liniowymi funkcjami ksztaltu (czteroweztowe). W pierwszym kroku
czasowym analizy termolepkosprezystej okazalo sie, ze relatywna norma btedu nie spelnia
zakladanej wartosci dopuszczalnej (77 = 5%). Skutkowalo to uruchomienie procedury ad-
aptacyjnej Poszczegoélne etapy adaptacji uwidacznia Rys. 6.20. Za trzecim razem jakos¢
siatki spehila juz zalozona norme w pierwszym kroku czasowym. W nastepnych krokach
czasowych rowniez norma bledu nie przekraczala zakladanej wartosci granicznej i obli-
czenia mogly by¢ przy zastosowaniu tej samej siatki. Zastosowano tu metode restartu
czyli rozpoczynano analize od poczatku po zmodyfikowaniu siatki. Zachowanie sie normy
bledu w procesie relaksacji pokazano na Rys. 6.21

7 L
F0=1
/lo ® ? « -
®
-
u0=1

Rysunek 6.19: Schemat statyczny wspornika
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c)

Rysunek 6.20: Kolejne fazy procesu poprawianie siatki. Wartosci relatywnej normy energii
dla poszczegdlnych siatek: a) n = 8.7%, b) n = 5.6%, ¢) n = 3.7%

Norma btedu

0,09
0,08 1
0,07
0,06
%
0,04 1
0,03 1
0,02

0,01+

Zas

Rysunek 6.21: Relaksacje relatywnej normy bledu
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6.9.2 Przyklad numeryczny - Polprzestrzen sprezysta

YYYYYIIYY

Rysunek 6.22: Schemat zadania

Podzial elementéw prostokatnych na mniejsze jest strategia adaptacji siatki zasto-
sowana w tym przykladzie. Schemat zadania przedstawiony zostal na rysunku 6.22.
Przyjeto material liniowo sprezysty o wlasciwosciach £ = 210000, v = 0.3. Redukcje
relatywnej normy bledu ponizej zaktadanego progu 5% osiagnieto po pieciu iteracjach.
Siatki, oraz wartosci normy bledu przedstawione sa na rysunku 6.24. System VFEM-++
posiada mechanizmy graficznej prezentacji wynikow. Mozliwe jest tworzenie map warstwi-
cowych wielko$ci wynikowych. Dla tego przyktadu zalaczono mapy warstwicowe naprezen
zredukowanych Hubera-Misesa 6.23, oraz naprezen scinajacych 6.25.
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Rysunek 6.23: Mapa naprezen zredukowane Mizesa
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e) f) 1l

Rysunek 6.24: Kolejne fazy procesu poprawianie siatki. Wartosci relatywnej normy energii
dla poszczegdlnych siatek: a) n = 39%, b) n = 24.1%, ¢) n = 14.1%, d) n = 8.4%, e) n = 5.2%,
f)n=37%
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Rysunek 6.25: Mapa naprezen $cinajacych
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6.9.3 Zageszczanie siatek przez ponowna generacje siatki

4

A
J

Y
v

26

Rysunek 6.26: Schemat statyczny

Ponowna generacja siatki zmienna gestoscia weztéw skorelowana z rozkladem bledu
jest strategia adaptacji siatki stosowana na nieregularnych siatek tréjkatéw. Strategia
stosowana jest w zadaniach z nieregularna siatka tréjkatna. Stworzony w ramach tej
pracy system ma mozliwos¢ generowania siatek trojkatnych. Dodano réwniez techniki
pozwalajace na poprawianie rozwiazania uzyskanego przy pomocy tych typéw siatek.
Schemat statyczny zadania przedstawiony zostal na Rys. 6.26. Zastosowano materiat
sprezysty o nastepujacych wilasnosciach: F = 210000, » = 0.3. Obszar zostal pokryty
siatka tréjkatéw o podobnych wymiarach przy uzyciu triangularyzacji Delaunaya (Rys.
6.27a). Do obliczen zastosowano element tréjkatny CST. Nastepnie w oparciu o uzyskany
ze wzoru (6.9)rozklad przewidywanych wielkosci elementéw. Wygenerowano nowa siatke
(Rys. 6.27b). Warto$¢ relatywnej normy energii dla tej siatki n = 3.4% < 5% pozwolit
zakonczy¢ proces juz po pierwszej iteracji. Dla przykladu podano kilka map warstwico-
wych naprezen Rys. 6.28,6.29.
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Rysunek 6.27: Kolejne fazy procesu poprawianie siatki. Wartosci relatywnej normy energii
dla poszczegdlnych siatek: a) n = 27.1%, b) n = 3.4%



130 Rozdziat 6. Generacja siatki i poprawianie doktadnosci obliczeri MES

2
1 ,
0
-1
X 102
Rysunek 6.28: Naprezenia zredukowane w/g hipotezy Hubera-Misesa
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Rysunek 6.29: Naprezenia $cinajace
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Proces poprawiania jakosci siatki trojkatéw przez ponowna generacje jest bardziej
zbiezny, niz poprzednio opisywany proces podzialu siatek regularnych. Jesli konstrukcja
nie jest obciazona obciazeniem skupionym, wéwczas zwykle wystarcza jedna lub dwie
iteracje, podczas gdy w analogicznym zadaniu z siatka regularna potrzebnych moze by¢
dwa, trzy razy wiecej iteracji. Procedura generowania nowej siatki trojkatnej, w oparciu
o rozklad bledu brany ze starej siatki, jest jednak czasochlonna i trudno jednoznacz-
nie wskaza¢ wieksza efektywnos$é¢ ktorejs z metod. Powazne problemy sprawia réwniez
obciazenie skupione, ktére sprawia, ze proces poprawiania siatki jest wolno zbiezny i pro-
wadzi to powstania zadan o przesadnie duzej liczbie stopni swobody. Obie techniki w
efekcie prowadza do otrzymania zadan o zblizonej liczbie stopni swobody. Konieczno$cia
jest stosowanie procedur optymalizacji profilu macierzy. Numeracja weztéw powstajacej
w procesie adaptacji nowej siatki, jest przypadkowa. Prowadzi to do powstania zbyt
duzych macierzy a w praktyce nawet do niemoznosci rozwiazania zadania, z powodu zbyt

dlugiego czasu dekompozycji. W tworzonym systemie uzywana jest klasyczna metoda
Reversal Cuthill-McKee (RCM), [83].
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Whnioski

Celem pracy bylo zastosowanie podejscia obiektowego do stworzenia systemu MES stu-
zacego do analizy wielu probleméw mechaniki konstrukeji, a w szczegdlnosci do analizy
ukladéw termolepkosprezystych, z uwzglednieniem zniszczenia. Do systemu wlaczono
rowniez metody optymalizacji oraz szacowania niezawodnosci konstrukeji. System na-
pisany zostal w jezyku C+-+ przy pomocy srodowiska programistycznego Visual C++
6.0 professional edition. Systemem VFEM+4 mozna analizowa¢ nastepujace rodzaje
konstrukeji: belki, ramy i kratownice ptaskie oraz przestrzenne, tarcze w plaskich sta-
nach naprezenia oraz odksztalcenia, plyty sredniej grubosci bazujace na zalozeniach ki-
nematycznych Reisnera-Mindlina oraz powloki obrotowo symetryczna i $redniej grubosci
typu Ahmada. Konstrukcje mozna poddaé nastepujacym rodzajom analiz: statyka li-
niowa, dynamika liniowa, statyka liniowa ze zniszczeniem, statyka nieliniowa z nieli-
niowoscia materiatlowa (plaskie stany) oraz geometrycznie nieliniowa (kratownice), termo-
lepkosprezystos¢ ze zniszczeniem oraz niestacjonarny przeplyw ciepla. Zaimplementowano
rowniez mozliwos$¢ liczenia gradientéw funkeji wynikowych. W analizie wrazliwosci sto-
sowana byla metoda DDM. Mozna stosowaé trzy rodzaje zmiennych projektowych: state
materialowe, parametry ksztaltu oraz parametry obciazenia. W systemie VFEM++ ist-
nieja nastepujace rozktady prawdopodobienstw zmiennych losowych: rozklad normalny,
lognormalny, jednostajny, Gumbela, Frecheta oraz Weibula. Do wyznaczenia rozkladu
btedow konstrukeji zastosowano estymator btedu Zienkiewicza-Zhu, na ktorym bazuja al-
gorytmy poprawiajace jakosé¢ siatki. Stosuje sie dwie metody poprawiania siatki : przez
podzial - dla siatek regularnych i przez ponowna generacje dla siatek triangularyzowanych.
Elementami oryginalnymi pracy wedlug autora sa:

- Opracowanie koncepcji srodowiska obliczeniowego MES z zastosowaniem podejscia
obiektowego.

- Efektywna realizacja tej koncepcji w §rodowisku programistycznym jezyka C—++.

- Wyprowadzenie réwnan MES dla pewnego modelu termolepkosprezystego.
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Wyprowadzenie réwnan MES dla wrazliwosci parametrycznej oraz wrazliwosci na
parametry ksztattu.

Implementacja numeryczna zagadnienia termolepkosprezystego modelu materialu w
obiektowym systemie MES.

Opracowanie struktur obiektowych dla analizy optymalizacyjnej i niezawodnosciowe;.

Wiaczenie analiz optymalizacyjnej i niezawodnosciowej do stworzonego $rodowiska
obliczeniowego.

Policzenie szeregu przykladéw numerycznych z zakresu analizy optymalizacyjno-
niezawodno$ciowej konstrukeji termolepkosprezystych ze zniszczeniem oraz krytyczna
ocena otrzymanych rezultatéw.

Przeprowadzone eksperymenty numeryczne, doswiadczenia nabyte podczas budowy
oprogramowania oraz rozwazania teoretyczne pozwalaja sformutowaé nastepujace wnioski:

1.

Podejscie obiektowe, zastosowane do budowy systemu MES pozwala na bardzo efek-
tywne, szybkie stworzenie ztozonego systemu analizy MES.

. Struktury danych obiektowego systemu MES odzwierciedlaja naturalne zwiazki po-

miedzy pojeciami dziedziny problemu, co prowadzi do otrzymania znacznie bardziej
przejrzystego kodu i lepszej diagnostyki, niz w tradycyjnym podejéciu struktural-
nym.

Stosowanie funkcji wirtualnych, o wiekszej niz kilka linii objetosci kodu, ktore nie
moglyby byé¢ rozwijane w miejscu (np. metoda obliczajaca macierz sztywnosci ele-
mentu) nie powoduje zauwazalnego zmniejszenia efektywnosci programu w stosunku
do metod niewirtualnych.

Dla zrealizowania mechanizmu polimorficznosci mniejszych sktadowych funkcji, za-
wierajacych w swoim ciele tylko kilka linii (np. skladowa obiektu aproksymacja
obliczajaca wartosci funkeji ksztaltu), nalezy zamiast funkeji wirtualnych rozwazy¢
zastosowanie szablonow. Rozwiazanie takie pozwala kompilatorowi na umieszczenie
kodu funkcji w miejscu wywotania, zamiast wywotania funkcji, co moze przyczynié¢
sie do poprawy efektywnosci programu.

. W przeprowadzonych eksperymentach numerycznych uzyskano podobna efektywnosé

numeryczna, jak w analogicznym programie, napisanym w jezyku FORTRAN 95.

Podczas tworzenia systemu VFEM++ zwracano baczna uwage na stosowanie roz-
wiazan zawartych w standardzie jezyka C++, dzieki czemu kod systemu jest prze-
nosny i przeniesienie go do innego systemu operacyjnego zajmuje niewiele czasu.

Integracja analizy skonczenie elementowej, optymalizacji i analizy niezawodnosciowe;j
prowadzi do zwiekszenia efektywnosci obliczen, dzieki unikaniu koniecznosci komuni-
kacji poszczegélnych moduléw, poprzez wymiane plikéw pomiedzy modutami MES
i niezawodno$ci czy optymalizacji. Jest to szczegdlnie istotne w przypadku me-
tody Monte Carlo gdzie konieczno$¢ wykonania np. miliona analiz MES sprawia, ze
kazda, nawet drobna optymalizacja kodu, moze przekladaé sie na godziny obliczen.



134

10.

11.

12.

13.

Rozdziat 7. Wnioski

Nielokalne sformutowanie modelu zniszczenia znacznie poprawia obiektywnosé obli-
czen sprawiajac, ze rozwiazanie jest mniej czule na rodzaje przyjetej siatki MES.

. Asymptotyczne wartosci przemieszczen w procesie pelzania i naprezen w tescie re-

laksacji, dla czasu dazacego do nieskonczono$ci nie zaleza od ksztaltu programu
obciazen w funkcji czasu, tylko od granicy wartosci obciazen dla czasu dazacego do
nieskonczonosci.

Wyprowadzony w ramach pracy termolepkosprezysty model materiatu ma te ceche,
ze temperatura ma wplyw na wilasnosci mechaniczne, ale nie na odwrét. Uklad
rownan takiego problemu moze by¢ rozwiazany niezaleznie tj. najpierw problem
niestacjonarnego przeptywu ciepta, a nastepnie zagadnienie lepkosprezyste, w opar-
ciu o wyznaczona temperature.

Warto zaimplementowaé¢ dwie wersje rownan MES dla problemu termolepkospre-
zystego. Pierwsza, z macierza konsystentna, gdzie niewiadomy wektor przyrostéw
przemieszczen jest tylko po lewej stronie. Niepotrzebna jest wéwczas iteracja na
kroku czasowym do znalezienia niewiadomej, ale za to konieczna jest dekompozycja
macierzy konsystentnej. W drugiej wersji rownania, niewiadomy wektor jest réwniez
po prawej stronie réwnania, konieczna jest iteracja do rozwiazania réwnania na
kroku, ale za to nie trzeba dekomponowaé¢ duzej macierzy. Przy duzych zadaniach
moze sie okazac, ze wersja z iteracja jest bardziej efektywna, niz wersja z macierza
konsystentna.

Istotnym problemem przy paralelizacji obliczen jest nie tylko algorytm, ale takze
dostep do wspdlnych zasobéw. W latwym z pozoru do paralelizacji algorytmie agre-
gacji macierzy sztywnosci uzyskano na maszynie dwuprocesorowej przyspieszenie 1.7
w stosunku do jednoprocesorowej, co byto spowodowane koniecznoscia kolejkowania
dostepu watkéw do macierzy sztywnosci, w celu akumulacji elementowej macierzy
sztywnosci.

Przy stosowaniu technik polepszania jakosci siatki, koniecznoscia jest stosowanie
procedur optymalizacji profilu macierzy. Numeracja wezléw, powstajacej w procesie
adaptacji nowej siatki, jest przypadkowa. Prowadzi to do powstania zbyt duzych
macierzy, a w praktyce nawet do niemoznosci rozwiazania zadania, z powodu zbyt
dlugiego czasu dekompozycji macierzy.
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