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Wstep

Wszystkie zywioly na zmiane wracaja do sie-
bie. Cokolwiek ginie w jednym, przechodzi do
drugiego, i natura rozwaza swe czesci, aby
wskutek zburzenia proporcji $wiat nie stracit
rownowagi. Wszystko jest we wszystkim.
Seneka, Mysli

Praca poswiecona jest przedstawieniu metod opisu zjawiska dyssypacji
energii (lac. dissipatio — rozproszenie, roztrwonienie, marnotrawstwo [1])
w mechanice. Termin mechanika nalezy tu rozumie¢ w szerszym kontekscie
niz ma to miejsce w klasycznym kursie fizyki, w ktérym mechanike dzieli
sie na statyke, kinematyke i dynamike. Dobrym przyktadem prezentowa-
nej w tej pracy tematyki objetej pojeciem mechanika jest ksigzka Cz. Ry-
marza Mechanika osrodkéw cigglych [124], gdzie oprécz zagadnien stricte
mechanicznych, rozwazane sa réwniez procesy zachodzace pod wplywem
pol termicznych i elektromagnetycznych, a wiec uwzglednia sie zaréwno
termodynamike, jak i elektrodynamike cial materialnych, czyli tzw. pola
sprzezone. W prezentowanej publikacji zebrano rezultaty prac uzyskanych
przez autora samodzielnie lub we wspdélpracy z polskimi i 7z zagranicz-
nymi naukowcami, a opublikowanymi w wielu znaczacych krajowych i
miedzynarodowych czasopismach naukowych i prezentowanych podczas
konferencji naukowych w kraju i za granica.

Dyssypacja energii jest zjawiskiem fizycznym wystepujacym powszechnie
we wszystkich niemal procesach obserwowanych w realnym S$wiecie. Za-
chodzi ona zaréwno w skali makro (tu mamy bardzo duzo przyktaddw),
jak i w skali mikro, na poziomie atoméw i czastek elementarnych, gdzie
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obserwacja wymaga juz wysoce wyspecjalizowanych urzadzen, a interpre-
tacja wynikéw wyrafinowanych teorii [147]. Dyssypacja rozumiana jest
najczesciej jako transport energii od ruchu uporzadkowanego do ruchu
nieuporzadkowanego, czyli jako zamiane energii kinetycznej na cieplo, a
wiec przejScie energii ruchu postepowego i/lub obrotowego ciata jako ca-
tosci (np. ruch ciezkiego pojazdu po szynach) do ruchu drgajacego matych
elementéw ciata (atoméw, czasteczek, ziaren...), np. ruchu drgajacych ato-
mow tworzacych szyny i kota pojazdu szynowego. Przyktadami uktadéw
dyssypatywnych sa:

— uklady cial stalych, miedzy ktérymi dziataja sity tarcia;

— o$rodki lepkie, w ktorych naprezenia zaleza od predkosci deformacji;
obwody elektryczne z oporem omowym, w ktorych drgania pradu elek-
trycznego zanikaja wskutek zamiany energii pradu elektrycznego w
ciepto Joule’a.

W warunkach ziemskich uktadami dyssypatywnymi sa w zasadzie wszyst-

kie uktady dynamiczne. Ruch uktadéw dyssypatywnych bada sie w podej-

Sciu klasycznym za pomoca zwyklych rownan dynamiki odnoszacych sie

do uktadéw punktéw materialnych, ciat stalych lub osrodkéw ciaglych,

zaliczajac do sit dzialajacych réwniez sity dyssypatywne (rozpraszajace).

W lagrangowskim ujeciu zagadnienia ruchu ciat materialnych, po przyjeciu

zalozenia, ze predkosci ruchéw makroskopowych sa dostatecznie mate, by

sity dyssypatywne zalezaly w przyblizeniu liniowo od predkosci, mozna
wprowadzi¢ tak zwang funkcje dyssypatywna:

[
inzzaik%‘%a (1)
i=1k=1

gdzie q1,qa,...,qs uogblnione wspotrzedne, ¢; uogdlnione predkosci, a
a;r, — wspotezynniki, ktére moga by¢ zalezne od wspdtrzednych ¢;. Funkcja
F jest zawsze dodatnia, ma wymiar mocy, a jej wartoS¢ liczbowa jest rowna
potowie ubytku energii catkowitej F na jednostke czasu:

1|dE
F=- =], 2
2 | dt (2)

Funkcja F' pozwala zdefiniowa¢ sity dyssypatywne

._ OF
od;




zwigzane z kazda wspdtrzedng ¢;. Zapis ten daje nam mozliwosé sformu-
lowania rownan Lagrange’a w nastepujacej postaci:

d (oL\ oL .,
— — = Q) =1,2,...: 4

gdzie L(q;, ¢;, t) jest funkcja Lagrange’a. Funkcje rozproszenia mozna oczy-
wiScie okresli¢ w bardzo wielu zagadnieniach fizycznych, na przyktad typu
malych drgan mechanicznych, elektrycznych i innych. Wspominamy tu o
tym podejsciu, gdyz jest ono bardzo czesto stosowane.

Jesli pojawia sie dyssypacja, to moéwimy, ze zachodzi proces nieodwracalny.
Istnieja w przyrodzie procesy, ktére mimo iz nie zachodzi w nich dyssypa-
cja pracy zewnetrznej, rowniez zaliczamy do procesow nieodwracalnych.
Do tej grupy proceséw naleza np. spontaniczne reakcje chemiczne, niewy-
muszona dyfuzja, procesy relaksacyjne... Ten typ proceséw zwigzany jest
7 dazeniem ukladu do osiagniecia stanu réwnowagi, a wiec zwiazany jest
7 niestatecznoscig proceséw. Roznica pomiedzy tymi dwoma typami pro-
cesOw nieodwracalnych nie jest jednak szczegélnie istotna. W przypadku
dyssypacji pracy tracimy te cze$¢ pracy zewnetrznej, ktérej nie potrafimy
odzyska¢ odwracajac kierunek przebiegu procesu, natomiast w przypadku
procesow niestabilnych tracimy te prace, ktorg uktad mogtby oddaé, gdy-
by proces przebiegal w sposéb odwracalny. Tak wiec zawsze tracimy te
czes¢ energii wewnetrznej uktadu, ktorej nie potrafimy zamieni¢ na prace
uzyteczna, czyli na prace powiekszajaca makroskopowo uzyteczna czesé
energii wewnetrznej.

Pomimo wagi, jaka dyssypacja odgrywa w przyrodzie, prace takie jak
Anthony’ego [19], Kosifiskiego [73] czy Turskiego [148], stawiajace sobie
dyssypacje za gtéwny cel badan, sa raczej sporadyczne. Znacznie czesciej
mozna znalezé prace poswiecone tylko konkretnemu zjawisku o charakte-
rze dyssypatywnym, typu przewodnictwa cieplta czy dyfuzji lub procesom
zachodzacym w materialach o specyficznych wlasciwosciach [118]. Fakt
ten spowodowany jest trudno$ciami zaréwno interpretacyjnymi, jak i czy-
sto formalnymi. Niemniej jednak istnieje pewna grupa prac po$wiecona
poszukiwaniu metodologii pozwalajacej na catosciowy opis zjawisk zacho-
dzacych w realnym Swiecie: zaréwno tych dyssypatywnych, jak i bezdys-
sypatywnych, czyli na takim rozszerzeniu znanych formalizméw dla pro-
cesow bezdyssypatywnych, by obejmowaly one swym zakresem réowniez
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procesy dyssypatywne (Anthony i Knoppe [20], Grmela [58]). Najwieksze
nadzieje na realizacje tego zamierzenia budzi formalizm wariacyjny. W tym
kontekscie nalezy wymieni¢ takich autoréw jak K.-H. Anthony [16], [17],
F. Bampi i A. Morro [23], D. Djukic i B. Vujanovic [42], [151], P. Glans-
dorf i I. Prigogine [55], A.N. Kaufman [71], G. Lebon [88], P.M. Morse i
H. Feschbach [98], R.M. Santilli [128], [129], S. Sieniutycz [135].

Zarowno samej dyssypacji, jak i procesom dyssypatywnym, po$wiecono
bardzo duzo prac i nie sposéb tu wymieni¢ nawet tylko czesci z nich.
Tematyce tej poswiecano réwniez specjalne kursy miedzynarodowe, np.
w CISM w Udine (poréwnaj CISM Courses and Lectures No 262, 1980,
np. prace Perzyny [116] i Wilmanskiego [154], czy tez CISM Courses and
Lectures No 336, 1993, np. praca Muschika [100]) oraz konferencje (patrz
np. Workshop Dissipation in Physical Systems — Unifying Approaches,
Borkéw, 1995 [80]).

Na szczegblng uwage zastuguje grupa prac poswieconych zagadnieniu od-
wrotnemu, czyli okresleniu warunkdéw, jakie muszg by¢ spetnione, by moz-
na bylo skonstruowaé¢ dla danego zbioru réwnan funkcjonal, z ktorego
datoby sie odtworzy¢ te rownania z zasady wariacyjnej. W pierwszej ko-
lejnosci nalezy tu wymieni¢ fundamentalne prace R.M. Santilliego [125],
[126], [127], [128], [129] oraz F. Bampiego i A. Morro [23]. Inne oryginal-
ne podejécie zaproponowali m.in. M. Grmela [58] i A.N. Kaufman [71],
wykorzystujac uogdlnione nawiasy Poissona do budowy dyssypatywnych
uktadéw hamiltonowskich. W tym samym duchu, czyli w duchu poszuki-
wania nowych metod opisu zjawisk dyssypatywnych, utrzymana jest ksigz-
ka S. Sieniutycza [135], dotyczaca zjawisk termo-hydromechaniki. Zasady
wariacyjne byty konstruowane réwniez dla cial z wewnetrznymi stopniami
swobody, czyli dla cial mikropolarnych, takich np. jak ciekte krysztaly w
pracach Kotowskiego i Radzikowskiej [81], [82], [84].

Wisréd wielu formalizmoéw wariacyjnych jeden ma specjalne znaczenie
jest to formalizm Lagrange’a. Podejsciu temu poswiecone sg liczne pra-
ce Anthony’ego i jego uczniéw, np. [15], [16], [20], [21], [131]. Pierwsza
czes¢ formalizmu Lagrange’a stanowi zasada wariacyjna Hamiltona, kté-
ra pozwala otrzymaé réwnania FEulera-Lagrange’a (réwnania ruchu lub
réwnania pola) wraz 7z warunkami brzegowymi, czyli komplet réwnan w
sposéb jednoznaczny opisujacych badany problem fizyczny. Druga czesc
formalizmu Lagrange’a, dzieki zastosowaniu twierdzenia Noether, pozwa-
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la otrzymac zwigzki konstytutywne i prawa zachowania. W formalizmie
Lagrange’a mozna wyrdzni¢ i trzecig cze$¢, gdy wykorzystujac dodatko-
wy problem wariacyjny (ale oparty na poprzednim sformutowaniu) mozna
bada¢ warunki stabilnosci uktadu.

Tu przedstawiono wyniki poszukiwan autora poczynajac od podejscia czy-
sto fenomenologicznego dla ruchu dyslokacji w krysztale, poprzez metody
stochastyczne i analogie z mechanika kwantowa (metoda stochastycznego
kwantowania) dla dyfuzji atoméw w krysztatach, formalizm kanoniczny
dla oscylatora z ttumieniem, do metod wykorzystujacych w réznych po-
dejéciach zasady wariacyjne dla zjawisk termo-elektro-magnetycznych w
osrodkach mikropolarnych. Ta ostatnia grupa prac znajduje sie w nurcie
badawczym zmierzajacym do zamkniecia w ramach jednego formalizmu
wiekszosci (jesli nie wszystkich) zjawisk fizycznych.

Rozpoczynamy od zjawiska dyssypacji w postaci zmodyfikowanego efektu
Schocha, czyli od nielustrzanego odbicia wiazki fali akustycznej padajacej
na granice dwu o$rodkéw. Ma tu miejsce oddziatywanie z fala powierzch-
niowa, polegajace na przekazaniu energii od jednych do innych stopni swo-
body rozpatrywanego uktadu. Podobny charakter maja wszystkie zjawiska
dyssypatywne: nastepuje nieodwracalny transfer energii, przy czym musi
by¢ spelnione prawo zachowania energii. W opisie teoretycznym uzyskuje
sie to poprzez rozpatrywanie odpowiednio dobranego uktadu fizycznego.
W optyce i akustyce takie nielustrzane odbicie fali jest dobrze znane [34].
Pojawia sie ono wtedy, kiedy to ograniczona wiazka falowa, padajac pod
katem 6; zblizonym do pewnego krytycznego kata 6., ulega ,niesprezyste-
mu” odbiciu, czyli ulega przesunieciu wzdtuz powierzchni i réwnocze$nie
jej ksztalt, w poréwnaniu z ksztaltem wigzki padajacej, ulega znieksztal-
ceniu. Fizyczna przyczyna owego efektu jest rezonansowe oddzialywanie
wigzki padajacej 7z powierzchnig padania i wzbudzenie nowego niejedno-
rodnego modu. Okazuje sie, ze dla katow padania mato réznigcych sie od
kata krytycznego 6., faza wspélczynnika odbicia y fal ptaskich tworzacych
wiazke, silnie zalezy od tego kata, a wielko$¢ bocznego przesuniecia wigzki
odbitej jest proporcjonalna do (0x/06;)|e,. Zjawisko Schocha mozliwe w
wielu réznych sytuacjach fizycznych, np. na granicy ptyn ciato state, ale
rowniez na swobodnej granicy ciala izotropowego z préznia. Fale odcieka-
jace na granicy ptyn ciato stale sa kombinacjg wtasnych modéw z obu
osrodkéw. Z drugiej strony, na swobodnej granicy anizotropowego ciata
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stalego z prdznia, istniejg takze fale wtasne typu odciekajacego, odpro-
wadzajace energie od powierzchni [67], [150]. Omédwiono dwa przyktady
zjawiska analogicznego do efektu Schocha. W odréznieniu od klasyczne-
go efektu Schocha w cieczy, gdy sktadowe powierzchniowe towarzyszace
odbiciu i powodujace jego niesymetrie powstaja w twardym podlozu i
nie niszcza obrazu falowego w cieczy, w rozpatrywanym tu przypadku
powierzchniowe mody falowe doprowadzaja do istotnego przeorientowania
pola falowego w poblizu powierzchni w poréwnaniu 7z ksztaltem wigzki
padajacej i z ksztaltem wiazki odbitej w objetosci krysztatu. Przeanali-
zowano problem dla dowolnej anizotropii, a takze na przyktadzie symetrii
heksagonalnej. Rozdzial ten zostal opracowany na podstawie prac [5] i [7].
Kolejne dwa rozdziaty dotycza kolejnych zjawisk dyssypatywnych: hamo-
wania ruchu dyslokacji w krysztatach i dyfuzji atoméw w ciatach statych.
Dalsze rozdziaty poswiecone sa pracom zmierzajacym do unifikacji opisu
zjawisk dyssypatywnych: kryterium ewolucji, zasadom wariacyjnym i w
koncu formalizmowi Lagrange’a.

Rozdzial drugi po$wiecony jest dynamice dyslokacji. Wg powszechnej opi-
nii, to wtasnie dyslokacje sa odpowiedzialne za plastycznos¢ materiatow.
Podczas plastycznej deformacji materiatu dyslokacje przemieszczaja sie i
nastepuje dyssypacja energii wywotana ich oddzialywaniem z drganiami
sieci krystalicznej, czyli z gazem fononowym. Omoéwiono sposob oceniania
zmian wielkosSci tej dyssypacji w zaleznosci od temperatury, demonstrujac
rézne mechanizmy hamowania ruchu dyslokacji na podstawie prac [11] i
[14].

W eksperymentach mierzony jest tzw. wspotczynnik dynamicznego hamo-
wania ruchu dyslokacji B, definiowany jako wspdtezynnik proporcjonalno-
Sci pomiedzy sita lepkiego hamowania dyslokacji F' a predkoScig ruchu
dyslokacji v na jednostke dhugosci linii dyslokacji. Pokazano, ze w niskich
temperaturach, znacznie nizszych od temperatury Debye’a, wiatr fonono-
wy jest szybko ,wymrazany”: B ~ T°. Wraz ze wzrostem temperatury
funkcja ta staje sie liniowa, a wiec jej zachowanie zmienia sie w sposob
istotny. Efekt ten zachodzi juz dla temperatur znacznie nizszych od tem-
peratury Debye’a. Otrzymane wyniki moga by¢ zastosowane réwniez do
dyslokacji krzywoliniowych, na przyktad do petli dyslokacji, ale tylko w
tych przypadkach, kiedy $rednia dlugosé fali fononéw jest mata w porow-
naniu z promieniem krzywizny linii dyslokacji R, czyli dla niezbyt niskich
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temperatur. Przeprowadzone rozwazania pozwalaja ocenié¢, jak wraz ze
wrzrostem temperatury i odpowiadajacg mu rosnaca dtugoscia fali fononéw
Aph, 7mienia sie charakter wspétczynnika hamowania ruchu dyslokacji od
zaleznosci danej wzorem (2.46) i prawdziwej dla A\, < R, az do bardziej
ostrej zaleznoSci od temperatury dla Ay, > R, kiedy to fonony reaguja na
petle dyslokacji jak na defekt punktowy. Z drugiej strony, w granicznym
przypadku, kiedy promien R petli jest rzedu wielkosSci stalej sieci krysta-
licznej, to wyrazenie na B stosuje sie rowniez do oceny wptywu fononéw
na hamowanie ruchu skupisk defektéw punktowych (crowdionéw).

W wysokich temperaturach, wzory (2.45) i (2.46) przeszacowuja efekt,
poniewaz przy ich wyprowadzaniu nie uwzgledniono wplywu jadra dys-
lokacji. W podrozdrziale 2.6 pokazano, ze w temperaturach, ktérym od-
powiada dlugosc fali fononéw poréwnywalna ze srednica jadra dyslokacji,
uwzglednienie istnienia jadra dyslokacji, nawet w prostym modelu, prowa-
dzi do pewnej renormalizacji wyrazenia podcatkowego we wzorze (2.46).
W teorii kontynualnej dyslokacja jest traktowana jako liniowa osobliwo$¢
rzedu 1/r, a wiec w tym przyblizeniu pole sprezyste w jadrze dyslokacji
jest nieokreslone. Jest oczywiste, ze podejscie kontynualne nie moze by¢
bezposrednio stosowane do opisu dyskretnej struktury krysztaléw rzeczy-
wistych, w kazdym razie na pewno nie w poblizu jadra dyslokacji, gdzie
ma miejsce relaksacja pola sprezystego. Mozna natomiast uwzglednicé ist-
nienie jadra dyslokacji modelujac je poprzez obciecie w gtadki sposéb pola
sprezystego przy zblizaniu sie do linii dyslokacji [91].

W rozdziale trzecim do opisu dyfuzji w ciele statym, zjawiska bez watpie-
nia majacego charakter nieodwracalny, zastosowano metode stochastycz-
nego kwantowania [53], [106], [107]. W cytowanych pracach podjeto prébe
uzasadnienia mechaniki kwantowej w ramach mechaniki statystycznej, a w
szczegolnosci zaproponowano interpretacje rownania Schrodingera poprzez
procesy dyfuzyjne. Tu jednak pozostano w obrebie mechaniki klasycznej,
a proba interpretacji w ramach rozwazanego modelu statej i jako statej
Plancka prowadzi do wniosku, ze temperatura, w jakiej zachodzi dyfu-
zja, jest duzo wyzsza od temperatury topnienia, wiec taka interpretacja
nie da sie uzasadni¢ fizycznie. Jako model losowego ruchu dyfundujacych
atoméw wybrano proces Markova zdefiniowany przez réownanie Ito. Ge-
sto$¢ prawdopodobienistwa istnienia trajektorii (rozwiazania) réwnania Ito
przecinajgcej zbiér P C R® w chwili # i w punkcie x spelnia réwnanie
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Fokkera-Plancka. W klasycznym sformutowaniu teorii dyfuzji zaktada sie,
7e zgodnie 7 relacja Stokesa, sita F(x,t) dzialajaca na dyfundujacy atom
jest proporcjonalna do éredniej predkosci b(x,t), z jaka atom opuszcza
punkt x. Uogdlnienie relacji Stokesa pozwala na opis dyfuzji jako proce-
su Nelsona-Browna. Jesli dokona sie zalozenia o potencjalnym charakte-
rze pol predkosci specjalnej (peculiar velocity) v(x,t) i sily zewnetrznej
F(x,t), to relacja Nelsona-Browna da sie zapisa¢ w postaci analogicznej
do réwnania Schrodingera, ale z nieliniowym potencjatem. Pokazano, ze
prawdopodobienstwo przejscia z jednego potozenia miedzyweztowego do
nastepnego zalezy od masy dyfundujacego atomu. Jest to mozliwe jako
wynik pewnych efektéw kwantowych i moze by¢ uwzglednione w oblicze-
niach wspélezynnika dyfuzji D [52]. Efekty kwantowe sa szczegdlnie waz-
ne w niskich temperaturach, gdzie juz nie stosuje sie wzoru Arrheniusa
i gdzie zagadnienie parametru / pojawia sie ponownie. Przeprowadzono
szczegotowa dyskusje przypadku stacjonarnego rozkladu materii, ktorego
wlasciwosci wynikaja tylko z relacji Nelsona (3.38). Wskazano na mozli-
woS¢ pojawienia sie struktur dyssypatywnych Turinga, czyli na istnienie
stanow stacjonarnych dyfundujacej materii w stanach dalekich od stanéw
rownowagi termodynamicznej. Przedyskutowano réwniez wplyw czasu re-
laksacji na proces dyfuzji. Rozdziat ten podsumowuje prace [144], [145] i
[85].
Rozdzial czwarty po$wiecony jest zaproponowanemu przez Glansdorffa i
Prigogine’a [55] kryterium ewolucji, c¢zyli warunkowi, jaki musi by¢ spet-
niony, by uktad zmierzal w kierunku réwnowagi termodynamicznej. Kry-
terium to ma rézng posta¢ w zaleznosci od rodzaju i liczby pdl uwzgled-
nianych w opisie sytuacji fizycznej.
Przedstawione wyniki rozwazan sa istotnym uogodlnieniem prac Muschi-
ka i Papenfuss [101] i [115] dotyczacych kryterium ewolucji dla ciektych
krysztatéw. Uogdlnienie polega na uwzglednieniu oddziatywania o$rodka
mikropolarnego z zewnetrznym polem elektromagnetycznym. Rezultaty
tych badan zostaly opublikowane w pracach [83] i [121].
Rozpatrzono dwie sytuacje, z dwoma rodzajami warunkéw brzegowych:
1. ciato zanurzone w prézni i oddziatlujace z zewnetrznym polem elektro-
magnetycznym emitowanym przez ciato doskonale czarne;
2. ciato zanurzone w cieczy dielektrycznej i wrazliwe na dziatanie ze-
wnetrznego pola elektromagnetycznego.
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Punktem startowym byty dwa prawa termodynamiki: prawo zachowania
energii i drugie prawo termodynamiki w sformulowaniu Eringena [44].
Przyjeto, ze sily masowe f sa potencjalne i niezalezne od czasu. W przy-
padku 1. pokazano, ze kryterium ewolucji mozna otrzymac réwniez po
ostabieniu zalozenia Muschika i Papenfuss, ktorzy zalozyli, ze proces jest
bezzrédlowy, czyli ze h = 0, a réwniez i b = 0. W naszym podejsciu
zatozono, ze zachodzi nieréwnosé

/p(T*EJ,,)dVJr %n-(T*sfq)dA>0, (5)
G(t) aG(t)

gdzie h — wydajnoéé zrédla energii, b — wydajno$é zrédla entropii, p —
gesto$¢ masy, G(t) continuum mikropolarne, T*  temperatura otocze-
nia, s wplyw entropii poprzez powierzchnie ciata, ¢  wektor ciepta
(skierowany przeciwnie do wektora strumienia ciepta).
Otrzymane kryterium ewolucji ma postac

d

ZL(x,t) >0, 6
& Lix. 1) @

z potencjatem kinetycznym

Lict) = [[p(T" = e == 3) = (e =€) V", (7)
&
Dla ciata zanurzonego w cieczy dielektrycznej zrobiono nastepujace zato-
zenia:
1. otoczenie o$rodka mikropolarnego ma stala temperature 7;
2. gestos¢ strumienia entropii otoczenia osrodka mikropolarnego jest pro-
porcjonalna do gestosci wektora ciepla s* = q*/T*;
3. gestos¢ dziatajacych sit mechanicznych jest konserwatywna, a momen-
ty sit maja posta¢ dang przez wyrazenie

f=-vg§, §=4(x), %zo,
Y o (8)
=g =€ A=),

gdzie € jest polem direktoréw [45];
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4. nie ma zrodel energii i entropii;

5. otoczenie osrodka mikropolarnego stanowi jednorodna ciecz dielek-
tryczna.

Jezeli spetnione sa powyzsze zatozenia, to kryterium ewolucji jest stuszne

nawet dla procesow przebiegajacych daleko od stanu rownowagi, a poten-

cjal kinetyczny L(x,t) ma postaé

L(Xat)i/[p(T*n_e_Ke_.[]_)‘)_M€+ME*_7T()!](]dV7 (9)
G(t)

gdzie n  gestoSc entropii, €  gesto$¢ energii wewnetrznej, . e  gestos¢
energii kinetycznej osrodka mikropolarnego, ,,e gestosc¢ energii ,,swobod-
nego” pola elektromagnetycznego, ,,€* — gesto$¢ energii pola elektroma-
gnetycznego otoczenia, g — potencjal sity masowe;] f, A — funkcja reprezen-
tujaca momenty sit masowych I poprzez réwnanie (8), my  stale ci$nienie
jednorodnej cieczy dielektrycznej w nieobecnosci pél elektromagnetycz-
nych,

Rozdzial pigty poswiecony jest zasadzie wariacyjnej dla cial mikropolar-
nych na przyktadzie cieklych krysztaléw poddanych dzialaniu pol mecha-
nicznych, termicznych i elektromagnetycznych. Przedstawiona tu teoria na
podstawie prac [81], [82], 'domyka’ podejécie Eringena [44], kt6ry opisywal
ciekte krysztaty wychodzac 7z tzw. pierwszych zasad.

Zaproponowana zasada wariacyjna (5.1), (5.2) jest uogdlnieniem zasady
wariacyjnej Grota [60]. Uogdlnienie polega na uwzglednieniu mikrostruk-
tury osrodka i oddzialywan termodynamicznych.

Wariacja jest bardzo uzytecznym matematycznym pojeciem, pozwalaja-
cym na zbadanie infinitezymalnego sasiedztwa dowolnej wielkoSci. W prze-
ciwienstwie do procesu rozniczkowania w zwyklym rachunku rézniczko-
wym, infinitezymalne réznice nie sg wywotlane przez zachodzaca zmiane
zmiennych niezaleznych, lecz sg naktadane przez nas na zbiér zmiennych
jako rodzaj matematycznego do$wiadczenia [87], podczas ktdrego rozpa-
truje sie zmiany wirtualne. Lagrange wprowadzil specjalny symbol §, aby
odrozni¢ wariacje od rézniczkowania d. Tu zastosowano cztery definicje
wariacji: wariacje catkowita o, wariacje czastkowa 0, wariacje typu Weissa
0 i wariacje lokalng 5. Wzory wazne dla tego rozdziatu i dla prezentowane]
teorii zgromadzono w Dodatku na stronie 199.
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Pokazano, ze podstawowe prawa réwnowagi otrzymane z postulowanej za-
sady wariacyjnej (5.82), wraz 7 tymi przez nas zalozonymi (5.3), (5.4),
(4.66) i (5.14), i uzupelnione przez réwnania konstytutywne, tworza kom-
pletny uktad rownan opisujacych ciekle krysztaly oddziatywujace z po-
lem elektromagnetycznym, mechanicznym i temperatury. Zaproponowany
formalizm pozwala na opis zaréwno stanow rownowagowych jak i nierow-
nowagowych ciektych krysztaléw, a wiec rowniez i proceséow dyssypatyw-
nych.

Zasada wariacyjna (5.82) dla prostego o$rodka mikropolarnego ma posta¢
uniwersalng i moze by¢ stosowana do opisu innych typow osrodkow cig-
gtych oddziatywujacych z polami zewnetrznymi. Ciekle krysztaty zostaly
wybrane ze wzgledu na ich duze znaczenie praktyczne.

Wsréd wielu sformutowanych dotychezas zasad wariacyjnych najwiecej in-
formacji niesie zasada wariacyjna Hamiltona. Stanowi ona pierwsza czesc¢
formalizmu Lagrange’a. Jak pokazemy ponizej, podejmowane proby wia-
czenia formalizmu Lagrange’a do opisu proceséw dyssypatywnych nie sg
jednak w pelni zadowalajace i wymagaja dalszych badan. Podej$ciu temu
poswiecone sa liczne prace Anthony’ego, np. [15], [16], [20]. Prace te byly
inspiracja do naszych poszukiwan, przedstawionych tu w rozdziatach do-
tyczacych dyfuzji, kryterium ewolucji i zasady wariacyjnej dla osrodkéw
mikropolarnych.

W rozdziale széstym przytoczono kilka przyktadow lagrangianéw opisuja-
cych zjawiska dyssypatywne. Pierwszy zaczerpnieto z monografii Morse’a
i Feschbacha [98]. Zaproponowali oni sposéb otrzymywania réwnan opi-
sujacych uktady dyssypatywne 7z zasady Hamiltona poprzez zastosowanie
zanurzenia Batemana. Ich metoda, pozwalajaca na jednakowe traktowanie
uktadow konserwatywnych i dyssypatywnych, polega na réwnoczesnym
rozwazaniu wraz 7z wlasciwym réwnaniem jego zwierciadlanego obrazu. W
celu przedstawienia tej metody przedyskutowano jednowymiarowy oscy-
lator z thumieniem

mi+Ri+Kzx=0. (10)

Inna metode prowadzaca do otrzymania réwnan termodynamiki proce-
sow nieodwracalnych za posrednictwem zasady Hamiltona zaproponowali
Djukic i Vujanovic [42], [151]. Zatozyli oni, ze lagrangian zalezy nie tylko
od zmiennych pola (np. od temperatury bezwzglednej T' = T'(t,x)) i ich
pierwszych pochodnych, ale réwniez od pewnego zbioru dowolnych funk-
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cji Wi(t,z,A), k = 1,2,..., N o okreslonych wtasciwoséciach. Dzialanie

tej metody pokazano na przykltadzie rownania przewodnictwa ciepta, dla

ktérego Djukic i Vujanovic [42] zaproponowali nastepujacy lagrangian

k*(T) U(t, \)
2 2

Jak juz wspomniano, najbardziej kompleksowe podejscie do lagrangeow-
skiego formalizmu opisu zjawisk dyssypatywnych zaproponowal Antho-

L= (0, T)" - p(T) e(T) k(T) (BT)” . (11)

ny [15]. Nowym pomystem wprowadzonym przez Anthony’ego do opisu
zjawiska przewodnictwa ciepta jest pole wzbudzeri termicznych (t,x) o
wartosciach zespolonych i takim, ze

b(t.a) ot 2)" = T(t,x) > 0. (12)

Zwr6émy uwage, ze temperatura bezwzgledna T'(, x) jest od samego po-
czatku dodatnio okreslona, co wcale nie wynika z klasycznego réwnania
przewodnictwa ciepta i nie musi tu by¢ dodatkowo zaktadana. Taka re-
prezentacja wielkosci dodatnio okres$lonej jest znana w fizyce i nosi nazwe
reprezentacji Borna.

Funkcja (¢, z) moze by¢ przedstawione w postaci

Y(t,x) = \JT(t,x) e #00), (13)

gdzie faza ¢(t, x) jest pewna nieznana funkcja. W zwiazku 7z tym, réwniez,
wszystkie inne wielko$ci mozna teraz przedstawia¢ albo w reprezentacji
(1, ¢*) albo w reprezentacji (T, ). Dotyczy to oczywiscie i lagrangianu.
Metode Anthony’ego zaprezentowano na przyktadzie zjawiska przewod-
nictwa ciepta i zjawiska dyfuzji.

Kolejny podrozdzial posSwiecony jest probie opisu zjawisk dyssypatywnych
w ramach formalizmu kanonicznego [79], [78] dla mechaniki punktu mate-
rialnego na przyktadzie oscylatora z tarciem i dla teorii pola na przyktadzie
rownania przewodnictwa ciepta typu Cattaneo. Otrzymane wyniki ukazuja
trudnodci pojawiajace sie w tego typu podejsciu.

Rozdzial zamyka préba konstrukcji lagrangianu dla zjawiska termoelek-
trycznosei [77]. Zaproponowano trzy warianty lagrangianéw opisujacych
to zjawisko, ale tylko jeden z nich, ze wzgledu na réwnanie (6.160), opisuje
oczekiwany efekt, a mianowicie zjawisko Joule’a-Thomsona. Przypomnij-
my, ze prad elektryczny 3, = ¢ - E przeplywajac przez przewodnik w kto-
rym istnieje gradient temperatury, oprécz ciepta Joule’a Q; = 6..(E® E)
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powoduje emisje lub absorbcje ciepta Thomsona Qr, = €3, - VT, gdzie €
wspoétezynnik Thomsona.

Jesli podejmuje sie probe opisu zjawisk sprzezonych, to lagrangian po-

winien sktada¢ sie 7 czeSci opisujacych kazde 7 tych zjawisk osobno (by

nie znikal w sytuacji nie wystepowania ktdérego$ z rozwazanych zjawisk)

i z czesci sprzegajacej poszcezegdlne zjawiska. W omawianym tu zjawisku

termoelektrycznym sktada sie on 7 trzech czesci

£(¢> ad)a Aa aA) = Cth(d)a ad)) + Cem(Aa aA) + Emf(wa aA) 3 (14)

gdzie A potencjal pola elektromagnetycznego, Ly, (1), 9¢) lagrangian
zjawiska przewodnictwa temperatury, L., (A, 0A) - lagrangian pola elek-
tromagnetycznego, L, (1, 0A) lagrangian oddzialywania. Wtasnie taka
strukture ma zaproponowany lagrangian w wersji III. W rozdziale tym
wykorzystano prace [75], [76], [77], [78], [79], [85].

W uzywanych w pracy oznaczeniach, indeksy greckie przyjmuja wartosci
1,2, 3,4, aindeksy oznaczane malymi i duzymi literami alfabetu tacinskie-
go wartosci 1,2, 3. Stosowana jest konwencja sumacyjna Einsteina.






Rozdzial 1

Akustyczne fale powierzchniowe i
analog efektu Schocha

Zjawiska dynamiczne wystepujace w przyrodzie maja przewaznie nature
falowa. Piszemy przewaznie, gdyz pamietamy o stynnym sporze Huygensa
7z Newtonem o naturze $wiatta i o dualizmie korpuskularno-falowym w
mechanice kwantowej, gdzie do opisu czastek uzywa sie funkcji falowej,
a w zjawisku foto-elektrycznym fale zachowuja sie tak, jakby byty czast-
kami. Fale byly przedmiotem rozwazan naukowych juz od bardzo dawna.
Charakterystyczny jest tu opis pochodzacy z VI wieku!:
Teraz powinnismy zastanowié sie, w jaki sposob styszymy. 7 dZwiekiem za-
chodzi to samo zjawisko, co z kamieniem zrzuconym z wysoka do wzburzo-
nej albo do spokojnej wody. Najpierw powstaje fala kolista o bardzo matym
promieniu, a nastepnie pojawiajq sie coraz wieksze kota, az do momen-
tu, gdy ruch zmeczony roprowadzaniem fal, zamiera. Kolejna, szersza fala
jest zawsze pokryta drobniejszymi wzbudzeniami. Teraz, jesli cokolwiek za-
trzyma rozprzestrzeniajgce sie fale, to natychmiast pojawia sie identyczny
ruch, pojawiajg sie nowe kota zafalowan, tak jak w Srodku skqd rozpoczeto
ste to wszystko.
W ten sam sposob, gdy powietrze jest uderzone, tworzy sie dzwiek, wply-
wajgce na inne powietrze w sqsiedztwie 1 w ten sposob wprawiona zostaje
w ruch kolista fala powietrza; @ tak sie ona rozprzestrzenia docierajgc do
stuchaczy stojgcych wokot w tym samym czasie. DZwiek jest bardziej deli-
katny, gdy osoby znajdujg sie w pewnym oddaleniu, gdyz fala jaka do nich
dociera jest stabsza.

Anicius Manlius Severinus Boethius

De institutione musica, 500 A.D.

Olbrzymia rozmaitosé¢ zjawisk falowych wzbudzata i wzbudza w dalszym

1 Za: 1. Malecki, Teoria fal i uktadéw akustycznych [94].
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ciagu duze zainteresowanie badaczy, co zaowocowato ogromna liczba pu-
blikacji. Wymienmy tu tylko jako przyktad niektére podreczniki i se-
rie wydawnicze: F.I. Fedorov, Theory of elastic waves in crystals [50];
M.J.P. Musgrave, Crystal acoustics, 1970 [103]; Drgania i fale pod red.
S. Kaliskigo, Komitet Mechaniki PAN, Mechanika Techniczna III (1986)
[70]; I.A. Victorov, Poverhnostnye zvukovye volny v tviordih telah [150];
7. Wesotowski, Akustyka ciata sprezystego, 1989 [153].

Jak wida¢ z zamieszczonego powyzej cytatu, najltatwiejsze do obserwacji
byty fale powierzchniowe i znane sa zapewne najdluzej.

Fale powierzchniowe, zgodnie ze swa nazwa, powstaja zawsze na granicy
dwu o$rodkéw, np. na granicy cieczy i gazu, ale réwniez na granicy ciata
7 préznia (ponizej damy ich opis bardziej szczegélowo). 7 fal powierzch-
niowych najbardziej znane sa fale na powierzchni wéd (fale morskie, fale
na jeziorze) wywolane dziataniem wiatru i sity grawitacji?.

Bardziej doglebnej matematycznej analizy fale powierzchniowe doczekaly
sie dopiero w ostatnim stuleciu, kiedy to zidentyfikowano rozne ich rodzaje.

2 Stwierdzono, ze nawet w przypadku bardzo duzych fal o wysokosci powyzej 30
m, gtebokie wody zachowuja sie spokojnie. Na powierzchni falujacej krople cieczy po-
ruszaja sie po torach eliptycznych, wiec fale powierzchniowe posiadaja zaréwno mody
podtuzne jak i poprzeczne. Predko$c¢ fazowa fal v na wodach glebokich dana jest wzorem

27T N A

V=3 — + =,
Ao 27

gdzie T' napiecie powierzchniowe, o gesto$c¢ cieczy, A  dlugosdé fali, g przyspiesze-

nie ziemskie. Predko$¢ v osiaga warto$¢ minimalng, gdy wplyw grawitacji réwnowazy

wplyw napiecia powierzchniowego, czyli gdy dtugosé¢ fali dana jest wzorem

A=2my [ —,
go

co w przypadku wody daje A ~ 1,7 cm. Wszystkie pozostale fale, zaréwno dtuzsze jak i
krotsze, sg szybsze. Dla fal w pltytkiej wodzie nalezy uwzgledni¢ dodatkowo tarcie wody
o dno, bo wtedy fala w kierunku malejacej gtebokosci porusza sie z mniejsza predkoscia,
co powoduje jej spietrzenie przy brzegu. Fale, w ktérych na wielko$é predkosci wplywa
w przewazajacym stopniu napiecie powierzchniowe, nazywamy falami kapilarnymi, a
fale, gdzie wieksza role odgrywa sita grawitacji, nazywamy falami grawitacyjnymi. In-
nym bardzo ciekawym, ale i groznym typem fal sg fale geofizyczne, powstajace wskutek
ruchéw tektonicznych skorupy ziemskiej (np. fale typu tsunami).
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Nalezy tu wymieni¢ powierzchniowe fale Lamba, Gulyaewa, Stonely’a .
Rayleigha, Love’a [27], [149].

Mimo tylu lat badan, fale powierzchniowe réwniez dzis sa przedmiotem
duzego zainteresowania badaczy teoretykow i praktykéw, ze wrzgledu na
przeogromne bogactwo swych form, a czesto i na calkiem nietrywialne
zachowanie, wlaczajac w to osobliwosci parametréw falowych i wzajemne
zwigzki rezonansowe fal parcjalnych. Na przyktad, w rozpatrywanym po-
nizej uktadzie warstwa na podtozu, w zaleznosci od dtugosci fali i stosun-
ku stalych materialowych, mozliwe jest rownoczesne i niemal niezalezne
istnienie fal Rayleigha, Lamba, Stonely’a i Love’a, a réwniez fal odcie-
kajacych, ktore ze swej strony generuja specyficzne odbicia rezonansowe
8].

W optyce i akustyce dobrze znane jest zjawisko tzw. nielustrzanego odbi-
cia [34], kiedy to ograniczona wiazka falowa, padajac pod katem 6;, zbli-
zonym do pewnego krytycznego kata 6., ulega ,niesprezystemu” odbiciu,
czyli ulega przesunieciu wzdluz powierzchni i rownoczesnie jej ksztatt, w
porownaniu z ksztaltem wigzki padajacej, ulega znieksztatceniu. Fizyczng
przyczyng owego efektu jest rezonansowe oddziatywanie wiazki padajacej
7 powierzchnig padania i wzbudzenie nowego niejednorodnego modu. Oka-
zuje sie, ze dla katéw padania malo réznigcych sie od kata krytycznego
f., faza wspdtezynnika odbicia y fal ptaskich tworzacych wigzke silnie
zalezy od tego kata, a wielko$¢ bocznego przesuniecia wigzki odbitej jest
proporcjonalna do (9x/06;)]y. .

W roku 1950 A. Schoch [130] jako pierwszy zaobserwowal takie nielustrza-
ne odbicie wigzki fali akustycznej padajacej z cieczy na granice z cialem
stalym i towarzyszace mu wzbudzenie fali odciekajacej ze strumieniem
energii skierowanym w gtab cieczy. Od tego czasu nazwa tego efektu zwia-
zana jest z jego nazwiskiem. Dalsza, bardziej szczegétowa analiza zjawiska
Schocha zostata podjeta m.in. w pracach Bertoniego i Tamira [30] oraz
Potta i Harrisa [117]. Inne warianty odbicia akustycznych wiazek w cieczy
na twardym podlozu byly rozpatrywane na przyklad w pracach [105],
[108], [109] i [110]. Analogiczne zjawisko wystepuje rowniez w przypadku
fal elektromagnetycznych [68], [69] i w oérodkach wrazliwych elektroma-
gnetycznie, np. w piezoelektrykach. Na przyktad Bahturin w pracy [22]
przeanalizowat zjawisko przeksztalcania sie objetosciowej fali akustycznej
w fale Gulyaewa-Blusteina w uktadzie dwu piezoelektrykéw oddzielonych
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szczeling. Bahturin przeanalizowal réwniez prawo zachowania energii w
zwigzku 7z pojawieniem sie fali odciekajacej i zmiang ksztattu fali odbite;j.
Wraz z rozwojem nowych technologii, coraz szersze zastosowania znajduja
powierzchniowe fale akustyczne w elektronice i w defektoskopii, a w szcze-
g6lnosci réwniez zjawisko Schocha [2]. Prace eksperymentalne prowadzone
byly réwniez w IPPT PAN przez A. Brokowskiego [36].

Zjawisko Schocha mozliwe jest nie tylko w cieczy. Na przyktad, w pracacy
[86] pokazano, 7e przemieszczenie wiazki odbitej pojawia sie réwniez przy
odbiciu na swobodnej granicy ciata izotropowego 7z préznia dla takich ka-
tow padania, ktérym odpowiada wzbudzenie wtasnych niejednorodnych
fal powierzchniowych (w cialach izotropowych fale typu odciekajacego nie
istnieja). Jednakze w tym przypadku przemieszczenie jest rzedu dhugosci
fali A\, a wiec zdecydowanie mniejsze od przemieszczenia Schocha, ktore
zazwyczaj jest rzedu potowy szerokoSci wiazki w > .

Fale odciekajace na granicy ciecz — ciato stale sa kombinacja wtasnych mo-
dow z obu o$rodkow. Z drugiej strony, na swobodnej granicy anizotropo-
wego ciala stalego z prdznia, istniejg takze fale wlasne typu odciekajacego,
odprowadzajace energie od powierzchni [67], [150]. Ponizej przytoczymy
dwa przyktady zjawiska analogicznego do efektu Schocha. Efekt pojawia
sie w ciele stalym przy zblizaniu sie kata odbicia wiazki do kierunku propa-
gacji energii we wlasnym modzie odciekajacym. W odréznieniu od klasycz-
nego efektu Schocha w cieczy, gdy sktadowe powierzchniowe towarzyszace
odbiciu i powodujace jego niesymetrie powstaja w twardym podlozu i
nie niszcza obrazu falowego w cieczy, w rozpatrywanym przypadku po-
wierzchniowe mody falowe doprowadzaja do istotnego przeorientowania
pola falowego w poblizu powierzchni w poréwnaniu z ksztaltem wigzki
padajacej i z ksztaltem wigzki odbitej w objetosci krysztatu. Przeanali-
zujemy problem dla dowolnej anizotropii, a takze na przykltadzie symetrii
heksagonalne;j.

W roku 1962 A.N. Stroh [139] pokazal, wykorzystujac formalizm wpro-
wadzony przez Guerneya [61], ze w krysztalach fale powierzchniowe moga
propagowac sie we wszystkich kierunkach. W kolejnych latach teoria fal
powierzchniowych zostata rozwinieta bardziej szczegdtowo, ze specjalnym
uwzglednieniem fal w anizotropowych osrodkach péiieskonczonych (np.
[26], [67], [92], [95]). Na szczegblne podkreslenie zastuguje fakt, ze dowie-
dziono istnienia i jednoznacznosci rozwigzan dla fal powierzchniowych i
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ustalono warunki, dla ktérych te twierdzenia zachodzg. Naruszenie tych
warunkow ma miejsce tylko dla $cisle okreslonych kierunkéow propagacji.
Istnieja doktadne procedury uzyskiwania warto$ci parametrow propagacji
fal powierzchniowych dla dowolnych kierunkéw, sa one na ogét jednak
bardzo skomplikowane. W praktyce, do obliczen wykorzystuje sie techniki
numeryczne lub przeprowadza sie rachunki dla krysztatlow o okreslonej
symetrii (poréwnaj [12]).

1.1. Formalizm Stroha

W dalszych rozwazaniach bedziemy intensywnie stosowali formalizm Stro-
ha, zwany tak w literaturze dzieki jego pracy [139] z roku 1962. Stroh ogra-
niczyl sie do stacjonarnych zagadnien dwuwymiarowych (niezaleznych od
x3), ale ten fakt nie ogranicza ogdlnoéci pomystu. Formalizm Guerneya -
Stroha znajduje wiele interesujacych zastosowan, na przyktad Ting w swej
ksigzce [142] zastosowal go do statycznych zagadnien teorii sprezystosci.
Réwnanie ruchu w anizotropowej teorii sprezystosci w przypadku braku
sit objetosciowych ma postac
Jojj _, 0*u, | (1.1)
8.7:]- ot?
gdzie p — gestos¢ masy, u; — pole przemieszczen, o;; — pole naprezen. Jesli
zatozymy, ze Zzrédto naprezen porusza sie z predkosciag v w kierunku x¢, to

Uu; = Ui(.’L‘l - Ut, ZL‘Q) s O',jj = Uij (.’L‘l — Ut, .’L‘Q) . (12)

W materiatach sprezystych naprezenia sa zwigzane z odksztatceniami po-
przez réwnanie konstytutywne (prawo Hooka)

Oy,

= Cijkl 8—7"1 ) (1-3)

Tij
gdzie c;jr — tensor moduléw sprezystosci, posiadajacy znane symetrie
Cijkl = Cjikl = Cijik = Cklij- (1-4)
Podstawiajac (1.3) do réwnania (1.1) otrzymujemy

0% uy, 0%u;
- 3 1.
M oz0m, ot (15)
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Zalézmy teraz nastepujaca specjalng postaé zwiazku (1.2)
u=A; f(z1+pry —vt). (1.6)

Pojawia sie tu nowa stala, amplituda A;, ktéra wyznaczamy z warunku
otrzymanego po wstawieniu réwnania (1.6) do (1.5)

(i1 — pv* Sig + D Cinga + P Cio1 + P° Cioga) Ap = 0. (1.7)

Ten uklad rownan moze generowaé niezerowe wartosci A; jesli wyznacz-
nik macierzy wspotczynnikéw jest rowny zeru. Warunek ten prowadzi do
rownania szdstego rzedu ze wzgledu na p

ear — pv? Sk + Dciara + P ok + P’ Ciogal| = 0. (1.8)

Bardzo istotny jest tu sposéb numeracji pierwiastkéw tego réwnania. Stroh
proponuje, by zastosowa¢ numeracje p,, gdzie a = +1, +2, +3, przy czym
w sytuacji gdy pierwiastki sg zespolone, to p, i p_, sa wzajemnie sprze-
zone?, a dodatnie wartoéci indeksu a odpowiadaja warto§ciom whasnym z
czescig urojony wieksza od zera.

Réwnania (1.1) i (1.2) daja sie zapisa¢ w postaci

0 ) 00io
; ; =0. 1.9
9 (i1 + pu;v) + s (1.9)

W dalszym ciggu jako podstawowe zmienne wybierane sg funkcje u; i ¢;,
gdzie z definicji

;i . _ dp;

o1 = — — pU, Oi0 = ) 1.10
i1 07y P 2 o7 ( )
Zauwazmy, 7e 1 1 @9 nie sa niezalezne, gdyz

i Dy 237//2

—— =0p=———+pv—. 1.11

8m1 12 8$2 P 8$] ( )

Jesli wprowadzimy oznaczenie z, = x1+p, v2 —v t i zalozymy, 7ze wszystkie
Do S8 TOZNE, to 0gllne wyrazenia na przemieszczenia przyjmuje postac

+3
U; = Z Aiafa(za) (1.12)
a==+1
3 W dalszej czeéci bedziemy stosowali réwniez nieco inng numeracje: a = 1,.. ., 6,

przy czym sprzezone beda pierwiastki py i pry3, k= 1,2, 3.
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a z rownan (1.10), (1.3) i (1.12) dostajemy

+3
Y = Z Liafa(za)a (113)

a=+1

gdzie

Lio = (Ciok1 + DaCiok2) Aka

1.14
= —p, ' (citk1 — pv®8ir. + PaCitkz) Ara - ( )

Réwnania (1.12) i (1.13) sa oczywiscie prawdziwe dla wszystkich wartosci
predkosci v, zaréwno tych mniejszych jak i wiekszych od predkosci fal
sprezystych, ale charakter rozwiagzania bedzie zaleze¢ od tego, czy wartosci
Pa Sa rzeczywiste czy urojone. Eshelby, Read i Shockley [49] pokazali, 7e
dla v = 0 wszystkie p, sa zespolone, a z kolei mozna tez pokazaé, ze
dla wystarczajaco duzych v wszystkie pierwiastki sa rzeczywiste. Widac
wiec, ze istnieja trzy progowe warto$ci v, (oznaczmy je V,, a = 1,2,3),
dla ktorych nastepuje zmiana p, 7 liczby zespolonej na rzeczywista. Niech

Vi Va2 V>0 (1.15)

Mamy tu nastepujace interesujace przypadki:

e ruch poddZwiekowy (subsonic), gdy v < V3: wszystkie pierwiastki sa
zespolone, a pole naprezen mozna traktowac¢ jako quasistatyczne;

e ruch naddzwiekowy (supersonic), gdy v > V3: co najmniej dwa pier-
wiastki pi3 sa rzeczywiste, ruchowi towarzyszy generacja nowych fal.

Dla kazdej z progowych wartosci V,, co najmniej dwa pierwiastki pi, sa

sobie réwne, a wtedy wielkosci u; i ; wymagaja specjalnego potraktowa-

nia.

Kluczowym elementem formalizmu Stroha jest potaczenie dwu wzoréw

(1.12) i (1.13) w jeden

[ s ] - [ o ] Falza). (1-16)

Pi

Lia
powierzchniowych zostanie omowione w kolejnych podrozdziatach.

i okreslenie wlasciwosci macierzy [ o ] . Zastosowanie tej techniki do fal
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1.2. Fale powierzchniowe i odciekajace

Podstawowym obiektem w badaniu zjawisk dynamicznych w ciatach ma-
terialnych sa fale ptaskie. Z fal ptaskich mozna tatwo konstruowac paczki
falowe, wiazki falowe itp. Jesli rozwazane cialo jest ograniczone, to propa-
gujace sie w nim fale dzielimy na fale objetoSciowe i powierzchniowe. Przez
fale powierzchniows rozumiemy spelniajaca okreslone warunki brzegowe
fale wtasna, transportujaca strumien energii rownolegle do powierzchni
i zlokalizowang w jej poblizu i o amplitudzie A zanikajacej wyktadniczo
wraz 7z oddalaniem sie od powierzchni. Pole falowe fali powierzchniowe;j
moze by¢ utworzone poprzez zsumowanie kilku fal parcjalnych, numero-
wanych indeksem «, typu

Aa(y) = Asa exp(—7ak y) , (1.17)

gdzie k£ dlugos$¢ rzutu wektora falowego na powierzchnie, v, stala
bezwymiarowa rzedu jedno$ci. Sa to typowe cechy sprezystych fal Rayle-
igha lub akustoelektrycznych fal Bleusteina-Gulyaeva w piezoelektrykach
7 metalizowanymi powierzchniami (patrz rys. 1.1).

AY) = Aexptyky)
krysztat

powierzchnia
spowolnienia

LN

As

Rys. 1.1. Schemat propagacji fali powierzchniowej w o$rodku pdinieskoniczonym

Jesli pole falowe na granicy krysztatu jest wykltadniczo mate, czyli jest
typu A(h) ~ Agexp(—~vkh), (v = min~,), to w podlozu wytwarza ono
pole falowe o amplitudzie tego samego rzedu. Jesli teraz tak dobierzemy
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material podtoza, aby predkosc¢ fazowa fali powierzchniowej v, w warstwie
nalezata do obszaru fal objetosciowych w podlozu (rys. 1.2), to towarzy-
szaca fala w podtozu bedzie modem objetosciowym o matej amplitudzie
A; ~ Ag exp(—vkh) propagujacym sie od powierzchni w gtab podloza.
Dla otwartych warunkow brzegowych na ztaczu krysztal — préznia, ktore
jest typowe dla polarytonéw powierzchniowych i dla akustoelektrycznych
fal powierzchniowych w piezoelektrykach z niemetalizowang powierzchnia,
analogiczne rozwazania prowadza do identycznego obrazu fizycznego. W
obu przypadkach wystepuje maty wyciek energii od fali powierzchniowe;j
do podtoza, co powoduje odpowiednie zmniejszenie amplitudy A, wzdhiz
powierzchni — pojawila sie fala odciekajaca. Matematycznie takie zjawi-
sko opisuje sie dodajac do predkosci fazowej fali odciekajacej v; mata czesc
urojong

vs = v — v, v >0, (1.18)

gdzie v] oc |4;]? o exp(—2vkh). Mozna pokazaé, ze to samo oszacowanie
jest prawdziwe i dla Av = |v; — v].

podioze . .
' powierzchnia
spowolnienia

A

An= Asexp(-yky)
krysztat

powierzchnia
spowolnienia

As ' 1/V|
Rys. 1.2. Fale odciekajace w strukturze warstwa na podtozu
Rezonansowe odbicie objeto$ciowych fal akustycznych w obecno$ci odcie-

kajacych modéw wlasnych po raz pierwszy zostalo opisane w pracy Al-
shitsa i Lothe [13] dla sytuacji, gdy galaz fali odciekajacej pojawia sie dla
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naddzwiekowej fali Rayleigha w anizotropowym pdtnieskonczonym osrod-

ku przy maltych zaburzeniach kierunku propagacji. Tu oméwimy wariant

rezonansu, ktéry jest wyjatkowy z dwu powodéw:

1. jest uniwersalny dla dowolnego typu fal powierzchniowych w akustyce
i optyce;

2. jest charakteryzowany przez wykladnicza zalezno$é v, oc exp(—2vh),
wiec poprzez odpowiednie dopasowanie parametréw kontrolnych moz-
na otrzymac (przynajmniej w zasadzie) wyktadniczo duze wspdlezyn-
niki wzbudzenia fal powierzchniowych.

Idea rezonansu jest pokazana na rys. 1.3: pojawia sie on w sytuacji, gdy

kat padania fali objeto$ciowej w podtozu jest taki, ze fala odbita propaguje

sie wzdhuz kierunku 0 = 6, czyli w kierunku objetos$ciowej fali parcjalnej
wtasnego modu odciekajacego. W takiej sytuacji w warstwie wzbudza sie

\iala padajaca / fala odbita

N\ A~ A= Ay
N

podtoze

e
‘\'e=e‘

An= Asexp(-yKy)  krysztat

As

Rys. 1.3. Geometria odbicia rezonansowego

fala powierzchniowa z wyktadniczo duza amplituda. Uwzgledniajac fakt,
ze amplitudy (ale nie fazy) fali padajacej (A;) i fali odbitej (A4,) musza
by¢ réwne, fala padajaca musi w pelni kompensowaé¢ wyciek energii od
fali powierzchniowej do warstwy. Tak wiec, amplituda A, tej ostatniej
nie bedzie male¢ wzdtuz powierzchni i predkosé fazowa v superpozycji
wszystkich fal musi by¢ rzeczywista.
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Doktladne obliczenia pokazuja, ze we wszystkich przypadkach postaé rezo-
nansu jest opisana uniwersalna funkcja [6]

A \/Juv)
Sepec(v) = 22 = ¢V 1L (1.19)

A, v— v+ v’

gdzie C jest pewna bezwymiarowa stala rzedu jednosci. Uwzgledniajac
fakt, ze v, ~ v, exp(—2vkh), okazuje sie, ze rezonans jest bardzo waski i
bardzo ostry (rys. 1.4).

Rys. 1.4. Schematyczna postaé krzywe]j rezonansowej |Segec(v)| wzbudzenia fali
powierzchniowej

Powyzej opisaliSmy mechanizm wzbudzania mocnej fali powierzchniowej
w plytce krystalicznej poprzez specjalne odbicie stabej objetosciowej fali
pompujacej w sasiadujacym podlozu. Oczywiscie, nie dochodzi tu do zta-
mania prawa zachowania energii. Powyzsze rozwazania i réwnanie (1.19)
wykorzystuja opis stacjonarny, co automatycznie wytacza problem zZrodet
energii fali powierzchniowej. 7 drugiej strony jest oczywiste, ze dla nie-
stacjonarnego postawienia zagadnienia, kiedy poczatek czasu odpowiada
wlaczeniu padajacej pompujacej fali w podtozu, czas potrzebny na przej-
Scie uktadu do stanu stacjonarnego w celu dostarczenia niezbednej gestosci
energii w fali propagujacej sie w ptytce krystalicznej powinien byé¢ tym
dtuzszy, im wieksza jest warto$é Seze. = As/A;.
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Istnieja jednakze jeszcze inne fizyczne ograniczenia zapobiegajace nieogra-
niczonemu wykltadniczemu wzrostowi wspotczynnika wzbudzenia fali po-
wierzchniowej wraz ze wzrostem parametru hk. Jednym z nich jest na-
turalne rozpraszanie wigzek falowych, uzywanych w zastosowaniach prak-
tycznych zamiast fal ptaskich.

1.3. Fale sprezyste w anizotropowej strukturze
warstwa na podlozu

Do opisu propagacji fal w anizotropowej strukturze warstwa na podtozu,
czyli w strukturze bikrystalicznej, zastosujemy odpowiednio zmodyfikowa-
ny [8] formalizm zaproponowany przez Stroha [139]. W tej strukturze roz-
patrzymy ogélnie zagadnienie o odbiciu i o falach wtasnych. Jako przyktad
zastosowania rozwinietej metodologii zostanie rozwigzane zadanie propa-
gacji fal w materiale poprzecznie izotropowym [7].

1.3.1. Sformulowanie zagadnienia i zwigzki wyjSciowe

Geometria zadania zostala sformulowana w pracy [8], a pokazana jest
na rys. 1.5. Stale materialowe oraz gestos¢ warstwy i podloza dane sg
odpowiednio przez ¢;jx, CS,Z, oraz p i ptl).

) warstwa 4
Cijl, P m . R
e
ek, pM | o
y  podtoze
v

Rys. 1.5. Geometria zadania warstwa na podtozu
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Pola przemieszczen bedziemy poszukiwaé w postaci

u(r,t) = U(y) eth(z—vt)

4 1.20
u(])(r’ f) — U(U(y) ezk(mfvt) ( )

3

gdzie v = w/k — predkosé¢ fazowa, k — wektor falowy, £ = k - m — rzut
wektora k na powierzchnie, m, n — wersory odpowiednio wzdtuz osi = i y.
Warunki graniczne i warunki cigglosci na swobodnej granicy y = —d i na
granicy kontaktu dwu osrodkéw y = 0 formutujemy nastepujaco:

F(-d)=0, (1.21)
gdzie F  amplituda sity, f = o n,

f(I', 7L) = —ik F(y) eik(l‘fvt)’

. 1.22
£ (r,t) = —ik F(y) etkle=vD), (1.22)

a jesli powierzchnia swobodna nie dopuszcza przemieszczen, to
U(—d)=0. (1.23)

W obu przypadkach na granicy rozdziatu y = 0 oczekujemy spetnienia
warunkow cigglosci przemieszezen i réwnowagi sit

(1.24)

Tutaj zastosujemy formalizm Stroha, odpowiednio przystosowany do oma-
wianego zadania. Podstawowym elementem formalizmu Stroha? jest sze-
Scioelementowy wektor n(y) (poréwnaj réwnanie (1.16)), ktérego poszcze-
gélne sktadowe to amplitudy wektora przemieszczen i amplitudy wektora

- 99

4 Formalizm Stroha jest tatwo adoptowalny do bardziej skomplikowanych sytu-
acji fizycznych. Dla cial wrazliwych na oddzialywania elektromagnetyczne, takich jak
na przyktad piezoelektryki, wykorzystuje sie wektor oémioelementowy, rozszerzony do
uzywanego tu wektora 1 o tadunek elektryczny ¢ i potencjal skalarny ¢ [25].



34 Rozdziat 1. Akustyczne fale powierzchniowe...

Wektor n(y) mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej superpozycji:

6
n(y) =Y by &, e, (1.25)
y=1

gdzie b, — amplitudy parcjalne, a 6-wektory £, i parametry p, — wektory
i wartoSci wtasne macierzy Stroha N, dla ktorej zagadnienie wtasne ma
postac

NE, =py€, . (1.26)

Macierz Stroha N ma wymiar 6 X 6 i posiada nastepujaca strukture:

(nn) ! (nm) (nn) "

N=71 mn) () () — (mm) - (mn) (nn) 1|

(1.27)

gdzie bloki 3 x 3 sa zbudowane 7 macierzy typu (mn) o sktadowych
(mn)i = my Cjjp n (1.28)
a tensor moduldow sprezystosci jest przenormowany do postaci:
Ciikl = Cijhl — P> 6101081 - (1.29)

Dla podtoza mozna zastosowa¢ analogiczne podejscie, i wtedy
UM (y 0 k)
n(l)(y) = [ F(l)((;/)) — X:Ibgl) E%U eikpy 'y (1.30)
! =

Tu czasami niezerowych sktadowych wektora (1.30) moze by¢ mniej niz 6,
gdyz z zadania skoficzonosci pola nV)(y) dla y — oo, niektére z amplitud
bgl) moga by¢ rowne zeru.

Szescioelementowe wektory Stroha € sktadaja sie z dwu trzylementowych

wektorow |
A ] Al
SV_lLW]’ ggJ—[Lg)], (1.31)

gdzie A, — wektory polaryzacji przemieszczen fal parcjalnych, a L, — wek-
tory kierunkowe sit parcjalnych. W tych oznaczeniach warunki swobodne;j
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(1.21) lub umocowanej powierzchni (1.23) sprowadzaja sie do nastepuja-
cych réownan:

6
> by Lyexp(—iKp,) =0,

y=1
¢ (1.32)
> by A, exp(—iKp,) =0,
y=1
gdzie
K=kd, (1.33)

a warunki cigglosci (1.24) mozna przedstawié¢ jednym réwnaniem

6 6
Sobg, =Y bgU 59) . (1.34)
y=1 y=1

Stroh [139] pokazal, ze wektory wlasne & i 5(71) spelniaja nastepujace
warunki ortogonalnosci

£, -Téy=0,, €V Tg(ﬁ” S (1.35)

i zupelo$ci
£,0T¢ =1, VeTeg)) -1, (1.36)
T—HH, (1.37)

gdzie 0,3 — symbol Kroneckera, I — macierze jednostkowe wymiaru 6 x 6
we wzorze (1.36) i 3 x 3 we wzorze (1.37), a symbol ® — iloczyn diadyczny.
Réwnanie (1.34) mozna rozwiazaé¢ ze wzgledu na b, wykorzystujac wtasci-
wos¢ ortogonalnoéei (1.35) wektoréw &,

6
by =S b0 ag,, (1.38)
y=1
gdzie
a(w:f((xl)'quz ((JJ)'L7+L¢(JJ)'A7- (1.39)
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Wykorzystujac réwnania (1.25), (1.30) i (1.38) pola falowe (1.20) i (1.22)
mozna przedstawi¢ w bardziej zwartej postaci

l(/lz()r( ] Zi:& aly) €1, (1.40)

gdzie szesciosktadnikowa funkcja ¢, (y) zdefiniowana jest nastepujaco:

Craly) = [ Lon(y)

6 .
Z a(x’y£ eka'Yy’ _d<y<0>
] = (1.41)

1)
Zﬂmf kav-’ O<y<OO

Warunki graniczne w tych oznaczeniach zapisuja sie odpowiednio na po-
wierzchni swobodnej i zamocowanej nastepujaco:

S0 Lia=0, S0V Aka=0, (1.42)

gdzie Lxo = Lro(—d), Axa = Aka(—d). Warunki ciaglosci sa spetione
automatycznie.

Rozpatrzmy teraz zagadnienie odbicia fali. Predko$¢ v jest znana, gdyz
wielko$¢ jej jednoznacznie okresla wybor kata padania fali objeto$ciowe;j
na powierzchnie padania. Jest ona 7z przedziatu v]1 < v < 1;21 , gdzie
predkosci 7)1(]) i 7)51) wyznaczajg pierwszy przedzial predkosci. Zakladamy,
ze znamy rowniez warto$¢ amplitudy b ) fali padajacej. Mozemy wiec
znalezé amplitudy b\, a nastepnie na podstaw1e wzoréw (1.38) i (1.39)
znalez¢ amplitudy b, w warstwie. Mozna pokazaé¢ [8], ze dla swobodnej
granicy warstwy

bS) =C [*Cff(aa >;(17 >;(2]’ o= 1’ 2’ 3(T)’ 6(7) ’ (143)

gdzie nawias kwadratowy oznacza iloczyn mieszany wektoréw, a stata C’
mnoznik skalarny wyznaczany na postawie znanej wartosci amplitudy b
Fale ze wskaznikami a = 4, 5 sg tozsamo$ciowo réwne zeru, co oznacza,
ze w warstwie nie wystepujg fale niefizyczne.

Wspélezynnik odbicia fali to stosunek amplitudy fali odbitej do amplitudy
fali padajacej. W naszym przypadku wynosi on

(1) * *
R — bz_ _ [EfKT‘J K1 KZ] (144)

bj]) [‘C*Kia );(]7 );(2] ‘
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Nie uwzgledniamy tu dyssypacji fali, wiec |R| = 1.
Podobnie dla warstwy zamocowanej mamy

bS) :C[Aff(aa >;(1a >;(2]7 o= 1’2’3(T)’6(i)’ (145)
oraz
B [Logy, Ay A
R = 1(~1) _ [ Krs :(h *KQ] . (146)
b} [AJ(z‘a K13 KQ]

7

1.3.2. Propagacja fal w o§rodku poprzecznie izotropowym

Zastosujmy omowiony powyzej formalizm do badania propagacji fal w
krysztatach o strukturze heksagonalnej. Ograniczymy sie do omdéwienia za-
chowania sie pola falowego wzdtuz plaszczyzny prostopadtej do gtéwnych
osi krysztaléw. Podobnie jak i w innych ptaszczyznach symetrii, powstaja
tu réznigce sie polaryzacjami dwie niezalezne rodziny fal: fale poprzeczne,
spolaryzowane prostopadle do ptaszczyzny symetrii i fale podtuzne 7z po-
laryzacja w plaszczyznie propagacji. Tu rozpatrzymy tylko przypadek fal
poprzecznych w warunkach rezonansowego odbicia w poblizu wlasnej mo-
dy odciekajacej, czyli sytuacje, gdy predkosé¢ fali Rayleigha na swobodnej
powierzchni warstwy nalezy do przedzialu predkosci fal objeto$ciowych w
podtozu. W takim przypadku, wyktadniczo stabe pole fali powierzchniowe;j
na powierzchni rozdziatu krysztatéow jest unoszone w gtab podtoza przez
objetosciowa fale ,ucieczki” — to wlasdnie jest rozpatrywana wtasna moda
odciekajaca. Rezonansowe odbicie fali ma miejsce wtedy, gdy kat padania
fali w podtozu na ztacze jest tak dobrany, aby fala odbita miala kieru-
nek zblizony do kierunku fali ,jucieczki”. Rownoczesnie na powierzchni
swobodnej wzbudza sie fala powierzchniowa o rosngcej wyktadniczo am-
plitudzie. Jak pokazano w [8], w tym przypadku obszar istnienia rezonansu
w zaleznosci od kata padania jest wyktadniczo waski, co w rzeczywistym
eksperymencie wymusza ostre warunki dotyczace rozbiezno$ci wigzki fali
akustycznej. Obliczenia pokazuja, ze mozna tak dobra¢ fizyczne parame-
try zadania, aby amplituda fali powierzchniowej w warstwie wzbudzone]
w sposOb rezonansowy przewyzszata kilkadziesigt razy intensywnos¢ fali
,pompujacej”.

Efekty rezonansowe w poblizu modow odciekajacych w strukturach heksa-
gonalnych byly juz rozpatrywane, ale w dla zupetnie odmiennych sytuacji
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granicznych: w pracy Darinskiego [40] — cienka warstwa na pdinieskonczo-
nym podtozu i w pracy Alshitsa i innych [6] materialy warstwy i podtoza
mialy istotnie rézne wtasciwosci sprezyste.

A
warstwa

C11, Ces, P
/ va d
N VR
0

>y

' m

vl
0) Ty
c11M, ces oM |, n
vy

podtoze

Rys. 1.6. Geometria i stale materialowe zadania warstwa na podtozu w przy-
padku poprzecznej izotropii

Niech nasza bikrystaliczna struktura warstwowa (warstwa na podtozu) [7]
sktada sie z dwu heksagonalnych krysztaléw o réwnolegltych osiach gtow-
nych (rys. 1.6). Wlasciwosci mechaniczne takich krysztaléw sa w pelni
opisane przez dwie stale materialowe ¢y i cgq, przez gestos¢ masy p dla
warstwy i przez odpowiednie state z indeksem (1) dla podtoza. Predkosci
fal objetosciowych podtuznych (1) i poprzecznych () dane sa wiec odpo-
wiednio w warstwie i w podtozu wzorami:

C11 Ce6
= ,—, V= [ —,
P
1.47
(1) (1) ( )
v(l) RS v(l) | Ces
L p(l) rt p(l)

, . , . . . . 1 1 . .
7. warunkow stabilnosci wynika, 7e cgg < ¢q11 1 cgﬁ) < cgl), wiec v; < v i

7)1(]) < 7),5]).
Fale sprezyste pola przemieszczen mozna przedstawic¢ jako superpozycje

fal plaskich
u(r,t) = > baA,exp{ik(z + pay — vt)}, (1.48)



1.3. Fale sprezyste w anizotropowej strukturze warstwa na podtozu 39

o tej samej czestotliwosci kotowej w i z jednakowymi rzutami wektora falo-
wego k na powierzchnie rozdziatu krysztaléw £ = k- m, a w konsekwencji
7z jednakowymi predko$ciami fazowymi réwnymi v = w/k. Kazda z fal
parcjalnych jest opisana jednakze przez wtasny rzut wektora falowego na
normalng do powierzchni, k - n = p,k, polaryzacje A, i amplitude b,,.
Odpowiednie pole sit sprezystych w fali wynosi

f(r,t) = —ik > boLa exp{ik(z + pay — vt)}, (1.49)

i powinno znikaé¢ na swobodnej powierzchni y = —d. Warunek ten pozwala
wyznaczy¢ amplitudy b, z uktadu réwnan

> baLg exp(—ikpad) = 0. (1.50)

W réwnaniach (1.48) i (1.49) superpozycja fal plaskich w warstwie zawiera
cztery fale parcjalne, ktére w interesujacym nas obszarze v < v; tworza
pary sprzezone zespolono [8]

Pry+3 = p;, Afy+3 = A;, L7+3 = L;, v=1,2. (151)

gdzie zgodnie z [12] i [139] mamy

, v\ 2 , v\ 2
P =1 1(—) . po=1 1<—> ) (1.52)

) Uy

1 —D2
Ar=g | m ; Ay =gy 1 )
0 0
L (1.53)
—2_066]91 X6
Li=¢ Xes , Lo = —¢e9 | 2ce6p2 | -
0 0
_ 9 ) 1
XGGZQCGG—pU s Ea =1 OLZI,Q. (154)

V2papv?’

W podtozu obowiazujg analogiczne wzory, ale z indeksem (1).
W zagadnieniu odbicia w zakresie predkosci v\ < v < min{vl(]), v} (patrz

rys. 1.6) pola falowe skladaja sie 7 trzech fal: dwu fal objetosciowych
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fali padajacej (o = i) i fali odbitej (o = r) — i jednej fali niejednorodnej
(a = 1). Czwarta fala parcjalna (¢ = 2), rosnaca wykladniczo wraz 7z
oddalaniem sie od ztacza w gtab podloza, jest niefizyczna i w wyniku
superpozycji typu (1.48) i (1.49) znika (bg)). Zauwazmy, ze tu wielkosé
predkosci v jest sztywno zwigzana 7 katem padania: sinf = vt(l)/v (rys.
1.6). Dodatkowo, zgodnie z [12], [139]:

2 2
p! = ( ?1)) 1=—tgh, p' = (%) ~1=1tg,
vy Ut
— (1.55)
p(1]) =1,|1— (W) )
Uy
(1)
*2271(‘]) Xes
AP =P { ! } = | ol |
0 0 (1.56)
e = — ! ,
2p1(n1)p(1)02
(1
7p1(ﬂ1) Xée’)
A =MW1 L = =D | gDy |
0 0 (1.57)
1
el = — ,
2p£])p(1)7)2
o_ | { (1) m| cho i’
1 —
Al =¢g; p1) , L =—¢ Xélﬁ) )
0 0 (1.58)
el = !

Yéﬁ = 20%16) — p(l)vg. (1.59)
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Jak pokazano w [8], przy odbiciu fal na swobodnej powierzchni warstwy,
amplitudy parcjalnych fal w warstwie b, sa zwigzane 7z amplitudami fal
parcjalnych w podtozu zwigzkiem

by= > 0an,, v=1,2145. (1.60)
a=1,i,r
gdzie
oy = AL L + L0 AL (1.61)

Wyrazenia na wspétezynniki a,., otrzymujemy ze wzoréw (1.53) i (1.56)

~ (1.58):

a1 = 1/111, 12 = —P12, A4 = 1/)14, 15 = —P15,
(21 = Qo1, G2 = Yoo, (24 = Poa, (25 = Y5, (1 62)
Ar1 = Pr1y, Ay = 7/%2, Arg = Pr4y  Qps = wrfn .
i1 = Pi1, Q2 = 1/)7:2, Ajqa = P4, QAj5 = @/)7:5,
gdzie
Pap =€ 65(2papp A1 + ), (163)
Vap =€V es(pals + psAs),
— —(1
Ay = — g, Ay =Nes— Xéﬁ)’ (1.64)

- (1
Ag = XGG — QCélﬁ)J A4 :Xéﬁ) — 2666-

Jesli wprowadzimy teraz wektory uogdlnionych przemieszezen A, (y) 1 sit
Lro(y) (poréwnaj (1.41)) w postaci (o = 1,2,4,5)

(1)

ikp1 o
lAka(y)]: > gy &, e, —d <y <0,
gl ety 0<y<oo,

7=i345 1.65
Lra(y) (1.65)

ag, i 59) dane sa wzorem (1.31). Postepujac zgodnie z metoda pokaza-
na w poprzednim podrozdziale, otrzymujemy nastepujace wyrazenie na
amplitudy fal w podlozu

b =CD(L_ga,Lly), a=1,i,r, (1.66)
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gdzie
D(a,b) =a, b, — ayb,, (1.67)

Lxa=Lra(—d), K=kd, (1.68)

a stata C jest wyznaczana ze znanej amplitudy fali padajacej. Tak wiec,
falowe pole przemieszczen i sit w calej strukturze przyjmuje postac

[ ’ /1;()1;,(?’ ) ] —C Y D(L_xa L) [ é::((;/)) ] k@) (1.69)

a=1,i,r

Réwnanie (1.69) wraz z zaleznoSciami wprowadzonych parametréw (1.51)
~ (1.59) od stalych materialowych i od predkoséci v (od kata padania 6)
stanowi pelne analityczne rozwigzanie zadania odbicia fal w strukturze
warstwa na podltozu dla krysztatéw heksagonalnych. Wspétczynnik odbi-
cia, z uwzglednieniem wyrazenia (1.66), wynosi

1 *

R= (1; _ DL wr Lir) (1.70)
b: D(,C,Ki,ﬁ*Kl)

)

o
<

Wspdtezynnik wzbudzenia parcjalnej mody v w warstwie x, zostal zde-
finiowany w pracy [8] jako stosunek amplitudy tej mody na swobodnej
gérnej powierzchni granicznej struktury do amplitudy fali padajacej w
warstwie,
b, e kP
Xy = bz(])
W zaleznosci od v wielkosci predkosci fali objetosciowej w podtozu na
granicy rozdzialu z warstwg, mozna w warstwie wzbudzaé¢ rézne rozkta-
dy moddéw falowych. Wielkoscia predkosci v mozny sterowac, zmieniajac
f — kat padania fali. Najbardziej ciekawe wyniki mozna oczekiwac¢ dla
predkosci v mato odlegltych od predkosci wlasnych struktury. W granicy
wystarczajaco grubej warstwy, czyli dla

(1.71)

exp(K p,))> 1, 7=1,2, (1.72)

rozwigzaniem wlasnym na swobodnej powierzchni warstwy jest dwupar-
cjalna fala typu Rayleigha, nieco zmieniona istnieniem podtoza. Predkosé¢
takiej fali v, = vg + Aw, bedaca pierwiastkiem réwnania dyspersyjnego

D(EKl,EKQ) :0, (173)
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powinna niewiele r6zni¢ sie od niewzbudzonej predkosci Rayleigha vg,
zerujacej wyznacznik

D(L,,Ly) = 0. (1.74)

Dla v < 7),51), gdy wszystkie mody w podlozu sg niejednorodne, Awv jest
wielkoScig rzeczywista. Jesli vg jest z tak zwanego przedzialu miedzy-
d7zwiekowego, czyli 7z przedziatu vfl) < v < v}l) dla podtoza, powinna
w niej powstawac fala ucieczki, odprowadzajaca energie od granicy roz-
dziatu struktury. Ten fakt wyraza zespolona predkosé danego rozwigzania
wlasnego, nazywanego rozwigzaniem wlasnym typu odciekajacego. W tej
sytuacji poprawka Aw jest zespolona, a jej obliczenie metoda pokazang w

pracy [8] daje w wyniku

; D(L()n LE) eiK(p37a+pB)(a1aar6+3 - araalfﬂ-l—f%)
Ap = — 2212 . (1.75)

0
(%1%2 - 9012%1)%1)(141,142) VR

Predko$¢ vy ma tu postac
vy = —iv,, v, =-SmAv > 0.
Jak wynika ze wzoru (1.75), wielko$¢ Av jest rzedu
Av ~ vg e 2Kl (1.76)

Fakt, ze predkosé¢ jest wielkoSciag zespolong powoduje, ze réwniez i liczba
falowa k tez jest zespolona

(1.77)

Gdy na strukture pada fala z predkoscia bliska v;, to wspdlezynniki od-
bicia (1.70) i wzbudzenia (1.71) przybieraja charakter rezonansowy. Jak

pokazano w pracy [8], wspdlezynniki bz(l) i b1 dla rzeczywistych predkoéci
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v bliskich v; sa male i moga by¢ przedstawione w postaci réwnan (1.78) i
(1.79)

(0 (0 on;”
b (v) =b; " (v; —iv)) + (v — v + 77){)8—7
U Nyy—iv!
b o (1.78)
(v — v + iv)) — :
ov lyp
b
bV (v) = bV (v; — i) + (v — vy — iv)) a’"
U vy —iv]
o) o (1.79)
o ! T
(v — v —iv) 90 |,
a wspollezynnik odbicia przyjmuje postaé¢ (1.80)
R LSYED (v — v —iv) (1.50)
N 8b7(-1)/6v (v —v +iv)) '
g VR

Taka rezonansowa struktura jest typowa dla opisywanej sytuacji i powo-
duje gwattowna zmiane fazy R w otoczeniu punktu v;. Szerokos¢ obszaru
rezonansowego jest bardzo mata (okresla ja wzor (1.76)). Jeszcze wigksza
role odgrywa struktura mianownika we wzorze (1.71) na wspo6tezynnik
wzbudzenia, czyli amplitudy b,(;]) danej wzorem (1.78) w warunkach rezo-
nanstl.

Konkretne obliczenia prowadzone w formie analitycznej sa bardzo zmudne.
Nizej ograniczymy sie do pokazania tylko najwazniejszych zwigzkéw. W
szczegolnosci, wektory sit uogélnionych, konieczne do obliczenia amplitud
falowych w podtozu (") danych wzorem (1.39) maja postaé

'CKl — 77b]1]-4] eK\pﬂ 7(‘0]2L2 GK‘pZ‘ +77b]4L4 eiK‘pl‘ *@]5]-45 efmpﬂ s
L g = paLlye P gLy e K2l o Ly eI oo L P20 (1.81)
L gr = pnLye Kl Ly e K2l 4 Ly eF Pl ap, s L 512l
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Jesli uwzgledni¢ wlasciwosé L3, = L g4 udowodniona w [8] i wzory
(1.81), to amplitudy fal w warstwie przyjmuja postac¢ nastepujacych sum:

— (V11042 — p12U14) D JLo)e” K(|p1]|+]p2])

( )D(Ly, Ly)
+ (V119044 — Y1a041) D(Ly, 1Y)
— (12045 — P1514) D(Ly, Ly) e p21=71D) (1.82)
+ (0129045 — 15042) D(Ly, L)
+ (thrapaz — P1ataa) D(Lg, L) e (011 p2)
— (Y1apas — p150aa) D(LT, L) e (il e ;
= — (Pi1pa2 + Vighu1) D(Ly, Ly) e Klp1|+lp2l)
+ (@i1%as — @iatar) D(Ly, LY)
— (pirpas — Yistha ) D(Ly, L) e/ p2l=lp1]) (1.83)
— (Vizas — Yispa2) D (L, L)
+ (@iapaz + Yiothaa) D(Ly, L
) L;

)PZK |p1]—Ip2])
)

K(lp1l+lp2l)

— (ispas + Visthas) D(LT,

Wyrazenie okreélajace amplitude b{") jest identyczne 7 (1.83), po dokona-
niu zamiany wszystkich indekséw z ¢ na r. Jesli uwzglednimy oszacowanie
(1.72), to stwierdzimy, ze gtéwny wktad do wielkosci bV, (o = 1,4, 7), da-
ja sktadniki zawierajace czton wykladniczy exp[K (|p1| + [p2])]. Obliczenia
amplitud b, modéw parcjalnych w warstwie na podstawie wzoru (1.60) po-
kazuja, ze amplitudy by i by odpowiadajace modom rosnacym w kierunku
swobodnej granicy struktury, nie zawieraja sktadnikéw proporcjonalnych
do exp[K (|p1] + |p2|)] i z doktadnos$cia do poprawek matych wyktadniczo
Wynosza,

e

by %[1/)11(@/)111/)44 - @/)141/)41) + 907:1(907:11/)44 - 907:4@/)41)

.84
+ ©r1(@r1tas — @ratha)|D(Ly, LY), (1.84)

by Z[12(P12a4 — V14Pa2) + Yio(PiaPaz + Viothaa)
P (@rapar + Yyothas)|D(Ly, L) K (il =lp2)

7 powyzszych rozwazan wynikaja dwa wnioski. Po pierwsze, w przypad-
ku nierezonansowym amplitudy te sa wyktadniczo mniejsze od amplitudy

(1.85)
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fali padajacej i odpowiadajace im wspétezynniki wzbudzenia y., (1.71) sa
wykladniczo male. Po drugie, pozostawione czlony w réwnaniach (1.84) i
(1.85) sa takie, 7e x1 i x2 sa zawsze tego samego rzedu wielkosci. Obliczenia
dwu pozostalych amplitud fal parcjalnych w warstwie, czyli by i bs, poka-
zuja, ze sg one zawsze takiego samego rzedu co amplituda fali padajacej
i ich wspotezynniki wzbudzenia, zgodnie z (1.51), zawsze sa wyktadniczo
mate, wiec mozna je tu zaniedbac.

W przypadku rezonansowym, ze wzgledu na niewielkg réznice wielkosci
predkosci v i pierwiastka vg réwnania D(Lj, Ly) = 0, poprzednie gléw-
ne warto$ci wyrazen (1.82) i (1.83) przestaja odgrywaé taka role. Teraz,
amplitudy by i by w warstwie sg tego samego rzedu co amplitudy fal obje-
tosciowych w podtozu, a wielkoSci x; i xo, charakteryzujace amplitudy fal
niejednorodnych na powierzchni struktury, sa wyktadniczo duze. Tak wiec,
ma tu miejsce rezonansowe wzbudzenie powierzchniowej fali dwuparcjal-
nej w warstwie pod wpltywem padajacej ptaskiej fali w podtozu. Jednakze
szerokosé¢ tego rezonansu jest mata wzgledem oszacowania miary mato-
§ci (1.76), wiec w warunkach rzeczywistego eksperymentu, gdy zamiast
ptaskich fal propaguja sie wiazki fal akustycznych, te nie beda czu¢ tego
rezonansu, jesli w ten obszar pada¢ bedzie mata cze$¢ wiazki. Ta sytuacja
ostro ogranicza stosowanie wigzek rozbieznych.

W zwigzku z tym, przejdziemy teraz do okreslenia wielkoSci odpowiednich
fizycznych parametréw, ktore pozwola na rezonansowe wzbudzenia fal po-
wierzchniowych pod wplywem stabo rozbieznych padajacych wigzek fal
akustycznych.

1.3.3. Odbicie ograniczonych wigzek fal akustycznych w
o$rodku poprzecznie izotropowym

Niech na strukture pada ograniczona gaussowska wigzka fali akustyczne;j.
Mozna ja przedstawi¢ w postaci [5]

2
uf;”(r, t)=C A,(;U exp[— (—) +i(K;r; — wt)], (1.86)
gdzie r;  wektor wodzacy, w; szerokos¢ wiagzki w uktadzie wspéirzed-
nych (z;,y;), K; — wektor falowy wiazki (rys. 1.7). Plaszczyzna propaga-
cji wigzki falowej lezy w plaszczyznach poprzecznej izotropii krysztaléw
heksagonalnych podtoza i warstwy, wiec wektor predkosci grupowej jest
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-d

C o Jd (

Rys. 1.7. Odbicie wiazki fali akustycznej od bikrystalicznej struktury w poblizu
rezonansu modu odciekajacego dla 6; = 6, (sinf, = ?)gl)/?)l)

wspoétliniowy z wektorem falowym K;. Zakltadamy, ze polowa szerokosci
wigzki jest duza w poréwnaniu z dlugoscia fali:

Wykorzystujac catkowa transformacje Fouriera, mozna przedstawié¢ pole
falowe wiazki (1.86) w postaci superpozycji fal ptaskich [5]

O A g—iwt

u!
i (r1) 21 cos 0;
o (1.88)
x [ @ilhy) explikl(o + htg ) +p"(y — W]}k,
gdzie k, =k =k -m,
- 2 k’l‘ - K’r 2
i (k) = /7T w; exp wl4(cas2 ) :) (1.89)
Warunek (1.87) pozwala zastosowaé dla plm rozklad Fresnela [5]
kY = p Dk, ~ Ky + tg0i(k, — K,) . (1.90)

gdzie
Km == K7 sin 97 s Ky == —K7 COS 07 . (191)
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Rozktad dla pﬁl) ma posta¢ analogiczng, ale nalezy tu jeszcze zmienié

znak przed wyrazeniem. Wigzka odbita i fala powierzchniowa w podtozu
opisywane sg nastepujacymi wzorami:

0 Ce™ T
U ) = [ RAN Bi(k,)
27r(‘,089i7 (1.92)
x expik,[(« + htg6;) +p\Vy — pi h]}dk, ,
O o—wt o0 b(l)
U ) = [ S5 Al k)
21 cos ;. bg” (1.93)
x exp{iky|(z + htg0;) + pi"y — p{" ]} dk,
W warstwie pole falowe mozna zapisa¢ jako
O e iwt o0 p(1)
U (1) = [ Al @)
2w cosB; J p (1.94)
x exp{ik,|(z + htg ;) — pVd — p\n) Yk, .
Zauwazmy, ze wyrazenie podcatkowe b)) exp(—ik,p{l) )/b w (1.94) to

po prostu wprowadzony powyzej wspolczynnik wzbudzenia y,. Najwiek-
szy wktad do wiazek (1.92) i (1.94) wnosza fale ptaskie z wektorami falo-
wymi k, malo réznigcymi sie od K,, wiec wektory polaryzacji A (k,) i
A (k,) mozna w przyblizeniu zamienié¢ na AV (K,) i A(V(K,) i wyniesé
je przed catki. Obliczenia amplitud b, pokazuja, ze sa to gtadkie funkcje w
otoczeniu punktu k; i ze w pierwszym przyblizeniu moga by¢ zamienione
przez state b, (K ;). Amplitudy bl(l) i bV znikaja odpowiednio w punktach
vs 1 v} malo oddalonych od v; (patrz (1.77)), wiec w otoczeniu v; o r07-
miarach szerokosci rezonansu okreslonego wzorem (1.76), we wzorze na
wspotezynnik odbicia R i w mianowniku wspétezynnika wzmocnienia y,,
nalezy zamieni¢ amplitudy bz(]) i bV przez ich rozklady (1.78) i (1.79).
Zamiana ta prowadzi do rezonansowych struktur R i y,, ktére jednakze
pojawiaja sie tylko w waskim przedziale rezonansu. Nalezy to mie¢ na
uwadze, wyliczajac catki (1.92) i (1.94). Jesli dla K, = k; szeroko$¢ wiazki
jest taka, ze calkowicie wpada w obszar rezonansowy

Ko w > e*hilp2l (1.95)
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gdzie w = w;/ cos B;, to mozna pozostawi¢ nieskoniczone granice catkowa-
nia dla rezonansowych funkcji podcatkowych, gdyz gtéwny wktad do catek
pochodzi z obszaru rezonansowego. Oprdocz tego, wszystkie nieharmonicz-
ne sktadowe w calce (1.94), ze wzgledu na waski przedzial efektywnego
obszaru catkowania, zamieniamy na ich wartos¢ w punkcie k, = K.

Istotnie nowym wyrazeniem, okreslajacym intensywno$¢ wiazki odbitej w
plaszczyznie y = const, wystarczajaco oddalonej od ptaszczyzny kontaktu
aby mozna byto zaniedba¢ wktad fal powierzchniowych, zgodnie 7 [5] jest

‘u ‘2 /

72)(2 j Xr) 2
11— \/_klw— e X erfe(n — X,) |2, (1.96)
c A | UR
Ty kw v, (K, — k)w
x, =2 p=00h BT W 1,
w; g 2 Vg o 2 (1.97)

Przyktad przebiegu funkeji (1.96) dla struktury skladajacej sie z krysz-
taléw kadmu (podloze) i cynku (warstwa) pokazano na rys. 1.8(a). Jak
nalezato sie spodziewa¢ [34], szybka zmiana fazy rezonansowego wspdl-
czynnika odbicia (1.80) prowadzi do przemieszczenia wiazki odbitej o wiel-
kosé, ktéra na podstawie wzoru (1.87) jest o wiele wieksza od dtugosci fali
(efekt Schocha [5], [34]). Konicowy wynik catkowania wyrazenia (1.94) ma
nastepujaca postac:

2
‘u ‘ 7“) ‘2 —2Kzd(|pal|—Ip1l—Ip2|) efQXE
C Al
fkw ) (1.98)
e X erfe(n — X)| |
gdzie X = — | a
b b 1,2 (1.99)
pung a — ) .
o aD L*’L* Y 9
VR (PiaPas + @/)7:51/)44)M

VR
ov

Obliczenia przeprowadzone dla uktadu kadm - cynk pokazuja, 7e para-
metry zadania spelniajace warunki (1.72) i (1.95) i prowadzace do re-
zonansowego wzbudzenia fali powierzchniowej w warstwie, sa w prakty-
ce osiagalne. Rys. 1.8(b) ukazujacy krzywe rezonansowe dane réwnaniem
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|t O2/ICAR laOP/ICA
A A

121
10 1
8 +
6 -
4

|

2 0 1 2 3 X

(a) Przyktad przebiegu funkcji (1.96) dla (b) Zalezno§é intensywnosci niejednorod-

v =vgr =2.69%x103m/s,d = 1.4x1073 m; nej fali parcjalnej a = 1 w warstwie od

linia przerywana pokazano ksztalt wiazki wspétrzednej X = z/w dla dwu grubo-

padajacej we wspéhrzednych X; = x; /w; §ci warstw: 1: d = 1.2 x 107® m; 2: d =
14x10% m

Rys. 1.8. Przesuniecie Schocha ograniczonej wiazki fali akustycznej w warun-
kach rezonansu dla struktury cynk (warstwa) kadm (podltoze); w = 7 Mhz,
w=10"2m, K, =k [7]

(1.98) (a = 1) dla dwdch grubosci warstwy pokazuje, ze dla w = 7 MHz,
w=10"2m, d ~ 1072 m, intensywno$¢ fali powierzchniowej dziesiecio-
krotnie przewyzsza intensywno$¢ fali padajacej. Nalezy podkresli¢ duza
wrazliwos¢ efektu na zmiane parametrow zadania spowodowang nieduzymi
zakresami wielkoSci prowadzacymi do rezonansu i rownoczesnie spetnia-
jacymi warunek (1.72). Wspétezynnik [b| w réwnaniu (1.99) jest rzedu
jednosci.

1.4. Niesprezyste odbicie wigzki fal akustycznych od
swobodnej granicy krysztatu

Jak juz wspomnieliémy uprzednio, wigzke fal akustycznych mozna przed-
stawi¢ jako paczke fal ptaskich. Zadanie odbicia wigzki falowej od po-
wierzchni mozemy wiec sprowadzi¢ do nastepujacej procedury: roztozyé
wigzke na fale ptaskie, przeanalizowa¢ odbicie fali ptaskiej od powierzch-
ni, a nastepnie zbudowa¢ wiazke odbita z odbitych fal ptaskich bioracych
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udzial w tym procesie. Jesli pozostaniemy w liniowym przyblizeniu teorii
sprezystosci, to jak pokazano w pracach [13] i [50], odbicie ptaskiej fali
objetosciowej o wektorze polaryzacji A® i predkosci fazowej v; od swo-
bodnej powierzchni péiieskonczonego krysztatu w pierwszym miedzydz-
wiekowym przedziale predkosci v, < v, < vy, gdzie 1/v, = [sin(0;+1;)]/v;
(rys. 1.9), mozna przedstawi¢ w postaci fali czteroparcjalne;j

Sr
/lllJr

»
|

~

0"

Ny
1N; :\Wi\
O <0

n 1 '
r mo ) i/ .

Rys. 1.9. Przekrdj ptaszczyzng padania obszaréw zatamania objetosciowych fal
sprezystych

4
U(r,t) =g bjAlD) gihalmtpy—uwt) (1.100)
j=1

gdzie g stala, okreslona przez wielko$¢ amplitudy fali padajacej, j = o,
o, 1, 7 — indeksy, gdzie a; i ay odpowiadaja sktadowym powierzchniowym,
a 117 objetosciowym sktadowym odpowiednio fali padajacej i odbitej, p; =
kz(/j)/km, w = kyvy. Wspolezynniki b; okreslamy z warunkéw brzegowych
na swobodnej powierzchni

4
CpastUs i Ngly—o = ikg Y b L) eh=lrv=t) = o (1.101)

J=1
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gdzie cpgse — tensor modutéw sprezystosci, L) — amplituda sity na po-
wierzchni odpowiadajaca j-ej fali parcjalnej. Zgodnie z [13], rozwiazaniem

rownania
Do, L 4 b, L2 4 5, L0 4 5, LM = 0, (1.102)
jest wektorowy iloczyn mieszany
b; = [LW Ll L2, (1.103)

gdzie *  sprzezenie zespolone. Wektory L) s3 zwigzane z wektorami A ()
warunkiem unormowania

ADL® L ABLO) =4, (1.104)

Dla pewnych orientacji ptaszczyzny padania rozwigzanie (1.100) moze dla
okreslonej predkosci v, = vg rozpasé sie na dwa niezalezne rozwigzania,
opisujace dwuparcjalne fale: objetosciowa i powierzchniowa. Dla katéw
padania rézniacych sie niezbyt duzo od owego wyrdznionego kata ¢y, roz-
wigzanie dla fali powierzchniowej przechodzi na gataz fal odciekajacych
vi(p), gdzie vi(@o) = vg, czyli predkosci fal Rayleigha. Formalizm mate-
matyczny pozwalajacy na otrzymanie takich rozwigzan polega na dodaniu
do dwu parcjalnych fal powierzchniowych objeto$ciowej fali odbitej z am-
plituda b,, mala wedtug matoéci miary odchylenia Ay kata padania od
kata granicznego ,. Warunki graniczne w tej nowej sytuacji przyjmuja

postac
b, L) 4 by, L2 4, L0 = 0, (1.105)
czyli
¢ = [LO L) L)) — g, (1.106)
a spelnia je fala odciekajaca z zespolong wartoscia predkosci fazowej v, —
i vy, gdzie urojony sktadnik
v & n(Ag)?, n>0, (1.107)

okresla thumienie amplitudy fali wzdtuz powierzchni i odciekanie energii
w glab krysztatu [13].

Postepujac zgodnie z metodologia pokazana w pracy [13] mozna pokazad,
ze wspélezynniki b; (1.103) w otoczeniu vg przyjmuja postac

A A
bi(vy) ~ By, (1 _ z—,"> . by(vs) = By, (1 _ z—f’> ,
V]
bo(vy) = CoAp + D Av, o= ay, as,
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gdzie

dq; db, by
T j=1r, Ch=—— D,=—| . (1.109)

B, =2
a9 s, 90 |

J

)
ov vR

Tutaj ¢; okre$lamy zgodnie ze wzorem (1.106), uprzednio zamieniwszy

0 ov; 0

indeks r na i, b, dane jest wzorem (1.103), % = % + %%, Ay =
Vg — U]
Oznaczmy odpowiednie wspétezynniki odbicia
b, ba
R==, 6 R, =2 1.110

Zauwazmy, 7e |R| = 1, gdyz z prawa zachowania energii wynika, iz b,b% =
b;bf. Wykorzystujac (1.108), otrzymujemy dla R

R(k,) = eibxotx(ka)] (1.111)
gdzie .
sixo — %h?é) (1.112)
i 7
4 kg — k2
eix(ka) _ T— (1.113)
T P
v w
gzv_§>>1, by = ki1 +i/B), h=—. (1.114)
l I

Wynika stad, ze

k; ’
czyli faza wspoltezynnika odbicia silnie zmienia sie w otoczeniu punktu &
o promieniu ~ k;/f3.
Dla R, mamy

X(k;) = 2arcctg (1.115)

(1.116)

gdzie

(1.117)
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Amplituda drugiego sktadnika we wspéleczynniku R, ma w punkcie k;
ostry pik o wysokoSci ~ /B i o szerokosci ~ 1//B, przechodzacy dla
Ap — oo w funkcje 6. W otoczeniu punktu k; zaréwno faza R, jak i faza
R 7mieniaja sie bardzo szybko.
Tak wiec, zgodnie z [34], dla odpowiednich katéw padania nalezy ocze-
kiwaé¢ zmiany ksztaltu wigzki odbitej oraz jej przemieszczenia wzgledem
potozenia okreslonego prawami tradycyjnej akustyki geometrycznej. Wiel-
kos¢ tego zjawiska zalezy od parametru . Wktad do koncowego efektu
daja zarowno fale objetosciowe jak i powierzchniowe, ale ich wplyw jest
rozny.
Podobna sytuacje obserwujemy przy odbiciu wiazek akustycznych w pty-
nach od granicy ciala statego [30], a takze przy odbiciu wiazek optycznych
w strukturach wielowarstwowych [140]. Analogiczna do naszych réwnan
(1.111) i (1.113), jest réwniez postaé¢ réwnan w otoczeniu punktu osobli-
wego k, (traktowanego tu jako pewien parametr fenomenologiczny). Tak
wiec otrzymane ponizej réwnania (1.126) i (1.129) beda formalnie wygla-
da¢ jak te, otrzymane w pracach Tamira i Bertoniego [30] i [140].
Powyzej zaktadalismy, ze k, > 0. Jesli jednak byltoby tak, ze k, < 0, to w
wyrazeniu (1.100) nalezy polozyé¢ w = —k,v, i wtedy we wzorach (1.113)
i (1.116) powinno sie zamienié¢ k, na |k,|. Pojawiajacy sie przy tej okazji
biegun k, = —k, powinien, podobnie jak w przypadku granicy plyn —
cialo state [113], doprowadzi¢ do pojawienia sie tzw. powrotnego odbicia
wiagzki, gdy czes$¢ energii odbija sie od granicy pod katem 65 na spotkanie
7 wigzka padajaca. Jednakze intensywnosS¢ tej wstecznej wigzki zazwyczaj
jest pomijalnie mata, w szczegdlnosci dla rozpatrywanych ponizej wigzek
o profilu gaussowskim [114], [117] i [137], wiec tego efektu nie bedziemy
tu uwzgledniac.
Rozpatrzmy dwuwymiarowa ograniczong wiazke fali akustycznej o profilu
gaussowskim, padajacym w plaszczyznie zy na powierzchnie krysztalu
y = 0 pod katem 6; do normalnej n (rys. 1.10). Pole przemieszczen przed-
stawiamy w postaci

UO(r, 1) = CAD exp[f(:—j)Q Fi(KDED )], (1.118)

13

gdzie r) — promiefi wodzacy w uktadzie wspélrzednych z;y;, A® — po-
laryzacja fali ptaskiej z wektorem falowym K@ = m®w/v;. Wielkosci
AU i y; okredla sie z réwnania Christoffela dla m)  wektora normal-
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nego do powierzchni falowej [50]. Wiazka (1.118) propaguje sie wzdtuz
wektora predkoéci grupowej tej fali s, a jego polowa szerokoéci w; jest
wystarczajaco duza w poréwnaniu z dtugoscia fali: K®w,; > 1.

Rys. 1.10. Geometria zadania odbicie wigzki fali akustycznej

Wyrazenie (1.118) mozna tatwo otrzymaé wykorzystujac rozktad Fouriera
na fale ptaskie oraz warunek brzegowy definiujacy posta¢ rozktadu Gaus-
sa amplitudy wzdhuz plaszezyzny KOr = 0 i umozliwiajacy odtworzenie
ksztattu wiazki. Faze okresla sie z warunku, by wigzka spetniata réwnanie
falowe (1.100). Najwiekszy wktad do wiazki (1.118) wnosza fale plaskie
7z wektorami falowymi k malo rézniacymi sie od K®. Mo7na wiec za-
stosowac przyblizenie, ze wszystkie czastkowe fale plaskie paczki falowej
maja identyczna polaryzacje A oraz wykorzystaé¢ do otrzymania wzoru
(1.118) rozktad Fresnela:

k, = piky, = \/k? — k2
y="P e | (1.119)
~ — K cos(0; + i) + tg Ok, — KW sin(6; + ;)] .
Tak wiec reprezentacja padajacej wigzki fal akustycznych przyjmuje po-
stac
A

U@ —
27 cos b; E

/ dk, B, (k,) el Thtg0)4p ) vt (1 190)
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gdzie

U)2

®,(k,) = /Tw; exp | ———— [k, — K% gin 0; + i)l |, 1.121
() = VA o (=g (RS) IEREY
a p; mozna wyznaczy¢ ze wzoru (1.119). Zauwazmy, ze uwzglednienie we
wzorze (1.119) kolejnych wyrazéw jest réwnowazne uwzglednieniu dyfrak-
cyjnego rozmycia wigzki i doprowadzitoby do pojawienia sie urojonego
dodatku do potszerokosci wigzki w;.

U(r,t) = # / dk, eike[(z+htg 0i)—pih—vat] o
’ 21 cosB; .

(1.122)
Zb j 7kTP7?/ .
®;(ky)
k) =C 1.123
U = —— / dk, RA) etkel(@thtgfi)tpry=pih—v.t] (1.124)
2 ('0@9
U@ = —C / dk., RA @) gikz((@thtgi)+pay—pih—vai] ) (1.125)
27 cos b; R

gdzie R okresla si¢ ze wzoréw (1.111) (1.113), R, ze wzoréw (1.116) i
(1.117), ®; 7z (1.121), ap; 7 (1.119).

1.4.1. Przemieszczenie wigzki i jej ksztalt w potozeniu
oddalonym od powierzchni

r)

Jedli kierunek wiazki odbitej U, wynikajacy z warunku K ) sin(f, +
) = K@ sin(0; 4+ ;) (poréwnaj rys. 1.10) wynosi KM = m® w/v, i jest
odlegty od kierunku osi akustycznej, to A" w wyrazeniu podcatkowym
(1.124) moina przyblizy¢ przez wektor polaryzacji fali ptaskiej z normalng
falowa m("). Anizotropowy rozklad Fresnela dla p, ma z doktadnoscia do
znaku postaé¢ analogiczna do wyrazenia (1.119) i z zamiana wszystkich
indeksow z ¢ na r. W wyniku otrzymujemy

U = U0 - 2v/mk 05 enfe(y — X,)], (1.126)
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gdzie wprowadziliSmy nastepujace oznaczenia:

US) = CA® exp{—X2+i[yo + KOr® 4 h(K) — KDy —wi]}, (1.127)

k;w T, w, w;

= — = — w = =
b) T bl bl

20 W, cosf, cosb; (1.128)

Y=K+iu, p= Akg = [K sin(0; + ;) — kv]%

K

W przypadku izotropii v/ = 0, a w konsekwencji réwniez k ~ ! = 0 i
U(r) = U(()r), czyli omawiany efekt nie wystepuje. Z tego samego powo-
du, w sytuacji gdy Ap = 0 (k = 0), zjawisko nie wystepuje réwniez w
przypadku anizotropii.

Wyrazenie
u(r) —2X (v—X
e =e |1 -2 X erfe(y — X,) 2 1.129
cAL) Vrre erfe(y — X,)[%, (1.129)
opisuje intensywnos$¢ wigzki odbitej na plaszczyznie y, = yy = const,

gdzie wielko$é¢ 1y jest na tyle duza, by mozna bylo pomingé¢ wktad fal
powierzchniowych. Wyrazenie to jest parzyste wzgledem p (a wiec i Ak).

A
U F/ICAVF

\

- 0.4

lU®

.

-2 (xr)ml (Xr)min (Xr)mz 4 Xy

Rys. 1.11. Zalesmoéé intensywnosci wiazki odbitej U |2 od wspéirzednej X,
dla k = 0.15, Ak =0 [5]

Charakterystyczny przebieg zaleznoéci |[U|? od X, pokazany jest na rys.
1.11dla k = 0.151 Ak = 0. Wspélrzedna drugiego maksimum to wielkos¢
bocznego przemieszczenia wigzki odbitej analog efektu Schocha.
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Rozpatrzmy asymptotyczne zachowanie funkcji U2 dla |y| = (k2 +
p?| < 1 oraz dla |y| > 1. Parametr x = k;/2/3 moze przyjmowaé zaréwno
duze jak i male warto$ci w zaleznosci od stosunku dwu duzych wielkosci
kiw i 8 ~ (A)~2 Przypomnijmy, ze przy przyblizonym wyliczaniu wspét-
czynnikéw R we wzorach (1.111) — (1.113) i R, w (1.116) zatozylismy, iz
zaréwno Ay, jak i |Ak|/k;, sa mate.

Dla |y| < 1 (i zaniedbujac we wzorze dla (X,),1 czlony w wyzszych
potegach ~ k?1?) oraz ~ ku?, otrzymujemy

1

(Xo)m1 =~ 26(1 — kv/m), (X)) min & 1n(4/{ﬁ

)+,

(1.130)
A+ 3k + p2A(1 — 202)
Xr)m2 & 4|1 2
(X0 )me J n PN + K
gdzie A wielko$¢ rzedu jednosci (poréwnaj rys. 1.12).
Dla |y| > 1 (idla & lub |u| > 1) otrzymujemy
K
X)) Ao — 1.131
(X~ (1131
Jesli za$ |y| > 1 oraz £ > |pl, to
2K 2K
Xr ml~N —K— o5, Xr min N — o .9 1 10 1.132
o~ =r =gy (%) S (1.132)

jednakze wraz ze wzrostem || oba te ekstrema znikaja i wyrazenie | U™ (X,)|?

ma tylko jedno maksimum w punkcie (X,),, = (X;)me ze wspélrzedna
(1.131). Na rys. 1.12 pokazano zestawienie wynikéw otrzymanych na pod-
stawie obliczen komputerowych i ze wzoréw analitycznych (1.130) i (1.131)
bocznego przemieszezenia (X, ),2. Widaé, ze otrzymane przyblizenia od-
biegaja od wynikow dokladnych tylko dla waskiego przedziatu wartosci k
i y1. Dla ekstremalnych wartosci funkeji [U™|? mo7na otrzymaé doktadne
wyrazenie
‘U(r) 2

extr — )2
A = e+ )
1

x[2y/7 X erfe(y — X,) — =]}

K Xr:(Xr)emtr

(1.133)
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A (X r) m2

A (X r) m2

| L5 ' '

0.1 1 10 « 0.05 0.5 5
(a) Zalezno$é bocznego przemieszcze- (b) Zalezno$¢é bocznego przemieszcze-
nia (X, )m2 od k przy Ak =0 nia (X, )m2 od u przy k = 0.34

Rys. 1.12. Linia ciagla oznaczono wyniki doktadnych obliczen, a liniami prze-

rywanymi zaleznosci wynikajace ze wzoru (1.130) (a) i (1.131) (b); w przypadku

(a): A = {In[(X + 2k)/4x*>/T|}'/2, X =~ 2.1; w przypadku (b): A = 1.16; osie
zmiennych niezaleznych sa w skali logarytmicznej [5]

Dla Ak = 0 wyrazenie to daje [U®)|,,;, = 0 oraz

Ut >

|0Tm|22 = e 2 {5 4+ (X)) /6. (1.134)
Podqtawiaj@c tu wzory (1.130)—(1.132) mozna otrzymaé oszacowania dla
U™ 2., dla duzych i malych & i p.
Okazuje sie, 7e przy Ag # 0 (k # 0) wraz ze wzrostem || zachodzi zmiana
rozktadu intensywnosci miedzy dwoma maksimami. Pierwsze maksimum,
przesuniete 7z punktu X, = 0 na lewo, zmniejsza sie, a dla dostatecznie
duzych wartodci |p] znika. Drugie maksimum zbliza sie z prawej qtrony do
punktu X, = 0 zwickszajac swa wysokosé: wielkosé [UM|2,/|[CAM)?
(Ap)* przy |y| < 1 i asymptotycznie zdaza do jednosci dla |y| > 1°.
Zauwazmy, 7e dla |y| > 1 rozklad intensywnoséci |[U™(X,)[? praktycznie
ma dla || < 1 tylko jedno maksimum. RzeczywiScie, na pr7yklad pr7y
Ak = 0 dla k zmieniajacego sie od 0 do 1, wielkos¢ UM |2 /|CAM)?
zmniejsza sie od 1 do ~ 1072, a [UM 2, /|C A" |2 wzrasta od 0 do wielkoéci
rzedu 1.

~

5 Przy okreSlonym Ay (czyli k), w zgodzie 7 powyzszymi wzorami, wielko§é
UM |2, wraz ze wzrostem |u| od zera poczatkowo zmniejsza sie dopdki |u| < 1, a
nastepnie wzrasta.
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Tak wiec, rezonansowe zachowanie sie wigzki odbitej o okreslonej sze-
rokosci i czestotliwosci definiowane jest przez dwa podstawowe fizyczne
parametry: Ag i Ak. W poblizu bieguna wspélezynnika odbicia (1.113),
odpowiadajacego modzie odciekajacej, boczne przemieszczenie wigzki od-
bitej osiaga wartoéci rzedu szeroko$ci wiazki (%,)me = wW(X,)me ~ w
(poréwnaj (1.130)). Zmiana parametréw d¢ lub Ak zmniejsza to prze-
mieszczenie zgodnie ze wzorem (1.131): przemieszczenie wiazki staje sie o
wiele mniejsze od szerokosci wigzki.

Rozpatrzmy teraz zalezno$é bocznego przemieszczenia wiazki (z,)me od
w dla zadanej geometrii, czyli okreslonych Ay # 0 i Ak. Dla matych w
(I < 1, tak jak poprzednio k;w > 1) przesuniecie wiazki jest proporcjo-
nalne do w, a dla wiekszych w (]y| > 1) wielko$¢ przesuniecia przechodzi
w plateau ~ (28/k))/[1 + (BAk/k)?].

1.4.2. Pole falowe na powierzchni

Wktad do sumarycznego pola falowego od powierzchniowych fal ptaskich

zanika wyktadniczo wraz z oddalaniem sie od granicy. Wprowadzajac bez-

wymiarowa wspélrzedna X = x/w, otrzymujemy dla U(®) opisanego réw-

naniem (1.125), nastepujace wyrazenie dla U® na powierzchni y = 0:
M, 1

U = UGN, + —= — /1M,

7 iv/B)r e X)erfe(y — X)), (1.135)

gdzie o
U§ = CA%exp [-X* +i(K't'|,—g — wi)]. (1.136)

Natezenie sumarycznego pola falowego |U|? na granicy oSrodka jest su-
perpozycja wkladu powierzchniowego i objetosciowego

U2 =u® 4+ Uum gl gl =
U + U2 4 |ule) Ul 2y (1.137)
2Re[(UD) + UMy (U 4 Ule2y .
Dla Ap = 0 parametr 3 ~ (Ap)~? zmierza do nieskonczonosci, a k ~
B = 0. Z tego wzgledu zaleznoéé |[U(X)|?/|CAP |2 ma postaé krzywej
8 gle ywej

Gaussa ze $rodkiem w punkcie X = 0 i z wysokoSciag maksimum rzedu
jednosci. Zachowanie sie pola falowego na granicy wraz ze wzrostem Agp
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i malych p = Akw/2 w sposéb istotny zalezy od wielko$ci parametru
kB2 ~ kiwAg. Dla k3'? < 1, |u| < 1 érodkowe maksimum przesuwa sie
7z punktu X = 0 (przesuniecie moze nastapic¢ albo w lewo albo w prawo) na
odlegtosé rzedu k('/2, a jego wysoko$é¢ zmienia sie niewiele. Réwnoczesnie
prawa strona tego maksimum rosnie wraz ze wzrostem Ay, tak ze dla X 2
1 mamy |U(X)]?/|CAD|? ~ k?Bexp(—ixX). Przy spetieniu okreslonych
warunkow na stosunek pomiedzy mnoznikami amplitud fal dla prawego
maksimum moze pojawié¢ sie drugie maksimum oddzielone niegtebokim
minimum i przemieszczajace sie ze strony prawej na lewa wraz ze wzrostem
Ap. Wraz z dalszym wzrostem A, gdy spelniony jest warunek

1< < eh (1.138)

1
2Tk

drugie maksimum zaczyna gérowac¢ nad pierwszym i ostatecznie funkcja
'U(x)]* deformuje si¢ do jednego maksimum spelniajacego réwnania

1
Xm = y/In + K,
) 2
Vs (1.139)

U2 N
|C',A' 5 (fe P~ drCs,

gdzie
‘A(QI)M( )+A(a2)M(a2)|2
|A® '

(= (1.140)
Zalezno$é X, 1 |UJ2, od p (] < 1) opisywane jest przez sktadniki bedace
malymi poprawkami do wyrazenia (1.139). Na przyklad, przy warunku
1/kv/B < p? < 1 mamy

1 —2u2)\?
2Tk

gdzie jak poprzednio A ~ 1. Zauwazmy, ze dla p? < 1/k/B, p| < 1
w pierwszym rzedzie malo$ci pojawia sie poprawki liniowe wzgledem p
(jawna posta¢ tych wyrazen jest dosy¢ skomplikowana). W konsekwencji,
rozklad natezenia pola falowego na granicy, w odréznieniu od sytuacji we
wnetrzu krysztatu, zalezy od znaku p, czyli od znaku Ak.

X, =~ ¢/In + K, (1.141)
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Omawiany powyzej przypadek, gdy natezenie |U|? przy s/B < 1, |u] < 1
charakteryzuje sie przez dwa maksima, ma miejsce na przyktad w osrod-
kach poprzecznie izotropowych. Mozliwy jest rowniez inny wariant, gdy
drugie maksimum nie pojawia sie. Przy tym gtéwne maksimum wraz ze
wzrostem A od zera przesuwa sie z punktu X = 0 na prawo. Jednakze
kierunek ruchu maksimum wraz ze wzrostem Ay zmienia sie na przeciwny,
gdy parametr ky/B osiaga warto$¢ rzedu jednosci i przy warunku (1.138)
(i |u| < 1) dane maksimum takze opisywane jest przez wyrazenie (1.139).
Jesli bedziemy dalej zwiekszaé Ay, to parametr 2,/7k nie bedzie juz maly
i wielkoé¢ |U|?, zacznie sie zmniejszaé¢. Dla k > 1, x > |u| dla badanego
maksimum zachodza relacje

" Uln . ¢5. (1.142)

Xpo o —m
22+ 2)°  [CAOP

gdzie B ~ 1/(Ap)? > 1. Tak wiec, dla dowolnych stosunkéw miedzy mnoz-
nikami przy amplitudach fal, zalezno$¢ |U(X)|? dla odpowiednio duzych
wartosci kv/f3 jest ,,jednorodna”, przy czym maksimum dane jest wzorami
(1.139) i (1.142). Nalezy podkresli¢, ze maksimum (1.139), (1.142) w pelni
jest okreslone przez wktad pochodzacy od fali powierzchniowe]

up, [+ UG
CAOR ™ CADP

>1, dlar/s>1,

i znacznie przewyzsza natezenie wigzki padajacej i odbitej wewnatrz krysz-
tahu.

Rozpatrzmy teraz rozktad natezenia |U|? na granicy w zaleznoéci od sze-
rokoSci wiazki przy zadanej geometrii (przy ustalonych A # 01 |Ak|).
Dla malych w, takich ze |y| < 1, ale 2¢/T ke r?8 > 1, rozklad ten ma
jedno maksimum (1.139) o wysoko$ci ~ w? i bocznym przemieszczeniem
Tm = wX,,, czyli proporcjonalnym do w. Dla duzych w, spetniajacych
warunek |y > 1, ale tak, ze k/f 2 |Ak|, wysoko$¢ i wspélrzedna z,,
danego maksimum zdaza do wartosci (1.142), nie zalezacej od w.

Jesli przy ustalonych parametrach |Agp| i w zwiekszaé¢ odchylenie kierunku
padania wiazki od kierunku rezonansowego, czyli zwiekszaé¢ |Ak|, to dla
dopuszczalnych granicznie w naszej analizie wielkosci |Ak|: [Akjw > 1
i |Ak| > ki//B — wysokoé¢ maksimum |UJ? /|CA®|? zdaza do pew-
nej statej wielkosci rzedu jednosci, a jego wspoétrzedna x,, maleje jak
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ki/\/B(Ak)?, czyli /B razy wolniej od bocznego przemieszczenia mak-
simum wiazki odbitej wewnatrz krysztalu (dla o$rodka poprzecznie izo-
tropowego zachodzi zwiazek (1.145)).

1.4.3. OSrodek poprzecznie izotropowy

Rozpatrzmy osrodek poprzecznie izotropowy, czyli o heksagonalnej struk-
turze krystalicznej z osig szeSciokrotnej symetrii lezacej w plaszczyznie
granicznej ciata i prozni. Zagadnienie odbicia fal ptaskich w tym zagad-
nieniu zostato szczegétowo przedstawione w pracy [13]. W szczegdlnodei,
dla orientacji ¢y ptaszczyzny padania prostopadtej do osi 6-ego rzedu
pokazano, ze przy stosunku stalych sprezystosci cgg > cqq4 W przedziale
predkosci vy, < v, < v} (rys. 1.9) istnieje taki punkt vg, w ktérym istnieje
dwuparcjalne rozwigzanie powierzchniowe. Zgodnie z ogdlng teorig przez
ten punkt przechodzi galaZ fal odciekajacych v;(y).
Rozwigzania w postaci fal ptaskich w krysztatach heksagonalnych charak-
teryzuja sie szeregiem osobliwosci. Po pierwsze, dla cgg > c44 rozwigzanie
(1.100) dla orientacji ¢g w catym przedziale vy, < v, < v} realizuje sie w
postaci dwuparcjalnej fali objetosciowej, odpowiadajacej czystemu odbi-
ciu [13]. W konsekwencji mamy (9b,/0v),, = 0i N, = 0. Wynika stad w
szczegolnosci, ze przy padaniu wiazki w plaszcezyznie ¢q fale powierzchnio-
we nie wzbudzaja sie. Po drugie, zgodnie 7 [90], przy odej$ciu od poprzecz-
nie izotropowej orientacji g, zachodzi AW A©@) A A(®) ~ (Ayp). Dlatego
odpowiedni czlton w (1.137) opisujacy interferencje sktadowej objetoscio-
wej i powierzchniowej, jest maty dodatkowo z powodu matej wielko$ci pra-
wie ortogonalnych iloczynéw skalarnych wektoréw polaryzacji A, AT i
A Badanie natezenia sumarycznego pola falowego na granicy heksa-
gonalnego krysztatu pokazuje, ze przy x*8 < 1, |u| < 1 zaleznosé U(X)|?
ma posta¢ ,dwugarbna” (rys. 1.13). Pierwsze maksimum opisywane jest
rownaniem
X, & ! 2 Ul 4 2 1.143
mlNZﬁcﬁﬁa mfv + mCRp. (1.143)

Minimum ma wspotrzedng

2¢/In(N/K203) + K
X, ~ . In (A/w25) (1.144)

NS R
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Rys. 1.13. Ksztalt natezenia pola falowego |U|? na powierzchni krysztatu
Pb3(Si04)(VOy4)s dla réznych wartosci A (Ak = 0) (cyfry przy krzywych
podaja wartosci Ag w stopniach) [5]

a jego wielkoS¢ zblizona jest do drugiego maksimum speiniajacego réw-
nania (1.139) i (1.141) (przy czym réwnanie (1.141) w danym przypadku
zachodzi dla 1/k?3 < p? < 1). Wraz ze wzrostem parametru 23, gdy
zaczyna by¢ spelniony warunek x?3 > 1 > 2./7k (ale jak poprzednio
\p] < 1), funkcja [U(X)|? zachowuje tylko jedno maksimum (1.139) (patrz
rys. 1.13). Przy |y| = /K% + p? > 11 jedli k 2 |p| maksimum to dane jest
wzorami (1.142), a je$li |p] > kv/B, to wzorami

N UR ., S

Xom , : .
8yt |CAD]? I

(1.145)
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Na rys. 1.13 pokazano wyniki obliczen komputerowych natezenia pola falo-
wego |U|? na powierzchni y = 0 dla krysztalu heksagonalnego Pbs(SiO4)(VOy),
przy k = 0 i réznych orientacjach Ay plaszczyzny padania wigzki. Pod-
stawiajac wrziete z literatury wartosci doswiadczalne stalych sprezysto-
sci i ktadac w = 200MHz, w = 5mm, otrzymamy nastepujace warto-
éci dla badanego krysztatu: v, ~ 1,77 - 10°m/s; 8 ~ 3,01 - 10*(Ap) %
kA 9,4-1073(Ap)?, ezyli K26 ~ 2,66 - (Ap)% 1/|[AD 2 ~ 8,9-10°N/m?;
(~0,178.

Oddalajac sie od granicy y = 0 w gtab krysztatu fale powierzchniowe
szybko zanikaja. Na przyktad, dla rozpatrywanego krysztatu na gtebokosci
y = 0,25 mm amplituda sktadowych powierzchniowych stanowi zaledwie
10" swej wielkoéci na powierzchni. Tak wiec, sumaryczne pole falowe na
tej glebokosci w pelni jest okreslone przez fale objetosciowe (rys. 1.14).
Jak sie nalezalo spodziewac, interferencja wigzki padajacej i odbitej jest
istotna tylko w poblizu ich przekrywania sie. Przy wystarczajacym odda-
leniu od powierzchni, w obszarze przestrzennego rozdzielenia wiazek, ta
interferencja staje sie nieistotna.

Pokazalismy wiec, ze gdy padajaca wigzka propaguje sie wzdhuz kierunku
Jéredniej” predkoéci grupowej i ma taki $redni wektor falowy K@, 7e jego
rzut na granice nalezy do gatezi fal odciekajacych lub jest jej bliski, to
odbicie w tych warunkach ma dwie osobliwosci. Po pierwsze, ma miejsce
zjawisko, analogiczne do zjawiska Schocha w cieczy: pojawia sie boczne
przemieszczenie wigzki odbitej, znacznie przekraczajace dtugosc fali i na-
stepuje zmiana ksztattu wigzki odbitej w poréwnaniu z wigzka padajaca.
Po drugie, staje sie mozliwe wzbudzenie fali powierzchniowej o natezeniu
wiele razy przewyzszajacym natezenie wigzki padajacej. Zwiazane jest to z
badanym w [13] osobliwymi wlasciwos$ciami czteroparcjalnego rozwiazania
w postaci fal ptaskich w poblizu gatezi fal odciekajacych. Rozpatrywane
zjawisko ma charakter rezonansowy, sterowany przez odpowiednie pro-
porcje parametréow fizycznych, szeroko$c i czestotliwosé wiazki, a takze jej
orientacje wzgledem oSrodka akustycznie anizotropowego.
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y=0,25mm
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y=0,25mm

6 -4 -2 0 2 4 6 X
(c) Ap =6
Rys. 1.14. Przykladowe profile intensywnosci pola falowego |U|? w krysztale

Pb3(Si04)(VO4)2 w odleglodci 0.25 mm i 5 mm dla réznych wartodci Agp (Ak =
0) (Y = [UP/|CAL)?) [5]



Rozdzial 2

Dyssypacja ruchu dyslokacji
Temperatura, w ujeciu klasycznym, jest miarg energii kinetycznej atomdow
tworzacych dane cialo. W krysztatach jest to energia kinetyczna drgan
atomoéw wokot ich potozen rownowagi. Przy pewnej odpowiednio wysokiej
wartosci temperatury, réznej dla kazdego materiatu, nastepuje zerwanie
wigzan miedzyatomowych, struktura krystaliczna ciata zostaje zniszczona
i krysztal zaczyna topnie¢. Struktura krystaliczna ciata moze zostac znisz-
czona, badz zmieniona, rowniez przez sity nietermiczne w wyniku réznego
rodzaju deformacji.
W swoim czasie byto wielkim zaskoczeniem dla badaczy, ze trwate defor-
macje zachodzg przy duzo nizszych naprezeniach niz wynikato to z modeli
cial stalych zaktadajacych idealng budowe krystaliczng ciata. Wyjasdnienie
tego faktu stalo sie mozliwe dopiero po uwzglednieniu defektéow budowy
idealnej sieci. Powszechnie przyjeta jest systematyzacja defektow sieci kry-
stalicznej ze wzgledu na ich wymiar geometryczny:

1. defekty punktowe (atomy obce w weztach sieci krystalicznej), atomy
miedzyweztowe, wakansje (braki atoméw w regularnych polozeniach
weztowych),

2. defekty liniowe (dyslokacje i dysklinacje),

3. defekty powierzchniowe (granice ziaren w polikrysztatach, powierzch-
nie bliZzniakowania),

4. defekty objetosciowe (crowdiony  czyli zgrupowania defektéw punk-
towych), szczeliny, bledy ulozenia plaszczyzn sieci krystaliczne;j.

Okazatlo sie, ze najwieksza role w utatwianiu deformacji sieci krystalicznej

odgrywaja dyslokacje.

Jesli na cialo dziala niewielka sita (7 inzynierskiego punktu widzenia),

to ciatlo ulega deformacji sprezystej i po ustaniu dzialania przytozonej

sity deformacja zanika catkowicie niemal natychmiast. Sumaryczna praca
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wykonana przez przytozong site i przez sity sprezyste przywracajace ciatu
konfiguracje poczatkowa wynosi zero, nie nastgpita dyssypacja energii.
Zupelie inaczej przedstawia sie sytuacja w trakcie deformacji plastyczne;j:
cialo nie powraca juz samoczynnie do konfiguracji poczatkowej, tylko w
sposéb trwaly przyjmuje inny ksztalt, zarowno w sensie makroskopowym
jak i mikroskopowym. Zjawiska towarzyszace ruchowi dyslokacji w trakcie
deformacji plastycznej ciata to na przyktad:

rozpraszanie fononéw,

wiatr fononowy,
— drgania linii dyslokacji,
— tarcie radiacyjne.
Wryliczylismy tylko niektére zjawiska majace bezposredni zwigzek 7z od-
dziatywaniem dyslokacji z fononami. Pelny opis dyssypacji wymaga uwzgled-
nienia jeszcze innych oddzialtywan, jak np. z elektronami przewodnictwa,
ekscytonami, magnonami. .. Te zjawiska zostaly przeanalizowane w prze-
gladowych pracach [4], [9] i [10].
Tutaj, w kolejnych podrozdziatach, oméwimy tylko sposéb oceniania zmian
wielkoSci dyssypacji spowodowanej ruchem dyslokacji w zaleznosci od tem-
peratury, demonstrujac rézne mechanizmy hamowania ruchu dyslokacji w
wyniku jej oddzialywania z drganiami sieci krystalicznej, czyli z gazem
fononowym, na podstawie prac [11] i [14].

2.1. Lepkie hamowanie ruchu dyslokacji

Jedli jaki$ obiekt, materialny (np. atom wtracenia) lub strukturalny (np.
dyslokacja), przemieszcza sie poprzez cialo, to nastepuje zaktGcenie stanu
rownowagi uktadu, a w tym i stanu réwnowagi gazu fononowego. Poru-
szajacy sie obiekt oddaje swa energie gazowi fononowemu i w rezultacie
nastepuje wyhamowanie ruchu obiektu. Jesli predkos$¢ ruchu obiektu v
jest mala w poréwnaniu z predkoscig dzwieku ¢ w krysztale, to mozna
zaniedbaé efekty ,relatywistyczne” i potraktowac sprezyste pole defor-
macji ¢;(r,t) (z wystarczajaca doktadnoscia) jako pole quasistatyczne,
przemieszczajace sie z predkoscia v

gij(r,t) = g;(r — vt). (2.1)
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Pole deformacji wygodnie jest przedstawi¢ w postaci pakietu fal ptaskich:

d .
eii(r, 1) = / (2;1)3 4 eflar—0at). (2.2)

gdzie 5% transformata Fouriera statycznego pola deformacji krysztatu
wokot linii dyslokacji €5, a 24 = qv. W tej reprezentacji ttumienie ruchu
dyslokacji w przyblizeniu liniowym wyraza sie poprzez ttumienie poszcze-
gblnych fal pakietu fal ptaskich

dq -
D= / (271')3 Qq nijkl(qa Qq) 6%- €i_7-q , (2‘3)

gdzie D przyrost dyssypacji energii na jednostke czasu, 7;jx(q, Qq)
efektywna lepko$¢ fali z wektorem falowym q i czestoscig €1q.

W eksperymentach mierzony jest tzw. wspolezynnik dynamicznego hamo-
wania ruchu dyslokacji B, definiowany jako wspdtezynnik proporcjonalno-
Sci pomiedzy sita lepkiego hamowania dyslokacji F' a predkoscig ruchu
dyslokacji v (na jednostke dtugosci linii dyslokacji)

F=vB. (2.4)
Zwiazek pomiedzy B a D jest nastepujacy:
D=v*B, (2.5)

a wiec
D=vF. (2.6)

Typowe warto$ci B dla réznych krysztaléw w temperaturze pokojowej
wynoszag od 1072 do 107" puaz, a wiec sg takie, jak dla bardzo gestego
gazu [9].

Z rys. (2.1) wyraznie wida¢, 7e istnieje kilka mechanizméw hamowania ru-
chu dyslokacji: wraz ze wzrostem naprezenia predkosé¢ dyslokacji rosnie, ale
szybciej dla tej w nizszej temperaturze. Potem, mimo wzrostu naprezenia
predkos¢ dyslokacji ustala sie — praktycznie osigga warto$¢ maksymalna,
gdyz wtlaczaja sie mechanizmy nie pozwalajace na jej dalszy wzrost.
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Inv

1 T,<T,

0)

Rys. 2.1. Schematyczna zaleznosé predkosci ruchu dyslokacji od naprezenia w
funkcji temperatury

Zarowno w sytuacji rownowagi, jak i w trakcie ruchu dyslokacji, pole spre-
zyste krysztatu wokot dyslokacji jest zakldcone sama obecnoscia dysloka-
cji. Niech u; oznacza wektor przemieszczenia wezta sieci krystalicznej (w
teorii kontynualnej jest to wektor przemieszczenia punktu materialnego)
[153]. Punkt, ktéry przed deformacja znajdowal sie w polozeniu z;, po
deformacji znajdzie sie w miejscu

Tensor odksztalcenia ¢;; jest definiowany jako symetryczna suma gradien-

tOw przemieszczenia
1
€ij = 5 (uij +uja) (2.8)

7 tej definicji wynika, ze tensor odksztalcenia jest tensorem symetrycz-
nym, czyli €; = €.

Aby odksztalci¢ ciato nalezy wykona¢ pewng prace, tak wiec w trakcie
odksztatcania materialu gromadzona jest w nim energia. Jesli proces od-
ksztalcania jest procesem izentropowowym, czyli odwracalnym i adiaba-
tycznym, to jest to energia wewnetrzna, bedgca funkcja tensora odksztal-
cenia €;; i gestoSci entropii 7

e =e(ej,m) . (2.9)
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Jesli natomiast proces odksztalcania jest izotermiczny, to jest to energia
swobodna, bedaca funkcjg tensora odksztalcenia €;; i temperatury T'

Y =1 T). (2.10)

Tensor naprezenia o;; jest okreslany jako pochodna energii wzgledem od-

ksztatcenia 9
e
0ii = Po — , 2.11
2] Po aﬁij ( )
gdzie py  gesto$¢ masy w stanie nieodksztatconym. W liniowej teorii spre-
zystosci energia e jest kwadratowa funkcja tensora odksztatcenia

L (2.12)
€ = — Ciikl€ii€kl » .
2p0 ijklCijCkl
natomiast my bedziemy tu korzystali z nieliniowej teorii sprezystosci, gdyz
bedziemy musieli uwzglednia¢ efekty anharmoniczne. W tym przypadku

zaleznos¢ energii od odksztatcenia jest nastepujaca:
1

€= 5, Ciki€iiu + 20 dijkimn€ij €kt €mn - (2.13)

Tensory ¢k 1 d;jkimn S5a tensorami statych sprezystosci drugiego i trzeciego
rzedu. Latwo widac, ze tensor ¢;j,; ma nastepujace symetrie
Cijkl = Cjikl = Cijlk = Chlij - (2.14)
7 definicji (2.9) wynika, 7e tensory stalych sprezystych sa funkcjami en-
tropii. Zgodnie z wzorami (2.11) i (2.14) mamy
Oij = Oji = Cijkl €kl = Cijkl Uk,] - (2.15)

Cialo pozostaje w réwnowadze (dynamicznej), jesli spetnione jest réwnanie
ruchu

Tijj = Po Uit (2.16)
ktore mozna wyrazi¢ poprzez same przemieszczenia i ich pochodne, korzy-
stajac ze wzoru (2.15) w postaci uktadu trzech liniowych réwnan réznicz-
kowych drugiego rzedu, przyjmujacych w przypadku liniowym postac:

Lix = Cijri Ur,j + Cijrij Ukg — pPo Uiz = 0. (2.17)

Zamiast przemieszczen mozna uzy¢ do sformutowania réwnan ruchu de-
formacji.
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2.2. Hamowanie ruchu dyslokacji poprzez wiatr
fononowy

W pracy [9] pokazano, 7e istnieje taki zakres (niezbyt niskich) tempera-
tur, w ktorych decydujaca role w hamowaniu ruchu dyslokacji odgrywaja
fonony, a nie na przyktad takie zjawiska jak flutter, czy tez procesy re-
laksacyjne. W takiej sytuacji, przy opisie ruchu dyslokacji, te i inne do-
datkowe zjawiska, jak na przyktad drganie linii dyslokacji pod wplywem
pola temperatury, moga zosta¢ pominiete. Przy tych zalozeniach osiaga
sie zadowalajaca doktadno$¢ modelowania, jesli wezmie sie pod uwage tyl-
ko dalekozasiegowe sktadowe sprezystego pola poruszajacej sie dyslokacji.
Dla badanego zakresu temperatur dobrym przyblizeniem widma fonono-
wego jest przyblizenie Debye’a, w cze$ci mechanicznej kontynualna teoria
dyslokacji nie uwzgledniajaca istnienia jadra dyslokacji.

Zjawisko rozpraszania fononéw na poruszajacej sie dyslokacji moze by¢
opisane przez nastepujacy zalezny od czasu Hamiltonian [14]

H(t) =Y Taglaye ™", (2.18)
a,8
Indeksy «, # oznaczaja rézne stany fononowe, okreslone przez pary: wektor
falowy k i polaryzacja A: a = (k, ), § = (kK', \), przy czym k' =k + q,
Qg =aqv, {& = axx + ai’kk, ai’kk, axx — odpowiednio operatory kreacji i
anihilacji fononéw, a ponadto

A 1l K ()

sm

4 p. /e g ’

h  stata Plancka, 1, polaryzacja fononu w stanie a;, p  gesto$¢ masy
niezdeformowanego krysztahu, ,,,(q) — transformata Fouriera statyczne-
go pola dystorsji wokét linii dyslokacji, Aﬁ;le
moniczne stale sprezystosci [4], w,  czestosé fononu w stanie a.

Mozna pokazac, ze w rozwazanym zakresie niskich temperatur hamiltonian
oddziatywania (2.18) jest wystarczajaco maly, aby mozna bylo zastosowa¢
kwantowo-mechaniczng teorie perturbacji. W teorii perturbacji pierwszego
rzedu prawdopodobienstwo rozproszenia fononu ze stanu « do stanu § na

jednostke czasu wynosi

Lop

(2.19)

— zrenormalizowane anhar-

8w
Waﬂ = ﬁ“—‘a/ﬂ? (5((,()()/ — wﬁ — Qq) s (220)
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gdzie 0(w) — delta Diraca.
Liczba przejs¢ od stanu « do stanu [ na jednostke czasu dana jest jako
iloczyn prawdopodobienstwa W5 i gestosci fononéw n, w stanie a:

hw, !
N = |€xp T -1 (2.21)

gdzie kg stata Boltzmanna. W kazdym akcie rozpraszania przekazywana
jest energia h(w, —ws) = "y, a wiec dyssypacja energii na jednostke
czasu i na jednostke dlugosci linii dyslokacji wynosi

D = hLZQq|FaB|2”a (Wa — wp — §q)
of (2.22)

gdzie L jest dlugoscia linii dyslokacji (w przypadku dyslokacji prostolinio-
wej jest to Srednica krysztalu wzdtuz linii dyslokacji).

Jesli po rozwinieciu w szereg wzgledem poteg v/c wyrazenia (2.22) po-
zostawimy tylko pierwsze nieznikajace sktadniki i skorzystamy z faktu,

7€
Ong
Na — Ng = n(w,) — n(wg — Qq) = n(wa) — n(wa) + 9w Qq
on, (2.23)
1w, ’

to w argumencie funkcji delta-Diraca mozemy pomina¢ sktadnik €2,. Wy-
razenie na dyssypacje energii D przyjmie teraz nastepujaca postac:

Ong,

C!

D=— hLZQQ\FaﬁF 6 (we — wp) - (2.24)

W nastepnym podrozdziale znajdziemy jawna postaé ,,,(q) — transfor-
maty Fouriera statycznego pola dystorsji wokét linii dyslokacji dla dyslo-
kacji prostoliniowej i dla petli dyslokacji.
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2.3. Pole dystorsji dla dyslokacji prostoliniowej i dla
petli dyslokacji

Sprezyste pole dystorsji pochodzace od dowolnej dyslokacji o wektorze
Burgersa b wyraza sie za pomoca tensora Greena Gy (r) teorii sprezystosci
wzorem [74]:

;i (T) = —Chipg by / dS'ngV,V;Giy(r —1') — ﬂ,](r) ) (2.25)
5

Calkowanie przebiega po dowolnej powierzchni S ograniczonej linig dys-
lokacji, n  wektor normalny do powierzchni S, ¢, tensor statych
sprezystosci, a 101,1»]-(1') — tensor dystorsji wewnetrznych.
Jesli wybierzemy S jako cze$¢ ptaszczyzny xz, to dla dyslokacji prostoli-
niowej [65)]

ij(x) = b;n; 6(y) n(z), (2.26)

gdzie n(-) funkcja Heaviside’a, a dla dla petli dyslokacji

i (r) = bin; 6(y) n(R*—2°) (e +VR2 — 22) —n(z —VR2 — 22)] . (2.27)
Tensor Greena G, (r) jest rozwigzaniem statycznego réwnania teorii spre-
zystosci

Cz'jkl Vk Vl Gml(r) + (szm 5(1‘) = 0 s (228)

gdzie 6;; delta Kroneckera.
Poszukujac rozwiazania réwnania (2.28) wygodnie jest zastosowa¢ techni-
ke transformacji Fouriera. Roztézmy w tym celu tensor G,,(r) w szereg
Fouriera

Go(r) = Grulq) " (2.29)

Po wstawieniu (2.29) do (2.28) otrzymujemy proste réwnanie algebraiczne

na G (q) )
¢* Aim(K) Gru(q) = 1, (2.30)
gdzie
K=4q/q, N (K) = Kj Cjimn Fon - (2.31)
Wykorzystujac ten wynik w réwnaniu (2.29), dostajemy
1

G (r) = 3 N (8) iar (2.32)

2
a q
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Rys. 2.2. Uklady wspétrzednych: (a) dyslokacja prostoliniowa, (b) petla linii
dyslokacji [14]

Transformaty Fouriera w réwnaniach (2.25) - (2.27), uwzgledniajace (2.29),
przyjmuja teraz nastepujace formy:
— dla dyslokacji prostoliniowej

%@: p 8g.0 5 (2.33)

— dla petli dyslokacji

J R
p
gdzie
Gkt (@) = Ok 051 — Chimn K Ny (K) K (2.35)

Ji(-) — funkcja Bessela, g, = 1/¢2 + ¢2, m =t x k, t — wektor styczny do
linii dyslokacji (rys. 2.2).
Réwnanie (2.34) mozna atwo zastosowaé do przypadku petli linii dyslo-

kacji w ksztalcie elipsy

2 22

St =1
l

W tym przypadku odpowiednie wyrazenie na 77,Z»]-(q) przyjmuje postac
Ji((aa.)? + (dq.)’
V0@ g,)? + (dg.)?

(2.36)

ﬂ;j(q) =27 adS;‘jkl(K,) by, my
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W kolejnych podrozdziatach przedyskutujemy tylko dyslokacje prostoli-
niowa i okragta petle linii dyslokacji.

2.4. Hamowanie ruchu dyslokacji prostoliniowej

Do procesu hamowania ruchu dyslokacji najwiekszy wktad wnosza pro-
cesy oddziatywania dyslokacji z tzw. fononami poprzecznymi [9], wiec w
ponizszych oszacowaniach ograniczymy sie tylko do tej grupy fonondw.
Biorac pod uwage wzory (2.19) i (2.33) mozna pokazac,ze

hLbw,\’
raﬁp_( T ) 840 Fop (2.37)

gdzie F,53 bezwymiarowa funkcja o postaci

2
AL Lo U, Ky ki Spoa(a/) by

pbw, ws

Fos = (2.38)

Jesli teraz sumowanie po k i k' zastagpimy catkowaniem pokiq=k' —k
to otrzymamy, ze przyrost dyssypacji energii na jednostke czasu wynosi

_ whb Z/ dk ) Ona /(dq V) S —ws). (2.39)

WY Yo Jua 2m)2 2

Calkowanie po q przebiega po ptaszczyznie normalnej do linii dyslokacji
(rys. 2.2). Rachunki przeprowadzimy we wspdlrzednych biegunowych, li-
czac kat g od kierunku predkosci dyslokacji v (od osi Oz). Catkowanie
po k wygodnie jest wykona¢ we wspotrzednych sferycznych, liczac kat 6y
od kierunku wektora q i odpowiednio kat ¢, w ptaszczyzZnie prostopadiej
do wektora q. Funkcja F,3 wyraza sie wtedy przez wspétrzedne ¢q, ¢y i
cos(fy)

faﬁ - f)\/\'(@q; Pk, COS(ek)) : (240)
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Po uwzglednieniu powyzszych uwag otrzymujemy, ze

th 2
p=T v Z/dww —/dwqwq/dapqcoq wq/dcpk
271' (‘t AN
X /d@k sin Oy Fx (pq Px, €08 b)) 0 (w — \/w2 +w? = 2wwgcos by) .
(2.41)
Tutaj kp — graniczna wartos¢ widma Debye’'a, wq = ¢, ¢, — Srednia

predkos¢ fononéw poprzecznych.
Ostatnia catka we wzorze (2.41) wynosi

/dﬁk sin O Fax (pq, Px; €08 bi) 0 (w — \/w2 + w2 — 2wwg cos by )

(2w — wq) Wq
= —Fox —).
Wa AN (@qa Pk, QLU)
(2.42)
Wstawiajac ten wynik do réwnania (2.41) otrzymujemy, 7e
C kr)
th 2
D= v / dw W° (2.43)
27T (’t
gdzie przez g oznaczyliSmy staly wielkos¢
/d(ﬂq COS Pq /dgﬁk /dth,\)‘l Pqs Pk, ) (244)

AN

Jedli teraz zamienimy zmienng catkowania we wzorze (2.43) na zmien-
ng bezwymiarowa hw/kg T, to wspdleczynnik hamowania ruchu dyslokacji
B = D/v? dany jest jak ponizej:

h kpb
B = 975 ( ) f(T/6,), (2.45)
gdzie 0, = ¢, kp/kp  zmodyfikowana temperatura Debye’a, a funkcja
F(x):
1/z
e s d

(2.46)

f()—/ﬁ
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opisuje zalezno$¢ od temperatury. We wzorze (2.45) wystepuje parametr
g ~ |A/ul (A charakterystyczna warto$é¢ stalej anharmonicznej, p
modul Scinania), ktérego warto$é mozemy teraz oszacowaé tylko 7z do-
ktadnoscia co do rzedu wielkoéci. Aby znalez¢ dokladng wartosé g trzeba
przeprowadzi¢ szczegdtowe obliczenia, ktore dla dyslokacji srubowej i kra-
wedziowej zostang przedstawione w podrozdziale 2.6 na stronie 82. Ale
réwniez i w powyzszej postaci wzér (2.45) zawiera pozyteczne informa-
cje, pozwalajace w szczegdlnosei przedyskutowaé opisana wzorem (2.46)
zaleznos¢ omawianego zjawiska od temperatury.

W niskich temperaturach wiatr fononowy jest szybko ,wymrazany”: B ~
T°. Wraz ze wzrostem temperatury funkcja f(T/6;) staje sie liniowa, a
wiec jej zachowanie zmienia sie w sposéb istotny. Efekt ten zachodzi juz
dla temperatur znacznie nizszych od temperatury Debye’a.

Zwréémy uwage, ze w wysokich temperaturach, wzory (2.45) i (2.46) prze-
szacowuja efekt, poniewaz zaniedbaliSmy wplyw jadra dyslokacji. W pod-
rozdziale 2.6 pokazemy, ze uwzglednienie jadra dyslokacji nawet w prostym
modelu, prowadzi do pewnej renormalizacji wyrazenia podcatkowego we
wzorze(2.46).

2.5. Hamowanie ruchu okragtej petli linii dyslokacji

Poprzednie rozwazania dotyczyty dyslokacji prostoliniowej. Otrzymane
wyniki moga by¢ zastosowane do dyslokacji krzywoliniowych, na przyktad
do petli dyslokacji, tylko w tych przypadkach, kiedy Srednia dlugo$c fali
fonondéw jest mata w porownaniu z promieniem krzywizny linii dyslokacji.
Taka sytuacja zachodzi tylko dla niezbyt niskich temperatur. Mamy tu
wiec okazje przedyskutowac, jakie poprawki powinny zosta¢ poczynione
do opisu zaleznosci B(T) od temperatury, jesli w rozwazaniach uwzgled-
ni¢ wptyw krzywizny linii dyslokacji i od jakiej wartoSci temperatury ta
zalezno$¢ nie rézni sie istotnie od zaleznosci (2.45).

Problem ten byl badany réwniez w pracy [11], ale tylko w przypadku
izotropowym i w bardzo uproszczonej reprezentacji tensora ;;(q). Z tego
tez powodu, ograniczono sie tam tylko do oszacowania rzedu zjawiska.
Rozwazania przeprowadzone w podrozdziale 2.3 pozwalaja przeanalizowac
jak wraz ze wzrostem temperatury i odpowiadajaca mu rosnacg dhugoscia
fali fononéw A, zmienia si¢ charakter wspétczynnika hamowania ruchu
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dyslokacji od zaleznosci danej wzorem (2.46) i prawdziwej dla \,, < R,
az do bardziej ostrej zaleznosci od temperatury dla A,, > R, kiedy to
fonony reaguja na petle dyslokacji jak na defekt punktowy. Z drugiej stro-
ny, w granicznym przypadku, kiedy promien R petli jest rzedu wielkosci
stalej sieci krystalicznej, to wyrazenie na B stosuje sie rowniez do oce-
ny wplywu fononéw na hamowanie ruchu skupisk defektéow punktowych
(crowdionéw).

Dyssypacja energii na jednostke czasu, towarzyszaca ruchowi petli linii
dyslokacji, jest opisana wyrazeniem (2.24), w ktérym nalezy teraz polo-
zy¢ L = 27 R, a wielko§¢ I'yp, dana wzorami (2.19) i (2.34), mozemy
przedstawi¢ tu w postaci analogicznej do wyrazenia (2.37)

T Rbhw, E
Capl® = (T) T3 (g, R) Fas (2.47)

gdzie F,p, jak poprzednio, dana jest wzorem (2.38), z ta tylko réznica,
ze wektor m = t X k (patrz rys. 2.2 b) jest zastapiony tu przez zmienny
wektor t, styczny do linii dyslokacji. Wektor t obraca sie zgodnie ze zmiang
kata azymutalnego ¢, wektora k, ale jest zawsze prostopadly do rzutu
wektora q na ptaszczyzne petli.

Wstawiajac réwnanie (2.47) do réwnania (2.24) otrzymujemy

o th d3k 5 ONg
D= Z / 3 % B X
AAI o
Po oy (2.48)
1 q qvVv 2
></(27r)3 o 10 R) Fag Sluoss).

Przyktadowe obliczenia zostana przeprowadzone teraz dla pryzmatyczne]
petli linii dyslokacji. Petla porusza sie w kierunku wektora Burgera b, pro-
stopadtego do ptaszczyzny petli. Catkowanie po k wygodnie jest przepro-
wadzi¢ we wspélrzednych sferycznych, liczac kat biegunowy 6y od kierunku
wektora q. Caltkowanie po q przeprowadzimy rowniez we wspoltrzednych
sferycznych, ale z katem azymutalnym ¢4 w plaszczyznie petli, gdzie kat
biegunowy 6 jest mierzony od kierunku wektora predkosci v. Tak wiec,
funkcje F,s mozemy teraz wyrazi¢ w tych wtasnie wspétrzednych

Fop = Fox(pqs €08 bq, 0x, cos by) . (2.49)
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Obliczenia daja nastepujace wyrazenie na wspdlczynnik hamowania ruchu
dyslokacji dla petli dyslokacji

-2 (’“”") f(r/6). (2.50)

z zalezno$cig od temperatury dang wyrazeniem
1/z

~ et’d
f(z) =2 / ﬁwww, (2.51)

gdzie v = 2kp R, a funkcja ¢(y) definiujaca réznice pomiedzy wzorami
(2.51) a (2.46), przyjmuje postaé

y/duu /dvv]2 V1 = u?)x
(2.52)

/dSOk /dSOqZ Fox (0q; t; i, v) -

AN

Powyzsze trzy wzory (2.50)  (2.52) umozliwiaja badanie wplywu tem-
peratury na hamowanie ruchu petli dyslokacji zaréwno w niskich jak i w
wysokich temperaturach.

Dla temperatur niskich, czyli dla T < 6;/~, gléwny wklad do catki (2.51)
daja wartoéci t ~ 1. Tak wiec, aby znalezé wartodé¢ funkeji f(7/6,) w
tym obszarze temperatur, wystarczy znaé zachowanie sie funkcji ¢ (y) dla
maltych wartosci argumentu. Uwzgledniajac, ze dla y < 1

1
JEyv V1 —u?) ~ Zy2v2(1 —u?), (2.53)
funkcja ¢(y) w tym obszarze przyjmuje postaé

(y) =3gy°, (2.54)

1
,(}:W/d (1 —u?) /dvvx
8
.
2w

2w

/d(pk /d(pqz Fx (g, s, i, v) ~ g/30.

AN

gdzie

(2.55)
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Jedli teraz uwzglednimy wyrazenie (2.54), to funkcja f(T/6,) dla T < 0,/
moze by¢ przedstawiona w postaci

8 8
frgoy~ &g () (2.56)
Tak wiec, w bardzo niskich temperaturach hamowanie petli dyslokacji jest
ywymrazane” bardziej gwaltownie niz dla dyslokacji prostoliniowe;.
Analogicznie postepujac w przypadku wysokich temperatur T > 6,/
stwierdzamy, ze najwiekszy wktad daje asymptotyczne zachowanie funkcji
¥ (y) dla duzych wartosci argumentéw. Kladac y > 1, mamy iz

2 cos?(yvv1 —u?2+1/4
J(yvvV1 —u?) ~ = (v 2t/ )
™ yvv1—u?
Po wstawieniu tego wyniku do réwnania (2.52) i zamianie szybko oscyluja-
cej funkcji cos?(y v /1 — u?2+7/4) jej Sredniag wartoscig 1/2, otrzymujemy

(2.57)

(2.58)

Innymi stowy, w wysokich temperaturach 7' > 6, /v, jak nalezalo oczeki-
wac, hamowanie ruchu petli dyslokacji ma taka sama zalezno$¢ temperatu-
rowa jak dyslokacja prostoliniowa i jest opisana wzorem (2.45), w ktérym
nalezy tylko zamieni¢ wielkos¢ g wielkoscig g. Ten fakt niezgodnosci ma
proste fizyczne wyttlumaczenie zwigzane z faktem, ze hamowane niezalezne
kawalki petli dyslokacji maja rézng orientacje, a wiec ze wzgledu na anizo-
tropie i hamowanie tez bedzie rozne. Latwo mozna sprawdzié, ze g jest po
prostu Srednig wartosciag g wzieta po wszystkich mozliwych orientacjach
prostoliniowej linii dyslokacji o wektorze Burgersa b lezacej w ptaszczyznie
petli i poruszajacej sie z predkoscia v prostopadle do tej ptaszczyzny

9= 5 [deigtt). (2.50)

W przypadku symetrii osiowej, gdy wielko$¢ Fyy nie zalezy od ¢;, mamy
g = ¢g. Jesli zaniedbamy wpltyw anizotropii, zwigzang nie z krzywizng ale



82 Rozdziat 2. Dyssypacja ruchu dyslokacyi

z orientacjg poszczegolnych elementow linii dyslokacji, to mozemy stwier-
dzi¢, ze krzywizna linii dyslokacji wptywa istotnie na dynamiczne hamowa-
nie tylko w obszarze temperatur T' < 6, /7. Ten obszar jest wystarczajaco
duzy tylko dla skupisk defektéw punktowych (crowdionéw) i dla bardzo
malych petli dyslokacji. Z tego wzgledu w nastepnym podrozdziale skupi-
my sie na rozwazaniu tylko dyslokacji prostoliniowe;j.

2.6. Anharmoniczno$¢ w modelu Murnaghana

Wielkos¢ g moze by¢ okreslona w przyblizeniu izotropowym, gdy tensor
Al zgodnie 7 [37], ma nastepujaca postaé

iSp?

. 5 1
Alta o (5 ot Km = l) 05 Osi Opg

1sp

_ (% + K + m) Ois Ojt Opg

— (4 m) i 0js Opg
4 (2.60)
-2 <§ n+ K+ m) (517 5sp 5tq + (SSt (sip 6.711)

—2 1% (SM 6jp 61‘,(]

1
—2 <u + Zﬂ) (8pis Eqjt T 8pitgqjs) :

Tutaj K objetosciowy modul sprezystosci, n, m i [  moduly Murna-
ghana, €.~ tensor Ricci’ego. Do dalszych obliczen bedzie nam jeszcze
potrzebna izotropowa posta¢ tensora S}, (k)

1
;“]H(n) =1 [mimmymy + tititet, + v(mimgtet) + titmgmy)]

1
+ 5 [mitjtkml + mit]-mktl + timjtkml + tim]-mktl]

14
— E (5,] [mkt; + tkml] .
(2.61)
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Tutaj v — wspolezynnik Poissona, a m i t — wektory tworzace wraz z
Kk = q/q prawoskretna tréjke wektoréw. Wektor t jest skierowany wzdtuz
linii dyslokacji (rys. 2.2).

Po uwzglednieniu jawnej postaci tensora S, w réwnaniu (2.61), otrzy-
mujemy, ze dla dyslokacji érubowej z wektorem Burgersa b = bt

. b
qul(n) b my = 5 [myty + t,myl, (2.62)

a dla dyslokacji krawedziowej 7 wektorem Burgersa b =071

M [V (Opg — tpty) —mymyg]. (2.63)

;qkz("’) b, my =

Jesli podstawimy teraz wyrazenia (2.60), (2.62) i (2.63) do réwnania (2.38),
to otrzymamy jawna posta¢ wielkoSci F,s3, bezposrednio definiujaca pa-
rametr ¢ w réwnaniu (2.44). Jako przyklad, dla dyslokacji §rubowej, po
zaniedbaniu wktadu pochodzacego od fononéw podtuznych, mamy iz

o= [ 50 s (1425

[(Lalgt) (Kaksm) + (lalgm)(kakst)+ (2.64)
(arest) 5o 1m) + (oresm) ()]
gdzie k., = k/k, kg = K'/k', a mieszany iloczyn wektorowy jest postaci
(ABC)=A(B x C). (2.65)

Kolejny krok polega na wyrazeniu wielkosci F,3 we wspdtrzednych bie-
gunowych (2.40) i obliczeniu potréjnej catki (2.44). Obliczenia sa czaso-
chtonne i zmudne, wiec podamy tu tylko ostateczne wyniki.

Podobne oszacowanie dla dyslokacji érubowej byly robione w pracy [3].
Zgodnie 7z ta praca

2
gs ~ 4+ (g + 6) : (2.66)
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Wynik dla dyslokacji krawedziowej jest duzo bardziej skomplikowany i po
raz pierwszy zostal opublikowany w pracy [14]

1 <121/
.Qed—MQ 1 v

55.5u2 4+ 23.54 Km — 3.85 K n + 4.86 un+

2
) (16.49m* + 0.76n> — 4.94mn + 13.34 K>+

30.33 um + 5.78 k )+

1

eI (0.63n” +17.41p° +5.93 un) .

(2.67)
Na ogét najwiekszy wktad zaréwno do g.4 jak i do g5 pochodzi od czlonéw
zawierajacych stata Murnaghana n. Na przyktad, dla miedzi, zgodnie z

praca [133] mamy, iz

n=—159-10" dyna/cm?, m = —62-10" dyna/cm?,
p=>546-10" dyna/cm?, v=10.324,
( | (2.68)
2u(1 + 2v "
K=——-—/—>=17.042-10" d ‘m?.
31— 20) yna/cm
Tak wiec
go~ 538, g~ 931, (2.69)

a wielko$¢ n daje ponad 80% wktadu do wielkosci g.

Tak wiec, korzystajac z réwnan (2.45), (2.66) i (2.67) mozemy oszaco-
waé wplyw wiatru fononowego na hamowanie ruchu dyslokacji sSrubowej i
krawedziowej w niskich temperaturach. W obszarze wysokich temperatur
przedstawione powyzej oszacowanie nie jest prawidlowe, poniewaz pomi-
nieto wpltyw jadra dyslokacji, co w tym przypadku jest istotne. Brak ten
zostanie uzupelniony w nastepnym podrozdziale.

2.7. Wiatr fononowy w wysokich temperaturach

Jak wspomniano juz powyzej, w tym podrozdziale przedyskutujemy za-
chowanie sie sprezystego pola w poblizu jadra dyslokacji w niezbyt niskich
temperaturach, gdy dhigosé fali fononéw jest porownywalna ze $rednicy
jadra dyslokacji. W teorii kontynualnej dyslokacja jest traktowana jako
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liniowa osobliwo$¢ rzedu 1/r i w tym przyblizeniu pole sprezyste wraz ze
zblizaniem sie do jadra dyslokacji wzrasta do nieskonczonosci. Jest wiec
oczywiste, ze podejscie kontynualne nie moze by¢ bezposrednio stosowane
do opisu dyskretnej struktury rzeczywistych krysztatéw, a w kazdym razie
na pewno nie w poblizu jadra dyslokacji, gdzie ma miejsce relaksacja pola
sprezystego. Mozna natomiast uwzgledni¢ istnienie jadra dyslokacji mode-
lujac je poprzez obciecie w gladki sposéb pola sprezystego przy zblizaniu
sie do linii dyslokacji. Tutaj zastosujemy model zaproponowany przez Lo-
the [91]

uij(r) = uf(r) (1 —e "/, (2.70)

gdzie ug;(r) tensor sprezystych deformacji w przyblizeniu kontynualnym
(uf; ~ b/(27r)). Promien jadra dyslokacji rg przyjmowany w tym modelu
wynosi kilka statych sieciowych.

Mozna pokazaé, ze polu sprezystemu (2.70) (w przypadku izotropowym)
odpowiada transformata Fouriera

j<$)

fig(q) = —— W (2.71)
1+ (qrp)?

3 N e 3 c
gdzie if;(q) — transformata Fouriera tensora ug, (r).

Rozpatrzmy jako przyklad prostoliniowa dyslokacje §rubowa réwnolegta
do osi Oz, dla ktérej

. Uy b [—singp . ib |—sing
uij(r) = {“ } = 2—{ } ; Uij((l) = _{ q} ; (2.72)
L2y wr cos @ 2q COS ¥q

a katy ¢ 1 ¢4 sa mierzone od osi 0xz. Po uwzglednieniu réwnania (2.72),
transformata Fouriera (2.70) wynosi

o0 27
b ' g
ﬂij(Q) = g/dT (1 — er/ro) /dg@ iz cos(gp—pq) { s (p}
0

Cos
0
b [— qi 7 ut.
_ { S QOq} /du(l — e w/(ara)y J (u) = —1”((1) :
2q | €O0spq ) 1+ (qry)?
(2.73)
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W bardzo podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ analogiczne wyrazenie dla
dyslokacji krawedziowej. We wspétrzednych sferycznych tensor ug;(r) ma
postac

" —sing
r b 1—2v CoS
() = - 2.74
u J (r) Z‘P‘P 47TT 1 y oS @ ( )
" 1-2v

Prosta posta¢ czynnika normujacego tensor if;(q) w réwnaniu (2.71) i wy-
niki otrzymane w poprzednim podrozdziale pozwalaja teraz na otrzymanie
zmodyfikowanego oszacowania wptywu wiatru fononowego na hamowanie
ruchu dyslokacji bez zmudnych obliczen parametru g. Latwo widac, ze po
podstawieniu réwnania (2.71) do réwnania (2.24) otrzymujemy wyrazenie
(2.41) 7z ta tylko réznica, 7e wyrazenie podcatkowe jest mnozone przez
(14 (rowq/c)? ' . Ostateczne oszacowanie wspolezynnika hamowania ma

posta¢ podobna do (2.45)

ho(kpb\’
B:gﬁ<%J £(T)6,) (2.75)

gdzie wspdlczynnik g jest dany przez wyrazenie (2.44). Oszacowania (2.66)
i (2.67) wielkoSci g odpowiednio dla dyslokacji srubowej i krawedziowej
sa tu réwniez poprawne. Jedyna réznica pomiedzy réwnaniami (2.75) i
(2.45) polega tylko na réznej postaci funkeji f, (7'/6;) opisujacej zaleznosé
temperaturowa badanego efektu. Teraz

1/x
fox) = a5 // et t5dt arctan(y zt)
X ' J (e =1)2 xat

(2.76)

gdzie x = 2kp ry. Podobna modyfikacja zaleznosci temperaturowej wiatru
fononowego byta pokazana po raz pierwszy w pracy [9].

Dodatkowy czynnik
arctan(y z t)

(xzt)

w réwnaniu (2.76) (w poréwnaniu z réwnaniem (2.46)) opisuje gtadkie
obciecie pola sprezystego na jadrze dyslokacji. W punkcie ryp = 0 czynnik
ten jest réwny jednosci, a funkcja f, (z) przyjmuje swa poprzednia postac.
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Jak nalezato oczekiwaé, w niskich temperaturach T < 6, /y, renormaliza-
cja nie ma istotnego znaczenia, gdyz gtéwny wktad do catki daja wartosci
t ~1,awtedy yxt < 11iarctan(xxzt) =~ yxt. Jest to odbiciem faktu,
ze fonony dlugofalowe, przewazajace w niskich temperaturach, sa stabo
odczuwalne na odleglosciach mniejszych od ich dtugosci fali.

Wraz ze wzrostem temperatury, funkcja f, (=) stosunkowo szybko przecho-
dzi od zaleznosci typu 2® do zalezno$ci liniowej z nachyleniem zaleznym
od parametru x:

XZIH(X2+1)]N{x/4, X< 1,
2x* /20, x> 1.
(2.77)
Przy zwyklych oszacowaniach wartosci wielkosci kp i rg ~ (1 + 3) b, wiel-
ko$¢ x jest rzedu (10 = 30). Jak to wynika ze wzoru (2.77), uwzglednienie
skonczonych rozmiaréw jadra dyslokacji w wysokich temperaturach T' > 6,
prowadzi do wzrostu oszacowanego wplywu wiatru fononowego na dyssy-
pacje o czynnik x/2 = kp rg, czyli blisko o jeden rzad wielkosci. Na rysun-
ku 2.3 pokazano funkcje f, (z) dla réznych wartosci x. Warto zauwazy¢, ze
stosunek f, (z)/f, (1) bardzo stabo zalezy od wartosci parametru y az do
bardzo niskich temperatur. Fakt ten znaczaco ulatwia procedure analizy
teoretycznej danych do$wiadczalnych (patrz na przyklad prace [3] i [9]).
Zauwazmy w zwigzku z powyzszymi rozwazaniami, ze nasze oszacowania
na podstawie réwnania (2.75) w temperaturze pokojowej daja wartosci
wspotezynnika hamownania B poréwnywalne 7 wartosciami mierzonymi.
Niemniej, nie przytaczamy tu tych poréwnan, gdyz w wysokich tempe-
raturach nalezy réwniez uwzglednic¢ relaksacje tak zwanych ,,powolnych”
fononéw ([3], [9]), a tym zagadnieniem tu sie nie zajmowaliSmy.

T
r)~ — |arctany —
fx( ) 3y X
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0,25 -

0,2

f(x)

Rys. 2.3. Wykres funkcji f, (z) dla ré7nych wartosci x [14]
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Rys. 2.4.
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Wykres funkcji fy(z) dla réznych wartosci x dla matych wartosci






Rozdzial 3

Dyfuzja

Problemy zwigzane z teoretycznym opisem dyfuzji oraz innych proceséw
i zjawisk jej towarzyszacych, a w szczegdlnosci zjawiska dyfuzji defektdw
punktowych w ciatach statych, zajmuja uwage badaczy juz od wielu dzie-
siatkéw lat. Dyfuzja w pewnych szczegdlnych sytuacjach w istotny sposéb
wplywa na elektromechaniczne wlasciwoéci materialéw (np. w pdlprze-
wodnikach), ma wiec bardzo wazne znaczenie w wielu gateziach przemystu
zajmujacych sie produkcja materialéw o zadanych wlasciwosciach.

Ciata state maja w wiekszosci przypadkow strukture polikrystaliczng, wiec
dyfuzja moze zachodzi¢ albo powierzchniowo po granicy ziaren, albo ob-
jetosciowo wewnatrz ziaren. O predkosci przebiegu dyfuzji w danym ma-
teriale decyduje wspotczynnik dyfuzji D, ktory czesto jest obliczany z
empirycznego wzoru Arrheniusa [99]

D(T) = Dy exp (-%) , (3.1)

gdzie Dy pewna stata, F, energia aktywacji, k& stata Boltzmanna, T
temperatura bezwzgledna. Energia aktywacji dyfuzji sieciowej (wewnatrz
ziarna) jest znacznie wieksza od energii aktywacji dyfuzji miedzyziarnowej,
istnieje wiec taka temperatura, dla ktorej wielko$ci odpowiednich wspot-
czynnikéw dyfuzji staja sie poréwnywalne. Wielkos¢ tej temperatury, na
0g6t rzedu 2/3 bezwzglednej temperatury topnienia danej substancji, jest
znana w literaturze jako temperatura Tammanna.

Ze wrzgledu na skomplikowang strukture granic, nie ma jeszcze dobrej teorii
dyfuzji miedzyziarnowej, natomiast dyfuzja sieciowa jest duzo lepiej roz-
pracowana. Mrowec, w swej monografii na temat dyfuzji w ciatach statych
[99], wyréznia dziesie¢ mechanizméw dyfuzji sieciowej, przy czym naj-
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czesciej spotykanym jest mechanizm wakansyjny. Polega on na kolejnych
przeskokach atomu z wezta sieci do sasiadujacej z nim wakansji. Powo-
duje to przemieszczenie sie wakansji w kierunku przeciwnym do ruchu
przeskakujacego atomu. Mozna by wiec rozpatrywa¢ dyfuzje wakansyjna
albo jako ruch atomow, albo jako ruch wakansji, jednakze jak sie okazuje,
wspOtezynniki dyfuzji wakansji i atomdéw nie sg sobie réwne [99]. Jest to
efekt czysto geometryczny. Przesledzimy to na przyktadzie sieci bee (sieci
sze$ciennej centrowanej objetoéciowo). W 1 em? znajduje sie ~ 10** komé-
rek elementarnych, natomiast Srednia gesto$¢ defektéw punktowych jest
rzedu ~ 10'°/em3. Tak wiec, z punktu widzenia sieci krystalicznej duza
czes¢ krysztalu jest pozbawiona defektow. Migracja atomdéw i wakansji
poprzez krysztal jest $cisle zwigzana 7 sasiedztwem 7z defektami sieci oraz
7 prawdopodobienstwo przeskoku atomu w sasiednia pozycje miedzywezto-
wa i zalezy w znacznym stopniu od gestosci defektow. Mozna wiec przyjac
za [99], ze wspétezynnik samodyfuzji D jest dany w postaci

D:aa%wﬂ, (3.2)
n’ll)
gdzie @  wspélczynnik zalezny od struktury krysztalu i mechanizmu dy-
fuzji, ag stata rzedu stalej sieci, w  czesto$¢ przeskokéw, ng i ny,
liczba defektéw i liczba atomow w poltozeniach weztowych na jednostke
objetosci. Wspolezynnik geometryczny o ma postac

= 1ZA?, (3.3)
6

gdzie A pewien wspolczynnik proporcjonalnosci, 7 liczba najblizszych
potozen w krysztale, do ktérych moze nastapi¢ przeskok.
W przypadku dyfuzji wakansyjnej w sieci bee kazdy atom ma 8 mozliwosci
przeskoku do najblizszych réwnowaznych potozen, czyli Z = 8, a droga
przeskoku S wynosi

V3

S = 7 Qg - (34)

W tej samej strukturze w przypadku dyfuzji miedzyweztowej, kazdy atom
domieszki w polozeniu miedzyweztowej moze przeskoczy¢ tylko w 4 poto-
zenia oktaedryczne, a wiec Z = 4, a droga przeskoku wynosi

1
S = 5 agp . (35)



3.1. Procesy Markova 93

Innym typem dyfuzji zwigzanym z wakansjami jest dyfuzja relaksacyj-
na. Zjawisko to polega na przesunieciu atoméw w kierunku wakansji w
celu zapeklienia powstatej pustki. Efekt ten moze obejmowacé rownocze-
$nie wiele atoméw. W rezultacie pojawia sie pewne rozluznienie struktury
krystalicznej, przypominajace punktowe nadtopienie sie materialu. Tak
wiec lokalnie atomy moga dyfundowaé¢ podobnie jak w fazie cieklej pod
wplywem chaotycznych drgan atoméw w wyniku pobudzenia termiczne-
go. Inne, relatywnie niskoenergetyczne typy dyfuzji sieciowej, to samoistna
dyfuzja atoméw do przestrzeni miedzyweztowej (np. w miedzyweztowych
roztworach wodoru lub wegla w metalach) lub z wypieraniem do przestrze-
ni miedzyweztowej jednych atomow krysztatu przez inne.
Jak 7z powyzszego widaé¢, w licznych przypadkach dyfuzje mozna rozpa-
trywaé jako wynik losowego ruchu atoméw lub czasteczek [51]. Ale wi-
dac¢ réwniez, ze dyfundujace atomy na ogdl nie przemieszczaja sie czysto
chaotycznie w dowolnych kierunkach, jak ma to miejsce w ruchach brow-
nowskich. Istnieje wiec potrzeba zbudowania teorii dyfuzji, ktora by ja
opisywala w sposob bardziej zblizony do jej rzeczywistego przebiegu.
Inspiracja do naszych rozwazan byly, miedzy innymi, prace dotyczace
stochastycznego kwantowania [53], [106]. W pracach tych podjeto prébe
uzasadnienia mechaniki kwantowej w ramach mechaniki statystycznej, a
w szczegdlnosci zaproponowano interpretacje poprzez procesy dyfuzyjne
rownania Schrodingera

L oY 1

ih i QmAw + Vi, (3.6)
gdzie i stata Plancka, ¢ = ¢(z,t) funkcja falowa, m masa czastki
elementarnej, V = V(z) — potencjal.

3.1. Procesy Markova

Jednym z modeli matematycznych, stosunkowo dobrze opisujacych losowy
ruch dyfundujacych molekut w obecnosci pola sit zewnetrznych, jest dy-
fuzyjny procesu Markova (patrz na przyktad [54], [138]). Tu ograniczymy
sie do dyfuzyjnego procesu Markova zdefiniowanego przez rownanie Ito w
postaci

dx = b(x,t) dt + dW (1), (3.7)
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gdzie W = W(#) jest procesem Wienera w R?, czyli jest jednorodnym
procesem (Gaussa 7z niezaleznymi przyrostami, dla ktérego

W(0) =0, E[W()] =0,
(3.8)
t

EW({t) @ W(t)] =0c%1, t>0,0°>0.
Tutaj E — operator wartosci oczekiwanej, 02 — wariancja zmiennej losowej
dyfuzyjnego procesu Markova, I ~macierz jednostkowa. Mamy wiec

Ex(t) [dX(t)] = b(X7 t)dt )

3.9

Exw[(dx(t) — b(x,t)dt) ® (dx(t) — b(x,t)dt)] = 0%t 1, (39)

gdzie Ey) — warunkowy operator wartosci oczekiwanej. Réwnanie (3.9)

oznacza, ze rozwiazanie x(t) stochastycznego réwnania Ito (3.7) dlat > 0

jest procesem losowym w R? oraz ze jest stochastycznie jednorodne i izo-

tropowe. Sktadowe z;(t), i = 1,2,3, dla t > 0, w ortonormalnych wspét-

rzednych kartezjanskich w R? sg nieskorelowanymi zmiennymi losowymi.

Prawdopodobienistwo P(x(t) € P) istnienia trajektorii (rozwiazania) réw-
nania Ito przecinajacej zbiér P C R* w chwili ¢ i w punkcie x wynosi

P(x(t) € P) = /7, p(x, 1) dV (%), (3.10)

gdzie gestos¢ prawdopodobiefistwa p(x, t) spetnia réwnanie Fokkera - Plan-
cka [53]

1
op = 502 Ap — div(pb). (3.11)

W teorii dyfuzji zaklada sie, 7e gestosé¢ prawdopodobienstwa p(x, t) zwia-
zana jest 7z koncentracja objetosciowa n(x,t) dyfundujacych atoméw po-
przez rownanie
n(x,t)
X,t) = .
p(x, 1) N
Nie bedziemy tu rozpatrywac zagadnien brzegowych, gdyz nasze rozwaza-

nia beda dotyczy¢ tylko cial nieskonczonych. W procesie dyfuzji, w kazde]
chwili czasu t > 0, bierze udzial bardzo duza, ale skoriczona liczba atomdéw

(3.12)

N(t) = /R3n(x,t) dV (x) < oo (3.13)
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Zaktadamy, ze wzajemne oddzialywania dyfundujacych atomdéw sa pomi-
jalnie mate. To zatozenie jest czynione stosunkowo czesto, np. w sytu-
acjach, gdy rozwaza sie niewielkie koncentracje dyfundujacych atoméw.

Warunek (3.13) jest réwnowazny zadaniu normalizacji miary probabili-

stycznej
P((x,t) eR’) =1. (3.14)

Okazuje sie [107], ze przy odpowiednich zatozeniach o funkcji b(x, t), roz-
wigzania réwnania (3.7) z warunkiem poczatkowym x(0) = x; € R? ist-
nieja, sa ciagte i sa zdefiniowane jednoznacznie 7 prawdopodobienstwem
1. Jednakze w wielu waznych przypadkach rozwiazanie (x,t) nie jest réz-
niczkowalne'. Potrzebna jest wiec nowa definicja rézniczkowania, ktéra
przytoczymy za Nelsonem [106].

Niech f = f(x,t) bedzie gtadka funkcja skalarng lub wektorowa. Oznacz-
my przez D, i D_ operatory rézniczkowania stochastycznego wzdtuz tra-
jektorii réwnania Tto x(¢) dla ¢ > 0, zdefiniowane nastepujaco:

Dy f0) = Jim By [ L+ )4+ 1) = fx(0),0)}]

] (3.15)
D f(xt) = lim Exo |5 (/0x(0).0) ~ f(x(t -~ ).t b}
Tak wiec w naszym przypadku
o2
D+ :6f+b(x,t) V—i—;A,
) (3.16)
D_ :8t+b*(x,t)-V+%A,
gdzie
\Y t
b, — b o2 YLD (3.17)
p(x,1)
Dla trajektorii rownania Ito mamy
Dix(t) = b(x(t),1),
(3.18)

D_x(t) = b.(x(t),1).

! W tym kontekécie nalezy zwrécié uwage na badania dotyczace formowania sie w
wyniku procesu dyfuzji klastréw, ktérych brzeg ma charakter fraktalny (patrz np. [64]
i inne prace w tym tomie).
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Operatory D, i D_ reprezentuja odpowiednio przysztosé¢ i przesztosé dy-
fuzyjnego procesu Markova. W szczegdlnosci, w kazdej chwili ¢ istnieja
dwie srednie predkosci wedrujacego atomu:

i. predkos$¢ b, 7z jaka atom dociera do punktu x (poréwnaj (3.18)p);

ii. predko$¢ b z jaka atom opuszcza punkt x (poréwnaj (3.18),).

W réwnaniu Ito i w rownaniu Fokkera-Plancka pojawia sie wielko$é b.
WprowadZmy oznaczenia:

1
V(Xa f) = 5 [b*(X, 7L) + b(Xa f)] )
1 (3.19)
u(x,t) = 5 [b.(x,t) — b(x,1)] .
W rozwazanym przez nas przypadku otrzymamy:
\Y
u—022—§—vb. (3.20)

W literaturze dotyczacej klasycznej teorii dyfuzji, predkosé b(x,t) na-
zywana jest predkoscia $rednia, a predko$é¢ b,(x,t) nie jest rozwazana.
W teorii mieszanin rozpatruje sie predkosci analogiczne do predkosci v i
u. Nazywa sie je odpowiednio predkodcia szczegdlng (peculiar velocity) i
predkoscia dyfuzji [143]. W literaturze dotyczacej teorii stochastycznego
kwantowania (np. [107]) rozpatrywany jest nie wektor u, ale wektor —u,
noszacy nazwe predkosci osmotycznej. Tu bedziemy stosowali terminologie
7 teorii mieszanin.

Ze stochastycznym réwnaniem Ito (3.7) mozna powiazaé operator $redniej
drugiej pochodnej A [53], [106], [107]:

Ax(t) = %(D+ D+ D D.)(x(t)). (3.21)

Operator ten jest niezmienniczy wzgledem operacji symetrii t — —t. 7Z
réwnan (3.16), (3.19) i (3.21) wynika, ze wzdluz trajektorii réwnania Ito
Ax(t) = a(x(t),t), (3.22)

gdzie
a—atv+(v-V)v(u-V)+%(fQAu. (3.23)

Pole a(x(t),t) dla x € R* i dla ¢t > 0, nazywane jest szczegélnym przy-
spieszeniem (peculiar acceleration) w dyfuzyjnym procesie Markova.
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3.2. Makroskopowa interpretacja rownania
Fokkera-Plancka

W klasycznym sformutowaniu teorii dyfuzji zaktada sie, ze $rednia pred-
kosé b(x, t) jest definiowana poprzez site F(x, t) dzialajacg na dyfundujacy
atom zgodnie z prawem Stokesa

F=(b, (3.24)

gdzie wspdélezynnik 1/( jest nazywany ruchliwo$cia atomu. Z réwnania
Fokkera-Plancka (3.11) wynika, 7e stacjonarny rozklad prawdopodobien-
stwa p = p(x), taki ze

‘ l‘im p(x) =0, (3.25)
przyjmuje postaé [63]
—2
p(x) = C exp (%) . (3.26)
o

Aby ten rozktad prawdopodobienstwa opisywal stan rownowagi termody-
namicznej z potencjalem Uy(x) w temperaturze bezwzglednej T, to musi
to by¢ on rozkltadem Boltzmanna, a wiec musi zachodzi¢ réwnosc¢

2 1

o =T (3.27)
lub réwnowaznie

0’ =2D, (3.28)
gdzie

D = kTT , (3.29)

k — stata Boltzmanna. Rownanie (3.29) nosi nazwe relacji Einsteina i taczy
wspélezynnik samodyfuzji D 7z ruchliwo$cig dyfundujacego atomu.

Uogdlnijmy teraz réwnanie (3.28) opisujace zwiazek parametru wariancji
o? ze wspélezynnikiem dyfuzji D. Zalé7zmy mianowicie, ze jest on praw-
dziwy dla kazdego procesu dyfuzji, ktory moze by¢ potraktowany jako
losowy ruch atoméw opisany przez réwnanie Ito (3.7). W szczegdlnodei,
bedziemy postugiwaé sie réwnaniem (3.28) réwniez w sytuacji, gdy nie jest
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prawdziwa relacja Stokes’a (3.24) (poréwnaj réwnanie (3.38) na stronie
99).

Wykorzystujac réwnania (3.12) i (3.28), mozemy zapisa¢ réwnanie Fokke-
ra-Plancka (3.11) w nastepujacej postaci

o = D An — div(nb) + B(t)n, (3.30)

gdzie B(t), dla t > 0, opisuje predkos$¢ zmian catkowitej liczby dyfunduja-
cych atoméw
N(t)

B(t) = W (3.31)
Réwnanie (3.30) jest réwnaniem dyfuzji ze zrédtami dla ciat izotropowych.
Wplyw pél zewnetrznych na proces dyfuzji jest opisywany przez funkcje
b = b(x,t). Wspétezynnik D traktujemy jako pewien fenomenologiczny
parametr. Jego koncowa posta¢ mozna ustali¢ dla kazdego konkretnego
przypadku na podstawie rozwazan mikrostrukturalnych lub otrzymac z
doswiadczenia. Na przyklad, w sytuacjach, kiedy dyfuzja jest wywotana
termofluktuacjami atomow miedzyweztowych, a przeskoki z jednej pozycji
miedzyweztowej do innej mozliwe sa po pokonaniu odpowiedniej bariery
energetycznej, wspélczynnik D moze by¢ oszacowany ze wzoru Arrheniusa
(3.1) i gdzie zaktada sie, 7e wspdlezynniki Dy i E, nie zaleza od temperatu-
ry T'. W przypadku dyfuzji chemicznej zachodzacej w stopach binarnych o
sieci kubicznej i z mata koncentracja atoméw miedzyweztowych [136], gdy
moga by¢ zaniedbane oddzialywania pomiedzy dyfundujacymi atomami,
mamy
. AO (],2

To

Dy (3.32)
Tutaj a — stala kubicznej sieci krystalicznej, Aqg — wspélezynnik zalezny
od geometrycznych wlasciwosci rozkladu czasteczek (atoméw) miedzywe-
ztowych, 19 — stala o wymiarze czasu i o warto$ciach rownych odwrotno-
Sci czestosci drgan atoméw w polozeniach miedzyweztowych, czyli okoto
10~ "% sek. Mozna przyja¢ w przyblizeniu, ze Dy = 1072 + 10° ¢cm?/sek.
Ey to energia aktywacji procesu dyfuzji, definiowana jako energia sprezy-
sta potrzebna do rozsuniecia atomow sieci krystalicznej przez atom mie-
dzywezlowy w temperaturze zera bezwzglednego. Dla wiekszo$ci metali
E./kT,, =17+ 19, gdzie T,, temperatura topnienia [33].
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3.3. Dyfuzja jako ruch Nelsona-Browna

Wykorzystujac wyniki poprzedniego podrozdziatu, rozwazymy teraz pro-
ces dyfuzji opisywany przez rownanie ewolucji gestosci masy w postaci

dp =D Ap — div(ph) + B(t)p, (3.33)

(poréwnaj réwnanie (3.30)). Oznaczmy przez M (t) mase dyfundujacych
atoméw (poréwnaj réwnania (3.13) i (3.31))

M(t) = /R plx,t)dV(x) = Myexp [ / B(s) ds] , (3.34)

gdzie p(x,t) = mn(x,t), a My = M(0) calkowita poczatkowa masa
dyfundujacych atoméw o masie m, jesli n(x,t) — ich objetosciowa koncen-
tracja.

Gdy wezmiemy pod uwage (poréwnaj réwnania (3.12) i (3.34)), ze

) = ) (5.59
i (poréwnaj réwnania (3.17), (3.19), (3.20) i (3.28))
bt o p(x)
u(xt) = =D = = DV In = (3.36)

gdzie pg jest dowolna stala o wymiarze p(x,t), to mozemy przepisaé réw-
nanie (3.33) w postaci réwnania ciaglosci

O +div(pv) =0. (3.37)

Rozwazmy sytuacje, gdy rownanie Stokesa (3.24) nie zachodzi, czyli gdy
sita
K(x,t) = =(b(x,t) + F(x,t), (3.38)

nie znika tozsamosciowo?. Wspdlczynnik ¢ to wspélezynnik tarcia opi-
sujacy oddziatywanie dyfundujacej materii z osrodkiem, ale nie zaktada-
my tu obowiazywania relacji Einsteina (3.29). Zakladamy natomiast, 7e

2 Metoda kwantowania stochastycznego bada zachowanie sie jednego atomu o ma-
sie m 1 przemieszczajacego sie bez tarcia. W takich przypadkach sita F(x,t) jest trak-
towana jako sita catkowita [53], [106], [107]. Rozwazane sa réwniez inne formy tej sity
[111], [155].
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K(x,1) jest catkowity sila dzialajaca na dyfundujacy atom w obecnodci
zewnetrznego pola. Postepujac teraz zgodnie 7 metodyka kwantowania
stochastycznego ([53], [106], [107], [111], [155]) postulujemy nastepujaca
relacje pomiedzy aholonomicznym polem szczegdlnych przyépieszen a(x, t)
(a(x,t) # %x(t)) dyfundujacego atomu o masie m i polem sit K(x,?) dzia-
lajacych na ten atom

mal(x,t) = K(x,t), (3.39)

gdzie przy$pieszenie a(x,t) dla x € R® i ¢ > 0, jest zdefiniowane przez
réwnania (3.23) i (3.28)
a=0v+(v-V)v—(u-V)u+ DAu. (3.40)

Zwiazek dynamiczny okre§lony przez réwnania (3.38), (3.39) i (3.40) jest
nazywany relacjg Nelsona.

Jesli uwzglednimy teraz fakt, ze pole u jest polem potencjalnym (poréwnaj
réwnanie (3.36)) oraz ponizsze tozsamosci

Au = Vdivu — rotrot u, Vu?’=2uVu,

to warunek (3.39) moze byé przepisany w postaci nastepujacego réwnania
ewolucji wektora szczegdlnej predkosci v(x, t)

1 X 1 F
atv:—;(V—u)—V(Ddlvu+§(v2—u2))—|—%, (3.41)

gdzie 7 stata o wymiarze czasu réwna z definicji

= % (3.42)

W fizyce statystycznej stata 7 nosi nazwe kinetycznego czasu relaksacyi.
Mozna pokazac, ze jesli

ro=dt=t—1,>0, (3.43)

jest fizycznie nieskonczenie krétkim odcinkiem czasu definiujacym skale
czasu obserwacji procesu dyfuzji, to wtedy dla

T << T* ) (344)
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wzér Stokesa (3.24) moze byé zaakceptowany i proces dyfuzji moze byé
traktowany jako proces quasistatyczny, czyli jako ciag stanéw réwnowa-
gowych [72]. Z réwnan (3.41) i (3.42) wynika, ze 7 ma podobne znaczenie,
poniewaz granica 7 — () z ( = const. daje

F
b=v—-u—, (3.45)
¢
co wraz 7 réwnaniami (3.29) i (3.33) daje klasyczny opis procesu dyfuzji.
Jesli
T2 T, (3.46)

to zastosowanie relacji Stokesa nie jest uzasadnione [72]. W tym przypadku
proponujemy opis procesu dyfuzji oparty na relacji Nelsona (3.38) =+ (3.40)
gdy dyfuzje opisuja réwnania (3.35) + (3.37) oraz (3.41) lub réwnowaznie
(3.33) i (3.41), gdzie zakladamy, ze zachodzi zwiazek (3.20) (poréwnaj
réwnania (3.35) 1 (3.36))

_ pVelxt) o
u(x,t) = Dp(x,t) A\ (

Ten uklad réwnan jest réwnowazny réwnaniom (3.11), (3.20), (3.28), (3.36)
i (3.41) i calkowicie charakteryzuje proces Markova [53]. Tak zdefiniowa-
ny proces Markova jest nazywany ruchem Nelsona-Browna dyfundujgcego
atomu [97].

Zauwazmy, 7e réwnanie ciaglosci (3.37) jest liniowe wzgledem zmiennych
pij=pv. Oznacza to, ze jesli pary p;, j;, ¢ = 1,2, sa rozwigzaniami, to
rowniez para p, j, zgodnie z definicja

p(x,1)
Po

) . po=po M. (3-47)

p=pi+D2, i=pv=pivi+pvs, (3.48)

tez jest rozwiazaniem. Mdéwimy tu o tym, gdyz relacja Nelsona (3.41) nie
ma tej wlasciwosci [53].

Relacja Nelsona jest odpowiedzialna za to, ze opis ruchu Nelsona-Browna
zalezy od ewolucji wartosci Srednich tego ruchu. Oznacza to z punktu
widzenia procesu dyfuzji, ze relacja Nelsona naktada pewne wiezy na mi-
krostany dyfundujacej materii sprzeciwiajace sie catkowicie chaotycznym
ruchom z powodu braku oddzialywan miedzy dyfundujacymi atomami.
Jako fizyczne uzasadnienie tak nalozonych wiezéw, mozna na przyktad
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zaproponowac¢ oddziatywania deformacyjne, obserwowane miedzy innymi
w dyfuzji wodoru w metalach [96]. Tutaj, obce atomy wodoru zajmuja w
metalach potozenia miedzyweztowe i proces dyfuzji moze by¢ opisany jako
tzw. chemiczna dyfuzja z malymi koncentracjami [136]. Atomy miedzywe-
ztowe deformujg sie¢ rozpychajac otaczajace atomy matrycy. Te z kolei
przemieszczaja kolejne sasiednie atomy, pojawia sie pole przemieszczen
zanikajace jak 2. Tak wiec, nawet przy matych koncentracjach, dyfundu-
jace atomy oddzialywuja ze soba poprzez wytworzone pole przemieszczen
i moze sie generowa¢ pewne uporzadkowanie rozktadu dyfundujacych ato-
mow. Istnienie takiej podstruktury zalezy bardzo silnie od temperatury.
Powrdcimy do tego zagadnienia w dalszej czeSci tego rozdziatu.

3.4. Analogia z mechanika kwantowq i strukturami
dyssypatywnymi

Postepujac zgodnie z ogdlnie przyjetymi zasadami metody kwantowania
stochastycznego opisanymi w pracach Nelsona [106], [107] oraz w pracach
[53] i [155], rozpatrzymy teraz ruch Nelsona-Browna w przypadku, gdy
predko$é specjalna (peculiar velocity) v(x,t) i sita zewnetrzna F(x,t) sa
polami potencjalnymi, tzn. gdy

v(x,t) =2DVS(x,t), (3.49)

F(x,t) = —VU(x,1). (3.50)

Wiemy, ze pole u(x,?) ma podobna reprezentacje (poréwnaj réwnanie
(3.36))
u(x,t) =2D VR(x,t), (3.51)

gdzie
1 p(XJ))
R(x,t)==In|———=| . 3.52
.0 =y (75 .52
Tak wiec, réwnania (3.37) i (3.38) przyjmuja nastepujaca postac:

8,R = —DAS —2DVR- VS, (3.53)

V

(3.54)
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gdzie

2Dm
V=U+"2(R+S+C@1), (3.55)
T

a Cy(t) = —C(t)/2Dm — stala catkowania réwnania (3.49), moze by¢ za-
wsze potozona jako réwna zeru, przez odpowiedni dobér S(t).
Wprowadzmy nowa zmienna

Y(x, 1) = efTS (3.56)

Réwnania (3.53) i (3.54) dadzg sie teraz zapisa¢ w nastepujacej postaci:

2

h

gdzie

- U+£(ln|w2+iln(i)+0(t)), (3.58)

a h jest zdefiniowane przez réwnanie
h=2Dm. (3.59)

W tych nowych zmiennych réwnania (3.49) i (3.51) przyjmuja nastepujace
formy:

h

u(x,t) = —%Vlnm?, (3.60)
h ¥

v(x,t) = —%Vln % (3.61)

Tak wiec, réwnanie (3.57) jest teraz nowg fenomenologiczng reprezentacja
ukladu réwnan (3.36), (3.37) i (3.41), a réwnania (3.60) i (3.61) definiuja
pola u(x, t) i v(x,t) ruchu Nelsona-Browna opisujacego proces dyfuzji.

Dla T — oo réwnanie (3.57) przyjmuje posta¢ podobna do réwnania Schro-

dingera
2

ihop) = —iA@/J—FU@/}. (3.62)
2m

Nie jest to jednakze rownanie Schrodingera, poniewaz w granicy waznosci
empirycznego wzoru Arrheniusa na wspétezynnik dyfuzji (3.1) parametr A
nie osigga wartosci stalej Plancka. Mozna tatwo pokazac, ze dla parametru
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h réwnemu liczbowo statej Plancka i dla danych doswiadczalnych wartoSci
parametrow Dy i F, dla réznych metali wyliczona temperatura znacznie
przekracza temperature topnienia [31], [93].

W zwiagzku 7z powyzsza konkluzjg ograniczymy sie w dalszych rozwazaniach
do przedziatu 0 < 7 < oo, poniewaz przypadek 7 = oo nie jest typowy
dla zjawiska dyfuzji.

Zauwazmy, 7e chociaz réwnanie (3.57) nie jest réwnaniem mechaniki kwan-
towej, to jednak opisuje pewne kwantowe zjawiska, gdyz prawdopodobien-
stwo przejscia z jednego potozenia miedzyweztowego do nastepnego zalezy
od masy dyfundujacego atomu. Jest to mozliwe jako wynik pewnych efek-
tow kwantowych i moze by¢ uwzglednione w obliczeniach wspdtezynnika
dyfuzji D [52]. Efekty kwantowe sa szczegdlnie wazne w niskich tempe-
raturach, gdzie juz nie stosuje sie wzoru Arrheniusa i gdzie zagadnienie
parametru A pojawia sie ponownie. Pozostawiamy tu ten problem otwarty,
gdyz lezy on poza tematem naszych rozwazan: chcemy opisywac zjawiska
makroskopowe, a nie kwantowe.

Jak dotychczas, réwnania (3.57) i (3.58) nie zawieraly wielkosci mikrosko-
powych. Wielkos$é A jest interpretowana jako pewna stata materiatowa o
wymiarze dziatania ([ = gem?sec™'). Stala i wraz ze wspélezynnikiem
dyfuzji D ([D] = ecm?sec™") i czasem relaksacji 7 ([7] = sec) charaktery-
zujy wlasciwosci ciata z dyfuzja. Interpretacja réwnania (3.35) pozostaje
niezmieniona: opisuje ono ograniczenie réwnania (3.63)

ih O = —D Ay + % Vb, (3.63)

do przypadkéw, gdy oddziatywania miedzy dyfundujacymi atomami mo-
ga by¢ zaniedbane. Tak wiec funkcja (3.10) jest prawdopodobienstwem,
ze dyfundujacy atom w chwili £ znajduje sie wewnatrz zbioru P. Jesli
réwnaniu (3.63) nadamy taka interpretacje, to losowy ruch dyfundujace;
atomu o masie m moze by¢ rozwazany jako ruch Nelsona-Browna, jesli
tylko spelniony jest warunek

_h
2D

Nieliniowoéé? rozwazanego procesu dyfuzji wzgledem p i losowy charakter
jego mikroskopowego mechanizmu sugeruje, 7e réwnanie (3.63) moze by¢

m (3.64)

3 K.H. Anthony w nieopublikowanej pracy z 1983 r. pokazal, 7ze réwnanie
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uzyte do opisu stanow dyfuzyjnych dalekich od stanu réwnowagi termody-
namicznej [62]. Z tego punktu widzenia, rozwiazania stacjonarne rGwnania
(3.63), czyli rozwiazania o postaci

W(x,1) = ¢(x) e TN (3.65)

sa szczegOlnie interesujace. Tutaj F' — stala o wymiarze energii. Stacjo-
narne rozktady masy w stanach dalekich od stanéw rownowagowych sg
charakterystyczne dla tzw. struktur dyssypatywnych [28], [43]. Takie sta-
cjonarne rozwiazania dla p(x,t) w postaci (3.35) sa mozliwe, jesli M(t) =
My = const. i jesli

p(x) = ¢*(x) po ,
p(x) (3.66)

¢°(x) = ; po = po My .
Po

Po podstawieniu réwnania (3.65) do (3.63) i przyjeciu, 7e

Ct) =T F,  Uxt) = Up(x), (3.67)
otrzymujemy .
DAQs:glnmﬁ(Uo(x)_F)qs. (3.68)

Zauwazmy, ze w przypadku stacjonarnym, szczegélna predkosé znika (v =
0, poréwnaj réwnanie (3.61)), co wraz z réwnaniem (3.20) daje b = —u.
Jesli potozymy B(t) = 0, to z powyzszej dyskusji i z réwnania (3.47)
wynika, 7ze réwnanie dyfuzji (3.33) jest spelnione tozsamosciowo dla do-
wolnego rozkltadu gestosci p(x). Oznacza to, 7ze réwnanie (3.68) opisuje te
wlasciwosci stacjonarnego rozktadu dyfundujacej materii, ktore wynikaja
tylko z relacji Nelsona (3.38)+(3.40).

Rozwazmy przypadek braku zewnetrznych sit, czyli gdy

Uy — F = Ey = const. (3.69)
Jesli wprowadzimy oznaczenie
d(r) = ¢(Lr)e™T/", (3.70)

Schrédingera i réwnanie dyfuzji nie moga by¢ sobie réwnowazne. Wniosek ten jest
prawdziwy tylko dla liniowego réwnania dyfuzji.
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gdzie r = x/L, L = /D7, réwnanie (3.68) moze by¢ przepisane w postaci
niezaleznej jawnie od jakichkolwiek parametréw

Ad(r) = Br) Ind(r) (3.71)
Powyzsze rownanie definiuje stacjonarny rozktad dyfundujacej masy
p(x) = pr 6 (x/L), (3.72)
gdzie
pr = ppe 2T/ (3.73)
7 odpowiadajacym mu rozktadem prawdopodobienstwa
p(x) = pr 6°(x/L), (3.74)
gdzie
= (3.75)
M

Zauwazmy, ze chociaz funkcja ngS(x) = ldlar € R? jest rozwigzaniem réw-
nania (3.71), to nie spetnia ona warunku na normalizacje miary prawdo-
podobiefistwa na R3. Z tego powodu zakladamy, ze rozwigzaniu qb(x) =1
odpowiada nastepujacy rozktad masy:

[ dla x € Q(p), -
o) _{ 0 dlaxeR/Q(p), (376)

gdzie Q(p) € R*  obszar o skoticzonej objetoéci. Poniewaz jednorodny
rozklad masy M skoncentrowanej w Q(p) jest dany jako

= (3.77)

Pr

gdzie V' = vol Q(p), to mamy

h
EO = E hl(po V) s (378)

gdzie py = po/My. Rozktadowi masy (3.77) odpowiada rozktad prawdo-
podobienstwa

1V dlax e Q(p),

;) = { 0 dla x € R*/Q(p). (379)
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Wprowadzimy teraz entropie statystyczna S(p) jako miare nieokreslono-
Sci statystycznego opisu stanow stacjonarnych proceséw dyssypatywnych.
Definiowana jest ona nastepujaco:

S = [, 45(p) (3.80)
gdzie
AS(p(x)) = pon (ﬁ?) Vi, (3.81)

(3.82)

—kwlnw dla w > 0,
n(w) =

0 dla w = 0.

Niech Q@ C R?, 0 < V = vol Q < oo bedzie pewnym obszarem i niech p(x)
bedzie rozkladem prawdopodobienstwa na R?, dla ktérego

Qp) = {x e R : p(x) >0} =, (3.83)
gdzie p(x) = p(x)/Mp. Mamy wiec, 7
/Q p(x)dV(x) =1. (3.84)
W takiej sytuacji [72]
S(p(x)) < S(pr) =k In(po V), (3.85)

gdzie p, jest prawdopodobienstwem danym przez réwnanie (3.79). Nieréw-
no$¢ w (3.85) jest osiggalna dla wystarczajaco gltadkich rozkltadéw p(x)
tylko wtedy, gdy p(x) = p,. Mozna pokaza¢, ze dla rozktadéw prawdo-
podobiefistwa p(x) na R?* zdefiniowanych przez réwnanie (3.66) z p(x) o
postaci

Mg o (X

— — dl Q
T <L) axe

0 dla x € R*\Q

p(x) = (3.86)

gdzie ¢(r) jest rozwiagzaniem réwnania (3.71) w Q, a Fy ma postaé (3.78).
Jedli spetnione sg warunki (3.83) i (3.84), to wtedy nasze wymaganie, aby
Vp(x) # 0 dla niemal wszystkich x € R?*, implikuje nieréwnoé¢

S(p(x)) < S(pr)- (3.87)
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Nieréwnosé (3.87) jest sformutowana dla jednoatomowego mikrostanu. Na-
sze zatozenie o braku oddzialywan pomiedzy dyfundujacymi atomami ma
swéj matematyczny obraz w addytywnosci funkcjonatu S(p): pozwala to
na polaczenie wielu niezaleznych systeméw w jeden i do przej$cia nierow-
nosci (3.87) na caty mikrostan [43].

Malenie (wzrost) miary nieokreslono$ci opisu statystycznego jest zazwy-
cza] interpretowane jako wzrost (malenie) poziomu uporzadkowania mi-
krostanéw odpowiadajacych rozwazanej mierze, np. poziom dla S(p,) =
k In(py V) w (3.87). Rozklad p, w postaci (3.79) moze byé¢ rozwazany jako
opisujacy chaotyczny i rownowagowy w przestrzeni rozktad dyfundujacych
atoméw w ) (typu czasteczek Browna [122]). Nieznikajacy gradient ge-
stodci, powodujacy zaj$cie nieréwnosci (3.87), powoduje pojawienie sie
przestrzennego uporzadkowania na mikropoziomie. Jest to charaktery-
styczny obraz dla pewnych struktur dyssypatywnych, zwanych dyssypa-
tywnymsi strukturami Turinga. Istnienie takich struktur jest potwierdzone
doswiadczalnie. Moga sie one pojawi¢ jako wynik perturbacji niszczacych
stabilno$¢ jednorodno$ci rownowagowych rozktadéw materii i maja nizsza
symetrie niz rozklady wyjsciowe [28].

Pelny opis zjawisk oddzialywan deformacyjnych w kontekscie relacji Nel-
sona wymaga rozszerzenia naszego podej$cia do opisu polowego catego
ciala z dyfuzja. A to juz wymaga innego aparatu pojeciowego.

Nalezy podkresli¢, ze w celu interpretacji réwnania (3.71) jako réwna-
nia opisujacego struktury dyssypatywne, powinno sie wprowadzi¢ obszar
ograniczony. W przeciwnym przypadku moze sie zdarzyé?, 7e system nie
moglby byé traktowany jako termodynamicznie otwarty (patrz np. [43]).

3.5. Wplyw czasu relaksacji na proces dyfuzji

Rozwazmy stan stacjonarny dyfundujacej materii z przypisang mu energia

charakterystyczng 6 > 0. Na przyktad, 6 = kT, gdy mamy do czynienia

ze stanem rownowagi. Wprowadzmy dwa bezwymiarowe parametry o =
a(h,7,0) >01 = p(m,h, D) >0, w postaci
0h h

o=—, f=—- (3.88)

T mD’

4 Ograniczono$¢ uktadu termodynamicznego nie jest warunkiem koniecznym jego
otwartosci termodynamicznej [146].



3.5. Wpltyw czasu relaksacji na proces dyfuzji 109

Tutaj 7 — stala o wymiarze czasu zdefiniowana réwnaniem (3.42). Z réw-
nan (3.42) i (3.88) wynika, ze

6

D=—. 3.89
T (3.89)
Jesli potraktujemy proces dyfuzji jako ruch Nelsona-Browna, to =21
0
= —. 3.90
20 ¢ (3.90)

W sytuacji, gdy wspotezynnik dyfuzji D zalezy od czasu relaksacji, czyli
gdy a = a(r) i

kA,
D = D(A,) = c (3.91)
gdzie
0()
A, = .92
T 2ka(r)’ (392)
zaktadamy, 7e
1
lim (1) =a(0) = 3 (3.93)
C:Tc:r?st.
poniewaz wtedy
lim D(A,) = D(Ag) = k—AO, (3.94)
C:Tc:r?st. C
gdzie
0o :
AO = E s 90 = llLI%] 9(7') s (395)
i
fo
D(Ay) = Z (3.96)

Dla stanéw réwnowagowych, czyli wtedy, gdy 6y = kT, réwnanie (3.96)
odtwarza relacje Einsteina (3.29), a gdy

By = C Dy e Po/kT (3.97)

to D(Ag) jest zgodne ze wzorem Arrheniusa (3.1). Mozna pokazaé, ze jesli
potozymy D = D(A,) dla 0 < 7 < oo, to rozwazania z podrozdzialéw 3.4
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i 3.5 pozostaja bez zmian. W granicy, gdy 7 — 0 i ( = const., klasyczne
réwnanie dyfuzji ma postaé¢ (3.33) z D = D(Ag) i b zdefiniowanym
przez (3.24). Przypadek graniczny 7 — oc wymaga zrobienia dodatkowego
zalozenia o istnieniu granicy D(A,)

D, = lim D(A;)>0. (3.98)

T—0Q
{=const.

W tym przypadku dostaniemy réwnanie typu (3.62) ale z h = hy =
2m D. Po wykorzystaniu réwnan (3.42), (3.64) i (3.91) mozemy przepisa¢
réwnanie (3.68) w nastepujacej postaci:

- 1
TDA)AG =G b+ (U= F)o, T>0, (3.99)
gdzie B
o(r) = ¢(Lr). (3.100)
7 réwnania (3.94) wynika, 7e
lim 7D(A;) =0, (3.101)
(=const.

a odpowiednie rozwiazanie réwnania (3.99) ma posta¢

U() (X) — F
—e A 102
bo(x) exp( oA > (3.102)
Rozwigzanie to definiuje rozklad prawdopodobienistwa qq(x) w postaci
Up(x
w(x) = m i) = O exp(~ 1)

P20 (3.103)

C = po eXp(k—Ag)’

(poréwnaj réwnanie (3.66)). Z warunku normalizacji miary prawdopodo-
bienstwa wynika, ze powinien zachodzi¢ zwigzek

F=kAyInZ,

(x (3.104)
Z = py /ﬂg{3 exp(—il(\o)) dV(x),
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lub réwnowaznie

F=F—AyS(q0), (3.105)

gdzie FE  jest $rednia energia
E= [ Ugx) as(x) dV (x). (3.106)

Jrs

a S(qo) entropia statystyczna (3.80).

Jesli 0 jest dane przez réwnanie (3.97), wtedy ¢o(x) ma taka sama po-
sta¢ jak rozktad prawdopodobienistwa pg(x) zdefiniowany przez réwnania
(3.26), (3.28) i (3.1).

Widaé, ze w granicy 7 — 0 i ( = const. réwnanie (3.99) reprodukuje
rozktad prawdopodobienstwa, jaki dyskutowaliSmy w podrozdziale 3.3.
Wspomnieliémy w podrozdziale 3.5 o mozliwosci opisu struktur Turinga
za pomoca réwnania (3.71). Charakterystyczne wymiary tych struktur sa
definiowane przez takie makroskopowe parametry, jak na przyktad wspot-
czynnik dyfuzji i czasy kinetyczne [28]. W naszym przypadku dlugosé
charakterystyczna [ wynosi

I~VDr. (3.107)

Rozwazmy przypadek, gdy stacjonarny rozktad dyfundujacej materii ma
taki charakterystyczny rozmiar [, ze dla pewnego bezwymiarowego para-
metru A = A(l,7,D) > 0

Al

D (3.108)
T
Mamy 7z definicji, iz
[
w=—, (3.109)
T
2
K= me . (3.110)
7 réwnan (3.42), (3.64), (3.88), (3.109) i (3.110) wynika, 7e
0
= —. 3.111
4A o ( )

Aby znale7¢ warto$é parametru A gdy 7 — 0, rozwazmy przypadek (3.44),
gdy zachodzi relacja Stokesa (3.24), a model dynamiki mikrostanéw pro-
cesu dyfuzji moze byé¢ oparty na réwnaniu Langevina [72], [107]

T =—2+b(z,t) +dW(t), (3.112)
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gdzie 7 jest zdefiniowany przez réwnanie (3.42), a W(#) jest procesem
Wienera. Mozna pokaza¢, 7e dla odpowiednio gladkiej funkcji b(z, t) roz-
wiazanie z = z(7,t), T > 0, powy7zszego réwnania 7 warunkami poczatko-
wymi

z(1,0) = X, z(7,0) = wyq, (3.113)

posiada granice z prawdopodobienstwem 1

lliI(l} z(1,t) = x(t), (3.114)
jednorodng na kazdym przedziale [a,b] C [0,00) i dla kazdego w, € R3.
Tutaj x(t) jest rozwiazaniem stochastycznego réwnania Ito (3.7) z warun-
kiem poczatkowym x(0) = xg. Wynik pozostanie bez zmian, jesli predkos¢
poczatkowa x; lest losowa zmienng Gaussa ze Srednig wartoscig réwna ze-
ru i z wariancja wynoszaca o?/27. Oddziatywanie dyfundujacych atoméw
7 cialem jest opisane w réwnaniu (3.112) przez parametr tarcia i przez
parametr wariancji o?. Parametr o2 moze by¢ wyliczony z warunku, ze
dla

F=(b=0, (3.115)

idlat — oo $rednia energia kinetyczna naszego systemu jest rowna charak-
terystycznej energii kinetycznej K stacjonarnego procesu dyfuzji z warun-
kiem (3.44). Predkos$¢ w(t) = z(7,t) zdefiniowana przez réwnania (3.112),
(3.113) i (3.115) jest predkosScia losowa i

Elw(t)] = wq exp(—t/7),

(3.116)
Elw'(t) @ w'(t)] = 0[(1 — exp(~t/7))] /27,
gdzie w'(t) = w(t) — E[w(t)] [107]. Zauwazmy, 7e
Jim Elw(t)] =0,
m .3, (3.117)
tim B [w(t)7) = 2 ¢ o? = K

dla 7 < 7,. W tym przypadku (poréwnaj réwnania (3.28), (3.93), (3.94),
(3.111) i (3.117))

0? = D(A;) ~ D(Ay) dla 7<7,, (3.118)

N | —
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6
K~ 5A dla 7 <71, (3.119)
co daje
1
lirré All,7, D(A,] = 3 (3.120)
(=const.

Z réwnan (3.101), (3.108) i (3.120) wynika, ze dlugos¢ charakterystyczna
zalezy od czasu relaksacji 71 ze

lim I(r) =1(0) =0,

C:Tc_o)r?st.
im S0 Zap(ag = 2
C:Tc:r?st. T C

Widaé stad, ze I(1) = O(y/7) (poréwnaj réwnanie (3.107)).

Tak wiec, warunki (3.90) <+ (3.94) definiuja taka postaé zaleznosci wspét-
czynnika dyfuzji od czasu relaksacji 7, ktéra jest rozszerzeniem wzordéw
rozwazanych w klasycznym opisie procesu dyfuzji przebiegajacego przez
stany bliskie stanom réwnowagi termodynamicznej. W konsekwencji, jesli
czas relaksacji 7 nie jest zaniedbywalny (poréwnaj nieréwno$é (3.46)), to
wplywa on nie tylko na charakter dynamiki mikrostanéw (relacja Nelsona
zamiast relacji Stokesa), ale réwniez na makroskopowe wlasciwosci ciata
7 dyfuzja (D = D(A;)). Taki proces dyfuzji umozliwia pojawienie sie sta-
cjonarnych struktur nieréwnowagowych dyfundujacej materii z pewnym
charakterystycznym rozmiarem [ zaleznym od czasu relaksacji 7 zgodnie
ze wzorem (3.121). PokazaliSmy wiec, ze zjawisko dyfuzji opisane powyzej,
moze by¢ scharakteryzowane przez zbior wielko$ci wymiarowych

m, (1), T, h(T), (3.122)
gdzie k(1) = 2m D(A,).

3.6. Wplyw rozktadu defekté6w punktowych na
warto$¢ wspolczynnika dyfuzji

Uzyta tu semiheurystyczna metoda nie ma oczywiscie, z fenomenologicz-
nego punktu widzenia, wystarczajacej mocy dowodowej. Postuzyla ona
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raczej do wskazania miejsca, w ktérym nalezy odejsé od klasycznego opi-
su procesu dyfuzji, aby méc reprezentowac ja jako ruch Nelsona-Browna i
ukaza¢ mozliwe konsekwencje wynikajace z niej dla teorii fenomenologicz-
nej. Kluczowa role gra tu takie sformutowanie relacji Nelsona, ktére moze
by¢ potraktowane jako uogélnienie relacji Stokesa. Fakt, ze relacja Nelsona
jest oparta na pojeciu specjalnego (peculiar) przyspieszenia dyfundujacej
atomu, pozwala na wprowadzenie do fenomenologicznej teorii parametru
ze Swiata mikro: masa m dyfundujacego atomu. W konsekwencji, zmien-
na opisujaca proces moze zostaé¢ zmieniona: zamiast gestoSci masy p(x)
wprowadzamy gesto$¢ prawdopodobienstwa lokalizacji dyfundujacego ato-
mu p(x). Ograniczenie do przypadku, gdy

p(x, 1)
p(x,t) = M)

pozwala na przejscie wielu zwigzkow i interpretacji do obszaru spoza granic
klasycznego opisu dyfuzji i na zaproponowaniu $rodkow do sformutowania
regul interpretacyjnych réwnania (3.63) (poréwnaj réwnanie (3.87)).
Zauwazmy, 7e w rzeczywistodci gestos¢ prawdopodobienistwa P(x,t) byla
rozpatrywana jako rodzaj ukrytej, lub jak to sie méwi w teorii konti-
nuum, zmiennej wewnetrznej, czyli zmiennej opisujacej wewnetrzny stan
materiatu (poréwnaj np. [134]). Z tego punktu widzenia réwnanie (3.63)
wprowadza nowa zespolona zmienna wewnetrzna 1 (x, t), taka ze

p(x, 1)
Po

= 1/)(X> t) 1/)*(X7 t) :

Przeprowadzona dyskusja wskazata, ze ta zmienna wewnetrzna moze by¢
polaczona 7z istnieniem stanow stacjonarnych dyfundujacej materii w sta-
nach dalekich od stanow réwnowagi termodynamicznej. Przypadek rowna-
nia (3.71) rozpatrywanego w obszarze ograniczonym sugeruje, ze ruch Nel-
sona-Browna moze by¢ powiazany z teorig struktur dyssypatywnych. Ta-
kie podejscie wymaga jednakze uogélnienia teorii ruchu Nelsona-Browna,
gdyz pojawia sie wiele nowych zagadnien, takich jak na przyktad czas po-
zostawania atomu Markova w tym obszarze i jego zachowanie na granicy
obszaru. Z punktu widzenia teorii struktur dyssypatywnych szczegdlnie
wazne jest rozszerzenie teorii na przypadek dwu (lub wiecej) oddziatuja-
cych ze soba chemicznie i dyfundujacych atoméw (poréwnaj na przyktad
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[28]). Byloby to mozliwe, gdyby udato sie powiazaé¢ przedstawiong tu in-
terpretacje metody kwantowania stochastycznego z wlaczeniem do opisu
mieszanych stanéw kwantowych, tak jak to zaproponowano w pracy [53].






Rozdzial 4

Kryterium ewolucji w ciatach o
wlasciwos$ciach
elektromagnetycznych

Pierwsze loty balonem wypelniane ogrzanym powietrzem i zbudowanie
silnika cieplnego wyprzedzity teorie: silnik parowy zostal zbudowany w
roku 1765 przez Jamesa Watta (1736-1819), natomiast (jedyna) praca
Sadi’ego Carnota (1796-1832) ogloszona w roku 1824, a dotyczaca tzw.
cyklu Carnota, stata sie znana dopiero w roku 1834, gdy Benoit Clapey-
ron (1799-1864) opublikowal jej analityczne przeformulowanie. Od tam-
tego czasu, stanowigcego prawdziwy przelom i cezure w nauce i techni-
ce, nastapil oszolamiajacy rozwdj nauki o cieple. Jednak termodynamika
klasyczna, badajaca w zasadzie stany znajdujace sie w stanie réwnowagi
termodynamicznej (a majac na uwadze inne dzialy fizyki, powinno sie
raczej méwic¢ o termostatyce), mimo wielu spektakularnych sukceséw, nie
daje zadowalajacego opisu rzeczywistosci. Tak wiec termodynamika czeka
obecnie na zupelnie nowe i catosciowe sformutowanie, przetamujace tra-
dycyjne podejscie do tego tak fascynujacego, waznego i ciekawego dzialu
nauki.

Wiekszosé rzeczywistych proceséw termodynamicznych przebiega w sta-
nach oddalonych od réwnowagi termodynamicznej. Jest wiec rzecza na-
turalna, ze bardzo duzo prac to proby opisu stanéw nieréwnowagowych.
Jedna z takich istotnych i waznych prob byty prace Glansdorffa i Prigo-
gine’a dotyczace stabilnosci uktadéow nieréwnowagowych i koncentrowaty
sie na poszukiwaniu warunku, jaki musi by¢ spelniony, by uktad zmierzat
w kierunku réwnowagi termodynamicznej. Ow warunek nosi nazwe kry-
terium ewolucji. Kryterium to ma roézna posta¢ w zaleznosci od rodzaju i
liczby pél uwzglednianych w opisie sytuacji fizycznej.

Przedstawione w tym rozdziale wyniki rozwazan dotycza stanow nierow-
nowagowych uktadéw fizycznych. Sa uogdlnieniem prac Muschika i Papen-
fuss [101] i [115] dotyczacych kryterium ewolucji dla cieklych krysztatdw.
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Uogdlnienie polega na uwzglednieniu oddzialywania osrodka mikropolar-
nego z zewnetrznym polem elektromagnetycznym. Rezultaty tych badan
zostaly opublikowane w pracach [83] i [121].

4.1. Wprowadzenie w zagadnienie kryterium
ewolucji

Kryterium ewolucji nazywamy warunek, jaki musi by¢ spelniony, by uktad
ewoluowal w kierunku réwnowagi termodynamicznej. Kryterium to zosta-
lo sformutowane przy zalozeniu istnienia stanu lokalnej rownowagi ter-
modynamicznej przez Glansdorffa i Prigogine’a w pracach [55] i [56], a
nastepnie podsumowane w pracy [57]. Rozréznia sie dwa typy probleméw:
takie, dla ktorych istnieje tzw. potencjal kinetyczny i ktére, w zwigzku
z tym, mozna sformutowaé¢ w jezyku rachunku wariacyjnego;
— takie, dla ktérych potencjal kinetyczny nie istnieje.
Zaldézmy, ze warunki brzegowe sg zgodne z mozliwoscia trwania uktadu
w stanie réwnowagi. W takim przypadku potrzebnego kryterium dostar-
cza nam druga zasada termodynamiki: produkcja entropii nigdy nie jest
ujemna

d;S>0. (4.1)

Réwnos$é w powyzszym wyrazeniu odpowiada stanowi réwnowagi (lub pro-
cesom odwracalnym). Zmiana entropii zachodzi 7z dwu powodéw:

dS =d;S+d.S, (4.2)

w wyniku produkeji entropii d;S przez procesy zachodzace wewnatrz ukta-
du, oraz przez doplyw entropii d,S w wyniku oddzialywania uktadu ze
Swiatem zewnetrznym. Poniewaz produkcja entropii odpowiada tylko za
czes¢ wzrostu entropii, wiec nie jest to rozniczka zupeilna. Jednakze w
przypadku, gdy ewolucja systemu zachodzi w taki sposéb, ze istnieje po-
tencjal kinetyczny, to wyrazenie z lewej strony nieréwnosci (4.1) moze byé
przetransformowane w rézniczke zupetlna. Pokazuje to ponizszy przyktad
zaczerpniety z pracy [57].
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Przyklad 4.1.
Dla systemoéw znajdujacych sie w stalej temperaturze i w statej objetosci,
produkcja entropii jest rézniczka zupelna:

@S:_@Ekz>07 (4.3)
T

gdzie F' — energia swobodna Helmholtza. Ewolucja systemu postepuje w
kierunku zmniejszania F', az do momentu, gdy F' osiggnie minimum, czy-
i gdy uklad znajdzie sie w réwnowadze. Wyrazenie (4.3) pelni tu role
kryterium ewolucji.
Rozwazmy teraz sytuacje, gdy zadane sa warunki brzegowe niezgodne ze
stanem réwnowagi. Uklad moze zatem przej$é do stanu ustalonego (jak to
ma miejsce na przyktad w przypadku problemu przewodnictwa ciepta z
temperatura okre$long na jednej z powierzchni), jesli beda spetnione pew-
ne dodatkowe warunki. WprowadZmy nowa wielkoS¢ nie bedaca rézniczka
zupelna i spetniajaca warunek

dD <0, (4.4)

przy czym dD < 0 dla proceséw zaleznych od czasu i dD = 0 dla proce-
séw ustalonych. Znak jest sprawa konwencji. Nieréwnosé (4.4) pozostaje
prawdziwa zawsze, poniewaz warunek ten jest spelniony dla wszystkich
sytuacji niezaleznych od czasu i z uzgodnionymi warunkami brzegowymi,
a nie tylko dla stanéw rownowagowych, jak to miato miejsce w nierow-
nosci (4.1). Uogdlnienie nieréwnodci (4.4) na przypadek nieréwnowagowy
rodzi nastepujace pytanie: czy istnieje potencjatl analogiczny do F, ktory
poprzez swoj znak okresla kierunek ewolucji? Inaczej méwigc, czy istnieje
taki dodatni czynnik catkujacy e, ze

edD = d®, (4.5)

gdzie d® jest rézniczka zupelna pewnej funkcji? Okazuje sie, ze takie
funkcje w warunkach nieréwnowagi istnieja. Nosza one nazwe potencja-
téw kinetycznych i nalezy je odrézni¢ od potencjatéw termodynamicznych
i potencjaléw predkosci. Znalezé potencjat kinetyczny nie zawsze sie jed-
nak udaje. By znalez¢ taki potencjal trzeba na ogot zrobié¢ szereg uprasz-
czajacych zalozen, co znacznie umniejsza znaczenie uzyskanego rezultatu.
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Wyniki dotyczace mozliwosci wlaczenia do formalizmu zjawisk elektroma-
gnetycznych w osrodku mikropolarnym zostana przedstawione w dalszych
podrozdziatach. Ponizszy przyktad demonstruje zasady formutowania kry-
terium ewolucji [57].

Przyklad 4.2.

Rozwazmy prosty przyktad kryterium ewolucji dla proceséw dyssypatyw-
nych (bez konwekcji) w wielosktadnikowym oérodku ciaglym. Réwnania
zachowania masy i energii przyjmuja nastepujaca postac:

dro, = ZWWJ'M"/“’J'(QWAW')U' ; (4.6)

7
d(oe) =Y FyjoyAy — Wiy (4.7)
Y

gdzie g, gesto$¢ masy sktadnikay (0 =3 0,), A, = v,—v prad dyfuzji
2l
sktadnika v (3 0,A, = 0), F., — sila grawitacyjna dzialajaca na sktadnik
gl

v, W strumien ciepta, M, masa molowa sktadnika 7. Po pewnych
niewielkich przeksztatceniach i wycatkowaniu przez czesci otrzymujemy:

/{WidtTil 3 Z QvAv.jdt[(/MTi])aj *Tivaj]
" v

(4.8)
+ Z ’w)‘dt(A)‘Til)}dV < 0 s
A

gdzie ' temperatura bezwzgledna, p  potencjal chemiczny, A,  afi-
niczno$¢ reakeji chemiczne;j.
Wyrazenie na produkcje entropii w ujeciu Onsagera ma postac

PlS] = /Z JoXodV > 0. (4.9)

Zmiane w czasie wyrazenia (4.9) mozna rozbi¢ na dwie czesci

dP _ dxP d;P

— == 4.10
dt a (4.10)
gdzie z definicji

dx P d,P
- :/Z,]adtxadv, - :/ZXadtJadV. (4.11)
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Poréwnujac teraz nieréwnosé¢ (4.8) z (4.9) widaé, ze

dx P
dt

<0. (4.12)

Jest to zwarta posta¢ kryterium ewolucji dla ukladéw dyssypatywnych.
Kryterium to jest niezalezne od jakichkolwiek zatozen na temat wzajem-
nych relacji pomiedzy sitami a predkosciami.

Zagadnienie mozliwosci sformutowania kryterium ewolucji byto studiowa-
ne przez wielu autoréw. Do najnowszych, wykorzystujacych ostatnie osig-
gniecia termodynamiki nieréwnowagowej, nalezy zaliczy¢ prace Muschika
i Papenfuss [101] i [115], dotyczace kryterium ewolucji dla ciektych krysz-
taléw. Ponizej omawiane wyniki opieraja sie na wymienionych pracach,
bedac réwnoczes$nie ich nogdlnieniem, poprzez wprowadzenie oddziatywa-
nia 7z zewnetrznym polem elektromagnetycznym [83], [121].

4.2. Uwzglednienie w kryterium ewolucji
oddzialywan elektromagnetycznych

Sformutujemy teraz kryterium ewolucji dla proceséw termo-elektro-magneto-
-dynamicznych w ciatach mikropolarnych wykazujacych wrazliwosé na po-
la elektromagnetyczne. Rozpatrzymy dwie sytuacje, dla ktérych trzeba
bedzie okresli¢ dwa rodzaje warunkéw brzegowych:
1. ciato jest zanurzone w prézni i oddziatuje z zewnetrznym polem elek-
tromagnetycznym emitowanym przez ciato doskonale czarne;
2. ciato jest zanurzone w cieczy dielektrycznej i jest wrazliwe na dzia-
lanie zewnetrznego pola elektromagnetycznego.
Punktem startowym sg dwa prawa termodynamiki, ktére za Eringenem
[44], [46], [47], [48] zapisujemy w nastepujacy sposéb:
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U=y, p*= 0, j*= 0,v*=0,0*=0
H* = B*/uy, D* = ¢gE*, T* = const.

Rys. 4.1. Stosowane oznaczenia

— pierwsze prawo termodynamiki (prawo zachowania energii)

D 1 1 1 1
— /[pc—i——p'v-'v—|——pa-w+—(5gE-E+—B-B)}dV
Dtg() 2 2 2 o

t

77{n.[(t+Mt+v®G)-v+m-w+qf8}dz4 (4.13)
oG (1)

—/p(f-v+z-w+il,)dV:U,
40

drugie prawo termodynamiki (nieréwnosé¢ entropijna)

D )
= /pndV— 7{ n-sdA - /pbdv>0. (4.14)
G(t) aG(t) g(t)
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UzyliSmy tu nastepujacych oznaczen ([44], [82], [101]): p — gestos$¢ masy,
q wektor ciepta (skierowany przeciwnie do wektora strumienia ciepta),
S wektor Poyntinga

S=ExH, H=H-vxD, (4.15)
G elektromagnetyczny wektor pedu
G =:E x B, (4.16)

b tensor naprezenia Maxwella

1
MtiP®8—B®M+5UE®E+M—B®B—(Me—M-B)I, (4.17)
0

gdzie e energia ,swobodnego” pola elektromagnetycznego [47], [48]

1 1
ut==(c0E-E+ —B-B), (4.18)
2 Ho

h  wydajnosé¢ zrédla energii, ¢ gesto$¢ energii wewnetrznej, s wplyw
entropii poprzez powierzchnie ciala, 7 gesto$é entropii, b wydajnosé
7rodta entropii, t tensor naprezenia, m  tensor naprezen momentowych,
o — spin, v — predko$¢ materialna, w — predkos¢ katowa direktora, f -
wektor sit objetosciowych, I — moment przytozonych sit objetosciowych,
n — zewnetrzny normalny wektor jednostkowy (Rys. 4.1). Pola €, 3, M,
S to nateznie pola elektrycznego, nateznie pola magnetycznego, magne-
tyzacja i wektor Poyntinga zapisane w ruchomym uktadzie odniesienia
poruszajacym sie wraz z czastka.

Poréwnujac (4.2) z drugim prawem termodynamiki (4.14) widaé, ze

D
s = = , .
5= = / pndV (4.19)
G(t)
d,S = f n-sdA+/pEdv. (4.20)
aG(1) G(1)

7 powyzszego wzoru wynika, ze entropia d.S moze by¢ dostarczana do
uktadu poprzez brzeg i przez zrodta wewnetrzne. Produkcja entropii d;S
nie moze by¢ nigdy ujemna: to jest trescig drugiego prawa termodynamiki.
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Lokalne postacie pierwszego (4.13) i drugiego (4.14) prawa termodynamiki
sa nastepujace:
lokalna posta¢ prawa zachowania energii

pé—t:a—mT:b—V-q—piI,
—E-[J+P+P(V-0)]+M-B+(PxE+MxB)-w=0,

(4.21)
z warunkiem brzegowym na 0G(t):
n-[[(pe+%p'v-'v+%po'-w+%50E-E+ﬁB-B)(v—u)
(4.22)
—(t+, t+u®G)-v-m-w—(qg—8)] =0,
lokalna postac¢ nieréwnosci entropijnej
pn—V-s—pb=0, (4.23)
7z warunkiem brzegowym na 0G(1):
n-fpnlv—u)—s]>0. (4.24)

Tutaj u — predko$¢ powierzchni brzegowej, a i b — tensory predkosci de-
formacji

a=VRuv—-—c-w, b= (Vow), (4.25)
P i M odpowiednio wektory polaryzacji i magnetyzacji,
1
P=D-¢E, M=—B-H,
Ho (4.26)

E=E+vxB, M=M+vxP,

zdefiniowane na przyklad w [44] i w [82], € pseudotensor Ricci, J
wektor gestosci pradu elektrycznego w ruchomym uktadzie odniesienia

J=J—Gv, (4.27)

gdzie J — wektor gestosci pradu elektrycznego, a G5 — rozktad swobodnego
tadunku elektrycznego. Cialo podlega wptywowi pola elektrycznego E =
E(x,t) i indukcji magnetycznej B = B(x,t).

Réwnanie (4.21) i nieréwnos¢ (4.23) wynikaja z procesu lokalizacji global-
nych praw termodynamiki [46], [47], [48] i sa spelnione w kazdym punk-
cie continuum mikropolarnego G(¢). Podobnie, warunki brzegowe (4.22) i
(4.24) sa spelnione na dowolnej powierzchni nieciaglosci ¥(t), przemiesz-
czajacej sie przez continuum G(t) i poruszajacej sie z predkoscia u(x, ).
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4.3. Oddzialywanie z polem elektromagnetycznym
ciala doskonale czarnego

Rozwazmy teraz przypadek continuum mikropolarnego znajdujacego sie w
prozni wypelnionej polem elektromagnetycznym generowanym przez ciato
doskonale czarne. W takiej sytuacji, warunki brzegowe (4.22) i (4.24) na
granicy ciala 0G(t) przybieraja nastepujaca postac:

1 1
- E+_E+ _B+_B+ +—S+:
n [2(50 +Mn Ju + g ] (4.28)
—n-[t+,4 +u®kG ) v +m w +q -8,
n-[s] <0, (4.29)

gdzie [F] = F* — F~ oznacza skok na powierzchni ¥(¢) pomiedzy warto-
$cig zewnetrzng F'™ a warto$cig wewnetrzng F~ pola F.

Uktad zamkniety G(t) (u = wvlagw)) jest w kontakcie ze swym otocze-
niem G*(t) poprzez powierzchnie dG(t). Otoczenie pelni role rezerwuaru
wypelionego promieniowaniem ciata doskonale czarnego o statej tempe-
raturze T* , a ponadto ma szereg innych cech niezaleznych od czasu, np.
p* =0, 3" =0. Mamy wiec

oT*

VT* =0 —=0. 4.30
Ruch ukladu G(t) jest opisany réwnaniami ruchu
b =2k (X 1), XK = X8(z,t). (4.31)

Tutaj X jest poczatkowym polozeniem punktu materialnego, ktéry w
chwili czasu ¢t zajmuje potozenie . Wewnetrzne stopnie swobody o$rodka
mikropolarnego spetniaja rownania

& =xp(X, )X, EF=x"(z,t)¢", (4.32)
ruchu obrotowego direktora = przyczepionego do punktu materialnego X
[46]. Zwiazki (4.32); i (4.32), sa wzajemnie odwrotne, a X (mikroruch),
jest tensorem ortogonalnym (5(1: xT, det X = 1). Tak wiec,
ok XK =6F, XK, ok =K,

(4.33)
XFg X K =8k, Xk x K = 6K
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Energie osrodka mikropolarnego wyrazimy przez ponizsze tensory defor-
macji [46]:
tensory deformacji Cosserat €y i ¢y

Crr = 1%k Xpr, o= X500 Xik s (4.34)

— tensory deformacji gietno-skretne 'y, 1 i

Tir = sexmn XML XV Vi = 5Emn XX g (4.35)

Majac te wzory do dyspozycji, mozemy wypisa¢ nastepujace rownania
(poréwnaj (4.25):
e =X X" Tk,

Ag = XK,k XlL IQKL s (436)

b, = X5 6 X" Trik.

Jednym z zalozen, jakie musimy zrobi¢ by osiggnac¢ zamierzony cel, czyli
by moc sformutowac kryterium ewolucji, jest przyjecie, ze sity masowe f
sa potencjalne i niezalezne od czasu, czyli ze

99 _

= 4.

f:_véa

a wiec ze g = g(x). Momenty sit masowych l moga by¢ reprezentowane
przez analogiczng funkcje A = A(€), tak aby zachodzito

Z—%xg. (4.38)

Zgodnie ze wzorem (4.32), € jest direktorem przyczepionym do kazdego
punktu @ ciatla mikropolarnego. Jezeli w jest predkoscia katowa, czyli

E=wx§, (4.39)

to

=~
€
I
|
>

(4.40)
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Zastosujemy teraz procedure przedstawiong w pracy Muschika i Papenfuss
[101]. Mnozymy (4.14) przez (stala) zewnetrzna temperature T* i oblicza-
my réznice 7 (4.13), co w wyniku daje termodynamiczna nier6wnosé

D 1 1
Di /[p(T*n—e—iv-v—ia-w)
G(t)

1 1
——(eoE-E+—B-B)|dV
2 Ho

4.41
+7{n-[(t—l—Mt+v®G)-v—l—m-w—i—q—S—T*s]dA (4.41)
aG (1)
+/p(f-v+z-w+l~7,—T*i))dV>0.
G(t)
W [101] pokazano, ze nieréwnosé
%n-(T*s—q)dA}O, (4.42)

ag (1)

zachodzi zawsze. Jesli przyjmie sie dodatkowe zalozenie, 7ze proces jest
bezzrédlowy, czyli ze h = 0 i ze réwniez b = 0, to jest to wystarczajacy
warunek, aby otrzymaé¢ réwnanie ewolucji. Z (4.41) wynika, ze mozna osta-
bi¢ zalozenie Muschika i Papenfuss przyjmujac nastepujaca nieréwnoscé

/p(T*l;—fr,)dVJr %n-(T*s—q)dA}O, (4.43)
g(t) aG (1)

prawdziwg tylko dla niektérych postaci zrédet zewnetrznych. Zauwazmy,
ze w termodynamice osrodkéw ciaglych zaktada sie zazwyczaj, iz [47], [48]

LR
S = — S 1 —=
Tq ;

S S

, (4.44)

gdzie T = T(x,t) jest temperatura absolutng ciala. Funkcja s’ jest nad-
datkiem w stosunku do klasycznej wartosci strumienia entropii g/T', ktéry
jest rézny od zera np. dla mieszanin zltozonych materialéw (zazwycrzaj
s'=0)"

! Tu chcemy uniknaé wprowadzenia pola temperatury dla ukladéw nieréwnowa-
gowych G(t).
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Uwzgledniajac zalozenia (4.37), (4.40) i (4.43) przeksztalcamy (4.41) do
nastepujacej postaci:

D 1 1 ~
Dy /[p(T*n—e—gv-v—ia-w—ﬁ—k)
o 1 1
—5(60E-E+%B-B)]dv (4.45)

+fn-[(t+Mt+v®G)-v+m-w—8]dA>0.
oG (t)

7 warunku brzegowego (4.22) wynika, 7e

7( n[t+ t+veG) vi+m w—8dA=
a6 (1)
7{ n-{=(5gE"-E*"+ —B*-BY)u— —E"x B"+[q]}dA.
. 2 Ho Ho
oG (t)
(4.46)

Zalézmy teraz, ze E* B* sg ciaglymi polami zadanymi w G(¢) U G* i
speliajacymi bezzrédtowe réwnania Maxwella w G(t)

VxE“+B%=0, uianB*—aoEft:O. (4.47)

Korzystajac z twierdzenia Greena—Gaussa—Ostrogradskiego i z réwnania
transportu

D OF
E/de* / SV 7( n- (Fo)dA, (4.48)
G(t) G(1) aG(t)

otrzymujemy po prostych przeksztatceniach, ze

1 1 1
P T
861 " e (4.49)
—/—(50E-E +—B*-B*)dV.
Dtg'(t) 2 Mo
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Muschik i Papenfuss [101] dochodzq do wniosku, ze

f n-sdA > f n-qdA. (4.50)
ag(t)

Z powyzszej nieréwnodci i z (4.14) wynika, ze na granicy 0G

_% n-lq] > 0. (4.51)

Korzystajac z tego argumentu, otrzymujemy ostatecznie kryterium ewo-
lucyi w postaci

D -
S [T == e =G =X) = (ue— WAV 20, (152)

gdzie p e — energia kinetyczna oSrodka mikropolarnego o gestosci

1
Keii(v-'v+a'-w), (4.53)
! 1 1
L& = (5B E*+—B"-B"), (4.54)
2 Ho

gestos¢ Lagrange’a pdl elektromagnetycznych otoczenia.

Powyzsze kryterium ewolucji (4.52) mozna zastosowaé¢ do okreslenia wa-
runkéw réwnowagi termodynamicznej ciat deformowalnych podlegajacych
dziataniu promieniowania ciata doskonale czarnego. W nastepnym pod-
rozdziale zastosujemy ten formalizm do znalezienia kryterium ewolucji dla
ciektych krysztatow.

4.3.1. Warunki réwnowagi dla cieklych krysztatow

Uzyjemy opisu o$rodkéw mikropolarnych zaproponowanego przez Eringe-
na. Podstawowe réwnania opisujace ciekly krysztal podlegajacy oddzia-
lywaniu z polem elektromagnetycznym maja wewnatrz ciata nastepujaca
posta¢ [44], [82], [81]:

— prawo zachowania masy

— +V.-(pv) =0, (4.55)
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— prawo zachowania mikropedu

D e jew=0 (4.56)
.E. .E. .
Dt ) ’

— prawo zachowania pedu
—pO0+V-t+ f+pf=0, (4.57)

prawo zachowania momentu pedu

—p6+V -m+e:t+ l+pl=0, (4.58)
— prawo Faradaya
0B

prawo Gaussa (magnetyczne)

V.B=0, (4.60)
— prawo Gaussa (elektryczne)
g —V-D =0, (4.61)
prawo Ampera
aa—lt)vaJrJ—o, (4.62)

gdzie ,f =V - t-G,;, Jl=¢€:,t",G=¢cyExB,a,t jest tensorem
naprezenia Maxwella zdefiniowanym nastepujaco:

1
0

Zgodnie 7 definicja stanu réwnowagi uktadu dyskretnego G(t) istnieje taki
globalny uktad odniesienia (x',t) [101], w ktérym znikaja wszystkie po-
chodne materialne wzgledem czasu (jak predkosé liniowa v (', t) i pred-
kos¢ katowa w(x’, t)), gradient temperatury absolutnej V'T(2',t), wektor
ciepta g(«',t), prad elektryczny J(x',t), zrédlo energii iz(m’,t), doplyw

entropii b(x', t). Znikaja réwniez wszystkie pochodne czastkowe wzgledem
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czasu. Zaktadamy dodatkowo, ze prawdziwy jest aksjomat obiektywnosci
materialnej.

7 kryterium ewolucji (4.52) wynika, 7ze w stanie réwnowagi nastepujacy
funkcjonat

L= [Ip(T n—e—5-2) ~ (e — e dV", (4.64)
Y

osiaga maksimum (poniewaz nie jest malejacy), co oznacza, 7e
5L =0. (4.65)

Zakladamy, 7e wektory E (E*) i B (B”*) mozna wyrazi¢ za pomoca poten-
cjatéw wektorowych A(x') (A*(x')) i potencjaléw skalarnych ¢(x') (¢*(x')):

E=V'y, B=V'xA, (4.66)

E*=V'¢*, B"=V'xA". (4.67)

Mozna pokaza¢ [66], ze 7 zatozen (4.66),, (4.67); i z elektrycznego prawa
Gaussa (4.61), wynika 7e

/(D-E—D*-E*)dv':—/quodv'—fwfgodA', (4.68)
g g’ o0g’

gdzie D wektor przemieszczenia dielektrycznego (D =¢o E+ P w G' i
D* =¢yE*w G UG*), qf rozklad swobodnego tadunku elektrycznego w
G', awy rozklad swobodnego elektrycznego tadunku powierzchniowego
na 0G' (nie ma tadunkéw swobodnych w G*). Zakladamy ponadto, ze
¢ = ¢* na 0G'. Biorac pod uwage (4.68), funkcjonal (4.64) mozna zapisac
w postaci

L=— /[p(z/)(*) +q+ 5\) — (€ — m€) —qr o] dV' + %wf pdA", (4.69)
g’ g’

gdzie ™) jest funkcja termodynamiczng o postaci

1
Y =e-T*n——P-E. (4.70)
P
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Wielkosé¢ ¢*) jest funkcjonatem zaleznym od konkretnego zbioru zmien-
nych niezaleznych. W przypadku gdy uktad znajduje sie w stanie réwno-
wagi termodynamicznej, 1)) przyjmuje postaé [44], [82]

W =9 (p7l), 4, T, E. B), (4.71)
gdzie j — tensor mikrobezwladnosci, v — tensor deformacji gietno-skretnej,
a T — termostatyczna temperatura ciektego krysztatu. W podejsciu waria-
cyjnym [82] zaktada sie, ze wariacje &', §¢*,  A* sa niezaleznymi ciggltymi
funkcjami w catej przestrzeni V', d¢, 0 A sa niezaleznymi cigglymi funk-
cjami w G', a ¢ = 0¢*, 0A = A" w 9G'. W osérodkach mikropolarnych
definiujemy w G’ wariacje katowa dk ponizszym réwnaniem [81], [82]:

0 =0k x €. (4.72)
Podstawowe zalozenie podejscia wariacyjnego [81]
0X =0, (4.73)
pozwala napisa¢ nastepujace wazne wzory:
(575 =p 'V .62,
HJ=j-€-0k —0Kk-€-j,
by=-v- (Vi) + (V' i) +e: (6 ®7),
SE=V'(6p) — E- (V' @), (4.74)
SB=V'x0A+(B-V')iz'—B(V'-éx'),
SE* =V'(6¢") — E*- (V' @6z,
§B*=V'x6A* + (B*-V')éx' — B*(V'-oz'),

gdzie niezmiennicze wzgledem cechowania wariacje Weissa 0 A (0 A*) dane
sg wzorami

SA=6A— (V' @A -0z, (A" =A"— (V' @ A" . 6x'. (4.75)



4.8. Ciato doskonale czarne 133

Ponadto

6/p(,(~1+5\)d\/': —/p(f—éw'+i~6n)d\/',

v v (4.76)
5 [apedV’+6 fupedd = [arspdV'+ § wpopda’,
Ql a’gl Ql 8’gl

Ostatni wzér wynika z elektrycznego prawa Gaussa, ktére stwierdza, ze
[arav'+ §wpaa—o. (4.77)
g ag’

Uwzgledniajac powyzsze wyrazenia, zagadnienie wariacyjne (4.65) przyj-

muje postac

/[p (—0p™) +f -6’ +1-0K) +6( € — ,€)

g (4.78)
+( € — € ) V' 02" + g dp] dV' + 7{ wrdpdA =0,
Y
gdzie
oY)
syt = ) 4.79
i
y=(p"j,7T.E,B). (4.80)
Whprowad7my nastepujace réwnania konstytutywne [44]
oY) o)
T = — , p , t=—7I—m-~,
op~! oy’
0 0 (4.81)
P Pt
P = — _— M —_ — -
OE P oB

gdzie m — ci$nienie termostatyczne, t i m — odpowiednio tensory naprezenia
rownowagowego i naprezenia momentowego. Wykorzystujac zwigzki kon-
stytutywne (4.81), réwnania (4.74), obiektywnos¢ materialna i zalozenie
o cigglosci wariacji, otrzymujemy peten uktad réwnan elektro - magneto
- statyki ciektych krysztaléw w stanie réwnowagi termodynamiczne;j:

V't+ f+pf=V -t =0, (4.82)
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V -m+e:t+ l+pl=0, (4.83)
V'-D =gy, eV -E* =0, (4.84)
V'xH =0, V'xB* =0, (4.85)

7 warunkami brzegowymi na 0G'

n'-(t —[ut]) =0,

n-m=0,

n' - [D] = ;. (4.86)

n' x [H] =0,

l:EZMtT 1

gdzie ,f = V' ,t,

M

1
wt=DQE+B@H (D~ P)-E+B-(H-M)I, (4.87)

wt' =B QE + LB "®B" — 1.

Oproécz réwnan (4.82) — (4.85) otrzymujemy jeszcze jedno dodatkowe row-
nanie (jesli 67 # 0):
o)
=0. 4.88
3T (4.88)
Jesli uwzglednimy teraz funkcje energii swobodnej Helmholtza ¢ w zwy-
czajnej postaci [44], [47], [48]:

1
Yp=e—Tn—-P-FE, (4.89)
p
wtedy otrzymamy
P =+ (T —T*)n. (4.90)
Energia swobodna v jest potencjatem dla entropii, czyli
oY
= ——. 4.91
5T (4.91)

Uwrzgledniajac réwnania (4.89) (4.91) otrzymujemy z (4.88) i (4.81) na-
stepujace ograniczenie

(T T*)g—; ~0. (4.92)
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W ten sposéb otrzymalismy wynik, potwierdzajacy nasze przypuszcze-
nia, 7ze w stanie rownowagi temperatura termostatyczna ciektego krysztatu
réwna jest temperaturze otoczenia (T = T*).

4.4. Cialo zanurzone w cieczy dielektrycznej

W niniejszym podrozdziale oméwimy drugi przypadek skonstruowanego
przez nas kryterium ewolucji [83] dla cial mikropolarnych oddziatujacych
7 zewnetrznym polem elektromagnetycznym o wektorach E* i B*. Tym
razem otoczeniem ciala mikropolarnego (jako przyktady wybierzemy spre-
zyste cialo mikropolarne, ciecz mikropolarng i ciekly krysztatl) bedzie ciecz
dielektryczna o statej temperaturze 7.

Niech, jak poprzednio, powierzchnia 0G(t), z dodatnio skierowanym wek-
torem jednostkowym n(x,t), porusza sie 7 predkoscia u(x,t). Na po-
wierzchni 0G(t) rozktad swobodnego tadunku elektrycznego wynosi @ (x, t),
a gestosé¢ powierzchniowego tadunku elektrycznego K(x, t) jest okreslona
wzorem

K=K-osu, (4.93)
gdzie K wektor powierzchniowej gestosci pradu elektrycznego. Warunki
brzegowe (4.22) i (4.24) tutaj réwniez shuza jako warunki brzegowe na
0G(t). Stan réwnowagi otoczenia dany jest przez nastepujace réwnania
konstytutywne [48]

t" =71,
7r*:7r(’;—|—%P*-E*,
P*:X*E*7
(4.94)
D*:f—:*E*, H*:]_B*’
Ho
ut"=D'QQE*"+H* @ B* — €1,

w€ =3 (0B - E* + - B*-BY),

gdzie t* — tensor naprezenia Cauchy, 7* — ci$nienie termodynamiczne cie-
czy dielektrycznej, m; — stalte ci$nienie jednorodnej cieczy dielektrycznej
w nieobecnosci pél elektromagnetycznych, P*  wektor polaryzacji, x*
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(stala) podatnosé dielektryczna w G*, D* — wektor przemieszczenia die-
lektrycznego, €* = gy + x* stala dielektryczna, H*  natezenie pola
magnetycznego, ,,t* elektromagnetyczny tensor naprezenia, a € ge-
stos¢ swobodnej energii elektromagnetyczne;j.

Zauwazmy, ze zgodnie z prawem zachowania masy, spelniony jest warunek

brzegowy na 0G
n-[p(v—u)]=0. (4.95)

Poniewaz u = v|yg(), to wynika stad, ze
n-Viagn =0 Viiagn) - (4.96)

7 warunkéw niecigglosci na granicy 0G(t) dla pierwszego prawa termody-
namiki (4.21) wynika, 7e

n-[t+,t+veG) - v+m-w+q-8] =

(4.97)
n-[(—m+, +E-P)v-E xH" +q"].
W celu otrzymania wzoru (4.97) wykorzystaliémy tozsamosé [48]
S=ExH+ [ ,t+v®G—(,e+E-P)I]-v, (4.98)

i warunek brzegowy (4.96).
Rozszerzmy dziedzine definicji pol E*(x,¢), B*(x,t), H*(x,t) i D*(x, ) na
G(t) U G*(t) jako rozwiazania réwnan Maxwella

VxE +B*;=0, V-D*=0,

(4.99)
VxH*"—D*;,=0, V-B*=0,
7 warunkami ciagloéci na 9G(t)
nx [E*+uxB*=0, n-[D*]=0,
(4.100)
nx [H* —uxD*]=0, n-[B*]=0.
Jedli zatozymy dodatkowo, ze w G(t)
1
H' = —B*, D'=cE", (4.101)

Ho
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gdzie * = g9+ x* jest stalag dielektryczna w G*(¢), to mozemy napisac, ze

d
7! B[ B P VB XH dA = /(Me*—wg)dv. (4.102)
40 40
Zaktadamy tu, podobnie jak poprzednim podrozdziale i w pracy [121], 7e

sity objetosciowe f i momenty 1 maja nastepujace wlasciwosci (poréwnayj
(4.37) 1 (4.38)):

e
Il
|
Np
Syl
Il
N}
—~
"
SN—
|
o

< 4.1
B (4.103)

— X
3
gdzie € jest polem direktoréw [45].

Biorac pod uwage réwnania (4.97), (4.102) i (4.103) mozemy zapisaé prawo
zachowania energii (4.13) w postaci bardziej wygodnej w naszych dalszych
rozwazaniach

a
dt

. A=)\,

— 1
I

/[p(e+K6+§+5\)+M6—M6*+7ra‘]dV: 7{ n-q*dA. (4.104)
10 aG(1)

Zaltozylismy tu dodatkowo, ze 7rédlo ciepta znika (h = 0).
Drugie prawo termodynamiki (4.14), w przypadku znikajacego 7rédta en-
tropii b, przyjmuje postac

d
= /pndv> 74 n-sdA. (4.105)
T a(t) aG(t)

Zastosujemy tu ponownie nasza metodologie otrzymywania kryterium ewo-
lucji, przedstawiong réwniez w pracach [101], [121]. Mnozymy zatem nie-
réwnosé (4.105) przez (stala) temperature otoczenia T*, a nastepnie otrzy-
many wynik odejmujemy od réwnania (4.104). W wyniku dostajemy na-
stepujaca nierownosc:

d * ~ N * *
pr /[p(T nN—e—,e—G4—A) — €+ € —mldV

6 (4.106)
> 7{ n-(T"s —q")dA.
aG(1)
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Z warunkéw brzegowych dla drugiego prawa termodynamiki (4.21) wyni-
ka, 7e na materialnej powierzchni granicznej 0G(t) prawdziwa jest naste-
pujaca nieréwnosc

n-s>n-s". (4.107)

Zalézmy, 7e w otoczeniu G*(t) prawdziwe jest klasyczne wyrazenie na stru-
mien entropii [48]
oLy 4.108)
sT= A (4.
Mozna tatwo pokazac, ze kryterium ewolucji przyjmuje teraz nastepujaca
postac
%L(x,t) >0, (4.109)

gdzie potencjal kinetyczny L(x,t) jest zdefiniowany nastepujaco

L(x,t) = / p(T"n—e— e —g— 5\) — u€+ € —m]dV.  (4.110)
Gg(t)

W trakcie dochodzenia do kryterium ewolucji zrobiliSmy nastepujace za-
lozenia:
1. otoczenie osrodka mikropolarnego ma stala temperature 7,
2. gesto$¢ strumienia entropii otoczenia osrodka mikropolarnego jest
proporcjonalna do gestosci wektora ciepta (4.108);
3. gesto$¢ dzialajacych sit mechanicznych jest konserwatywna, a mo-
menty sil maja posta¢ dang przez wyrazenie (4.103);
4. nie ma 7rédetl energii i entropii;
5. otoczenie o$rodka mikropolarnego stanowi jednorodna ciecz dielek-
tryczna.
Jezeli spelnione sg powyzsze zalozenia, to kryterium ewolucji (4.109) jest
stuszne nawet dla proceséw przebiegajacych daleko od stanu réwnowagi.
W nastepnym podrozdziale zastosujemy otrzymane kryterium (4.109) do
zbadania warunku osiggniecia stanu rownowagi przez osrodki mikropolar-
ne.

4.4.1. Warunki réwnowagi

Zgodnie z definicja stanu réwnowagi uktadu dyskretnego G(¢) istnieje taki
globalny uktad odniesienia (2, t), ze wszystkie pochodne czasowe i stru-
mienie znikaja, a material spoczywa [101]. W stanie réwnowagi uktad
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rownan opisujacy ewolucje ciala mikropolarnego wrazliwego na dziatanie
pola elektromagnetycznego przechodzi w nastepujacy uktad réwnan w G':

V' (t+ ,t)+pf =0,
Vi m+e:(t+,t)+pl=0,

VxE=0, V xE*=0,

(4.111)
VixH=0, V' xH*=0,
V'-B=0, V'-B*=0,
Vi-D=¢g;, V'-D"=0,
z warunkami brzegowymi na 0G'
n-(t+,t)=n-(7"I+_,t"), n-m=0,
nx (E*—E)=0, nx|[E]=0,
nx (H —H)=0, nx[H]=0, (4.112)
n-(B*"-B)=0, n-[B*]=0,

gdzie t mechaniczny tensor naprezen, m  tensor naprezen momento-
wych, a

WU=D®RE+H®B—(,6—M-B)I,

t"=D*'QE +H @B — ¢,

M
1
D=¢gE+P, H=—B-M, (4.113)
Ho
. 1
D* =:"E*, H*= —B*.

Ho



140 Rozdziat 4. Kryterium ewolucyi

Potencjal kinetyczny (4.110) w uktadzie wspélrzednych dla stanu réwno-
wagi (x',t) przyjmuje postac

L) = [T~ 5- 0~ (ye e +m)] V', (4114)
G’
a potencjaly elektromagnetyczne dla statycznego pola elektromagnetycz-
nego dane sa rownaniami

E=Vy, B=V xA,
(4.115)
E'=V'y*, B*=V xA*,

Potencjaly A i ¢ sa funkcjami rézniczkowalnymi w G', potencjaty A* i o*
sa funkcjami rézniczkowalnymi w G’ UG*, a na powierzchni granicznej 0G'
sg sobie réwne

A=A" p=y". (4.116)
Z elektrycznego prawa Gaussa, z (4.111)g oraz z (4.112)5 wynika [66], ze
/qf v’ + f@f dA' =0, (4.117)
g’ ag’
i
/(D-E—D*-E*)dV’:—/q}@dV’—%wfcpdA’. (4.118)
g’ g' g’

Jesli teraz wstawimy ostatni wynik (4.118) do wyrazenia na potencjal
kinetyczny (4.114), to otrzymamy, 7e

L=— /[ﬂ(¢+.&+5\)—(MG—ME*—W*)—qf ol dV' + f@f@dA’, (4.119)
Ql (‘)'gl
gdzie
1
p=e-T'n—-P-E, (4.120)
p

jest uogdlniong funkcja energii swobodnej Helmholtza w przypadku statej
temperatury 7.
Podstawowe zalozenie rachunku wariacyjnego [81] i [82], ze

§X =0, (4.121)
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oznacza zgodno$¢ wariacji z deformacjami ciata. Zgodnie z (4.121) mozemy
policzy¢ wariacje masy i pol elektromagnetycznych

dp=-—pV' - 0x",
SE=-E-(V@dix)T+V' (§¢), (4.122)
SB=(B-V)ix' —B(V -6x)+ V' xdA,

gdzie niezmiennicza wzgledem cechowania wariacja typu Weissa oA jest
definiowana jako [82]

JA=6A - (VoA 5x. (4.123)

Podobne wyrazenie moze by¢ zdefiniowane dla wielkosci z ,gwiazdka” § E*
i 0 B*. Z réwnania (4.117) i z warunkéw (4.103) wynika, 7e

5/df<pdV’+5 f@,fwdA’ = /q} SpdV' + 7{@,( SpdA',  (4.124)

ag' P
5/p(.é+i) dv' = —/p(f-éx’ +1-6K)dV", (4.125)
g’ G
gdzie wariacja katowa 0k jest zdefiniowana nastepujaco
0 =0k X €. (4.126)

Biorac pod uwage wyniki (4.124) i (4.125), mozemy napisa¢, ze

1
5L = [ POl = = (e — " — )] AV
g p
(4.127)
—I—/[p(f-éx'—l—i-én)—|—q~f5g0]dV'—i— fajfagpdA'.
g’ o0g’

Zauwazmy, ze z rownan Maxwella, ze wzordéw analogicznych do (4.122) na
wariacje pol E* i B*, oraz z warunkéw (4.116) wynika, ze

1
[ 0= (e + 7 AV =
g P
(4.128)
;{n- (7" I+ ,t*) - 0x' — D*8p — H* x §A]dA',
aG'



142 Rozdziat 4. Kryterium ewolucyi

gdzie ,t* jest zdefiniowane przez réwnanie (4.113). Teraz mozemy juz
zapisa¢ wariacje potencjatu kinetycznego w bardziej wygodnej postaci

!

51, = 5/(Me — p)dV’ +/[p(f-5x' +1-6K) + G 6] dV'+
g g' . (4.129)

f{n- (7" T+ ,t%) - 6x' — D* 3 — H* x §A] + @ 60} dA’ |

ag’

Uogdlniona funkcja energii swobodnej Helmholtza ¢, zdefiniowana réwna-
niem (4.120), jest potencjatem termodynamicznym dla elektromagnetycz-
nego ciata mikropolarnego w stanie réwnowagi termodynamicznej. Ten
funkcjonal zalezy od réznych zbioréw zmiennych konstytutywnych, réz-
nych dla réznych materialéw [45]. Ponizej przypomnimy jego zalezno$é
funkcyjna dla mikropolarnego ciata statego, mikropolarnej cieczy i ciekte-
go krysztal podlegajacym dziataniu pola elektromagnetycznego.

Mikropolarne elektromagnetyczne ciala stale W przypadku mikro-
polarnego sprezystego ciala statego [45]

v =9(¢T,E B,X), (4.130)

gdzie €  tensor deformacji Cosserat zdefiniowany wzorem (4.34) i T'
materialny tensor gietno-skretny zdefiniowany wzorem (4.35).
Wariacje powyzszych tensoréw deformacji sa nastepujace [81] i [82]:
0Ckr, = 2,k [Xin(02") . +ernr X1 OK!]
(4.131)
0Tk = 2", X1 (0K") i -

Zachodza ponadto nastepujace rownowagowe zwigzki konstytutywne:

0
tk = p % ThyK XIT 5 (4.132)
0
My = p 8qu;( Tkyk XIL (4.133)
oY . oY



4.4. Cliecz dielektryczna 143

Mikropolarne ciecze elektromagnetyczne W przypadku mikropolar-
nych cieczy elektromagnetycznych mamy [45]

w:w(pi]’j7E7B)’ (4'135)
7 dodatkowymi zwigzkami konstytutywnymi
0
t= % 1 m=-o, (4.136)
op~!
oy oy
P= 2% M= p22. 4.1
Ciektle krysztaly Funkcjonatl ¢ dla ciektych krysztaléw ma postaé [44]:
v =1v(p"j,v7 EB), (4.138)

gdzie « jest przestrzennym tensorem deformacji

1

Yk = o Etmn X™ X"k - (4.139)

Wariacja tego tensora dana jest wzorem [82]
by=-v-(Vaix) +e: kv + (Vaik), (4.140)

i spetnione sa nastepujace dodatkowe zwiazki konstytutywne:

. 0y .oy
b= S Tomey, m o (4.141)

Tak wiec, startujac z pierwszego i z drugiego prawa termodynamiki, z
rownan Maxwella i po dokonaniu pewnych dodatkowych zatozen, otrzy-
mano kryterium ewolucji dla procesow przebiegajacych daleko od stanu
rownowagi termodynamicznej. Kryterium to stwierdza, ze pewna globalna
wielko$¢ uktadu nieizolowanego kontaktujgcego sie z otoczeniem przeby-
wajacym w stanie rownowagi termodynamicznej zawsze wzrasta w czasie.
Ta wielkoscia jest zmodyfikowana elektromagnetyczna energia swobodna.
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Dodatkowe warunki jakie natozono, to: réwnowagowe otoczenie wypelnio-
ne promieniowaniem ciata doskonale czarnego lub ciecza dielektryczna,
konserwatywnosc gestosci sit i oddziatywanie rozwazanego ciala z otocze-
niem jako czysto termiczne. W rezultacie sformutowano kryterium ewolucji
rozszerzone do przypadku elektromagnetycznego.

W stanie réwnowagi kryterium ewolucji przyjmuje posta¢ zagadnienia wa-
riacyjnego, pozwalajacego otrzymac réwnania rézniczkowe opisujace roz-
wazany system.



Rozdzial 5

Opis wariacyjny
termoelektrodynamiki cieklych
krysztalow

Matematyczna teoria osrodkéw cigglych z wewnetrznymi stopniami swo-
body, zwana réwniez teorig osrodkéw polarnych, istnieje juz niemal sto
lat. Zainicjowala ja praca braci Cosserat [39] opublikowana w roku 1909.
Teoria ta stanowita pierwsze uogélnienie klasycznej lokalnej teorii osrod-
kow ciagtych, w ktérej punktom materialnym nie nadawano zadnej we-
wnetrzne] struktury. W kolejnych teoriach polarnych punkty materialne sg
traktowane albo jako sztywne czasteczki (osrodki mikropolarne), albo jako
czasteczki deformowalne (o$rodki mikromorficzne). Te nowe wewnetrzne
stopnie swobody sa modelowane albo przez sztywne albo przez deformo-
walne direktory przyczepione do punktéw materialnych. W najprostszym
przypadku, np. w teorii nematycznych ciektych krysztatéw [38], [41], [89]
rozwaza sie tylko jeden sztywny direktor zwigzany z kazda czasteczka cie-
ktego krysztahu. Praktyczna mozliwosé zastosowania tej teorii, poczatkowo
robigcej wrazenie bardzo abstrakcyjnej, zostata juz wielokrotnie potwier-
dzona licznymi zastosowaniami technologicznymi i przemystowymi.
Naszym celem jest przedstawienie wariacyjnej teorii osSrodkéw mikropo-
larnych poddanych dzialaniu pol zewnetrznych zdolnej opisywaé zarowno
procesy odwracalne jak i nieodwracalne. Podstawy teorii zostaty sformu-
lowane w pracach Radzikowskiej [119] i [120]. Inspiracja do nowej serii
prac [81], [82], [83], a dotyczacych prezentowanej tu teorii, byla stynna
praca Natansona [104] i metodologia zaproponowana przez Sedova [132],
ktorzy sformutowali zasady wariacyjne dla zjawisk nieodwracalnych.
Zaproponowana zasada wariacyjna (5.1), (5.2) jest uogdlnieniem zasady
wariacyjnej Grota [60]. Uogélnienie polega na uwzglednieniu mikrostruk-
tury osrodka i oddzialywan termodynamicznych.

Jako przyktad zastosowania prezentowanej teorii omdéwiony zostanie cie-
kty krysztal poddany dziataniu pdl termicznych i elektromagnetycznych.
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Przedyskutowana bedzie wielomianowa postac¢ nieréwnowagowych réwnan
konstytutywnych. Przy opisie kinematyki osrodkéw mikropolarnych sko-
rzystano z prac Eringena [44] oraz Eringena i Kafadara [46].

W ponizszych podrozdziatach podano rowniez podstawowe definicje i twier-
dzenia dotyczace rachunku wariacyjnego. Wielomianowe nieréwnowagowe
zwigzki konstytutywne dla nematycznych cieklych krysztalow otrzymane
na podstawie teorii rownan konstytutywnych przedstawiono w reprezen-
tacji Lagrange’a.

5.1. Zasada wariacyjna

W prezentowanym modelu zasada wariacyjna ma postac
o = U—- W, (5.1)

gdzie I  drzialanie Lagrange’a, a
2]
DL{—SW:/(DU—SW) dt, (5.2)
ty

oU energia dyssypowana w wirtualnym procesie, a (W  praca wirtualna
wykonana przez przyltozone sity uogdlnione.

Pierwszym krokiem w konstruowaniu modelu osrodka ciggtego jest wybor
funkcji charakteryzujacych model [29]. Do tego zbioru funkcji, dla wszyst-
kich o$rodkéw ciagltych, wchodzi temperatura 7'(X,¢) lub inna wielko$¢
termodynamiczna, np. entropia n(X,t), oraz prawo ruchu z! = /(X t).
Jesli model jest opisywany przez inne specyficzne funkcje, to modelowany
o$rodek dysponuje wewnetrznymi stopniami swobody.

Do opisu ruchu potrzebne jest dokonanie wyboru odpowiedniego uktadu
odniesienia. W przypadku kontinuum uzywana jest najczesciej konfigu-
racja odniesienia By ciata B w chwili ¢ = ¢,. Cialo materialne B sktada
sie z punktow materialnych etykietowanych wspotrzednymi materialnymi
XK K =1,2,3, zwanymi réwniez wspéhzednymi Lagrange’a. Po tym,
jak kazdemu punktowi materialnemu przypiszemy jego wspotrzedne, kaz-
dy punkt materialny staje sie bytem niezaleznym i réznym od wszystkich
innych punktéow materialnych. Cialo materialne zajmuje pewna objetosé
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V ograniczong powierzchnia 0V w przestrzeni fizycznej V', ktérg identyfi-
kujemy 7z 3-wymiarowa przestrzenia Euklidesowa R* wyposazona w uktad
wspétrzednych 2%, k = 1,2, 3. Te wspéirzedne nazywamy wspétrzednymi
przestrzennymi lub wspéhrzednymi Eulera'. Konfiguracja odniesienia nie
zalezy od czasu. Konfiguracja aktualna zapisywana jest jako 2@ = (z*,1),
gdzie o = 1,2,3,4 i 2% =t jest wspolrzedng czasu.

Zaktadamy, 7ze modelowany przez nas osrodek jest wrazliwy na dziatanie
pola elektromagnetycznego. Pole elektromagnetyczne jest obecne w ca-
tej przestrzeni i powoduje pojawienie sie w osrodku dodatkowych stopni
swobody, a mianowicie magnetyzacji i elektrycznej polaryzacji.

5.2. Cialo mikropolarne i pola zewnetrzne

W kazdym punkcie X niezdeformowanego ciata By o objetosci Vg i ograni-
czonego powierzchnia 0V, zdefiniowana jest gesto$¢é masy po(X). W kon-
figuracji aktualnej gesto$¢ masy p(x,t) jest dana wzorem:

plx,t) = po(X) det(XK)), po(X) = pla,t) det(a',). (5.3)

Przecinek przed indeksem oznacza rézniczkowanie wzgledem zmiennej re-
prezentowanej przez ten indeks.

Tensory mikrobezwtadnogci, materialny Jxp(X) i przestrzenny j*(zx,t),
symetryczne i dodatnio zdefiniowane [46], dane sa nastepujacymi wzorami:

FEE =X i = I XeT X" (5.4)

Wrzory (5.3) i (5.4) wyrazaja odpowiednio lokalne prawa zachowania masy
i mikrobezwtadnosci.

Temperatura ciala w konfiguracji odniesienia w chwili ¢ = ¢, wynosi
To(X). Moze sie ona zmienia¢ w czasie i w konfiguracji aktualnej zale-
zy zaréwno od czasu jak i od polozenia, t.zn. T = T(x,t). W dalszych
rozwazaniach korzysta¢ bedziemy z nowej wielkosci, ktora oznaczamy O i
definiujemy jako funkcje pierwotng temperatury

O(x,t) =T(x,t). (5.5)

! Wspéhzedne Eulera czasami nazywa sie wspétrzednymi obserwatora, podczas
gdy wspotrzedne Lagrange’a sa nazywane wspotrzednymi konwekcyjnymi.



148 Rozdziat 5. Opis wariacyjny ciektych krysztatow

Jezeli T jest catkowalng funkcja czasu ¢, wtedy mozemy napisac, ze
¢
m%n:m+/T@er (5.6)
to

Na cialo dziala zewnetrze pole elektryczne E = E(a,t) i pole induk-
¢ji magnetycznej B = B(x,t). Je$li mozemy wyrazi¢ pola E i B przez
potencjal wektorowy A(x,t) i przez potencjal skalarny o(x,t)

04,

B = 22
‘ ot

+oy, BF=emA, L, (5.7)
to w tej reprezentacji dwa réwnania Maxwella, prawo Faradaya

VxE+B=0, (5.8)

i prawo zachowania strumienia magnetycznego (magnetyczne prawo Gaus-
sa)
V-B=0, (5.9)

sa spetnione tozsamosciowo (patrz np. [59], [60]). Wielko$¢ € definiujemy
jako wektor natezenia pola elektrycznego we wspotrzednych poruszajacych
sie wraz 7 czasteczka

E=FE+vxB. (5.10)

Pochodna konwekcyjna, oznaczana przez gwiazdke umieszczong nad od-
powiednig wielko$cia, jest zdefiniowana nastepujaco:
Dt

rk =Fr 4 Frol, —Flok, (5.11)

Kropka nad symbolem oznacza materialng pochodna czasowa

DF _9F , OF

= — = — —_— 5.12
i ot (5.12)
a v* = v¥(z!,t) predko$é¢ ruchu postepowego
o k
o* (2l 1) = g (5.13)

ot
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W osrodku elektromagnetycznym, z kazdym punktem materialnym o wspét-
rzednych (x,t), zwigzany jest swobodny tadunek elektryczny ¢; i wektor
pradu elektrycznego J. W naszym podejsciu wariacyjnym zaktadamy spet-
nienie wewnatrz ciala prawa zachowania tadunku elektrycznego [47], [48],
[60] w postaci

8qf

A5 .J=0. .14
SV T =0 (5.14)

Na brzegu (o wektorze normalnym n skierowanym na zewnatrz), zakla-
damy spelnienie nastepujacego warunku:

Jd-n=0, (5.15)

gdzie J jest wektorem pradu elektrycznego w poruszajacym sie uktadzie
wspétrzednych
dJ=J —qsv. (5.16)

WprowadZzmy teraz inny wektor niezmienniczy wzgledem cechowania i
funkcje skalarnego potencjatu ¢, ¢, ¥ (poréwnaj Dodatek E)

¢ =p+v-A=1T,

(5.17)
( =-A+VVU.
Pola elektromagnetyczne mozna teraz wyrazi¢ nastepujaco:
En = —(Ap+ 0™k Ap) + b = G + 0™k G
(5.18)
B =-Vx¢(.

Pola € i B spehiaja bezzrédlowe réwnania Maxwella (5.8) i (5.9) toz-
samo$ciowo. Ze wzoru X% = 0 wynika, ze predkoéé¢ v* (5.13) jest dana
rowniez nastepujacym réwnaniem:

oxL

k k

vt = —x",
Lot

(5.19)

Direktor obraca sie 7 predkoscia katowa w zdefiniowana réwnaniem (4.39).
Bedziemy postugiwaé sie réwniez tensorem ruchu obrotowego (gyration

tensor) w*!

dwk; = XkK XX, W= — Wk (5.20)
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Jego zwiazek z predkoscig katowa jest oczywisty:

1
wk = —55’“""‘ WWim w = ="M w,, . (5.21)

Wektor gestosci spinu o definiowany jest jako iloczyn tensora mikrobez-
wtadnosci i predkosci katowe]

of = . (5.22)

W celu zdefiniowania energii ciata mikropolarnego potrzebne beda [46]:
— tensory deformacji Cosserat Cxp, i ¢y

Crr = 2"k Xpr, o = X5 X5 Ok (5.23)

oraz, tensory gietno-skretne (wryness tensors) I'kr, 1 Y

1 1
I'rr = §5KMN XEM XY Vik = §€zmn XX e (5.24)

bLatwo widac, ze
e =X X" Tk (5.25)

Zauwazmy ponadto, ze [46]
Crr = ama*,x X'r, Trx = b a®. g X'y, (5.26)
gdzie a i b sy tensorami predkosci deformacji

Ukl = Vpok + Wkl bri = Wiy - (5.27)

5.3. Zasada wariacyjna dla osrodka mikropolarnego
oddzialujacego z polem elektromagnetycznym i
z polem temperatury

Wariacja jest bardzo uzytecznym matematycznym pojeciem, pozwalaja-
cym na zbadanie infinitezymalnego sasiedztwa dowolnej wielkoSci. W prze-
ciwienstwie do procesu rozniczkowania w zwyklym rachunku rézniczko-
wym, infinitezymalne réznice nie sg wywolane przez zachodzaca zmiane
zmiennych niezaleznych, lecz sa naktadane przez nas na zbiér zmiennych
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jako rodzaj matematycznego doswiadczenia [87], podczas ktérego rozpa-
truje sie zmiany wirtualne. Lagrange wprowadzil specjalny symbol d, aby
odrozni¢ wariacje od rézniczkowania d. Obie operacje, wariowanie i 167-
niczkowanie, sa czesto uzywane réwnoczesnie, jest wiec bardzo wazne by
je umiec¢ odrozniaé od siebie.

Przytoczymy teraz kilka pozytecznych definicji (poréwnaj [59], [60]).

Definicja 5.1.
Transformacje x* wspotrzednych x®, a = 1,2, 3,4, definiuja nastepujace
zwigzki

% = 1% + 0.2 € K(z%¢) c R, (5.28)

gdzie ¢ jest dodatnim parametrem, e 0.z jest przyrostem z% i K(z%;¢)
jest wnetrzem sfery w czteroprzestrzeni ze srodkiem umieszczonym w x®
i 0 promieniu €.

Definicja 5.2.
Punkty Z® i z® nazywamy punktami bliskimi w R*, jesli spelnione sa
zwiazki (5.28).

Definicja 5.3.
Wariacje 6z wspolrzednych xz® definiujemy jako granice

a 1 «
dz* = lg% 0z, (5.29)
jesli ta granica istnieje.

Zauwazmy, ze réwnanie (5.28) moze by¢ rozumiane jako jednoparametro-
wa rodzina przyrostéw 0.x% i ze dla € = 0 jest ona zbiezna z definicja
wariacji ox®, czyli

% = 6.2 =g -

7 drugiej strony Definicja 5.3 jest réwnowazna definicji wariacji uzywanej
zazwyczaj w teoriach sprezystosci [29], [59], [141],
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Definicja 5.4.
Niech A ¢ R*, BC R, B C R, iniech f, f ¢ Ci(R?") beda nastepujacymi
funkcjami

f:A— B, f:A— B. (5.30)

Funkcje f i f sa nazywane funkcjami bliskimi, jesli dla kazdego £ > 0
istnieje taka rézniczkowalna funkcja f. : A — B, f. € C'(R"), 7e

F(a®) = f(a) +& f.(a%). (5.31)
i f(2%) € K(f(2):5) C R.

Definicja 5.5.
Niech f i f beda funkcjami bliskimi. Jezeli granica

Of (%) = lim f.(2") (5.32)

istnieje, to funkcja Of(x®) jest nazywana czgstkowq wariacjq funkeji f.

Definicja 5.6.
Granice
7 (a®) = i d.f ("), (5.33)

nazywamy petng wariacjg funkcji f, jesli ta granica istnieje i gdzie

5. f(x0) = 170) - f@") (5.34)

Latwo mozna zauwazy¢, ze
5F(2%) = Of (5°) + f.5 (2°) 627 (2) (5.35)
poniewaz zgodnie z Definicja 5.5 i z Definicja 5.6 mamy, iz

df(z%) = lim [F(z®) = f(@*)] + [f(x*) = f(z®)]

e—0 £

e—0 £

FE) -~ f)

g Y
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skad juz réwnanie (5.35) wynika.
Niech F' bedzie funkcjonalem F': A x B — R postaci

F=F@* f'(z%), i=1,...,n, (5.36)

zdefiniowanym w kazdym punkcie z® € A C R* i niech dla kazdej takiej
funkcji f* € C'(A), ze

fftr A—=BCRx...xR. (5.37)
e

Twierdzenie 5.1.
Jesli funkcjonal F € C'(A x B) i

B (5.38)
f@®) = F(a®, f'(2%)),
wtedy f i f sa funkcjami bliskimi i
oF _ .
O0f = F,, 02 -0 f*
f rx T + 8fl f Y
(5.39)
oF _ ..
of = Ik of'.

Rezultat wynika bezposrednio z twierdzenia o wartosci Sredniej.
Wspétrzedne materialne X*, K = 1,2, 3, numeruja punkty materialne
w ciele materialnym By i nie ulegaja zmianie podczas dowolnego procesu
deformacyjnego, poniewaz sg zwigzane z danym punktem materialnym raz
i na zawsze. Oznacza to, ze

sXK =0, (5.40)

XE(a™) = X5 (a™) + e XF(2"), (5.41)

gdzie XX nalezy rozumieé¢ w sensie Definicji 5.4. Z réwnania (5.35) wy-
nika, ze wariacja czastkowa XX jest postaci

OXK = XK 5527 (5.42)
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Wyrazenie XX = XK (2% 1) oznacza, ze w konfiguracji biezacej ciata B
w punkcie przestrzeni fizycznej o wspétrzednych z* i w chwili ¢ znajduje
si¢ punkt materialny o numerze X*. 7 (5.40) i (A.8) wynika, 7e

(XK ) = —XE 5(627),, . (5.43)
Mamy wiec
S[det (XX )] = —[(02%),x —0*(6t),, ] det( X5, (5.44)

a 7z réwnania (5.19)

D
P —

D
ovF = —(02%) —
Dt Dt

(61) (5.45)

W naszych obliczeniach wykorzystujemy czesto nastepujace wzory

=K (X) =0,
5po(X) =0, (5.46)
03°M(X) =0,

wynikajace z zalozenia (5.40) i z Twierdzenia 5.1.
Wprowadzimy teraz wariacje katowa dx* i lokalna wariacje katowa 0k*
poprzez nastepujace definicje:

5¢ = 0Kk x £,

Se—drx e, (5.47)

gdzie 0 jest odpowiednio wariacja, a 55 jest lokalng wariacja direktora

£ a _
0& = o€ + €0t (5.48)

7 réwnania mikroruchu (4.32) wynika, 7e
ok = &6 k)" (5.49)

gdzie § k)" jest wariacja sko$nie symetrycznego tensora, dualng do wariacji
dk! i zdefiniowanej jako

6 k=X 6xF g (5.50)

d
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Okazuje sie, ze wariacja katowa dx* i lokalna wariacja katowa dx* moga
by¢ zapisane w postaci podanej przez ponizsze wyrazenia:

1
oKk = 55’”"” 8 Komn + (5.51)
0Kk = §kF — wh 6t | (5.52)

gdzie w jest wektorem predkosci katowej zdefiniowanej poprzez rownanie
(4.39).

Wariacje lokalna ozt definiujemy nastepujaco
ozt = oxk — oF ot (5.53)

Zwiazek lokalnej wariacji ox ze zdeformowanym obrazem wariacji czast-
kowej 0X daje rownanie

V)

oxk = —aF g OXK. (5.54)

W naszym podejéciu nasladujemy Grota [59], [60], ktéry do opisu pola
elektromagnetycznego uzyt niezmiennicze wzgledem cechowania wariacje
Weissa [152] potencjaléw pola elektromagnetycznego

0A, = 6A, — Ay 02" — 01 O,

A DAy . O (5.55)
&pz&p—ﬁﬁm e

Bedziemy uzywadé réwniez innej wariacji niezmienniczej wzgledem cecho-

ot .

wania

0d = dp + v*5A,, (5.56)

gdzie o i A jest odpowiednio skalarnym i wektorowym potencjatem pola
elektromagnetycznego (patrz réwnania (5.7)). Wariacje innych potencja-
l6w niezmienniczych wzgledem cechowania zdefiniowanych przez réwnanie
(5.17) sa nastepujace:

D sw— A5z oot
Dt (5.57)

0k = —0Ak+ (0% — A 0w — ¢6t) —((02") 5 +0' i 6t].

0 =
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Powyzej zaproponowali$my cztery definicje wariacji: wariacje catkowita o,
wariacje czastkowa 0, wariacje typu Weissa 5 i wariacje lokalna 5. Inne
wazne i potrzebne wzory umiesciliSmy w Dodatku na stronie 199.
Funkcjonal dziatania Lagrange’a I we wspdlrzednych Eulera [60] zapisu-
jemy nastepujaco:

]://p[Ke(a:,t)—@/}(m,t)]dvdtqt]Q/Medvdt. (5.58)

t1 VY

Wynika stad, 7ze w opisie Lagrange’a przyjmuje on postac

to to
I://m&dewaXﬁMmﬁ+//MmMﬂ. (5.59)

t1 Vo t1 V

Przez V = V() oznaczamy objeto$¢ zajmowang przez cialo materialne B
w chwili t €< 15ty >, Vo = V(ty), V oznacza cala przestrzen, p e(x,1t)
energie kinetyczng oSrodka mikropolarnego

1
ezi(v-v—l—w-a), (5.60)

K
1 nogdlniona energie swobodng Helmholtza cieklego krysztatu, e gestos¢
Lagrange’a pola elektromagnetycznego
1 1
we==-(oE-E——B-B), (5.61)
2 Ho
a g 1 pog odpowiednio elektryczna przenikalnosé¢ prézni i magnetyczna
podatnosé¢ prozni.
Ze wzgledu na wystepowanie pol elektromagnetycznych, energia swobodna
Helmholtza [124] jest tu zastapiona przez uogdlniong energie swobodna
Helmholtza 1 [44], [47], [48], ktora jest definiowana jako

1
b=e Ty P-E (5.62)

gdzie € jest gestoScig energii wewnetrznej. Funkcjonal ¢(x,t) zalezy od
zmiennych konstytutywnych. Zaleznosé ta jest rézna dla réznych typdow
materiatéw [46], na przyktad



5.3. Oddziatywanie z polami 157
— dla ciektych krysztatow:

Uz, t) =d(p 3,7, T.E B), (5.63)

— dla prostych cial staltych:
Uz, t) =d(p.j e,y T. € B), (5.64)

dla prostych cieczy:

U(z,t) =4(p~ "5, T, & B), (5.65)
i jest ograniczona poprzez aksjomat obiektywnosci (funkcjonal ¢ zacho-
wuje niezmienniczg postac¢ przy zaleznych od czasu sztywnych ruchach
przestrzennego uktadu odniesienia). Zgodnie z idea Nolla o grupie izotro-

pii [112], zalezno$¢ 1) od niezaleznych zmiennych konstytutywnych ciektego
krysztatu w opisie Lagrange’owskim jest nastepujaca [120]:

(X, 1) =v(p 3, €T, T, €, B). (5.66)

Entropia n dana jest wzorem

9y
= —— 5.67
=5 (5.67)
a polaryzacja P i magnetyzacja M wyrazaja sie nastepujaco:
9y
Pt = p_——
(5.68)
o
Whprowadzamy oznaczenia [46]:
t=_t+,t,
(5.69)

m=_m-+_m,
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gdzie t — tensor naprezenia, m — tensor naprezen momentowych, .ti _m
rownowagowe sktadowe odpowiednio tensoréw naprezenia i naprezen
momentowych, a ponadto

Etkl =716 — Emkr Vel 5
mkl = oy
® T (5.70)
_ 0
m = — .
op~!

Tutaj m ci$nienie termodynamiczne. Powyzsze rownania sa dobrze zna-
nymi rownowagowymi réwnaniami konstytutywnymi ciektych krysztatéw
[44].

Aby mozna byto zapisa¢ wariacje dziatania Lagrange’a T (5.58) we wzgled-
nie zwartej postaci, wprowadzamy nastepujace oznaczenia

0l =61y, + 615y + 01y _y (5.71)

gdzie

2]
(SIV - //{ (—[H‘);—FEtkl,k +Mfl) le
t1 VY
N

+ (_pO'] + Emklak +Elmn Etmn + Mll) 0K

. . ) (5.72)
980+ (D'~ M H ) 54— D B9
+ (pF — Etkl Ap; — Emkl blk — qk,k *Mh) (Sf} dv (]YL,
to
(5[3]; = — / / {(Etkl + [[Mtkl + Gl ’I)k]]) (ST]
t1 0V
(5.73)

+ om0kl M M, A, — [DY] 6

— [(at"1 + w1+ Grob)o! — [S*]] 6t ny dsdt |
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oly_y = ' / {(Mtkz,k *Gz,t) o'
t1 V=Y

+ (Dl,t —glkm Hm,k) (SA; + F; (5t) — DF &0} dv dt ,

(5.74)

Przy wyprowadzaniu wzoréw (5.72) — (5.74) zastosowaliSmy wyrazenia na
wariacje catek, wariacje zmiennych konstytutywnych i na wariacje funkcjo-
natéw podane w Dodatku. WykorzystaliSmy réwniez rownania konstytu-
tywne (5.67) (5.70). Zatozylismy, ze dla t = t; i t = t, wszystkie wariacje
znikaja. UzyliSmy nastepnie twierdzenie Greena — Gaussa — Ostrogradskie-
go. Ponadto, zastosowaliémy znane wzory

P=D-5E,
M=—B-H,
Ho

gdzie D — wektor przemieszczenia dielektrycznego, a H — wektor pola
magnetycznego.
Zauwazmy, ze niektore wielkosci maja rézne wartosci wewnatrz i na ze-
wnatrz ciata:

— natezenie pola magnetycznego

H=H-vxD wV, i X=H wV -V, (5.76)
— wektor przemieszczenia dielektrycznego
D=P+sFE wV, i D=¢E wV -V, (5.77)
wektor Poyntinga

S=ExXH wV, 1 §S=ExH wV -V, (5.78)
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— tensor naprezenia Maxwella

1
th, = P& — B* M, + 50 E* E, + — B* B,

M ,LL()
1 1 &
——|egE-E+—B-B-2M-B| ¢/, wV,
2 Ho
k k Lo
Mt[:&:gE E]+—B Bl
Ho
1 1 &
——|eoE-E+—B-B| ¢, wV -V,
2 Ho

(5.79)

ale elektromagnetyczny wektor pedu ma taka sama posta¢ w calej prze-
strzeni

G=cExB wV. (5.80)

Wewnatrz ciata wielkoSci elektromagnetyczne: sita, moment i energia dane
sa nastepujaco [44]:

mltm (5.81)

Postulujemy nastepujaca zasade wariacyjna dla ciata mikropolarnego od-
dziatujacego 7 polem mechanicznym elektromagnetycznym i termicznym:

o=, U—- W, (5.82)
gdzie

t2 to
44;/;Uda SMME/SWHL (5.83)

t1 t1

Postulowana zasada wariacyjna (5.82) uwzglednia nieodwracalno$é¢ proce-
sow termo — elektromechanicznych proceséw w osrodku mikropolarnym.
Pojecie nieodwracalnodci jest $cisle zwigzane ze zjawiskiem dodatniej pro-
dukcji entropii i z dyssypacja energii. W cieklych krysztatach energia moze
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by¢ dyssypowana w wyniku tarcia pojawiajacego w trakcie lepkiego prze-
plywu oraz w rezultacie przewodnictwa ciepta i przeptywu pradu elek-
trycznego.

We wrorze (5.83) U oznacza energie zdyssypowana w procesie wariacyj-
nym. W przypadku ciektych krysztaléw U jest dana jako

DU = / {Dtlk [(le)ak _8lnk(§/€n + akl 6t]
%

o 1
s [(B5)op +814 8] + o ¢* [(00) 4 T(0) ] (5.84)

—py60 — JF 0AL — qr 5@5} dv,

Tutaj q jest wektorem ciepla i 7 jest gesto$cia produkcji entropii [47], [48]
spelniajaca prawo nieréwnosci entropii:

py =0, (5.85)
Praca wirtualna (W w (5.83) dla cieklych krysztaléw dana jest jako
h

SW—'/p{}-5m+Z-5n+T(5@Tét)} dv
%

~ ¥ - g - 0.86
+ / {t(n) cdx + my) - ok + S(n) 00 ( )
oV

+1/T Giny (00 — Tt) — K- 6A — &y 60} ds,

gdzie f — gestos$é przylozonych sit objetosciowych, I — gestoéé przylozonych
momentow objetosciowych, h gestos¢ przytozonych 7rédet ciepta na jed-
nostke masy, i(n) przyltozone napigcie powierzchniowe, ™,y moment sit
powierzchniowych, () — strumien ciepla, 5,y + §(»)/T — strumien entropii
na jednostke powierzchni, wy — rozktad swobodnego elektrycznego tadun-
ku powierzchniowego i K gestosc elektrycznego pradu powierzchniowego
styczna do OV,

Zgodnie z nieréwno$cig entropijng wybieramy

Sm=58-n>0, (5.87)
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gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni 0V .
Réwnania lokalne mozemy wyprowadzié podstawiajac (5.71), (5.84) 1 (5.86)
do (5.82) i zakladajac, 7e nasza zasada wariacyjna (5.82) jest poprawna
w dowolnej objetosci V zajmowanej przez ciato. Otrzymana w ten sposéb
zasada lokalna jest liniowa dla dowolnych wariacji: dx, dk, o, 00O, SQS i
0A . Aby spelni¢ zasade (5.82) wspdétezynniki tych wariacji musza znikad,
co w wyniku doprowadza do odpowiednich lokalnych praw zachowania.
Ostatecznie otrzymujemy:
A. wewnatrz ciala

— prawo zachowania pedu (poréwnaj (4.57))

—piy + 51 +Mfl+Pﬁ =0, (5.88)
— prawo zachowania momentu pedu (poréwnaj (4.58))
—po1+mF L A t™ 4 L+ pl =0, (5.89)
— prawo zachowania energii
pé—tFay —mF by — g%k —Mh—pﬁ:0, (5.90)
— prawo elektryczne Gaussa (poréwnaj (4.61))

g — DF =0, (5.91)

— prawo Ampere’a (poréwnaj (4.62))

*

Dty L+ T =0, (5.92)

prawo produkcji entropii

!

. q\ ph
M:pn—V-G) - (5.93)

B. na zewnatrz ciala
— prawo zachowania pedu elektromagnetycznego

Gk =G =0, (5.94)
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— elektryczne prawo Gaussa

Dk =0, (5.95)
prawo Ampere’a
D', %" H,  .=0, (5.96)
prawo zachowania energii
(D' "™ Hopo ) By =0, (5.97)
C. warunki brzegowe na 0V:
[[tk[ + Mtkl + Gl Uk]] ne = 0 s (598)
[m* ], =0, (5.99)
[(tF) + 5+ GF)l 4+ ¢ — SF]ny, =0, (5.100)
wy — [D¥] g =0, (5.101)
eFm [ 1] n = 0, (5.102)
qk

Powyzsze réwnania, wraz z tymi przez nas zalozonymi (5.3), (5.4), (5.7)
i (5.14), tworza kompletny zestaw lokalnych praw réwnowagi opisujacych
termo-elektrodynamike ciektych krysztatow. Réwnanie

Mtkl;k -Gy =0, wV =V, (5.104)

wynika z wtasnie co sformutowanych rownan Maxwella. Dodatkowo, z
warunkow znikania wspélczynnikéw wariacji 60O, otrzymuje sie réwnania
(5.93) i (5.103). Te wyrazenia sa interpretowane jako warunki na posta¢
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zasady wariacyjnej opisujacej procesy nieodwracalne. Drugie prawo ter-

modynamiki nie wynika jak na razie z przedstawionego formalizmu i tu
musimy je zapostulowac:

py =0, wV, (5.105)

5y 20, madV. (5.106)

Zauwazmy, ze biorac pod uwage prawo zachowania tadunku elektrycznego
(5.14) mozemy zapisa¢ energie dyssypowang (5.84) w opisie lagrangowskim
jako

U= / {DT”K 0Crr, +  M" 6T gy,

Vo (5.107)
K
+ T(S(@J{) + T5 8¢k — POWS@}C[UU;
gdzie
DTKL _Po XK, XlLDtkl 7
p
DMKL _Po XK’k XlLDmkl 7
p
(5.108)

Po
QK = ?XKaqua

J'(:%XK,kJ’“.

Zgodnie z nieréwno$cig Clausiusa - Duhema, prawo produkcji entropii
(5.93) dane jest w opisie Lagrange’a jako [47], [48]

K

1 : .
P =T DT C e+ MBI Ly + TT;K +T5Ek| - (5.109)
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Zakladajac stala temperature ciala w stanie podstawowym (7 = const.)
otrzymujemy

1 -
U= / {DT"K (5@,(,1 - = 5@)
o

+ MK <6FKL - % Tki 5@)
(5.110)
K 1 .

L JK (5@( - %g’,( 5@) }dwo |

W naszym podejsciu wariacyjnym zalozyliSmy, ze znamy relacje konsty-
tutywne (5.67), (5.68), (5.70) dla wielkosci réwnowagowych.

Sktadniki dyssypatywne T, .M, Q/T i J dane w (5.108) sa funkcja-
mi wektorowymi i tensorowymi zaleznymi w konfiguracji odniesienia od
nastepujacych zmiennych konstytutywnych

p, 3.7 ¢ 7. T VT €. B.

Posta¢ wielomianowa rownan konstytutywnych dla pol nieréwnowagowych
jest ograniczona aksjomatem obiektywnosci, drugim prawem termody-
namiki i aksjomatem odwracalnodci czasu [44], [47], [48]. Drugie pra-
wo termodynamiki dla ciektych krysztatow, wrazliwych na dzialanie pol
termo elektromechanicznych, prowadzi do uogdlnionej nieréwnosci Clau-
siusa - Duhema, ktéra w tym przypadku w konfiguracji odniesienia przyj-
muje nastepujacg postac

K

DTKLQI:LK—FDMKLI“LK—FQTT,K—FJK(C:K >0, (5111)

Nieréwnowagowe wielomianowe réwnania konstytutywne dla nematycz-
nych ciektych krysztatéw w konfiguracji odniesienia, zgodnie 7 teorig row-
nan konstytutywnych rozwinieta przez Eringena [44], sa liniowe wzgledem
pol

¢e.1r".vr, &
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oraz ich iloczynéw z J, gdyz J jest wskaznikiem anizotropii. W pierwszym
przyblizeniu, inne efekty nieliniowe sa zaniedbywalne.

Ponadto wylaczymy T'" ze zbioru niezaleznych zmiennych konstytutyw-
nych w cztonach nieréwnowagowych, gdyz ani lepkosprezyste efekty obro-
towe ani efekty wyzszego rzedu nie sg uwzgledniane w liniowych réwna-
niach konstytutywnych [44].

Tak wiec, w konfiguracji odniesienia nematycznych ciektych krysztatéw
dopuszczalne sa nastepujace nierownowagowe wielomianowe zwigzki kon-
stytutywne:

KL _ _LKMN g4
DT = Q:MN;

MKL ZBLKMNFMN"i_TﬁLKMT;M +eBLKM€M;

QK
T

_ (5.112)
kKTT _|_ ]{'ng /BMLKFML,

K KT, KT, MLKT
J" ="+ 0" T, — B Uy,
gdzie

1 1
o KLMN — [;){(a1+a2t7“d) Q:KL @ NM

-1 1 1
Fay(@ ™ ¢ Mgk @ F ¢ gh)

+ (a5 + astry) @R” ¢ LRM KN

1 5.113
+ (a7 + agtry) @N’ kM ( )

1,5, —1 -1, -1
+ag(€RL ¢ My KM ¢ L Q:RM:‘KN)

1 1
tan €™ ¢ VN fan €V Q:RM:sﬁ},

TBKLM =cMIN [(512 + BuatrI)En™ + BisCn"Y ]
(5.114)

1
5MPQB15¢PN¢QK QRL:J% )
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QBKLM MEN [(517 + BistrI)En™ + BQOQNPNK}

(5.115)
1
+eMPepepN e e Rt IR
1
BRIMN — ; {(5] +52M"‘j) Tkr, &M
1 1 1
+ B3(@ KE @ PN+ @ MN @ LRYE)
~ AN A
+ (85 + Betry) € ¢
L (5.116)
+ (87 + Bstry) g ¢ BV KM
1 1
+ Bo(@ R @ KNGM @ ML ¢ RN 3K
-1 1 —1 —1
+ B €r" €N IHM 4 By ¢ R” Q:RNﬁKM},
1 1
kKL = % [(/ﬂl + /€2t7“3) Q: —|— K3 Q: LJMN:| MK, (5117)
KL _ Po ~ ML . MN| K
o = ; [(0'1 +O'2t7“J) ¢ + 03 Q:N :| Cvo, (5118)
1y, 1
kT :% (k4 + k5trF) €M" + kg P MN} e’ (5.119)
K1, _ Po ~ A ~MN| LK
200 = ; [((74 + o51ry) ¢ M+ o QfN } Cv (5.120)
oraz gdzie
“LMN _ kM N 1 NRS _MPQ
=X""X = — Crpl 5.121
¢ sk 2det€€ € RPLSQ ( )
1
20— detXdet€,  detX =+1. (5.122)

p
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Podstawiajac (5.112) do (5.108) dostajemy wielomianowe nier6wnowago-
we réwnania konstytutywne otrzymane przez Eringena [44] dla sktadowych
dyssypatywnych nematykow w konfiguracji biezacej. Rozwazania dotycza-
ce warunkéw na wspotczynniki materiatowe aq + aqo, B + oo, K1 + Kg
i 01 + 0¢ wynikajace z ograniczen narzucanych przez termodynamike sa
przedstawione rowniez w pracy [44].

Pokazalismy, 7e podstawowe prawa réwnowagi otrzymane z postulowanej
zasady wariacyjnej (5.82) wraz 7 tymi przez nas zalozonymi (5.3), (5.4),
(5.7) i (5.14) w naszym podej$ciu wariacyjnym i uzupelionymi przez réw-
nania konstytutywne, tworza kompletny uklad réwnan opisujacych ciekle
krysztaly oddziatywujace z polem elektromagnetycznym, mechanicznym
i temperatury. Nasze podejscie wariacyjne wlacza w formalizm zaréwno
stany rownowagowe jak i nierownowagowe cieklych krysztatow, a wiec po-
zwala na rozwazanie rowniez proceséw dyssypatywnych.

Zaproponowana zasada wariacyjna (5.82) dla prostego o$rodka mikropo-
larnego ma postaé uniwersalng i moze by¢ stosowana do opisu innych ty-
pow osrodkéw cigglych oddzialywujacych z polami zewnetrznymi. Ciekte
krysztaty zostaly wybrane ze wzgledu na ich duze znaczenie praktyczne.
Szczegdtowe obliczenia i otrzymane wyniki przedstawiono w Dodatku.



Rozdzial 6

Formalizm Lagrange’a w opisie
procesow dyssypatywnych

Jak to pokazaliSmy w poprzednich rozdziatach, narzedziem matematycz-
nym dobrze stuzacym do opisu proceséw fizycznych, zaréwno dyssypa-
tywnych jaki niedyssypatywnych, jest rachunek wariacyjny. Od wielu lat
podejmowane sa liczne préby potaczenia go z teoriami wychodzacymi z
pierwszych zasad. Nalezy tu przede wszystkim wymieni¢ prace Santil-
li'ego [125], [126], [127], [128], [129], ktory sformulowal ogdlne warunki
jakie musza by¢ spelnione, by uktad réwnan dalo sie zapisa¢ w postaci
zasady wariacyjnej, Kaufmana [71], Grmeli [58], Brocketa [35] i Blocha
et al. [32] wykorzystujace uogélnione nawiasy Poissona, Sieniutycza [135]
oraz. Bampi i Morro [23], [24].

Wséréd wielu sformutowanych dotychczas zasad wariacyjnych jedna za-
shuguje na specjalne wyrd6znienie. Jest to zasada wariacyjna Hamiltona.
Zasada wariacyjna Hamiltona stanowi pierwsza czes$¢ formalizmu Lagran-
ge'a i pozwala otrzymaé réwnania Eulera-Lagrange’a (réwnania ruchu lub
réwnania pola) wraz z warunkami brzegowymi, czyli komplet réwnan po-
zwalajacych w sposob jednoznaczny opisa¢ badany problem fizyczny. Dru-
ga czes¢ formalizmu Lagrange’a, dzieki zastosowaniu twierdzenia Noether,
pozwala otrzymac¢ zwigzki konstytutywne i prawa zachowania. W forma-
lizmie Lagrange’a mozna wyrdznic¢ i trzecig czesé¢, gdy wykorzystujac do-
datkowy problem wariacyjny (ale oparty na poprzednim sformutowaniu)
mozemy bada¢ warunki stabilnosci. Jak pokazemy ponizej, podejmowane
proby wlaczenia formalizmu Lagrange’a do opisu procesow dyssypatyw-
nych nie s jednak w pelni zadowalajace i wymagaja dalszych badan.
Podejéciu temu po$wiecone sg liczne prace Anthony’ego i jego uczniow,
np. [15], [16], [20], [21], [131].
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6.1. Klasyfikacja zasad wariacyjnych i formalizm
Lagrange’a

Klasyfikacji zasad wariacyjnych w termodynamice dokonali Muschik i Tro-
stel w pracy [102]. Podano tam bogata literature zagadnienia. W swym
przegladzie autorzy gtéwna uwage poswiecili zasadom globalnym, charak-
teryzowanym przez odpowiednie lagrangiany. Lokalne zasady wariacyjne,
takie jak zasada produkcji minimum entropii, nie byly przez nich klasyfiko-
wane. Globalne zasady wariacyjne podzielili na dwie grupy: na zasady wa-
riacyjne doktadne (strict) i na zasady wariacyjne przyblizone (nonstrict),
a z kolei zasady wariacyjne dokladne podzielili na trzy grupy: z lagran-
gianem parametrycznym, wariacyjna samosprzezonos¢ i podwojenie pol
(patrz rysunek 6.1).

Zasady wariacyjne

/\

Zasady wariacyjne
przyblizone

Zasady wariacyjne doktadne

Lagrange’ian parametryczny

Y

Wariacyjna
samosprzezonos$¢

Podwojenie pol

Rys. 6.1. Klasyfikacja zasad wariacyjnych.

Tutaj zajmiemy sie tylko takimi zasadami wariacyjnymi, ktére wykorzy-
stuja podwojenie pdl [76].
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Rozwazmy funkcje L£(T,0T) temperatury T i pochodnych temperatury
JdT jako kandydata na lagrangian opisujacy przewodnictwo ciepta

L=L(TJT). (6.1)
Poniewaz strumien energii [19] wynikajacy 7 twierdzenia Noether

oL

Jw) = m o,T , (6.2)

znika w przypadku stacjonarnym, wiec jest to sprzeczne z eksperymen-
tem. Sytuacja moze by¢ poprawiona, jesli do lagrangianu dodac¢ jedno
dodatkowe pole zmienne w czasie, np. ¢(t, ) (tutaj i nizej = reprezentuje
wszystkie zmienne przestrzenne), i wtedy nawet dla temperatury stalej
w czasie T' = T'(x) bedziemy mieli nieznikajacy strumien energii, gdyz w
takiej sytuacji

. oL oL
Jw) = m 0T + ——— 20,9) 0. (6.3)

Przypomnijmy teraz pokrétce podstawy formalizmu Lagrange’a. Jesli la-
grangian L zalezy od n funkcji ¢;(¢, z) oraz ich pierwszych pochodnych
wrzgledem czasu i zmiennych przestrzennych, czyli

L= E(z/),(t,x),8,w7(t,x),6T@/)7(t,x)) ’ (64)
to réwnania Eulera-Lagrange’a przyjmuja postac
0, oL oL % =0. (6.5)

(ath) ( mwz) 3%

Prawa zachowania i zwigzki konstytutywne dla ponizszych wielkoSci otrzy-
mujemy 7z twierdzenia Noether:
1. energia (niezmienniczo$¢ wzgledem translacji czasu ¢t — ¢ + At)

a. gestoS¢ energii u
oL
u = o, — L, 6.6
5007 o0

b. gestos¢ strumienia energii j,)

oL

j af 79 -
dw = 5,0 (67
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2. ped (niezmienniczo$¢ wzgledem translacji przestrzennych x» — z +
Ax)
a. gestos¢ pedu

oL

= — 0,¢;, 6.8
P = 56 o)

b. gesto$¢ strumienia pedu

oL -

c=—7"—Q0Y;—1-L, 6.9
0.0, o

c. prawo zachowania pedu
p+dive =0. (6.10)

3. wielkoSci typu masy (niezmienniczo$¢ wzgledem transformacji cecho-
wania ¢ — 1 exp(iAe))
a. funkcja gestosci wielkosci typu masy

oL oL
= iA - ), 6.11
o (6(6%) T d’) (o1
b. gestos$¢ strumienia wielkosci typu masy
oL oL
jw) =N | =——¢ — ——— " |, 6.12
e (8(@%) TR w) (0:12)

¢. prawo zachowania wielko$ci typu masy
oyw + diVj(w) =0, (613)

gdzie ® — iloczyn tensorowy, a = 0,1,2,3; 4,75 =1,...,n.
Stabilnos¢ uktadu mozna badaé¢ za pomoca dodatkowego zagadnienia wa-
riacyjnego [18], [75]. Rozwazmy jedno-parametrowa grupe transformacji

Uitz e) = Tep(t, x), (6.14)

jedno-parametrowej klasy rzeczywistych proceséw spetniajacych réwnania
Eulera-Lagrange’a. Wyrazenie

ni(t,x) = W , (6.15)

e=0
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definiuje wariacje proceséw 1;(t, x) wzgledem parametru e

Warunkiem koniecznym na to, aby funkcjonal J posiadal ekstremum,
jest znikanie jego pierwszej wariacji (co jest zapewnione przez réwnania
Eulera-Lagrange’a), a druga wariacja funkcjonatu dla rozwiazan réwnan
Eulera-Lagrange’a powinna spetnia¢ warunek

2, ) >0 dla minimum,
0T = { < 0 dla maksimum . (6.17)
Zaloézmy, ze
6T =6'T + 82T + B(6¥)?, (6.18)
gdzie
i
51&2}5 =0, (6.20)
) dJ o oL
3 = D - /d (611)7 i+ i u)) . (6.21)
2 , &°J _
6°J = —5 E 70 =
/d4 ( d1h;0; + deié(éaw-) +  (6.22)
ooy T 0ui0(Dathi) ! |
0°L
5(0,1) 6(05105) | .
S O 36 |

Wiadomo [123], ze z kazdym réwnaniem rézniczkowym mozna zwiazaé je-
go rownanie wariacyjne. Rownaniami wariacyjnymi dla rownan Eulera-La-
grange’a

oL oc
“0(0ai) Oy

L;=d =0, (6.23)
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sa réwnania Jacobiego

o2 o2
O =d, - =0, 6.24

przy czym jadro 2 ma postac

2 82

0L
? J

0L
9(0a)i)0(0p7;)

Wariacje n;(t, r) sa rozwigzaniami réwnan Jacobiego. Jesli wykorzystamy
teraz wzor Eulera dla funkcji jednorodnych drugiego rzedu (tutaj jest to
forma kwadratowa Q(v, 0v,n,dn) i réwnania Jacobiego (6.24), to otrzy-
mamy nastepujace wyrazenia:

— niejednorodne prawo zachowania (réwnanie réwnowagi)

5 (Ban;
2500 0y) " (Gt

(Gami) (9pm;) -

(6.25)

0;s + diVj(s) = 0(s) s (626)
— funkcje gestosci
0f)
5 = i 6.27
o0 (020
— wektor strumienia gestosci
0f)
S - () 628
Yo = grwmy " (029
— gesto$¢ predkosci produkeji
o) = 202, (6.29)

Réwnania (6.25)—(6.29) zwiazane z grupa proceséw transformacji (6.14)
definiuja tzw. obserwable drugiego rodzaju.
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6.2. Podejscie Morse’a i Feschbacha

W swej stynnej ksiazce [98] Morse i Feschbach podali kilka przyktadéw
jak mozna otrzymac réwnania opisujace uktady dyssypatywne z zasady
Hamiltona i poprzez zastosowanie zanurzenia Batemana. Proponuja oni,
zeby w celu skonstruowania metody pozwalajacej na jednakowe traktowa-
nie uktadéw konserwatywnych i dyssypatywnych, wraz z wlasciwym réw-
naniem rozwazac¢ rownoczesnie jego zwierciadlany obraz. Zaproponowang
metode przedyskutujemy na przyktadzie jednowymiarowego oscylatora z
ttumieniem

mi+Ri+Kzx=0. (6.30)

lagrangian, z ktérego mozna otrzymac powyzsze rownanie, ma postac
1
L=m(ii")— iR(T*T—TTm) — Kaxa*, (6.31)

gdzie x* reprezentuje zwierciadlany oscylator z ujemnym tarciem. Rowna-
nia ruchu (réwnania Lagrange’a) sg nastepujace:

mi*—Ri*+ Kz* =0, mi+Ri+Kz=0. (6.32)

Wariacja lagrangianu (6.31) ze wzgledu na zmienng x* daje nam réw-
nanie (6.30), a ze wzgledu na zmienna = — réwnanie z ujemnym tarciem.
Jedli skorzystamy z definicji pedu kanonicznego [98] dla r-tej wspétrzednej
uogolnionej q,

aL(qh atqr; aT,QT)

pr = s 6.33
o0 (039
to w naszym przypadku otrzymamy dwa pedy
.k 1 k k . 1 %
p=mi —§Rx , D :m:r+§R:r ) (6.34)

Wyrazenia te, podobnie jak réwnanie (6.32a), nie dadza sie uzasadni¢ na
gruncie mechaniki klasycznej.

Kolejnymi przyktadami rownan opisujacych systemy dyssypatywne, to po-
dobne w formie rownanie dyfuzji i réwnanie przewodnictwa ciepta. Dla
tych réwnan Morse i Feschbach zaproponowali nastepujacy lagrangian

L= —(grady) - (grad v*) — 5000 —0007), (639



176 Rozdziat 6. Formalizm Lagrange’a w opisie procesow dyssypatywnych,

gdzie ¢ — gestos¢ dyfundujgcej materii lub temperatura, ¢* — odnosi sie
do zwierciadlanego uktadu, a? stala dyfuzji lub przewodnictwa ciepl-
nego. Réwnania pola (réwnania Eulera) dla tej gestosci lagrangianu sa
nastepujace:

A =a’dpp, AP = Ot (6.36)

Réwnanie na ¢ jest réwnaniem wyj$ciowym, a rownanie na ¥* jest rdw-
naniem dla uktadu zwierciadlanego, ktéry pozyskuje tyle energii, ile ten
pierwszy uktad oddaje. Wyliczone gestosci pedu kanonicznego

1 . . 1
b= *5(12775 ) p = *50127/)» (6-37)

podobnie jak w poprzednim przyktadzie, sg trudne do fizycznego uzasad-
nienia.

6.3. Podejscie Djukicia i Vujanovicia

Djukic i Vujanovic [42], [151] zaproponowali inna metode prowadzaca do
otrzymania rownan termodynamiki proceséw nieodwracalnych za posred-
nictwem zasady Hamiltona. Zaltozyli oni, ze lagrangian zalezy nie tylko
od zmiennych pola (np. od temperatury bezwzglednej T = T'(t,x)) i ich
pierwszych pochodnych, ale réwniez od pewnego zbioru dowolnych funkcji
Uy (t,x,N), k=1,2,..., N o nastepujacych whasciwosciach:

lim Wy, (¢, 2,\) =0, (6.38)
A—0

oraz

Pokazemy teraz, jak ta metoda dziala w przypadku rownania przewodnic-
twa ciepta. W pracy [42] zaproponowano nastepujacy lagrangian

L= @(GIT)

2 \I](ta )‘)
2

p(T) o(T) K(T) (AT)” . (6.40)
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Tutaj p(T) — gesto$¢ mast, k(T) — przewodnictwo ciepla, ¢(T) — pojem-
no$¢ cieplna. Jesli funkcja W(¢,x) nie podlega wariacjom, to réwnanie
Eulera-Lagrange’a przyjmuje postac

O, [k(T)8,T) — p(T) c(T) 8,T 0,V (t, ) =

U(t,\)
1 (T)

(6.41)

éMMTMHUMTH@TH%0HMTM07MTM&TW

Jedli teraz wykorzystamy réwnania (6.38) i (6.39) i przejdziemy do gra-
nicy z A w réwnaniu (6.41), to otrzymamy jednowymiarowe réwnanie
przewodnictwa ciepta ze wspotczynnikami zaleznymi od temperatury

p(T) e(T) 0, T = 0,[k(T) 0,T]. (6.42)
Gdybysmy teraz sprobowali zastosowac twierdzenie Noether do lagrangia-

nu (6.41), to otrzymaliby$my nastepujace wyniki:
gestos$¢ energii wewnetrznej

]{22

== 6.43
YT vy, (6.43)

strumien energii wewnetrznej
j=FkT)0:ToT, (6.44)

ci$nienie
p=0, (6.45)
— naprezenie

o= k*(Vt)?, (6.46)

a wszystkie te wyniki sg sprzeczne ze znanymi teoriami i z eksperymentem.
W pracy [151] otrzymano réwnanie (6.42) oraz na podstawie innego la-
grangianu réwnanie przewodnictwa ciepta uwzgledniajace skonczong pred-
kos¢ propagacji ciepla

L= (’“Q;T) (0,T)2 — gS(T) k(T) (@T)?) exp (t/7). (6.47)



178 Rozdziat 6. Formalizm Lagrange’a w opisie procesow dyssypatywnych,

Wprowadzono tutaj dodatkowy maly parametr — czas relaksacji 7. Réw-
nanie Eulera-Lagrange’q przyjmuje postac

0.(K(T) 0.T) — S(T) T =
ﬁ Oy (S(T) k(T) atT) - %at (S(T) k(T) (atT)Q)} . (6.48)

Tutaj S(T') objetoSciowa pojemnosé cieplna (iloczyn gestosci masy i po-
jemnosci cieplnej przy stalym cisnieniu). Otrzymano réwniez trzywymia-
rowy wariant réwnania (6.42) jako graniczny przypadek réwnania (6.48)
z 7 — 0. Zwiagzki konstytutywne otrzymane z twierdzenia Noether sg
podobnej jakosci jak poprzednie.

6.4. Podejscie Anthony’ego

Podejscie Anthony’ego do lagrangowskiego opisu termodynamiki proce-
sow nieodwracalnych, zgodnie z terminologia podang przez Muschika i
Trostela [102], moze byé zaliczone do grupy teorii z podwajaniem pdl,
lecz rézni sie ono bardzo istotnie od wszystkich teorii dotychczas tu wy-
mienionych. Morse i Feschabach oraz Djukic i Vujanovic zatrzymali swa
analize na réwnaniach Eulera-Lagrange’a. Nie zrobili nastepnego kroku i
nie badali symetrii lagrangianu, a wiec nie mogli i nie zastosowali twierdze-
nia Noether do swych lagrangianéw. Podejscie Anthony’ego jest bardziej
ogo6lne. On podjal prébe zastosowania pelnego formalizmu Lagrange’a:
cata informacja o systemie jest zawarta w lagrangianie, réwnania ruchu
Eulera-Lagrange’a (réwnania pola) mozna otrzymacé z zasady wariacyjnej
Hamiltona, réwnania konstytutywne i prawa zachowania mozna otrzymac
z twierdzenia Noether, a stabilnos¢ uktadu mozna badaé¢ wykorzystujac
pomocnicze zagadnienie wariacyjne [123].

Anthony opublikowal swa teorie w serii prac (np. [15], [16], [17], [18], [19]).
Tutaj przedstawimy tylko gléwne punkty jego teorii na przyktadzie pro-
blemu przewodnictwa ciepta, aby uwypukli¢ réznice pomiedzy jego podej-
Sciem, a poprzednimi probami zunifikowania teoretycznego opisu proceséw
odwracalnych i nieodwracalnych zachodzacych w przyrodzie.
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6.4.1. Przewodnictwo ciepla

Podstawowym i nowym pomystem wprowadzonym przez Anthony’ego jest
pole wzbudzen termicznych (¢, x) o wartosciach zespolonych i takim, 7e

Y(t,x)(t,x)  =T(t,x) > 0. (6.49)

Zwréémy uwage, ze temperatura bezwzgledna T'(¢, x) jest od samego po-
czatku dodatnio okreslona, co wcale nie wynika z klasycznego réwnania
przewodnictwa ciepta i nie musi tu by¢ dodatkowo zakladana. Taka re-
prezentacja wielkosci dodatnio okreslonej jest znana w fizyce i nosi nazwe
reprezentacji Borna. 7 (6.49) wynika, 7ze (¢, z) moze by¢ przedstawione

W postaci
W(t,z) = JT(t, z) e o) (6.50)

gdzie faza ¢(t, ) jest pewna nieznana funkcja. W zwiazku 7z tym, réwniez,

wszystkie inne wielko$ci mozemy teraz przedstawia¢ albo w reprezentacji

(1, ¢*) albo w reprezentacji (T, ¢). Dotyczy to oczywiscie i lagrangianu:
— lagrangian Anthony’ego w reprezentacji (¢, ¢*)

L=—cpi'—

swow - vaw+ o

TR e

A VYt @ Vit —*? Vv \%
[W*(w PR VY* — VY @ Vip)+
T

e VWU ) @ V(Y
2y YOV
— lagrangian Anthony’ego w reprezentacji (T, )

T

In —

g 1
Ez—cT—S Tatgo—i——iaﬂ’ +
w 2 T

(6.51)

El— €10

— 6.52
T (652
1. T,

Li (vr D grevr

. (v &Vp+ L VT eV )

gdzie .. — sumowanie po dwu wskaznikach, w — stata o wymiarze czesto-
tliwosci, ¢ — cieplo wladciwe, A = (A\") — tensor przewodnictwa ciepla,
Ty temperatura odniesienia.
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Aparat formalizmu Lagrange’a daje
réwnania pola

cOT - A.VQVT =0, (6.53)
: S Ty
O AVOVp = —cw A <EV ®VT - VT VT) . (6.54)

— warunki brzegowe
n(A-Vy)=0, (6.55)

rozwigzanie szczegllne ¢(t, x) réwnania (6.54), jesli znamy rozwia-
zanie réwnania (6.53)

1o

tr)=—wt 6.56
o(t,z) T (6.56)
pole wzbudzen termicznych
G(t,x) = JT(t,x) P (6.57)
) = o) exp [ —iwt+i :
bl bl p QT(t’ l‘) )
gestos$¢ energii
A (VT®V 4 D VT®VT> (6.58)
u=c — A Y+ 5ra : .
a po podstawieniu szczegdlnego rozwiazania (6.56)
u=-cT, (6.59)
— gesto$¢ strumienia energii
. 1. Ty
jw = — A Kw + ﬁv:r> 0T + VT dp| | (6.60)
w

a po podstawieniu szczegdlnego rozwiazania (6.56)

~

Juwy=A-VT. (6.61)
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Powyzszy przyktad dotyczy oczywiscie sztywnego przewodnika ciepta, wiec
nie uwzgledniono tu mechanicznych stopni swobody. Ponadto, pokazana tu
tozsamos$¢ jest spetniona dla kazdego rozktadu temperatur i nie dostarcza
nowych informacji o uktadzie.

Wielkos$ci typu masy, po uwzglednieniu szczegdlnego rozwiazania (6.56),
przyjmuja postac

w=AcT, Jw) = ~AMN-VT. (6.62)

Entropie Anthony nazywa obserwablg drugiego rodzaju zwigzang z trans-
formacje cechowania )
Mt z) = A(t, z) "™ . (6.63)

Mozna tatwo pokazaé, ze lagrangian Anthony’ego odtwarza podstawowe
rownania teorii Onsagera
gestosé entropii

T
s=—clIn— 6.64
sl (6.64)
— gesto$¢ strumienia entropii
. A-VT
Jis) — T s (6.65)
— gestos¢ predkosci produkeji entropii
VT-\-VT
O) =~ - (6.66)
Druga czes¢ drugiego prawa termodynamiki
O(s) > 0, (6.67)

jest odtwarzana poprzez zwigzek 7 teorig stabilnosci Lyapunova, ktéra jest
réwniez czeScia formalizmu Lagrange’a [18].

6.4.2. Dyfuzja

Najwiecej watpliwosci w stosunku do teorii typu podwajania pdl doty-
czy interpretacji fizycznej tych dodatkowych pél, co pokazaliSmy na przy-
ktadzie podejscia Morse’a i Feschbacha. Polem dodatkowym w podej$ciu
Anthony’ego jest faza ¢(t, x).
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Rozwazmy teraz klasyczna teorie dyfuzji [85] (poréwnaj rozdziat 3). Pod-
stawowym rownaniem opisujacym dyfuzje jest prawo zachowania masy
[76]

Op+div(pv) =0. (6.68)

gdzie p  gesto$¢ masy. Szczegdlna predkosc dyfuzji v jest suma predkosci

ruchu chaotycznego u

wu=-nY (6.69)
p

D wspoétezynnik dyfuzji, i predkosci konwekcji b pod wplywem sit ze-
wnetrznych
v=b+u. (6.70)

W klasycznej teorii dyfuzji zaktada sie prawo Stokesa, czyli ze predkos¢ b
jest proporcjonalna do sity dzialajacej na czasteczke [144]

1
b=-F(x), (6.71)
¢
1/¢ — ruchliwo$¢ czasteczki.
Biorac pod uwage powyzsze wzory, mozemy otrzymac niejednorodne réw-
nanie dyfuzji

1
Op— D Ap = oG div(pF). (6.72)

Podejmiemy teraz prdobe uogdlnienia klasycznej teorii dyfuzji tak, aby byto
mozliwe zastosowanie formalizmu Lagrange’a.
Relacja Stokesa [144] jest stuszna tylko dla bardzo krétkich czaséw relak-
sacji

TLT", (6.73)

gdzie 7 = m/(  kinematyczny czas relaksacji, m  masa czasteczki,
" =dt =t—1ty >0 fizycznie infinitezymalny przedzial czasu, definiu-
jacy skale czasu obserwacji procesu dyfuzji. WprowadZzmy nowy zwiazek
konstytutywny R(7), ktéry w granicy dla 7 — 0 bedzie przechodzil w re-
lacje Stokesa. Zauwazmy, ze sita sprezysta F, dziatajaca na dyfundujaca
czasteczke

Fo=-VyVog, (6.74)

jest proporcjonalna do gradientu dylatacji sprezystej 9, gdyz
O = 3K 0, (6.75)



6.4. Podejscie Anthony’ego 183

gdzie Vi — objetosé transportowana przez dyfundujaca czasteczke. Zatoz-
my, ze za efekty inercjalne odpowiada sita Fy,, zalezna od pewnej zmiennej
wewnetrznej &, w podobny sposéb jak ma to miejsce dla sity sprezystej
Fel
F, =—-V(p) Vo, (6.76)
gdzie
m .
=—, o, =k&. 6.77
‘/[] pl E ( )
Predko$¢ zmiany zmiennej wewnetrznej &, czyli é, interpretujemy jako

predkos¢ plastycznej dylatacji. W tym przypadku uzyskamy niejednorodne
rownanie dyfuzji w postaci

dp—DAp=r1AE. (6.78)

Rozwazmy lagrangian

1

w

K
L=—(pdx—5(VX)*=DVp-Vx), (6.79)

gdzie y = 7&. Réwnania Eulera-Lagrange’a wynikajace z (6.78) sa naste-
pujace:
op— D Ap=rkAy, ox+DAx=0. (6.80)

Z poréwnania wzoréw (6.71), (6.72) i (6.78) wynika, ze

V(p)

3
i

b—”‘—;vg— B, (6.81)

gdzie B = [2 Vé, a lp = m/k 1 — charakterystyczna dlugo$¢ w procesie
dyfuzji. Zastosowanie twierdzenia Noether do lagrangianu (6.79) generuje
nastepujace rownania konstytutywne dla poszczegdlnych wielkosci fizycz-
nych:

— energia

1
€= Vx-(kVx+2DVp), (6.82)

jo= —[DVxdp+ (kVx+DVp)d]. (6.83)

1
w
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Wykorzystujac réwnania (6.69), (6.70), (6.80) i (6.81) mozemy powyz-
sze rOwnania wyrazi¢ poprzez predkosci u i v:

102 2 2
5:§a(v —u’), (6.84)
o= DI(v - w)dp+vVip(v )
% (6.85)
= P D [u div(pv) — v div(pu)].
ped
p:—£VX, (6.86)

1 K
o1 =—(pOx — 5 (VX)* = DVp- Vx) i+ -
1 .

Powyzsze rownania réwniez mozemy wyrazi¢ poprzez predkosci u i v:

p=——(v—u), (6.88)

D 1
Oij = L { l— div(p(v —u)) — §(V2 —u?) Oij + U Vj — U, Uy
(6.89)

— masa
Aby otrzymaé¢ réwnanie zachowania masy, musimy przepisa¢ lagran-
gian (6.79) w reprezentacji (¢, "), gdzie funkcja 1 (t, z) o wartosciach
zespolonych, przez analogie do pola wzbudzen termicznych nazywana
polem wzbudzen dyfuzyjnych [76], ma postaé

B(t,x) = Jplt, 7) Xt (6.90)

tak, ze
p=popp”, (6.91)
i Y
X=-3 ID(E)’ (6.92)
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P! [D (_* vy~ L (w*V) (o — o atw)] "

2w wl WQ 1 (6.93)
K 2 * *\2
7 twierdzenia Noether mamy
w= 22y (6.94)
w

2 \¢ (G
Réwnania (6.94) i (6.95) w reprezentacji (p, x) przyjmuja postacé

o= [f (1 vy - - vw*) o D (VY + vw)]  (695)

A
== 6.96
w=—p, (6.96)
) A
Juw = (DVp+kVY). (6.97)

w
Wielkosci te spelniaja réwnanie zachowania wielkosci typu masy (6.13),
poniewaz podstawienie do niego réwnan (6.96) i (6.97) daje nam réw-
nanie dyfuzji (6.78), ktére z kolei, jak to pokazaliémy na poczatku tego
podrozdziatu, jest réwnowazne réwnaniu zachowania masy (6.68).

6.5. Formalizm kanoniczny

W tym podrozdziale zostanie podjeta proba opisu proceséow dyssypatyw-
nych w ramach formalizmu kanonicznego dla mechaniki punktu material-
nego na przyktadzie oscylatora z tarciem i dla teorii pola na przyktadzie
réwnania przewodnictwa ciepla typu Cattaneo [79], [78]. Otrzymane wy-
niki ukazuja trudnosci pojawiajace sie w tego typu podejsciu.

6.5.1. Liniowy oscylator

Rozwazmy klasyczny dwuwymiarowy oscylator bez tarcia o masie m i
wspétezynniku sprezystosci K, jednakowym dla obu kierunkéw ruchu [79].
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Réwnania ruchu tego dynamicznego systemu mechanicznego maja znang
postac

mi+ Kzx=0, mij+Ky=0. (6.98)
Mozna je odtworzy¢ z nastepujacego lagrangianu
) K
L=Z(#+i) - S’ +). (6.99)

Zdefiniujmy teraz uogdlnione wspéhrzedne ¢ = (z,y) i uogdlnione pedy
zgodnie ze wzorem

oL
Py = — . 6.100
W tych oznaczeniach Hamiltonian
H=pj—L, (6.101)
otrzymany z lagrangianu (6.99) ma postac
m K
H= 5(-772 +9°) + 5(-772 +y°)
(6.102)
= L)+ (a4 )
2m 7 Y 2 s
Réwnania kanoniczne
0 1 0
apm m ox
o4 1 pey, (6.103)

sg identyczne z réwnaniami Eulera-Lagrange’a. Te same réwnania mozna
formalnie otrzymac¢ rowniez z innego lagrangianu

L=mrs—Krs, (6.104)

a wtedy
oc . oL

:—ims’ :—‘i
o7 Ps = 55

W reprezentacji predkosciowej Hamiltonian w tych zmiennych ma postac

Pr mir. (6.105)
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a w reprezentacji pedowej

1
H(a,p) = —prps + Krs. (6.107)

Réwnania kanoniczne, znalezione w zgodzie z réwnaniami (6.103) przyj-
muja postac

. OH 1 . OH
P=_—=—ps, Pr=-——F5-=-Ks,

op, m 0s

oH 1 oM (6.108)
S apq m pT‘ Y pS as r )

i sg identyczne z tymi otrzymanymi z lagrangianu. Zauwazmy, ze pedy
otrzymane z lagrangianu (6.104) nie sa réwnolegte do odpowiednich pred-
koSci. lagrangian (6.99) ma ponadto dodatkowa zalete w poréwnaniu z
lagrangianem (6.104), gdyz oprécz poprawnych réwnan kanonicznych su-
geruje rozwigzanie przedstawionego ponizej zagadnienia oscylatora z tar-
ciem

mi+ Ri+ Kx=0. (6.109)
W trakcie ruchu uktadu konserwatywnego jego energia catkowita F po-
zostaje stala [98]. Tak wiec, chcac rozwazaé formalizm kanoniczny dla
procesow dyssypatywnych, musimy zaproponowac taki uktad dynamicz-
ny, w ktorym otoczenie uzyskuje doktadnie tyle samo energii co uktad
traci w trakcie dyssypatywnego procesu. W tym celu modelujemy , kapiel
termiczna” za pomoca innego oscylatora harmonicznego 7 antytarciem, a
oba te oscylatory rozwazamy réwnoczes$nie. lagrangian dla takiego uktadu
jest juz znany [76], [98] i ma posta¢

1
ﬁzmjty—§R(yj:—my)—Kmy. (6.110)

Réwnania Eulera-Lagrange’a otrzymane z tego lagrangianu maja postac

mi+Rrx+Kx=0,
L (6.111)
miy—Ry+ Ky=0.

Sa to réwnania rozprzezone, 7z ktérych pierwsze opisuje klasyczny oscylator
7z tarciem, ale pedy klasyczne juz klasyczne nie sa

1 1
pm:my—§Ry, py:mj?—§Rm, (6.112)
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czyli
' ( 1R ) / 1( 1R ) (6.113)
ximpy 237, y—mpm 2y. '

W celu bardziej wyraznego odrdznienia naszej propozycji od tej omoéwionej
powyzej, wprowadzamy nowa wielkosc¢

K=> pdg—L, (6.114)

ktora nazywamy Khanianem. Khanian K(q,§) wyglada jak niedyssypa-
tywny

K=K(qg,¢=miyg+Kzxy. (6.115)
Jest to oczywiscie tylko pozér, gdyz w reprezentacji pedowej
1 1 1
K=Kla.p)= —(pz — 5Ry)(p, + 5Ro) + Ky, (6.116)

a rownania kanoniczne przyjmuja postac

. oK 1 1

oK 1 2

pom 0= Ly 1)y
T 2 4
a1 . (6.117)

Y= 8—py (pm+§ y)

oK 1 R?
Py "oy 2 prJF(K*m)T

6.5.2. Réwnanie przewodnictwa ciepla typu Cattaneo

Zakladamy, ze cialo jest jednorodne i ze zajmuje objetos¢ V. Klasyczne
rownanie przewodnictwa ciepta ma posta¢ prawa zachowania energii

du+V-j=0. (6.118)

Niech gesto$¢ energii u(t,x) zalezy liniowo tylko od temperatury bez-
wzglednej T'(t, x), a cieplo wlasciwe ¢ niech bedzie wielkoscig stata

u=cT(t ). (6.119)
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Ponadto, niech strumien energii j zalezy liniowo od gradientu pola tem-
peratury, a tensor przewodnictwa ciepta A niech bedzie wielkoscig stala

j=—-AVT(t,x). (6.120)

Przy tych zalozeniach réwnanie (6.118) przyjmuje postaé¢ réwnania Fo-
uriera

cO,T(t,x) — V(AVT(t,x)) = 0. (6.121)

Rozwigzania réwnania Fouriera sa niezgodne z prawami fizyki: ciepto pro-
paguje sie z nieskonczong predkoscig. Wady tej nie ma rownanie przewod-
nictwa ciepta typu Cattaneo, jesli do rownania Fouriera dodamy 7z prawej
strony wielko$¢ r6zna od zera typu jak ponizej

cOT(t,x) — AAT(t,2) = 0 Oy . (6.122)

Formalizm kanoniczny dla rownania Fouriera na analogiczng postac jak dla
oscylatora harmonicznego i w zasadzie nalezaloby powtdrzy¢ rozwazania
7. poprzedniego podrozdziatu. By tego uniknaé¢, potraktujemy réwnanie
Cattaneo w ramach formalizmu Anthony’ego [16], [20], [76].

Jak pamietamy, réwnanie Fouriera mozna otrzymac¢ wykorzystujac lagran-
gian (6.52). Dla réwnania Cattaneo nalezy ten lagrangian odpowiednio
zmodyfikowaé i wtedy przyjmuje on postaé [20]

zxﬂa%aTy—%<ﬁ@ﬁ%D22MVTV>
a (6.123)
e

+£(d@@—iVTv@—7ﬂ

gdzie o = c1r/(2wh), a mpr = acTg . Tutaj T — czas relaksacji strumienia
ciepta, § — pewien fenomenologiczny parametr, a

T
Pt 0. T) = ¢ — Wi+ %), (6.124)

jest faza rowna zeru w stanie lokalnej réwnowagi. Wezmy jako uogélnione
wspéirzedne pare ¢ = (¢, T) . lagrangian (6.123) daje nastepujace réwna-
nia Eulera-Lagrange’a

cOT — ANAT = 00,0,

] ) (6.125)
cO 0+ AAQ = mpOyT — 2aNAT .
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Uogdlnione pedy maja postac

Y Ty
mEL T (6.126)

skad wynika, ze

(6.127)

Wida¢, ze mr gra tu role wielko$ci typu masy. Zauwazmy, ze teraz pedy
sg rownolegte do odpowiednich predkosci. Khanian

K=mns"—L, (6.128)
dla réwnania przewodnictwa ciepta typu Cattaneo ma postac

1 w cT (eT)?
IC - 2 2 i -
e 2 2T T g

A <a(v:r)2 + iV(ﬁVT) . (6.129)

Otrzymane stad uogélnione predkosci sg identyczne z réwnaniami (6.126),
a rownania dla uogoélnionych pedéw maja postac

7%1:—%+V a’C~ :lMT,

dp  O(Ve) w (6.130)
. oK oK & 2T - 1. ’
ﬂg—*a—T—Fva(VT)—*aﬂ']—FW—FQO/)\AT—FJ)\A(p,

i odtwarzaja dokladnie réwnania (6.125).

6.6. Lagrangian dla zjawiska termoelektrycznosci

Kolejnym przyktadem zastosowania formalizmu Anthony’ego do zjawisk
dyssypatywnych jest préba konstrukcji lagrangianu dla zjawiska termo-
elektrycznodci [77).
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Réwnania Maxwella przyjmujemy tu w nastepujacej postaci:
magnetyczne prawo Gaussa

V-B=0, (6.131)
— prawo Faradaya
VXE+0,B=0, (6.132)
— elektryczne prawo Gaussa
V-E=p, (6.133)
— prawo Ampéra
VxB—-0FE=3). (6.134)

Elektromagnetyczne pola E i B mozna wyrazi¢ przez potencjaly elektro-
magnetyczne

(AM) = (A%, A", A% A%, p1=0,1,2,3, (6.135)
w nastepujacy sposob:

Bj = gio* A, E'=0'(A") = (A, A", A%, A%), 11 =0,1,2,3. (6.136)

Tutaj (z# = 2°, 2", 22, 23), 2° = ct, gdzie ¢ jest predkodcig $wiatla. Przy-

jecie metryki (g,,) w postaci

[-1000]
0100

(g,w)_{ 001 0‘, (6.137)
0001

pozwala na wprowadzenie kowariantnych wspétrzednych i sktadowych wek-
toréw

('Tu) - (guu) - (*.’L’U,.’L’],.’T}Q,ﬂ?g) )

0 0 0 0 0
v (Y ) | _
0 (8.77“) ( 0x0" Ozl Ox?’ 8373) ' (6.138)

(A)) = (guuA") = (— Ao, Ar; Ay, Az) .
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Czterostrumien ma postac

(1) = (p,3" 3% 3%, () = (9ow) = (=ps rs G2 ). (6.139)
W tej notacji lagrangian pola elektromagnetycznego ma postac
— w prozni
v 1 v 1 VvV KA
£Pm(aA) = _Z ¥ FMV = _Z.qnli.qx\u FrF ) (6140)

— w ciele stalym

1

‘Cf’m(AaaA) = 7ZFuUFuy+Auju, (6141)

gdzie
=0t AY — 9" A*, (6.142)

0A" 0 0

A = ——, P =_—"—=—— 6.143
Oz Org  cOt’ ( )

czyli

0 E' E* FB
~E' 0 B —B?
wy
(F ) - _E2 _B3 0 Bl ' (6144)
-E3 B? -B 0
Réwnania (6.131) i (6.132) dla potencjaléw A* sa spelnione tozsamoscio-
wo, ze wzgledu na tozsamosci

div curl(-) =0, i curl grad(-) =0. (6.145)

6.6.1. Lagrangian oddzialujacych pél

W teorii pola w celu opisania oddziatywania elektronéw 7 polem elektro-
magnetycznym stosuje sie cechowanie

8, —> (9, —ieA,). (6.146)

Podejscie to generuje lagrangian o wartosciach zespolonych, co przeczy na-
szemu wymaganiu, by lagrangian byt rzeczywisty. Tu zaproponujemy inny
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sposéb wlaczenia w opis teoretyczny oddziatywania pol elektromagnetycz-
nych i termicznych, postulujac trzy formy lagrangianu. W ponizszych wzo-
rach uzywamy nastepujacych oznaczen: ¢y  pole wzbudzen termicznych
(6.49), (6.50), ¢ faza pola wzbudzen termicznych, & funkcja sprzezenia,
0 — tensor przewodnictwa elektrycznego zwigzany z pradem elektrycznym
zwiazkiem 3, =6 - E.

(WI) Lo, (1, 04) =0 6. EQ E (6.147)
(WID) L, (1,0A) =ET6.EQ E, (6.148)

A T,
(W) £ =—¢,Top+\.(VT @ Vo + ——VT @ VT)
2772
. (6.149)

+ 5(E2 ~ B+ A", - 6.EQE — £o(6E)VT.

6.6.2. Réwnania Eulera-Lagrange’a

Policzmy teraz, jakie rownania Eulera-Lagrange’a wynikaja 7 postulowa-
nych funkcjonaléow.

— (W)
1. wariacja wzgledem A°:
divE =p—26..(V® (¢pE)); (6.150)
2. wariacja wzgledem A
curl B — O,E = j + 266 - 04(pE); (6.151)
3. wariacja wzgledem ¢
cwOT — A\.(VQVT) = wés..E @ E; (6.152)

4. wariacja wzgledem T

CuOrp + S\(V ® V) =
o e (6.153)
~ e — A (T—‘;v ®VT - 2VT e VT> .
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—(wI)
1. wariacja wzgledem A°:

divE =p— 2. (VR (TE)); (6.154)
2. wariacja wzgledem A
curl B— 0,E = j +2£6 - 0,(TE); (6.155)
3. wariacja wzgledem ¢
w0 T — X..(VQVT) = 0; (6.156)
4. wariacja wzgledem T
w0 + M. (V@ Vi) =

« [Ty To .
— Cpw — A.. <EV ® VT — ﬁVT ® VT) +wéo..EQ® E.

(6.157)
— (WIII)
1. wariacja wzgledem A°:
E=p+20.(¢VRE)+£5.VR(eVT); (6.158)
2. wariacja wzgledem A
curl B — O,E = j — 260,(pE) — &6 - 0,(oVT); (6.159)
3. wariacja wzgledem ¢
w0 T —A.(VRVT) =6..(E® (E+¢VT)):; (6.160)
4. wariacja wzgledem T
CwOrp + S\(V ® Vo) =
i (Lo To 6.161
cw)\..<ﬁV®VTﬁVT®VT> (6.161)

+£6.. (VR (pE)).
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Rozwigzanie réwnania (6.153) wzgledem ¢ z wersji WI jest dobrze znane i
ma postac (6.56), jednakze dla takiej postaci ¢ réwnanie (6.151) moze by¢
doprowadzone do znanej postaci tylko w przypadku E = 0, co oczywiscie
jest niezgodne 7z oczekiwaniami.

W wersji WII rozwiazanie réwnania (6.157) ma posta¢ rézna od (6.56),
gdyz réwnanie zawiera dodatkowe cztony zawierajace natezenie pola elek-
trycznego E. Mozna to rozwiazanie doprowadzi¢ do postaci (6.56) gdy
E = const. Przypadek ten jest jednakze nie interesujacy.

Najbardziej obiecujaca jest wersja WIIT ze wzgledu na réwnanie (6.160).
Opisuje ono oczekiwany efekt, a mianowicie zjawisko Joule’a-Thomsona.
Przypomnijmy, ze prad elektryczny 3, = 6 - E przeplywajac przez prze-
wodnik w ktérym istnieje gradient temperatury, oprécz ciepta Joule'a
Q; = 0..(E® E) powoduje emisje lub absorbcje ciepta Thomsona Q7 =
€3, VT, gdzie ¢  wspdlezynnik Thomsona.

Jesli podejmuje sie probe opisu zjawisk sprzezonych, to lagrangian po-
winien sklada¢ sie z czesci opisujacych kazde z tych zjawisk osobno (by
nie znikal w sytuacji nie wystepowania ktdérego$ z rozwazanych zjawisk)
i 7 czeSci sprzegajacej poszczegblne zjawiska. W omawianym tu zjawisku
termoelektrycznym sktada sie on 7 trzech czesci

L, 00, A, 0A) = L4y, (,00) + Lo (A, 0A) + Lins (¥, 0A4),  (6.162)

gdzie poszcezegdlne sktadniki to Ly, (1), 0¢) lagrangian zjawiska przewod-
nictwa temperatury, L., (A, 0A) - lagrangian pola elektromagnetycznego,
Lini(1,0A) — lagrangian oddzialywania. Wlasnie taka strukture ma za-
proponowany tu lagrangian w wersji WIII. W rozdziale tym wykorzystano
prace [75], [76], [77], [78], [79], [85].






Z.akonczenie

Przedstawione w prezentowanej pracy metody opisu zjawisk dyssypatyw-
nych ukazujg na wielo$¢ stosowanych teorii fizykalnych. Nie wyczerpuja
one oczywiscie wszystkich mozliwosci, ale reprezentuja tylko te zastoso-
wane przez autora w jego badaniach. Metody te maja rézna wage. W za-
stosowaniach praktycznych na pewno bardzo wazna role odgrywaja tech-
niki, w ktérych potozono szczegdlny nacisk na pewne specyficzne cechy
badanego uktadu fizycznego, jak w przytoczonych przyktadach propagacji
fal i ruchu dyslokacji w krysztale. Pozwalaja one w szczegdlno$ci ocenié
zachowanie sie poszczegolnych badanych obiektéw i zbudowac urzadzenia
do konkretnych zastosowan (np. wykorzystujac zjawisko Schocha do budo-
wy detektoréow defektéw materialowych) lub tez tylko, jak w tym drugim
przypadku, pozwalaja przewidzie¢ zachowanie sie materialow w réznych
temperaturach.

W rozdziale dotyczacym dyfuzji dokonano poglebionej analizy tego zjawi-
ska, tak waznego w réznych obszarach i posiadajacego caty szereg istot-
nych zastosowan praktycznych. Wnioski wynikajace z tego podejscia otwie-
raja nowe pola badawcze i zachecaja do dalszych poszukiwan.

Réwniez do dalszych badan zachecaja rozdziaty dotyczace w ogdlnosci wa-
riacyjnych metod opisu zjawisk fizycznych. Niezaleznie od aspektow filozo-
ficznych, czyli od dazenia do ujecia w jednym formalizmie petnego bogac-
twa zjawisk przyrody, maja one istotny aspekt praktyczny. Wspélczesne
techniki numeryczne, wykorzystujace komputery najnowszych generacji,
otwierajg niespotykane dotad mozliwosci obliczeniowe, gdzie poszukiwa-
nia funkcji minimalizujacych dany funkcjonal s czesto skuteczniejsze niz
poszukiwanie rozwigzan skomplikowanych nieliniowych réwnan rézniczko-
wych.






Dodatek — Definicje i twierdzenie
dotyczace wariacji uzytych w opisie
osrodkow mikropolarnych

A. Wariacje funkcji i funkcjonaléw

A.1. Wariacje pochodnych

7 twierdzenia o wartosci éredniej wynika, ze jesli funkcje f i f sa funkcjami
bliskimi (patrz Definicje 5.4, 5.5 i 5.6 na stronie 152) wtedy

f(@%) = f(z%) +e6:f(a7) . (A.1)
Zauwazmy, ze treansformacja F : F(f) = f jest homomorfizmem, to
ZNaczy, 7e
F(fi- f2) = F(fr) - F(fo), (A.2)
F(fi+ f2) =F(f1) + F(f2) - (A.3)
Rzeczywiscie,

fi@®) - fo(2®) = fi(2®) - fa(a”)+
[Fela) - Rle) + F) - Fale) 4 2 e fule?)]

Druga wiasciwos¢ jest oczywista.
Zaobserwujmy, ze funkcje fi - fo i fi - fo sa funkcjami bliskimi i ze

fi-fo) =0fi- fot f1-0fa. (A.5)

Po zastosowaniu twierdzenia o wartodci éredniej do iloczynu fi(z%)- fo(7°)
otrzymuje sie, ze

(A.4)

6(fi-fa)=0fi-fat fi-0fs. (A.6)
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o5 (%) . Of (")

zwroémy uwage, ze sa rowniez funkcjami bliskimi, a

ox? ox?
ponadto
O(fa) = (0f):a ; (A.7)
i
0(fra) = (6)sa —Fo5 (6270 . (A.8)

Z réwnania (A.8) i z (5.45) otrzymujemy réwnania wariacji pochodnej
materialnej dowolnej funkcji f(x, t)

._DWf) ;DY)

5f = 2SI 2 (4.9)

A.2. Wariacje calek
Twierdzenie A 1.1
Niech beda dane catki

T(z) :/f(a:a)dv dt, i I(z°) = /,’(g:ﬂ)d@ di,

gdzie dv jest elementem objetoéci w R* a funkcje f(2*) i f(z®) sa funk-
cjami bliskimi (Patrz Definicja 5.4 na stronie 152). W tym przypadku
funkcjonaly Z i 7 sa réwniez bliskie, i réwnoczesnie i

OT (1) = / Of (x)dv dt ,

ST () = /[5,,0(9:“) 4 F(2®)(627),5]dv dt . (A.10)
A
Dowéd.
Zauwazmy, 7e
_ oxY
Z(z*) = [ [f(z®)+ed.f(z")]det (W) dv dt

[f(z%) +ed.f(z*)] det [5} +e (55377),5} dv dt

f(z®)dv dt + 6/ [(Lf(.@“) + f(2™)(6.27),5 +& 7"5] dv dt,
A

Il
B— B B
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gdzie e r, jest funkcjg rzedu £2 i moze by¢ pominieta w dalszych rozwaza-
niach, poniewaz linaa r. = 0. W tym przypadku
E—r

lim 7, = / [6/(2) + f(2)(52%).5 ] dv dt

[07(2%) + (F(2%) 62).5 ] v dt.

m— >

B. Wariacje obiektéw bezwladnych i deformacji

Teraz znajdziemy wariacje niezaleznych zmiennych konstytutywnych dla
ciektych krysztatéw w stanie réwnowagi termodynamicznej, czyli dla [44]:

pi]’j777T’8’B'

7 réwnania (5.44) i 7z prawa zachowania masy (5.3), gdzie p,(X) jest
gestos$cig niezdeformowanego ciala, i z faktu ze wariacja gestos$ci niezde-
formowanego cialta znika, a wiec dp, = 0, wynika, ze

op = _p[(éxk)ak _Uk(ét)vk] ) (B'l)

6p "= —p (62"), —v"(61) .k ] (B.2)
Wariacja ji;, wynika z (5.4) i z (5.50):
Okt = =ik O Kim — 3710 ;K » (B.3)
poniewaz d35F = 0. Zauwazmy, ze
8 Kkm = —0 Kk - (B.4)
Wariacja przestrzennego tensora gietno-skretnego ma postac

Ykt = — Viem (™)1 +(Yen V" — 1) (01)

1 . . (B.5)
+ igkmn (6dK )7l +P}/ l(sdﬁmk .
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Rzeczywiscie,
1 mK n mK n
OV = 2Ekmn X O(X ke ) + (OX™F) X ey ]
1
= 5kmn {XFNOX 1) a =X Ksa (02%) 3]+ (OX™) X"k }
(B.6)
Wiadomo, ze
X = x"K§ k™, (B.7)
XTK XsKal — Ekrs Vel » (B8)
i
S O M (B.9)
Wynika stad, ze
r 1 mK (T r N
Vet = —Vir (027) *§€kmnX X'k — 0" X"k ) (61)
1 (B.10)
+ §8kmn[(5d/‘&mn),z +2e"" v 0 k"]
Uwzgledniajac réwnania (5.20), (5.21) i
)l(k[( :deleK; (Bll)

otrzymujemy ostatecznie réwnanie (B.5).
Podobnie mozna otrzymaé¢ wyrazenie na wariacje materialnego tensora
gietno-skretnego

0T scr, = a1, Xaxe [(OK") s+ 0t] | (B.12)
i na wariacje tensora deformacji Cosserat

0Ckr, = [(537k) 4 —vF (1) ,l} 2k Xer, + 2%k XM, 0 Kmk (B.13)
:ZL‘k,K [X[L ((Su.'lil) yk +XnL Elnk Slil +XlL QA (St . .



C. Wariacje predkosci 203

C. Wariacje predkosci

W tym podrozdziale podamy wyrazenie na wariacje wektora predkosci
katowej v.
Zauwazmy, ze wariacja tensora gyriacji v jest réwna wyrazeniu

v = (X Xi™)
D D(6t) (C.1)

m, m,
= —((Sdlﬁllk) — 4Vkl ﬁ + Yl 5d/<,km + aVk 5d/<,ml .

Dt

Sta wynika juz bezposrednio wariacja wektora predkosci katowej

(Sl/m = f%&“mkl (sdl/kl "
D(6t 1 D(6 k"™
L DO 1 D)
Dt 2 Dt
Wariacja wektora gestosci spinu o moze by¢ latwo otrzymana z réwnan
(B.3) i (C.2). Zgodnie 7 wynikami Eringena [46]

(C.2)

k
+ V70 K -

or=i"w, (C.3)
i wariacja o, ma postac
D@ty 1 ... DS k)
(SO'kZ—O'k Dt +§ l]km#—Ulédﬂkl. (C4)

D. Wariacje p6l zewnetrznych

W tym podrozdziale znajdziemy wariacje pola temperatury 7' = T(z,t),
wektora natezenia pola elektrycznego E = E(x,t) i wektora indukcji ma-
gnetycznej B = B(x,t). Zgodnie z réwnaniem (A.9), wariacja tempera-
tury ma postac¢ nastepujaca:

DO Dot
6T = ==~ T—. (D.5)
Zgodnie 7 réwnaniem (A.8)
6(@,k ) = (56);k —@,l ((SZL‘Z),k —(T — Ul(”),[ )((St),k s (DG)

and

50,5 ) = (80),5x —T(5t),x . (D.7)
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Wariacje wektoréw E and B maja nastepujaca postac:

(SEZ - 7(5Al)at +Al7k ((smk)at +Akat ((st)at
(D.8)
+(680);] —¥sk (6xk)7l — P (6t);] .
OB* = e [(5An)m — At (02" m — At (58)m | - (D.9)
E. Wariacje lokalne i niezmiennicze wzgledem
cechowania
Transformacje
- . oV
Ay = A+ Uy, 90:%0‘1‘5; (E.1)

gdzie ¥ dowolna funkcja skalarna, nazywamy transformacja cechowania
[152], poniewaz zachowuje ona posta¢ réwnan Maxwella — maja one taka
samg posta¢ rowniez w reprezentacji

oA .
l + 0 Bk = 8kmn An;m - (EQ)

B = -2
1 ot @i

Réwnania (D.8) i (D.9) wyrazone przez niezmiennicze wzgledem cechowa-
nia wariacje Weissa (5.55) przyjmuja nastepujaca postac:

~

D . A
(SEl = ((5<p),l *ﬁt((SAl) + 'Uk ((514[),]C

D(6z%)
Dt

+E i B™ [ — " (6xk),n] (E.3)

K [Dl()it) ot (5t),k] By (654, .

OB™ = =™ [(JA) & +Ey (5). | + B* (62™). —B™ (02%). . (E.A)

Wariacja wektora € ma postac:

A D . o
(551 = ((5(‘0),1 *Ft((sAl) + T)k ((SA]C),[

D(6t)
Dt

(E.5)

- 51 — ™ 5m (57‘),1 *gk ((S.Tk),l .



E. Wariacje lokalne i niezmiennicze wzgledem cechowania
Jesli wprowadzimy potencjat skalarny ¢
p=p+v-A,
to jego transformacja cechowania przyjmuje postac
d=0+T.
Widac, 7e
W tym przypadku mamy

D . N

& = _(Ak + 0" Ap) + o= — Dr

(Ag) + 0™ Am| + 0ok -

205

(E.9)

Mozna sprawdzi¢, ze niezmiennicza wzgledem cechowania wariacja ¢ ma

postac

5¢E(§g0+v-(§A.
Niech g = ¥ i ¢ = —A+ V. Wtedy

Ee=Co+ v i, Ex = (ke
where
5K533k,r(5k7 CKEﬂ?k,KCk-

Moreover D(é( ) D((Sf)

6k = LEA ’

£k Dt E—pr
gdzie
Cx = —aFx [SAk . (5\1; ~A-bz ¢6t) k} ,

o = Dgt(éllf—A-gaz—(bét).

(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.15)

Wariacje niezaleznych zmiennych konstytutywnych cieklych krysztatow
mozna teraz nastepujaco wyrazi¢ poprzez wariacje niezmiennicze wzgle-

dem cechowania § i wariacje lokalne §

6/)7] = pi] [(Sxk)ak +vk>k ot )

(E.16)



206 Definicje wariacji

(s]mn - *(Elnr jmr + Elmr ]rn)((su"{l + Vl (sf) ) (E17)
Y™ = — ™ (le),k —i—(g/fm),k ™ "1 0K (E.18)
+ (0" = Y v e Y 8 V) OF
N D()A -
(sgk = — 51 ((5ml),k - ( k) - ’I)l,k (SAI
D((Hj (E.19)
0)k —& &ty ot
+ (00),x —Ex Di 1V O,
§B™ =B (52™),, —B™ (0a") 5 +£"™ (5 A4)),
(mx )k ( xk) k ( kl) k (E.20)
+ MM E (0t),x +(BY 0™, —B™ 0" ) 0t .
mamy ponadto, ze
dp=—p [(ng),k 0¥ (575} : (E.21)
D(ozk) .
b= T L gk E.22
dv Di + 0" ot ( )
D(0k! y
ot = (1()5: ) _ ey V™ OK™ 4 ' St (E.23)
D(0k! .
oot =ik, (o) + &b o™ ok 4+ 6F 6t (E.24)
Dt
ot N oA -
OBy = — egim B™ o7 — B (02') 76( d — (0104
%t(df) o o' (E.25)
. f v
+ (6¢),k _gk at —El (Ul (St),k —Ekim Bmﬁét

F. Wariacja energii

Energia swobodna cieklych krysztaléw zalezy od szeSciu zmiennych polo-
wych

@Z):@Z)(pilaja’Y)Ta SJB) (Fll)
Z Twierdzenia 5.1 na stronie 153 wynika, ze
_ o o .. O oy o oy

6p = St o Ot o 0T+ == 6E+—=—r 0BY . (F.2)

0 - :
v dp~! ki Ok

or 0&} OBk
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Po zastosowaniu wzorow na zmienne konstytutywne otrzymuje sie

50 9 DBA) _ 9 o DY) <p13_¢5;«

" 9E Dt Y dp

% Ymi — aa;/.i &+ aag, BF — aal;/)m B™ 5zk> (5-77l)ak
+ g—i ol + 8mkl%1 (AAz),k +g—2(5@)>k (F.3)
+ [%jkn - %jnk + aifk “Ymk] Oymn -

Aksjomat obiektywnosci materialowej [44], [46] narzuca, aby

o o o o o o
" 3n n n o an n Bn
ajmkJ g * a]kmjlC * 8’)/mk’y g * a’Ykm Tk * agmg * 8Bm
(F.4)
o o, o o o o
— m m m m Bm .
Uwzgledniajac fakt, ze 0 Ky = —0 Kpp otrzymujemy
oy ., o ., 0 n 0 n
[.—wl'lﬂr .w]k“" wﬁ'lﬂr—w%'
almk a]km aﬁ}/mk aﬁ}/km (F 5)
oY oY ’

* 38,5 gp, B 10utmn =0
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Mozna pokazaé, ze wyrazenie w ostatnich nawiasach wzoru (F.3) wynosi

[ D D, D m]M

8chm ajmk Ik avnk Tk e
o o o . ;

= —& — ——=B"|J k" F.
[%ﬂml*a&gl FIZ I (E-6)

Biorac pod uwage w (F.3) zaleznosé¢ (F.6), i ze

JUrl V=0, (F.7)
otrzymujemy
o .,
oy = 00 — T 6t 5 A & ot
v laT( AT ]
e oY oY o oY
! i J—— VL B™)
+[p oy o " e St o P ape l]
[(5 Yok =™ Okn + ap 57‘]
o ; D [0y
a—[an o+ 0] — — (8—T> 50 (F.8)
IR aw\ o BT
klm A Il s l A
e g O l)’”[ (azg) 08, " ]‘5 1+ 5g, (00
de o
kim
+e HRBm 5] ((St),k—F (aTT+—agkgk> ot .
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